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Abstrak

Pelabelan total super sebuah graf G = (V,E) dengan jumlah titik p dan jumlah sisi ¢ adalah pelabelan titik terhadap
himpunan {/, 2, 3, ...p} dan pelabelan sisi terhadap himpunan {p+1/, p+2, ...p+q}. Sehingga barisan yang dibentuk oleh

w(wv)=f(u)+ f(v)+ f(uv), uw€E(G) membentuk sebuah barisan aritmatika dengan suku awal atau a>0 dan
d>0 dengan f{u) adalah label titik u, f{v) merupakan label titik v, dan f{uv) merupakan label sisi uv. Dalam penilitian ini
akan dibahas mengenai pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dari graf Crown String konektif atau tunggal. Graf ini
disimbolkan dengan Csm,n.. Hasil penelitian menunjukkan _bahwa ada pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dari graf
Crown String konektif atau tunggal dari d = 0, I/, 2..Berdasarkanshasil tersebut dapat disimpulkan bahwa graf Crown
String konektif atau tunggal memiliki pelabelan total super (a,d)-Sisi antimagic untuk semua nilai d yang memenubhi.

Kata Kunci: Pelabelan total super (a,d), graf Crown String

Abstract
Super edge-antimagic total labeling of @graph G'= (V,E) with order p and size g;is a vertex labeling {1, 2, 3, ...p} and an
edge labeling {p+1, p+2,4..p#q} such that the edgesweights' . W (uv)=f(u)+f(v)+f (uv) , MVGE(G) form an
arithmetic sequence and for'a > 0and d 0, where f(u) is a,label of vertex u, f().is allabel of vertex v and f(uv) is a label of
edge (uv). In this paper we discuss about super edge-antimagic total labelings properties of connected Crown String
graph, denoted by Csmn. The result shows that @ connectedCrown String/graph admit a super (a, d)-edge antimagic total

labeling for d = 0, 1, 2. It can be concluded that the result.has covered all the feasible d.
Keywords: Super (a, d)-edge-antimagic total labeling, Crown String graph

Pendahuluan

Teori graf adalah salah salah kajian dalam matematika
diskrit. Teori graf banyak digunakan sebagai”alatsbantu
untuk menggambarkan atau menyatakan suatu persoalan
agar lebih mudah dimegerti dan diselesaikan. Pelabelan
graf
merupakan salah satu topik dalam‘teori graf’ Objek
kajiannya berupa graf yang secara umum dirépresentasikan
oleh titik dan sisi serta himpunan bagian bilanganycacah
yang disebut label.[1]

Definisi 1. Sebuah graf' G merupakan pasangan himpunan
(V(G),E(G)), dimana V(G) adalah himpunan berhingga tak
kosong dari elemen yang disebut titik,dan E(G) adalah
sebuah himpunan (mungkin kosong) dari pasangan tak
terurut u,v dari titik-titik u,v V(G) yang disebut sisi. V(G)
disebut himpunan titik dari G dan E(G) disebut himpunan
sisi dari G. [5]

Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf, salah
satunya adalah pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic.
Pelabelan graf adalah suatu pemetaan satu-satu dan onto
(fungsi bijektif) yang memetakan himpunan dari elemen-
elemen graf (titik dan sisi) ke himpunan bilangan bulat
positif.[3] Pelabelan merupakan suatu pemetaan yang
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disebut ojuga fungsi. Fungsi yang digunakan dalam
pelabelan.total super (a,d) adalah fungsi bijektif.

Suatu graf.dikatakan memiliki pelabelan total (a,d)-sisi
antimagicyjika terdapat/sebuah pemetaan satu-satu dari
suatu, V(G)UE(G) ke bilangan bulat {7,2,3,...,p+q} sehingga
himpunan_bobot sisinya w(uv)=f(u)+f(v)+f(uv) pada semua
sisi G ‘adalah {a,a#d/..,a+(q-1)d} untuk a>0 dan d>0
keduanya bilangan/bulat. Sebuah pelabelan total (a,d)- sisi
antimagic“disebut.pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
jikafm)={12,3,....p} dan f(E)={p+1p+2,p+3,. . p+q}.

Berdasarkan penjelasan sebelumnya dapat juga diartikan
bahwa pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada
sebuah graf G=(V,E) adalah pelabelan titik dengan
bilangan bulat {7,2,3,..,p} dan pelabelan sisi dengan
bilangan bulat f{E)={p+1,p+2,p+3,..p+q} dari sebuah graf
G dimana p adalah banyaknya titik dan ¢ adalah banyaknya
sisi pada graf G.

Untuk mencari batas atas nilai beda d pelabelan total
super (a,d)-sisi antimagic dapat ditentukan dengan lemma
1[2]:

Lemma 1. Jika sebuah graf (p,gq) adalah pelabelan total
super (a,d)-sisi antimagic maka:
J< 2p+g—>5
qg—1

Misalkan graf-(p,q) adalah pelabelan total super (a,d) —

sisi antimagic dengan f:V (G)UE(G)—{ p+1, p+2,..., p+q}
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Nilai minimum yang mungkin dari bobot sisi terkecil
f @)+ f ()t f (v )=1+( p+1)+2= p+4 . Dapat ditulis :
p+t4=< a Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum
yang mungkin dari bobot sisi terbesar yaitu dengan
menjumlahkan dua label titik terbesar (p - /) dan p dengan
satu label sisi terbesar (p + g), sehingga diperoleh: ( p—1)+(
prq)tp=3p+q—1 . Akibatnya:
a+(qg—1)d<3p+q—1
g<bta=1-(p+4)
qg—1

Graf khusus yang belum pernah diketahui pelabelan total
super (a,d)-sisi antimagic nya adalah graf Crown String.[4]
Graf Crown String merupakan famili dari graf Buku
Segitiga. Graf Crown String adalah salah satu grafsyang
dikembangkan dari graf buku segitigas’ dengan
menambahkan sisi berupa lintasan. Graf«Crown String
termasuk graf sederhana. Graf Crown String dinotasikan
dengan Csm» dimana m adalah banyaknya petluasan graf
ke samping dan n banyaknya perluasan puncak graf ke atas.
Sedangkan himpunan V dan E_dari_graf Crowns, String
adalah sebagai berikut. V=i, 9/ ; yj;k3 L <is<m ;1<) <
2m ; 1 <k <n dan himpunan/F

E={y,y;,,1<j2m—-1jy

(v, 1=j<2m,I<k<n|U

(x,y,/1<i<m,1<j<2m|U

(x,y, 7/ 1<i<sm,15/<2m, 1sk<sn}U

{yjy]'—l,ly':;ﬁjszm_l}

Adapun manfaat yang diharapkan dalam penelitian ini
adalah  untuk  memberikan, konstribusi  terhadap
berkembang-nya pengetahuan baru dalam bidang.teori graf,
khusunya dalam ruang lingkup ‘pelabelan graf dengan
menunjukkan eksistensi pelabelan ‘total super (a,d). pada
graf ini. Penelitian ini dapat memberikan motivasi pada
peneliti lain untuk melakukan penelitian_tentang pelabelan
jarak tidak teratur pada jenis-jenis’ graf yang=berbeda.
Selain itu, hasil penelitian ini diharapkan dapat dijadikan
pengembangan atau perluasan ilmu serta aplikasi dalam
masalah pelabelan jarak tidak teratur di program studi
Pendidikan Matematika FKIP Universitas Jember.

Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah
deduktif aksiomatik yaitu dengan menerapkan lemma yang
telah ada yakni Lemma 1. Lemma tersebut digunakan
untuk menentukan nilai batas atas dari graf Crown String.
Apabila hasil investigasi pada pelabelan ini terbukti dapat
digunakan dan berpola, maka dapat dicari pola dan
perumusan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
dengan menggunakan metode pendeteksian pola (pattern
recognition).
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Adapun teknik penelitian tersebut tersaji pada diagram
alur penelitian berikut:

f

Identifkesi Famil Graph |

IMenentukzm Kardinalitas Graphi—- Menentukan Batas Atas d

;

Menentukan EAVL dari G

. (TIDAK
\YA) s

Fungzi EAVL dan Bobotnya "—{ Terdeteksi Pal

|

T
|G adalah (2.4)-EAV

v

Pelabelan Total SEATL

G adalah super (a,d)-EAT .

F ™

Terciptanya Algoritma/ Teorema/ Lemma

4,
Gambar 1. Prosedur Penelitian

Pembahasan

Pada’bab_ini" akan dijelaskan mengenai pelabelan total
supers’(a,d)+sisi antimagic/ pada graf Crown String.
Penelitiansini diawali dengan menentukan batas atas d dari
graf Crown
String, menentukan EAVL dan bobot sisi EAV
menentukan SEATL dan’ menentukan bobot total SEATL
pada., graf Grown String. Penelitian tersebut dilakukan
untuk .membuktikan bahwa graf Crown String tunggal
memiliki_pelabelan jtotal super (a,d)-sisi antimagic atau
SEATL.

Hasil*penelitian’ pada pelabelan total super (a,d)-sisi
antimagic pada graf Crown String tunggal berupa 1 lemma
dan 2 teorema. Penyajian pada penelitian ini, dengan
menuliskan lemma ataupun teorema terlebih dahulu,
dilanjutkan dengan disertai bukti mengenai lemma dan
teorema tersebut.

Batas Atas d Graf Crown String. Diketahui jumlah titik
pada graf Crown String adalah 2mn + 3m dan jumlah sisi
2mn + 3m . Dengan demikian batas atas nilai beda d
tersebut adalah:

2p+g—35
qg—1
2(2mn+3m)+(4mn+6m—3)—5
(4mn+6m—3)—1
J< 4mn+6m-+4mn+6m—3—5
o 4dmn+6m—4

d=<

d=<
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8mn+12m—_8
< = -

~ 4mn+6m—4
d=<2
Karena SEATL selalu menggunakan bilangan bulat
positif, maka nilai d adalah bilangan bulat, sehingga d = 0,
1, 2. Selanjutnya penentuan fungsi bijektif pelabelan total
super (a,d)-sisi antimagic akan disesuaikan dengan nilai d
yang telah ditetapkan.

Lemma 1. Ada pelabelan titik (3,1)-sisi antimagic pada
graf Crown String Csm,n jika m=>=1 dan n=>1

Bukti. Labeli titik graf Crown String Csmn dengan sebuah
fungsi definisikan pelabelan f1 dapat dituliskan sebagai
berikut:

fl(y_j)=(2n+3)%—2n+2,untuk;
1<j<2m, j=ganjil
fl(y-)=(2n+3)%,untuk;

J

1< j<2m, j=genap
f](yj,k)=(2n+3)%l—n—k—l,untuk,'

1<k<n,

1< j<2my.j= ganjil

fl(yj,k):(2n+3)%—k,untuk K

1<k<n,
1<j<2m, j=genap
f1(x,)=(2n+3)i—n=Luntuk ;

1<i<m,

Pelabelan titik f1 merupakan fungsi*.bijektif~yang
memetakan V' (Csm,n) ke himpunan bilangan bulat. Jika
wfl didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan titik flsyang
diperoleh dari penjumlahan 2 .buah label titiks yang
bersisian, maka fungsi bijektif wfl'dapat ditentukan melalui
pengamatan pola dan penggunaani, konsep barisan
aritmatika sebagai berikut:

(=1)—1

Wf](yjyj,k):(2n+3)j+(

—_—
~—
|
(8]
—

W‘f‘l(yiy/+1):(2n+3)j+1;
1<j<2m-1,

Wf](yiyj—l,l):(2n+3)(j_l);
3<j<2m-1,
j=ganjil
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Wf](yiyj+l,n)=(2n+ 3)j+2 ’
2<j<2m-2,
J=genap
Berdasarkan bobot sisi EAV ini, bobot sisi terkecil
terletak pada wfl(yjyjk) yaitu 2n + 3)j , n =k untuk j = 1
dan k = n. Sedangkan bobot sisi terbesar terletak pada
wfl(vjyik) yaitu (2n + 3)j, j = 2m dan k = 1. Sehingga,
dapat disimpulkan bahwa f1 adalah suatu pelabelan titik
3.

p

@ ®

Gambar 2. Label titik Cs3,2

Berdasarkan Lemma 1 maka diperoleh pelabelan titik
(3, 1)-sisi antimagic. Kemudian dapat ditentukan pelabelan
total super sisi antimagic. dengan nilai awal a dan nilai
beda ds= 0 atau dapat'dituliskan dengan pelabelan total
supet (a, [0)- sisi antimagie. Pelabelan tersebut ditentukan
berdasarkan label" sisim dari“pelabelan titik yang telah
ditemukan. [Letak label “sisi ditentukan berdasarkan letak
bobot sisi [EAVL w dengan 'urutan yang berkebalikan.
Schingga /sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi
terbesar danssisi dengan w terbesar dilabeli dengan label
sisi ‘terkecil. Melalui pengamatan pola dan penggunaan
konsep.-barisan qaritmatika, maka dapat ditentukan fungsi
bijektifnya. Dari uraian di atas dapat diturunkan teorema 1.

Teorema T.~Ada pelabelan total super ((6n+9)m,0), dan
(Cn+3)m+4,2)-sisi antimagic pada graf Crown String
Csmyn jika m 2 1,dan n =14

Bukti. Gunakan pelabelan titik f1 untuk melabeli titik graf
Crown  String Csmny kemudian definisikan label sisi f2
sehingga label sisi f2 untuk pelabelan total super (a, 0)-sisi

antimagies=pada graf Csmn, dapat dirumuskan sebagai
berikut:(lihat gambar 3 sebagai ilustrasi cara melabeli sisi
d=0)

J
£y, w,)=(on+9) m—(2n+3) j+ () ),
1<k<n,1<j<2m
fa(x,y,)=(6n+9)m—(4n+6)i+(2—(-1))(n+1);
I<i<m,1<j<2m
_ L (3-=1) .
f2(x[yj'k)—(6n+9)m—(4n+6)1+(T(n+1))-I-k,
1<i<m,1<j<2m
1<k=<n,
falyiy,)=(n+9)m—(2n+3) j—1;
1<j<2m-—1,

fz(yiy_/‘71,1>:(6n+9)m—(2n+3)(j_1),.
3<j<2m-—1,
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Jj=ganjil
(2n+3)j—2;

2<j<2m-—2,

j=genap

f2(yiyj+l,n)=(6n+9)m_

Gambar 3. Label sisi d=0

Jika Wp didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total
graf Crown String berdasarkan penjumlahan bobot sisi
dengan label sisinya maka Wp dapat diperoleh .déngan
merumuskan jumlah bobot sisi EAVL wfl dan#umus‘label
sisi f2 dengan syarat batas i , j dan k_yang_ bérsesuaian,
sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

sz(y Y, k) (6n+9)
y;)=(6n+9)m

wp(x,

(x v;.1)=(6n+9)ni
2(y Y;)=(6n+9)m
szgy i Vi1 )=(6n+9)m

fZ y]+1 n):(6n+9)m

Berdasarkan hasil diatas, dapat dilihat bahwas.setiap
bobot sisi nilainya (6n+9)m. Sehingga 'dapatdisimpulkan
bahwa graf Crown String mempunyai, pelabelan ‘total
super(a, d)-sisi antimagic dengan a = (6n +9)m dan d.="0,
dengan kata lain graf Crown String mempunyai pelabelan
total super ((6n+9)m, 0)-sisi antimagic. Untuk ‘mencari
pelabelan sisi untuk d = 2 menggunakan®hasil pelabelan
sisi dari d = 0 dan menggunakan jumlah sisi danwjumlah

titik. (lihat gambar 4 sebagai ilustrasi. cara melabeli/ sisi
d=2)

Foly ) =(2043) e+ (T )2
1
F3(x,p,)=(2043)m+(4n+6)i+((~1) 1) (n+1)—n-3;
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1<i<m,1<j<2m

L)) enk3;

il =3 m{an )i+

1<i<m,1<j<2m
1<k=<n,
f3(yiyj+1)=(2n+3>m+<2n+3)j_1;
1<j<2m-—1,
S5y )=2n+3)m+(2n+3)(j—1)-2;
3<j<2m-—1,
j=ganjil
S3(1:y =204 3)m+(20+3) j ;
2<j<2m-2,
J=genap

Untuk mencari bobot total d = 2 dengan menjumlahkan
bobotsisi dan fungsi label sisi d = 2 atau dituliskan sebagai

Wi,

W9y o)=(20#8) i +(4n+6) j+((—1) - 1)n—2k-2,
1<k<n,1<j<2m
W alagmy)=(20+3 )+ 40 +6) 2 +(2(~ 1) -2)(n+1)-2n—4;
1<i<m,1<j<2m
sl ) (20 3 mé (dn 6) 214((=1 /'~ 2(n+1))- 2k-2n—4;
1<i<m,1<j<2m

1<k=<n,
i (gl 20 +3) mit (4n +6)
1<;j<2m-1,
W/B'(y[yj—],l) (2n+3)m+<4n+6)( 1) 2;
3<j<2m-—1,
Jj=ganjil
w_ﬁ(yl.yj+l,n)=(2n+ 3)m+(4n+6)j+2;
2<j<2m-2,
Jj=genap

Teorema 2. Adapelabelan total super ((4n+6)m+2, 1)-sisi

antimagic _padargraf Crown String Csmn jika

dan m genap.

Bukti. elabelan total super (a,/)-sisi antimagic pada graf
(Cs,, ,) dapat dirumuskan sebagai berikut:

m,n=>1

f4(yiyj+1):<4n+6)m+(2n+3)j_2;
I<j<m—1,
Jj=ganjil
oy y)=2n+3)j+1;
m=<j<2m-—1,
j=ganjil
f4(yiyj+1,n):<4n+6)m+(2n+3)j_1 ;
2<j<m-—2,
J=genap
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f4(yiyj+1,n)=(2n+3)j+2;
m<j<2m-—2,

J=genap
b=l S (2n+3) =3,

1<k<n,

_lstm
Falyyy,)=(nr3) i—(E L

1<k=<n,
m+1<j<2m

£y ) =(4n+6) (mei)+{(~1 Y =2) -t (~1) =5

m+3<;<2m-2,
Jj=ganjil

Jika w,  didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan
total, berdasarkan pelabelan  f, maka dapatd W,

iperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot sisi EAVL da
W, nrumus label sisi f, dengan syarat batas i dan j

yang bersesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf4(yiyj+1):(4n+6)(m+j)i1f
I<j<m-1,
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Jj=ganjil
wf4(yiyj+1)=(4n+6)j+2;
m<j<2m-—1,
Jj =ganjil
W (1, 1,)=(4n+6)(m+ j)+1;
2<j<m—2,
Jj=genap
Wf4(yiyj+1,n):(4n+6)j+4’.
m=<j<2m-—2,
J =genap
_ A=) -1 .
Wf4(y,»yj,k)—(4n+6)(m+J)+(T)n—2k—3,

1<k=<n,
I<j<m

=tanre)j~(C

1<k=<n,
m+1<;<2m

+2i)+(2(=1) =4)n+2(-1)'-7;

m+l<i<m
2 —t—= >

m+1<j<2m,
1<k=<n
Wf4(yiyj_1,1)=(4n+6)(m+j)—4n_9’.
3<j<m+l1,
Jj=ganjil
Wf4(yiyj_1,1):(4n+6)(m+j)_1’-
m+3<j<2m-2,
Jj=ganjil

Dengan kata lain graf Crown String  (Cs,,,) mempunyai
pelabelan total super ((4n+6)m+2, 1)-sisi antimagic.
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Kesimpulan dan Saran
Kesimpulan

Graf Crown String konektif  (Cs,,)  memiliki
pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic untuk d=0,1,2.
Hasil penelitiannya telah dibuktikan bahwa ada pelabelan
titik (3,1)-sisi antimagic pada graf Crown String  (Cs,, ,)
jika  m,n=1 . Ada pelabelan total super ((6n+9)m,0),
dan ((2n+3)m+4,2)-sisi antimagic pada graf Crown String

(Cs,,) Jjika m,n=1 . Serta ada pelabelan total super
((4n+6)m+2, 1)-sisi antimagic pada graf Crown String
(Cs,,) dan m genap.

Saran

Dari hasil penelitian yang telah ditemukan, maka
peneliti memberikan saran pembaca dapat melakukan
penelitian pada pelabelan total super (a,d) -sisi antim
pada konektif graf Crown String  (Cs, ) ,
ganjil untuk d=1.
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