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RINGKASAN

Pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada graf tangga permata; Laelatus
Sya’diyah, 070210101096; 2011: 103 halaman; Program Studi Pendidikan Mate-
matika, Jurusan Pendidikan Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Fakul-

tas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember.

Matematika merupakan alat bantu kehidupan dan pelayan bagi ilmu-
ilmu yang lain, seperti fisika, kimia, biologi, astronomi, teknik, ekonomi, far-
masi maupun matematika sendiri. Matematika terdiri dari beberapa cabang
ilmu, salah satunya terkait dengan sain komputer yang cukup terkenal yaitu
Teori Graf. Salah satu jenis tipe pelabelan graf adalah pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic atau super edge antimagic total labeling (SEATL). Pada
graf konektif (tunggal) telah banyak ditemukan pelabelan total super (a,d)-
sisi antimagic sedangkan pada graf diskonektif (gabungan saling lepas suatu
graf), hanya sedikit famili graf yang diketahui mempunyai pelabelan total su-
per (a,d)-sisi antimagic. Permasalahannya adalah hal ini melibatkan angka
pelabelan lebih banyak pada setiap kompenen graf konektif terpisahnya dan
tidak ada jaminan jika graf G mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic kemudian pada gabungan graf diskonektifnya mempunyai pelabelan
total super(a, d)-sisi antimagic. Dalam penelitian ini akan diinvestigasi pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf tangga permata baik yang konek-

tif maupun diskonektif.

Graf tangga permata adalah salah satu family dari graf tangga. Graf
tangga permata adalah sebuah graf yang dinotasikan dengan DI,, sedangkan
gabungan graf tangga permata dinotasikan dengan mDI,, dengan m > 2 dan
n > 2. Dalam hal ini, m merupakan banyaknya graf tangga permata yang
digabung yaitu minimal 2 graf tangga permata sedangkan n merupakan ke-
tentuan dari definisi graf tangga permata. Tujuan dari penelitian ini adalah
untuk mengetahui apakah graf tangga permata memiliki pelabelan total super

(a, d)-sisi antimagic.
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Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deduktif aksiomatik,
yaitu dengan menurunkan teorema yang telah ada, kemudian diterapkan dalam
pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf DI,, dan mDI,,. Hasil peneli-
tian ini berupa lemma dan teorema baru mengenai pelabelan total super (a, d)-
sisi antimagic pada graf tangga permata DI, dan mDI,. Teorema yang di-

hasilkan adalah sebagai berikut:

1. Lemma 4.5.1 Ada pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic pada graf tangga permata
DI, jikan > 2.

2. Teorema 4.5.1 Ada pelabelan total super (12n, 0)-sisi antimagic pada graf tangga
permata Dl,, jika n > 2.

3. Teorema 4.5.2 Ada pelabelan total super (4n + 4,2)-sisi antimagic pada graf
tangga permata DI, jikan > 2.

4. Teorema 4.5.3 Suatu graf DI, mempunyai pelabelan total super (8n+2, 1)-sisi

antimagic untuk n > 2.

5. Lemma 4.6.1 Ada pelabelan titik (252, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf
tangga permata m DI, jika m ganjil, m > 3 dann > 2.

(8n—1)3m+3
2 0

gabungan graf tangga permata m DI, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.

6. Teorema 4.6.1 Ada pelabelan total super ( )-sisi antimagic pada

8n+3)m-+5
(%72)

7. Teorema 4.6.2 Ada pelabelan total super -sisi antimagic pada gabu-

ngan graf tangga permata m DI, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.

8. Teorema 4.6.3 Ada pelabelan total super (8nm+2,1)-sisi antimagic pada gabu-
ngan graf tangga permata m DI, jika m > 2 dann > 2.

Hasil penelitian diharapkan dapat memberikan konstribusi terhadap ber-
kembangnya pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam ru-
ang lingkup pelabelan graf dan bisa digunakan sebagai acuan oleh peneliti lain
untuk meneliti pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf-graf khusus

yang lain.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dewasa ini, matematika memiliki banyak peranan penting dalam kehidu-
pan manusia. Namun, ironisnya masih ada sebagian orang menjadikan mate-
matika sebagai suatu hal yang ditakuti dan dihindari. Rasa takut dan cemas
terhadap objek yang berkaitan dengan matematika itu disebut Phobia Mate-
matika (Mathophobia). Matematika hanya dipandang sebagai sebuah kumpu-
lan rumus serta deretan angka-angka yang tidak memiliki makna. Padahal

dibalik itu semua terdapat hal menarik yang seringkali terlepas dari perhatian.

Tidak disadari setiap orang senantiasa bertemu dengan konsep dan prin-
sip matematika, baik dalam pembelajaran formal, non formal maupun dalam
kehidupan sehari-hari. Matematika merupakan alat bantu kehidupan dan pela-
yan bagi ilmu-ilmu yang lain, seperti fisika, kimia, biologi, astronomi, teknik,
ekonomi, farmasi maupun matematika sendiri. Mungkin terdapat suatu per-
tanyaan bukankah saat ini sudah ada kalkulator dan komputer sehingga mate-
matika sebagai alat bantu kehidupan menjadi berkurang? Memang benar, de-
ngan kehadiran alat bantu tersebut banyak persoalan kehidupan yang sulit
dapat diselesaikan dalam waktu yang relatif singkat. Namun, proses mencip-
takannya pun juga memerlukan prinsip matematika. Tanpa adanya prinsip-
prinsip dan konsep matematika kedua alat tersebut yaitu kalkulator dan kom-
puter tidak mungkin diciptakan. Begitu pentingnya matematika dalam ke-
hidupan maka tidak aneh jika pembelajaran matematika mengalami perkem-
bangan yang pesat dan selalu disesuaikan dengan kebutuhan zaman. Ada
pepatah ” Siapa yang menguasai matematika dan bahasa maka ia akan me-
nguasai dunia”. Artinya matematika sebagai media melatih untuk berpikir kri-

tis, inovatif, kreatif, mandiri, dan mampu menyelesaikan masalah, sedangkan
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bahasa sebagai media menyampaikan ide-ide atau gagasan serta yang ada da-

lam pikiran manusia.

Matematika terdiri dari beberapa cabang ilmu misalnya Aljabar, Geometri,
Statistika dan Probabilitas, Matematika Aplikasi, Matematika Komputasi, Mate-
matika Ekonomi, Matematika Diskrit, Sain Komputer dan lain sebagainya. Ca-
bang matematika terkini terkait dengan sain komputer yang cukup terkenal
adalah Teori Graf. Teori graf merupakan pokok bahasan yang relatif muda na-
mun memiliki banyak terapan yang sangat luas. Contohnya optimasi jaringan
telepon, jaringan komputer, jaringan listrik, model papan sirkuit, model struk-
tur ikatan kimia dan lain-lain. Graf digunakan untuk mempresentasikan objek-
objek diskrit dan hubungan antara objek tersebut. Representasi visual dari
graf adalah dengan menyatakan objek sebagai noktah, bulatan atau titik, se-

dangkan hubungan antara objek tersebut dinyatakan dengan garis atau sisi.

Salah satu topik yang menarik dan mendapat banyak perhatian pada
teori graf adalah masalah pelabelan graf. Pelabelan graf akhir-akhir ini mu-
lai banyak mendapat perhatian terutama terapannya dalam jaringan komputer
dan database security. Pelabelan graf G adalah sebuah pemetaan dari elemen-
elemen graf G terhadap bilangan bulat positif. Jika domainnya adalah him-
punan titik G maka pelabelannya disebut pelabelan titik (vertex labeling), se-
dangkan jika domainnya adalah himpunan sisi G maka pelabelannya disebut
pelabelan sisi (edge labeling). Jika domainya adalah kedua himpunan tersebut

maka pelabelannya disebut pelabelan total (total labeling).

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek (1964), kemu-
dian Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Hingga saat ini pemanfaatan teori
pelabelan graf sangat dirasakan peranannya, terutama pada sektor sistem ko-
munikasi dan transportasi, navigasi geografis, radar, penyimpanan data kom-
puter, dan pemancar frekuensi radio. Sedlacek telah mempublikasikan karya
ilmiah dengan mengenalkan pelabelan graf tipe yang lain yang disebut pela-
belan magic. Istilah ini dimotivasi dari ide bujur sangkar magic pada teori bi-

langan. Pelabelan magic adalah pemetaan dari himpunan sisi graf G' pada bi-
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langan real non-negatif, sehingga jumlah label sisi di sekitar titik pada graf G
semuanya sama. Pada Definisi Sedlacek ini memperbolehkan untuk menggu-
nakan bilangan real tetapi biasanya hanya bilangan bulat saja yang digunakan.
Stewart menyebutnya supermagic jika himpunan label sisi terdiri dari bilangan
bulat yang berurutan. Selengkapnya Gallian(2009) menjelaskan tentang hasil
survey dari pelabelan graf, diantaranya untuk pelabelan graceful dan jenisnya,

harmonious labeling, magic labeling, antimagic labeling dan jenis-jenisnya.

Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf, salah satunya adalah
pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic (SEAT), dimana « bobot sisi terkecil
dan d nilai beda. Pelabelan ini diperkenalkan oleh Simanjutak, Bertault dan
Miller pada tahun 2000 (Dafik, 2007:19). Pada graf konektif telah banyak dite-
mukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic sedangkan pada graf disko-
nektif, hanya sedikit famili graf yang diketahui mempunyai pelabelan total su-
per (a,d)-sisi antimagic. Permasalahannya adalah hal ini melibatkan angka
pelabelan lebih banyak pada setiap kompenen graf konektif terpisahnya dan
tidak ada jaminan jika graf G mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic kemudian pada gabungan graf diskonektifnya mempunyai pelabelan
total super(a, d)-sisi antimagic. Oleh karena itu masalah ini dianggap cukup

sulit sehingga memerlukan penelitian berkelanjutan.

Sampai saat ini, pelabelan graf diskonektif dengan jenis pelabelan total
super (a, d)-sisi antimagic masih sedikit famili yang ditemukan. Baru-baru ini
Deviyana, R.(2011: 29) telah mempublikasikan hasil temuannya tentang pela-
belan total super(a, d)-sisi antimagic pada graf £, Anggraeni, Y.(2011: 32) ten-
tang pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic pada Generalisasi Graf Web Dua
Bandul W (3, j,2), Rahmad, R.R.(2010: 37) tentang pelabelan total super(a, d)-
sisi antimagic pada gabungan graf Lobster, Fuad(2009: 25) tentang pelabelan
total super(a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf Triangular Ladder, Indayani,
D.V.(2010: 29) tentang pelabelan total Super (a,d)-sisi antimagic pada gabu-
ngan graf Generalized Petersen (n,2), Abidin, Z.(2010: 35) tentang pelabelan
total Super(a, d)-sisi antimagic pada gabungan saling lepas graf Firecracker,

dan Biyadi, Khud.(2010: 31) tentang fungsi bijektif pelabelan antimagic pada
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gabungan saling lepas graf Banana Tree.

Dalam penelitian ini akan dikembangkan penelitian Fuad tentang graf
tangga untuk jenis graf tangga yang lain yaitu tangga permata. Graf tangga
permata dinotasikan dengan DI, adalah salah satu graf yang belum ditemukan
pelabelannya. Gabungan saling lepas graf tangga permata merupakan ga-
bungan diskonektif pada graf tangga permata. Dalam penelitian ini akan dikaji
pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf tangga permata baik itu
yang tunggal maupun gabungan saling lepasnya sehingga pada penelitian ini
penulis memilih judul “Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf

tangga permata ”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah da-
lam penelitian ini yaitu:
1. apakah Graf Tangga Permata (D/,,) memiliki pelabelan total super (a, d)-

sisi antimagic?

2. apakah gabungan saling lepas Graf Tangga Permata (mDI{,) memiliki

pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic?

1.3 Batasan Masalah

Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, ma-

ka dalam penelitian ini masalahnya dibatasi pada:

1. graf berhingga yang sederhana, yaitu graf yang tidak mempunyai loop

dan sisi ganda(paralel);

2. pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Permata di-
simbolkan dengan DI,, dan mDI,, dengan m > 2 dan n > 2. Dalam hal
ini, m merupakan banyaknya Graf Tangga Permata yang digabung yaitu
minimal 2 Graf Tangga Permata sedangkan n merupakan ketentuan dari

definisi Graf Tangga Permata.
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1.4 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang di atas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. untuk mengetahui apakah Graf Tangga Permata (D!,,) memiliki pelabelan
total super (a, d)-sisi antimagic, jika ada, maka dicari cara melabeli Graf

Tangga Permata dengan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic;

2. untuk mengetahui apakah gabungan saling lepas Graf Tangga Permata
(mDl,) memiliki pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic, jika ada, maka
dicari cara melabeli gabungan saling lepas Graf Tangga Permata dengan

pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

1. menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam
ruang lingkup pelabelan graf, yaitu mengetahui apakah ada pelabelan

total super (a, d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Permata;

2. memberikan motivasi pada peneliti lain untuk meneliti pelabelan total

super (a, d)-sisi antimagic pada graf dari jenis yang lain;

3. hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan
atau perluasan ilmu dan aplikasi dalam masalah pelabelan total super

(a, d)-sisi antimagic.



TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Aplikasi Graf

Teori Graf merupakan suatu pokok bahasan yang sudah tua usianya na-
mun mempunyai banyak terapan bagi seluruh masyarakat sampai saat ini.
Teori ini muncul pertama kali pada tahun 1736, yakni ketika Euler mencoba
untuk mencari solusi dari permasalahan yang sangat terkenal yaitu Jembatan
Konigsberg. Aplikasi teori graf saat ini sangat luas dan dipakai dalam berbagai
disiplin ilmu maupun dalam kehidupan sehari hari. Berikut disajikan gambar
2.1' tentang gambaran kota Konigsberg dan gambar 2.2 tentang representasi

graf pada permasalahan jembatan Konigsberg.

Gambear 2.1: Gambaran Kota Konigsberg tahun 1736

Beberapa contoh aplikasi graf ditemukan dalam ilmu kimia yaitu struk-

!Sumber gambar: http://matematika-pendidikanstkip.blogspot.com/2011/04/asal-usul-
teori-graf.html
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Gambar 2.2: Representasi graf pada permasalahan jembatan Konigsberg

tur senyawa karbon, rekonstruksi rantai Ribonucleic Acid (RNA) dalam ilmu
biologi, struktur hubungan masyarakat dalam ilmu sosiologi, dan pewarnaan
graf dalam ilmu pemetaan (kartografi) bahkan dalam bidang ilmu informatika
dapat ditemukan aplikasinya pada topologi jaringan. Berbagai aplikasi teori
graf tersebut memberikan peranan penting terhadap perkembangan ilmu pe-
ngetahuan dan teknologi, khususnya aplikasi graf dalam informatika yang
selalu berhubugan dengan informasi dan teknologi masa kini. Dalam suatu
ekologi misalnya, kita dapat menggunakan graf untuk mendeskripsikan kom-

petisi makanan sebagaimana disajikan dalam Gambar 2.3%.

Contoh lain aplikasi graf dalam kehidupan sehari-hari adalah pada pe-
ngaturan lampu lalu lintas. Pada saat orang menuju dan pulang dari tem-
pat aktifitas rutinnya setiap hari, sering terjadi kemacetan lalu lintas. Hal ini
disebabkan karena waktu aktifitas yang hampir bersamaan sehingga volume
kendaraan yang melintasi jalan-jalan di suatu daerah meningkat pada waktu
itu. Padahal belum tentu jalan-jalan pada daerah itu mampu menampung be-
sarnya volume kendaraan yang melewatinya. Untuk dapat mengetahui apakah
kapasitas maksimum jalan-jalan pada suatu daerah masih mampu menam-

pung volume kendaraan yang melintasi jalan-jalan pada daerah tersebut, maka

“Sumber gambar: http:/ /suryaafrilian.blogspot.com/2010/10/rantai-makanan.html
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Gambar 2.3: Representasi graf dalam rantai makanan

harus diketahui terlebih dahulu berapa kapasitas maksimum dan volume mak-
simum kendaraan yang melintasi daerah itu. Permasalahannya adalah men-
cari sebanyak mungkin arus lalu lintas dari beberapa arah yang dapat ber-
jalan secara bersamaan dengan aman dan konsisten. Juga mengenai penga-
turan jalur lampu lintas dalam setiap pertigaan ataupun perempatan. Sebe-
rapa banyak penggunaan lampu lalu lintas yang harus di gunakan seminimum

mungkin untuk mengatasi masalah kemacetan tersebut.

Pada lalu lintas di perkotaan, daya dukung jalan menjadi faktor pen-
ting dalam menentukan lancarnya lalu lintas. Daya dukung jalan ini meliputi
lebar jalan, kondisi jalan, rata-rata volume kendaraan yang lewat tiap satuan
waktu, dan lain-lain. Pada lalu lintas perkotaan, jarak, menjadi sesuatu yang
tidak terlalu penting. Dengan melewati jalan yang memiliki daya dukung yang
baik, walaupun jaraknya lebih panjang, akan membuat kita sampai lebih cepat
ke tujuan. Lebih cepat, daripada melewati jalan yang berjarak pendek, tapi
kondisi jalannya rusak, volume kendaraan yang lewat besar, dan lain-lain.
Berikut adalah contoh pemodelan sisitem lalu lintas dengan graf ganda ber-

arah berbobot. Pada contoh gambar 2.4, misalkan saja A adalah Simpang Pb.
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Sudirman, B adalah persimpangan antara Jalan Mawar dan Jalan Kenanga, C'
adalah persimpangan Jalan Pb. Sudirman dan Jalan Kenanga, D adalah per-
simpangan antara Jalan Anggrek dengan Jalan Pb. Sudirman, £ adalah Perem-
patan Jalan Madura, Kartini, dan Pb. Sudirman, /' dan G adalah persimpa-
ngan yang tidak masuk dalam pembahasan karena ini hanya potongan dari
suatu jalan. Pemanfaatan teori graf dalam sistem lalu lintas ini dapat dilakukan

seabagai berikut :

7
8 Keterangan :
AC,CD,DFE, EF adalah Jalan
5 Pb. Sudirman
AD adalah Jalan Anggrek
3 AB adalah Jalan Mawar
8 B( adalah Jalan Kenanga
7 @ 6 @ BE adalah Jalan Kartini
< < FEG adalah Jalan Madura
8

Gambar 2.4: Contoh pemodelan sistem lalu lintas

1. Simpul dalam suatu graf digunakan untuk menghubungkan suatu per-
simpangan jalan. Pada gambar 2.4 terdapat 7 buah persimpangan yaitu
A,B,C,D,E,F,dan G. Ketujuh persimpangan tersebut diperlakukan se-
bagai tujuh buah simpul.

2. Sisi dari suatu graf digunakan untuk melambangkan jalan.Pada gambar

2.4 terdapat 7 buah sisi yang melambangkan 7 buah jalan.



Bab 2. Tinjauan Pustaka 10

3. Arah pada sisi merepresentasikan arah jalan yang dapat dilalui. Jadi bila
terdapatjalan One Way atau satu arah, arah panah hanya akan menunjuk
ke arah tertentu dan tidak sebaliknya.

4. Bobot / label dari sisi graf merepresentasikan daya dukung jalan terse-
but.

Dengan pemodelan ini,pengguna jalan dapat mengetahui dan menghin-
darijalan-jalan yang kemungkinan besar macet, atau jalan yang rusak, sehingga
dapat menghindarinya dan memilih jalan lain yang memiliki daya dukung
yang baik.Pemberian bobot / nilai pada suatu jalan didasarkan pada lebar

jalan, kondisi jalan dan volume kendaraan yang lewat tiap jam.

1. Lebar jalan
Untuk jalan dengan lebar dibawah 1 meter diberi nilai 4, antara 1 meter
sampai 2 meter diberi nilai 3, lebih dari 2 meter sampai 3 meter diberi

nilai 2 dan untuk lebar jalan lebih dari 3 meter diberi nilai 1.

2. Kondisi Jalan
Jalan rusak parah diberi nilai 4, jalan rusak ringan diberi nilai 3, jalan baik

diberi nilai 2 dan jalan sangat baik diberi nilai 1.

3. Volume kendaraan yang lewat tiap jam
Jika volumenya lebih dari 100 kendaraan/jam diberi nilai 5, 81 sampai
100 kendaraan/jam diberi nilai 4, 51 sampai 80 kendaraan/jam diberi ni-
lai 3, 31 sampai 60 kendaraan/jam diberi nilai 2, dan jika volumenya 0

sampai 30 kendaraan/jam diberi nilai 1.

Bobot total yang melambangkan bobot sisi adalah jumlah nilai lebar jalan,

kondisi jalan dan volume kendaraan yang lewat tiap jam.

Jalan yang menghubungkan A ke C' dan sebaliknya, jalan yang menghu-
bungkan C ke D dan sebaliknya, juga jalan yang menghubungkan D ke F

dan sebaliknya, diberi nilai 8. Karena pada jalan ini(dalam hal ini Jalan Pb.
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Sudirman) memiliki kondisi yang baik (nilai 1), badan jalan juga lebar (ni-
lai 2), tapi volume kendaraan yang lewat sangat besar (nilai 5). Untuk pem-
berian bobot pada sisi-sisi yang laindalam hal ini melambangkan jalan) dapat
dicari dengan langkah yang sama. Apabila Kita sekarang berada di Simpang
Pb. Sudirman(simpul A) dan ingin pergi ke daerah yang terletak pada jalan
yang menghubungkan simpul F dan F|, rute terpendek adalah langsung mele-
wati jalan yang menghubungkan A dan C, C'dan D, D dan E, lalu £ dan F.
Sayangnya rute itu memiliki bobot yang besar, jadi mungkin saja waktu yang
dibutuhkan menjadi lama. Rute alternative yang bisa kita gunakan adalah
melewati jalan yang menghubungkan A dan B, B dan E, lalu £ dan F. Jalan
ini memang lebih panjang, tapi karena relatif lebih lancar, jadi kemungkinan

besar kita bisa sampai tujuan lebih cepat.

Zainal (2010:7) menjelaskan aplikasi lain teori graf dalam ilmu informatika
dapat dilihat pada topologi jaringan komputer. Topologi jaringan (network
topology) adalah studi mengenai pengaturan atau pemetaan dari elemen-elemen
(pranala, simpul, dan sebagainya) sebuah jaringan. Topologi suatu jaringan
didasarkan pada cara penghubung sejumlah sentral dalam membentuk suatu
sistem jaringan. Topologi jaringan yang umum dipakai adalah: Mesh, Bintang
(Star), Bus, Tree, dan Cincin (Ring). Berbagai jenis topologi jaringan tersebut
dapat dilihat pada Gambar 2.5°.

Dalam topologi jaringan komunikasi khususnya komputer, sentral-sentral
saling terhubung (interkoneksi) tetapi ada juga yang tak terhubung. Untuk
melakukan interkoneksi, diperlukan alamat dan identifikasi sentral yang berbe-
da satu dengan lainnya untuk kelancaran komunikasi dalam jaringan. Pem-
berian alamat dan identifikasi ini dalam komputer biasanya dikenal dengan
IP address. Pemberian alamat dan identifikasi memerlukan label angka dan
tiap sentral harus berbeda labelnya. Dalam hal inilah, pelabelan graf sangat

berperan.

Salah satu aplikasi graf dalam bidang kimia yang sering kita temui adalah

3Sumber gambar: http:/ /www.11h11.com/hugobox/chaku/NetworkTopologies.png
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Gambar 2.5: Topologi Jaringan

dalam penyimpanan senyawa kimia berbahaya. Teorema yang dipakai disini
adalah pewarnaan graf (graph colour). Pewarnaan graf sangat bermanfaat dalam
penyimpanan senyawa kimia berbahaya. Efektifitas pewarnaan graf tidak di-
ragukan lagi untuk mengetahui berapa banyak minimum ruangan yang diper-
lukan untuk dapat menyimpan semua zat kimia dengan aman. Misalkan ada
7 jenis zat kimia yang perlu disimpan di dalam gudang. Beberapa pasang dari
zat itu tidak dapat disimpan di dalam ruangan yang sama, karena campuran

gasnya bersifat eksplosif (mudah meledak).

Untuk zat yang semacam itu perlu dibangun ruang-ruang terpisah yang
dilengkapi ventilasi dan penyedot udara keluar yang berlainan. Jika lebih
banyak ruang yang dibutuhkan, berarti lebih banyak ongkos yang harus dikelu-
arkan. Karena itu perlu diketahui berapa banyak minimum ruangan yang
diperlukan untuk dapat menyimpan semua zat kimia dengan aman. Masalah

ini masuk dalam masalah dalam pewarnaan graf.

Simpul melambangkan zat kimia, sisi menyatakan bahwa dua zat kimia
yang dihubungkannya tidak boleh disimpan bersama-sama.Pada persoalan ini,

terdapat 7 macam senyawa kimia, yaitu A, B,C, D, E, F,G. Ketujuh macam
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Tabel 2.1: Hubungan sifat zat kimia

Zat kimia | Tidak dapat disimpan bersama zat kimia

A B, D

B A,D,E FG

C E, G

D A,F B

E B,C, G

F B,D

G CEB

senyawa kimia tersebut diperlakukan sebagai tujuh buah simpul.Dari gambar
2.6, terlihat bahwa untuk persoalan di atas, graf dapat direpresentasikan dalam

bentuk sebuah graf planar.

Gambar 2.6: Contoh representasi graf dalam penyimpanan zat kimia

Untuk mewarnai graf, terlebih dahulu idealnya pewarnaan dimulai dari
simpul dengan derajat terbanyak kemudian melanjutkannya ke simpul-simpul
yang bertetangga dengan simpul yang telah diwarnai tersebut. Langkah ini di-
ulang hingga semua simpul telah diwarnai. Dengan memperhatikan gambar
2.6, maka metode pewarnaan yang sepatutnya dilakukan adalah berturut-turut

mewarnai simpul B, G, E,C, A, D, F (urutan ini tidak tunggal, masih terdapat
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alternatif lain). Salah satu contoh pewarnaan graf untuk persoalan di atas da-

pat dilihat pada gambar 2.7.

D /9)

Gambar 2.7: Representasi graf(setelah dilakukan pewarnaan graf)

Perhatikan gambar 2.7, terlihat bahwa cukup diperlukan 3 buah warna
(merah, kuning, hijau) untuk mewarnai graf di atas. Dengan demikian, jum-
lah minimum ruangan yang dibutuhkan untuk menyimpan senyawa-senyawa

kimia berbahaya di atas adalah 3 buah ruangan.

e Ruangan 1 berisi zat B dan C,
e Ruangan 2 berisi zat A, F, dan G,

e Ruangan 3 berisi zat D dan E.

2.2 Terminologi Dasar Graf

Dalam Kreyszig (1993:481), secara kasar graf tersusun atas titik-titik yang
dinamakan verteks, dan garis-garis yang menghubungkan titik-titik tersebut
dinamakan sisi. Namun secara matematis, suatu graf G' didefinisikan sebagai
pasangan himpunan (V, E), yang dalam hal ini:

V' =himpunan tak kosong dari semua titik (verteks)={vy,vs, ..., v, } dan

E =himpunan sisi (edges) yang menghubungkan sepasang titik ={e;, e, ..., €, }

Definisi di atas menyatakan bahwa V' tidak boleh kosong, sedangkan F

boleh kosong. Jadi, sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu buah
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pun, tetapi titiknya harus ada, minimal satu. Graf yang hanya mempunyai
satu simpul tanpa sebuah sisi pun dinamakan graf trivial (Munir, 2003:291).
Titik pada graf dapat dinomori dengan huruf, dengan bilangan asli, atau de-
ngan menggunakan huruf dan angka (bilangan asli). Misalkan v; dan v; adalah
titik pada suatu graf, maka sisi yang menghubungkan titik v; dan v; dinyatakan
dengan pasangan (v;, v;) atau dengan lambang e, e, es, ..., e,.Berikut diberikan
contoh graf pada Gambar 2.8 yang menyatakan komponen umum terbentuknya

sebuah graf.

Gambar 2.8: Contoh graf secara umum

Misalkan e = (v;, v;) merupakan sebuah sisi pada graf G, yaitu v; dan v,
adalah titik ujung dari e, maka verteks v; dikatakan adjacent (berelasi) terhadap
verteks v; dan edge e incident (terhubung) pada v; dan v;. Sedangkan derajat
sebuah verteks v pada sebuah graf G ditulis dengan deg (v), adalah jumlah
edge yang incident (terhubung) pada v, dengan kata lain jumlah edge yang
memuat v sebagai titik ujung (Lipschutz dan Lipson, 2002: 7). Jika semua titik
pada graf G mempunyai derajat/degree yang sama n maka graf G disebut graf
regular n. Jika terdapat sebuah titik yang tidak mempunyai sisi yang incident
dengannya atau dengan kata lain derajat titik tersebut = 0, maka titik tersebut
dinamakan (isolated vertex)(Khud, 2010: 9). Perhatikan Gambar 2.9, tampak
bahwa verteks v, adjacent dengan vy, vo adjacent dengan vs, vs adjacent dengan
vs, V4 adjacent dengan vs,dst. Selain itu, vg incident dengan sisi v4vs, vavs, UgUs,

dan v;vs sehingga derajat dari vs adalah 4, sedangkan vy merupakan contoh
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isolated vertex karena tidak ada sisi yang terhubung dengan v,.

ORORO,
<O © ()

Vg U7

Gambar 2.9: Graf dengan isolated vertex

Dalam thesisnya, Slamin (2001 : 12) mengatakan bahwa suatu titik b dalam
G dikatakan tetangga masuk (in-neighbour) titik a jika (b, a) ¢ E(G), dan titik
c dikatakan tetangga ke luar (out-neighbour) titik « jika (a,c) € E(G). Him-
punan semua in-neighbour dari titik a disebut in-neighbourhood dan dinotasikan
dengan N~ (a) sedangkan himpunan semua out-neighbour dari titik a disebut
out-neighbourhood dan dinotasikan dengan N7 (a). Derajad masuk ( in-degree)
dari sebuah titik @ adalah banyaknya in-neighbour dari titik itu dan dinotasikan
dengan d~ (a) , demikian halnya dengan derajad ke luar (out-degree)nya, yaitu
banyaknya out-neighbour dari titik tersebut dan dinotasikan dengan d*(a) (Hol-
man dan Basby, 1987 : 98). Dafik (2007 : 11) mengatakan bahwa jika setiap titik
dalam graf berarah G memiliki in-degree yang sama, maka G dikatakan ter-
atur masuk (in-regular). Demikian juga jika setiap titik dalam graf sedangkan
G memiliki derajad ke luar yang sama, maka G dikatakan teratur ke luar (out-
reqular). Graf berarah yang sekaligus teratur kedalam dan teratur keluar dise-
but graf berarah diregular. Contoh, graf berarah G; pada Gambar 2.11 adalah
graf berarah diregular dengan derajad dua, tetapi G, non-diregular karena Go
hanya teratur ke luar tetapi tidak teratur masuk (Dafik, 2008 : 20).

Komplemen dari graf G dinotasikan G adalah graf dengan himpunan titik
V(G) = V(G) dimana bila titik u, v bertetangga pada G jika dan hanya jika titik
u,v tidak tetangga pada G. Contohnya dapat dilihat pada Gambar 2.10.
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®

() (©)

G

Gambar 2.10: Graf dan komplemennya

Gambar 2.11: Contoh diregular dan non-diregular

Fuad (2009: 7) menjelaskan bahwa jalan (walk) dari suatu graf, dinotasikan
dengan vyv;v,03...v;, adalah barisan titik dan sisi terhingga dan bergantian dari
titik-titik dan sisi-sisi dalam suatu graf. Jalan pada suatu graf dibentuk dari
barisan titik dan sisi terhingga dan bergantian dari titik-titik dan sisi-sisi dalam
suatu graf, dimana titik dan sisinya boleh diulang. Panjang (length) dari sebuah
jalan adalah banyaknya sisi pada jalan tersebut. Jika semua titik vy — v;, pada
jalan tersebut berbeda maka disebut lintasan (path). Sebuah lintasan dikatakan
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tertutup, jika vy = v, yang biasa disebut siklus (cycle). Pada Gambar 2.12
V1V2V3V8VsV204v7V3 adalah jalan yang mempunyai panjang 8 yang bukan lin-
tasan, v;v2v4U5060703vs adalah lintasan yang mempunyai panjang 7, dan vsvsvz-

v3v5 adalah siklus yang mempunyai panjang 4.

Gambar 2.12: Contoh sebuah graf dengan 8 titik

Jarak (distance) dari titik a ke titik b adalah panjang dari lintasan terpendek
dari a ke b yang diukur dengan jumlah sisi yang harus dilewati untuk sampai
ke b dari a. Sebagai contoh jarak titik v, ke titik v4 pada Gambar 2.12 adalah
2. Diameter dari graf G adalah jarak maksimum antara sembarang dua titik
pada graf G. Girth dari graf G adalah panjang siklus terpendek graf GG. Sebagai
contoh graf pada gambar 2.12 mempunyai diameter 2 dan girth 4.

Graf H adalah subgraf dari G jika setiap titik di A adalah titik di G, dan
setiap sisi di H adalahsisidi G (V(H) C V(G) dan E(H) C E(H)). Untuk lebih
jelasnya contoh graf dan subgrafnya dapat dilihat pada gambar 2.13.

Graf G dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik yang berbeda u

dan v di G ada lintasan dari u ke v. Misalkan A = (a;;) adalah matiks m x m

didefinisikan oleh:

{ 1 jika {u,v} adalah edge, yaitu v; adjacent terhadap v;
CLZ‘j =

0 lainnya
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SN

Gambar 2.13: Contoh graf dan subgrafnya

Maka A disebut matriks adjacenty dari G. Dan misalkan M = (a;;) adalah

matiks m x m didefinisikan oleh:

{ 1 verteks v; incident pada edge e;

0 lainnya

Maka M disebut matriks incidence dari G' (Lipschutz dan Lipson, 2002:35). Be-
rikut diberikan contoh grat dan matrik adjacencynya pada gambar 2.14.

v (o)

o o 0
1 0. hcoY 10
(vp)———v5) o ® T 0 1 80
001000
010000
(o——(vo) 1000 0 0

Gambar 2.14: Contoh sebuah graf dan matrik adjacencynya

Misal e adalah sebuah sisi pada graf G maka G' — {e} adalah sebuah graf
yang dihasilkan dari G dengan menghapus sisi e. Jika G — {e} tidak terhubung
maka e disebut jembatan (bridge). Secara umum, jika F; adalah himpunan sisi
dalam G maka G — E,; adalah graf yang dihasilkan dari G dengan menghapus

semua sisi Fj.
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Misal v adalah titik pada sebuah graf GG, dengan G — {v} adalah sebuah
graf yang dihasilkan dari G dengan menghapus titik v dan semua sisi yang ad-
jacent pada v. Jika G — {v} adalah tak terhubung, maka v disebut titik potong
(cut-vertex) (Chartrand dan Oellermann, 1993: 22). Dan jika V; adalah him-
punan titik pada G maka G — V; adalah graf yang dihasilkan dari G dengan
menghapus semua titik pada V; dan semua sisi yang adjacent pada titik terse-
but. Gambar 2.15 menunjukkan contoh graf G — {e3} adalah hasil penghapus
sisi e3 dari G dan graf G’ — {vs }adalah hasil penghapusan titik v dari G.

G G ez} G —{ve}

Gambar 2.15: Contoh graf terpotong

Dua buah graf dikatakan isomorfis jika mereka mempunyai struktur yang
sama dan kebanyakan, mereka berbeda cara pemberian label titik-titik dan sisi-
sisinya, atau cara menggambarkannya. Untuk memperjelas maksud kalimat
tersebut, kita akan mendefinisikan dua graf G; dan G, isomorfis jika ada su-
atu fungsi ¢ : V(G) — V/(G) sedemikian hingga uv € (G;) <= ¢(u)o(v) €
E(G5). Fungsi ¢ dinamakan sebuah fungsi isomorfis. Jika dua graf G; dan
(G5 isomorfis, maka dituliskan G; = G).Sampai saat ini untuk menentukan
apakah dua graf GG; dan G, isomorfis atau tidak belum ada teori yang dapat

dipakai . Tetapi, jika graf G; dan G, isomorfis, maka kedua graf tersebut selalu
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memenuhi 4 syarat sebagai berikut :

1. jumlah titik G = jumlah titik G, (jumlah simpul yang sama.
2. jumlah garis G = jumlah garis G5 (jumlah sisi yang sama).

3. jumlah garis yang mempunyai derajat tertentu dalam graf G; dan G,

sama (mempunyai jumlah simpul yang sama berderajat tertentu).

4. Graf G; dan G, mempunyai girth(panjang siklus terpendek) yang sama.

Keempat syarat tersebut belum cukup menjamin bahwa kedua graf iso-
morfis. Untuk menunjukkan bahwa kedua graf GG; dan G, isomorfis, maka da-
pat dilihat dari matriks ketetanggaan kedua graf tersebut sama. Keisomorfisan
graf dapat dilihat pada Gambar 2.16. Graf GG; dan (5 tidak isomorfis karena G
mengandung siklus dengan panjang 3 sementara G; tidak mengandung siklus

dengan panjang 3 dan tidak mungkin mengandung pemetaan satu-satu dari
G1 ke G3.

(]
O O

Gambar 2.16: Keisomorfisan graf

Dua buah titik v; dan v; dikatakan terhubung jika terdapat lintasan dari
v; ke v;. Sedangkan graf tak berarah G disebut graf terhubung (connected graph)
jika untuk setiap pasang titik v; dan v; didalam himpunan V' terdapat lintasan

dari v; ke v;. Jika tidak, maka G disebut graf tak terhubung (disconnected graph).



Bab 2. Tinjauan Pustaka 22

Graf yang hanya terdiri dari satu titik tetap disebut graf terhubung karena titik

tunggalnya terhubung dengan dirinya sendiri.

Gabungan dari dua graf (; dan G, dinotasikan dengan G U G, didefi-
nisikan sebagai graf dengan himpunan titiknya adalah V(G;) U V(G3) dan
himpunan sisi £(G;) U E(G3). Pada Gambar 2.17, graf G merupakan gabungan
graf G, dan G, yaitu G = G U G5. Graf gabungan mG didefinisikan sebagai
gabungan saling lepas dari m buah kopi graf G, atau dapat juga dikatakan se-
bagai graf dengan m komponen, dimana setiap komponennya adalah graf G.
Dengan kata lain mG = G4, U Go U G3 U ... UG, dengan G = Gy = G5 = ... =
G, = G. Misal graf G mempunyai p titik dan ¢ sisi, maka graf mG mempunyai
mp titik dan mg sisi (Wijaya, 2001:85).

O=0 OO
O—0Ow/ \ -O0—0
O—0r 60 =0

Gy G
Gambar 2.17: Contoh gabungan graf

2.3 Jenis-jenis Graf

Graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa kategori (jenis) bergantung
pada sudut pandang pengelompokannya. Pengelompokan graf dapat dipan-
dang berdasarkan ada tidaknya sisi ganda atau sisi kalang, berdasarkan jumlah

simpul, atau berdasarkan orientasi arah pada sisi.

Berdasarkan ada tidaknya gelang atau sisi ganda pada suatu graf, maka

secara umum graf dapat digolongkan menjadi dua jenis:

1. Graf sederhana (simple — graph)
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Graf yang tidak mengandung gelang maupun sisi-ganda dinamakan graf
sederhana. GG; pada Gambar 2.18(a) adalah contoh graf sederhana yang
merepresentasikan jaringan komputer. Simpul menyatakan komputer,
sedangkan sisi menyatakan saluran telepon untuk berkomunikasi. Salu-

ran telepon dapat beroperasi pada dua arah.

. Graf tak-sederhana (unsimple — graph)

Graf yang mengandung sisi ganda atau gelang dinamakan graf tak-seder-
hana (unsimple — graph). Ada dua macam graf tak-sederhana, yaitu graf
ganda (multigraph) dan graf semu (pseudograph). Graf ganda adalah graf
yang mengandung sisi ganda. Sisi ganda yang menghubungkan sepa-
sang simpul bisa lebih dari dua buah. G, pada Gambar 2.18(b) adalah
graf-ganda. Sisi ganda pada G2 dapat diandaikan sebagai saluran telepon
tambahan apabila beban komunikasi data antar komputer sangat padat.
Graf semu adalah graf yang mengandung gelang. G5 adalah graf semu
(termasuk bila memiliki sisi ganda sekalipun). Sisi gelang pada G5 da-
pat dianggap sebagai saluran telelpon tambahan yang menghubungkan
komputer dengan dirinya sendiri (mungkin untuk tujuan diagnostik).
Graf semu lebih umum daripada graf ganda, karena sisi pada graf semu

dapat terhubung ke dirinya sendiri.

® ® ®
(%), @) (5 @) o)
® o ®

(a)G, (b)G (c)Gs
Gambar 2.18: (a) graf sederhana, (b) graf ganda, dan (c) graf semu
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Berdasarkan jumlah simpul pada suatu graf, maka secara umum graf da-

pat digolongkan menjadi dua jenis:

1. Graf berhingga (limited graph)
Graf berhingga adalah graf yang jumlah simpulnya, n, berhingga. Graf
pada Gambar 2.18 adalah contoh graf yang berhingga.

2. Graf tak-berhingga (unlimited graph)
Graf yang jumlah simpulnya, n, tidak berhingga banyaknya disebut graf
tak-berhingga. Graf pada Gambar 2.19 adalah contoh graf yang tidak
berhingga.

SOt
17—
NG

Gambar 2.19: Graf tak-berhingga

Berdasarkan orientasi arah pada sisi, maka secara umum graf dikelom-

pokkan menjadi dua jenis:

1. Graf tak-berarah (undirected graph) adalah graf yang sisinya tidak mem-
punyai orientasi arah. Pada graf tak berarah, urutan pasangan titik yang
dihubungkan oleh sisi tidak diperhatikan . Jadi (v}, vy)=(vg, v;) adalah sisi

yang sama.

2. Graf berarah (directed graph) adalah graf yang setiap sisinya diberikan
orientasi arah. Pada graf berarah (v;,v;) dan (v, v;) menyatakan dua
buah sisi yang berbeda, dengan kata lain (v;, vy) # (vg,v;). Untuk sisi
(vj, vy) titik v; dinamakan titik asal (initial vertex) dan titik v, dinamakan

titik terminal (terminal vertex).
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Gambar 2.11 adalah contoh graf berarah sedangkan gambar 2.12 adalah
contoh graf tak-berarah.

2.4 Graf Khusus

Dari pengertian graf secara umum, terdapat beberapa famili graf, dianta-
ranya; graf siklus, graf lengkap, graf dua partisi, graf dua partisi lengkap,
generalisasi graf petersen, graf friendship, graf roda, graf ladder, dan masih

banyak lainnya. Berikut akan dijelaskan beberapa graf khusus.

1. Graf komplit, dinotasikan dengan K, yang berderajat sama sebanyak n
dimana setiap dua titik berbeda adalah tetangga. K, adalah graf reguler
dengan derajat r = n— 1. Gambar 2.20 menunjukkan komplit graf K, dan
K.

Ky K
Gambar 2.20: Graf komplit K dan K

2. Graf Kipas (fan)
Graf kipas K,,(n > 3) adalah graf yang didapat dengan menghubungkan
semua titik dari graf lintasan P, dengan suatu titik yang disebut pusat.
Jadi, K, terdiri dari n + 1 titik dan 2n — 1 sisi. Misalkan c, vq, va, ..., U,
adalah titik pada graf kipas K, dengan ¢ merupakan titik pusat, maka
CU1, CUg, ..., CUp, V1V, UoU3, ..., Un_10, adalah sisi-sisi dari K,,. Untuk contoh,
perhatikan K, pada Gambar 2.21.

3. Graf Bintang
Graf bintang S, n > 3 adalah graf pohon yang terdiri dari 1 titik yang
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berderajat » — 1 dan n — 1 titik yang berderajat 1. Jadi, graf bintang .5,

terdiri dari n titik dan n — 1 sisi. Sebagai ilustrasi perhatikan graf S pada
Gambar 2.22.

Gambar 2.21: Graf kipas K

Gambar 2.22: Graf bintang

4. Sebuah graf G dinamakan bipartit jika V' dapat dipartisi pada dua bagian
himpunan yang tidak kosong V; dan V, sedemikian hingga setiap sisi
pada E bergabung dengan titik pada Vi dengan titik V5. Jika masing-
masing titik dalam V; adalah tetangga untuk semua titik-titik di V;, kemu-
dian G dikatakan graf bipartit komplit, yang disimbolkan dengan I, ,,
dimana m = |V;| dan n = |V4|. Sebagai contoh pada Gambar 2.23.

5. Graf whell dinotasikan dengan W,, dengan jumlah jeruji sebanyak n adalah
graf yang mempunyai titik x ditengah yang menghubungkan semua titik

sebanyak n pada sikel (cycle) (C,,) sebagai contoh pada Gambar 2.24.
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(a) (b)
Gambear 2.23: Graf bipartit («) dan graf bipartit lengkap K5 3

Gambar 2.24: Graf whell W5

6. Graf friendship F,, adalah graf yang terdiri dari n segitiga dengan tepat
1 titik persekutuan yang disebut dengan titik pusat. Gambar 2.25 adalah
contoh graf friendship.

7. Generalisasi graf Petersen dinotasikan P(n,m) dengan n > 3 dan 1 <
m < |25*] adalah graf reguler yang terdiri dari n sisi luar yang berupa
siklus, sisi dalam yang menghubungkan titik v;v;;,, dengan indeks di-
ambil dari modulo n dan sisi antara yang menghubungkan titik luar dan
titik dalam yang mempunyai indeks sama. Catatan bahwa |z |adalah bi-
langan bulat terbesar yang lebih kecil dari . Generalisasi graf Petersen
P(n,m),n > 3dan1 < m < [®!] mempunyai himpunan titik V =
{ug, w1, us, , Un_1, Vo, V1, V2, , V—1 } dan himpunan sisi £ = {w;u;11, wvi41,-
ViViym ydengan ¢ = 1,2, 3....n — 1 dan semua indeks diambil pada modulo
n (dalam Slamin, 2001: 289), dimana u, adalah titik bagian luar dari ge-
neralisasi graf Petersen dan v; adalah titik bagian dalam dari generalisasi

graf Petersen. Gambar 2.26 merupakan graf petersen.
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Gambar 2.25: Graf friendship F}

P(6,2)
Gambar 2.26: Graf petersen

8. Graf Ladder yang dilambangkan dengan L, adalah sebuah graf yang
berpadanan dengan K, x P, dengan titik V(L,) = {w;,v; : 1 < i < n}
dan E(L,) = {witis1, 0041 : 1 < i <n—1}U{ww; : 1 <i < n}(Sugeng,
2005:78). Graf ladder mempunyai 2n titik, dan 3n — 2 sisi. Gambar 2.27

menunjukkan satu contoh graf Ladder dengan n = 5.
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O
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O

O—O

Gambar 2.27: Graf ladder Ls

2.5 Graf tangga permata

Graf tangga permata adalah salah satu family dari graf ladder. Graf tangga
permata adalah sebuah graf yang dinotasikan dengan DI,, dimana V(Dl,) =
{zi,yi,25;1 <i<n,1<j<2n}dan E(Dl,) = {zxit1,¥iyi+1;1 <i<n-—1} U
{zyi;1 <i<n} U {zj241;2 < j < 2n—2 genap} U {291, TiZ0i, YiZoi—1, YiZ2is-
1 < i < n}. Gambar 2.28 merupakan graf tangga permata D!,, dan pada Gam-
bar 2.29 adalah contoh graf Dlj.

|

hn

Gambar 2.28: Graf Tangga Permata DI,

2.6 Pelabelan Graf

Salah satu konsep dasar yang berkaitan dengan pelabelan graf adalah

fungsi bijektif dan barisan aritmatika.
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Y3 Ya

i @)
Gambar 2.29: Graf Tangga Permata DI,

2.6.1 Fungsi Bijektif dan Barisan Aritmatika

Secara umum, fungsi dari himpunan A ke himpunan B didefinisikan se-
bagai aturan yang memetakan setiap anggota himpunan A(dinamakan seba-
gai domain) kepada anggota himpunan B(dinamakan sebagai kodomain). Is-

4 7 4 7 77 4

tilah “fungsi”, “pemetaan”, “peta”, “transformasi”, dan ”“operator” biasanya

dipakai secara sinonim.

Anggota himpunan yang dipetakan dapat berupa apa saja (kata, orang,
atau objek lain), namun biasanya yang dibahas adalah besaran matematika
seperti bilangan riil. Untuk mendefinisikan fungsi dapat digunakan notasi
berikut.

f:A—B

Yang artinya bahwa fungsi f yang memetakan setiap elemen himpunan A

kepada B. Jenis-jenis fungsi ada tiga, yaitu fungsi injektif, surjektif dan bijektif.

Fungsi f: A — B disebut fungsi satu-satu atau fungsi injektif jika dan
hanya jika untuk sebarang a, dan a, € A dengan a, tidak sama dengan a, maka

berlaku f,,) tidak sama dengan f(,,).

Fungsi f: A — B disebut fungsi kepada atau fungsi surjektif jika dan hanya
jika untuk setiap b dalam kodomain B terdapat paling tidak satu a dalam do-

main A sehingga berlaku f(a) = 0. Dengan kata lain, suatu kodomain fungsi
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surjektif sama dengan kisarannya (range).

Fungsi f: A — B disebut disebut fungsi bijektif apabila fungsi tersebut
merupakan fungsi injektif sekaligus surjektif. Gambar 2.30 menunjukkan fungsi
injektif, surjektif dan bijektif.

A B A B
e 1 a e—|
a e e 1
o2 be |
b e_| . »e 2
e 3 c o1 |
cC o | | _»o 3
e 4 d e—
(a) (b)
A B
a o >0 1
b e ) 2

(c)
Gambar 2.30: (a) fungsi injektif, (b) fungsi surjektif dan (c) fungsi bijektif

Barisan yang dibentuk dengan cara menambah atau mengurangi suku

sebelumnya dengan suatu bilangan tetap tertentu disebut barisan aritmatika.
(a)2,6,10,14, 18, . ..
()50, 40, 30, 20, 10, . ..

Barisan (a¢) mempunyai beda, b = 4. Barisan (a) disebut barisan arit-
metika naik karena nilai suku-sukunya makin besar. Barisan (b) mempunyai
beda, b = —10. Barisan (b) disebut barisan aritmetika turun karena nilai suku-
sukunya makin kecil. Suatu barisan Ui, Us, Us, . .. disebut barisan aritmetika

jika selisih dua suku yang berurutan adalah tetap. Nilai untuk menentukan
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suku ke-n dari barisan aritmetika. perhatikan kembali contoh barisan (a). 2, 6,
10, 14, 18, .... Misalkan Uy, U,, Us, . .. adalah barisan aritmetika tersebut maka

Uy =2 =2+ 4(0)
Uy=6=2+4=2+4(1)

Us=10=2+4+4=2+4(2)

U, =2+4(n—1)

Secara umum, jika suku pertama (U;) = a dan beda suku yang berurutan
adalah b maka dari rumus U,, = 2 + 4(n — 1) diperoleh 2 adalah a dan 4 adalah
b. Oleh sebab itu, suku ke-n dapat dirumuskan

U,=a+0bn-1)

Barisan aritmetika yang mempunyai beda positif disebut barisan arit-
metika naik, sedangkan jika bedanya negatif disebut barisan aritmetika turun.
Uy, Us,Us, ..., U,_1,U, disebut barisan aritmatika, jika Uy — Uy = Us — U, =

...=U, — U,_; = konstanta.

2.6.2 Aksioma, Lemma, Teorema, Corollary, Konjektur dan Open Problem

Aksioma adalah proposisi yang diasumsikan benar. Aksioma tidak me-
merlukan pembuktian kebenaran lagi. Teorema adalah proposisi yang sudah
terbukti benar. Bentuk khusus dari teorema adalah lemma dan corolarry (a-
kibat). Lemma adalah teorema sederhana yang digunakan dalam pembuk-
tian teorema lain. Lemma biasanya tidak menarik namun berguna pada pem-
buktian proposisi yang lebih kompleks, yang dalam hal ini pembuktian terse-
but dapat lebih mudah dimengerti bila menggunakan sederetan lemma, se-
tiap lemma dibuktikan secara individual. Corollary (akibat) adalah teorema
yang dapat dibentuk langsung dari teorema yang telah dibuktikan, atau dapat
dikatakan corollary adalah teorema yang mengikuti dari teorema lain. Kon-

jektur adalah sebuah proposisi yang dipradugakan sebagai hal yang nyata, be-
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nar, atau asli, sebagian besarnya didasarkan pada landasan inkonklusif (tanpa
simpulan). Konjektur bertentangan dengan hipotesis (oleh karenanya berten-
tangan pula dengan teori, aksioma, atau prinsip), yang merupakan pernyataan
yang mengandung perjanjian menurut landasan yang dapat diterima. Di dalam
matematika, konjektur adalah proposisi yang tidak terbuktikan atau tidak me-
merlukan bukti atau juga teorema yang dianggap pasti benar adanya. Open
problem (masalah terbuka atau pertanyaan terbuka) adalah beberapa masalah
yang dapat secara akurat dinyatakan, dan belum diselesaikan (tidak ada solusi
untuk diketahui). Contoh open problem dalam matematika, yang telah dise-
lesaikan dan ditutup oleh peneliti di akhir abad kedua puluh, adalah Teorema
Terakhir Fermat dan empat warna teorema peta. Sedangkan open problem

yang belum terselesaikan contohnya adalah permasalahan jembatan Konigsberg.

2.6.3 Definisi Pelabelan Graf

Pelabelan graf G adalah sebuah pemetaan dari elemen-elemen graf ¢
(titik dan sisi) terhadap bilangan bulat positif. Jika domainnya adalah him-
punan titik G maka pelabelannya disebut pelabelan titik (vertex labeling), se-
dangkan jika domainnya adalah himpunan sisi G maka pelabelannya disebut
pelabelan sisi (edge labeling). Jika domainya adalah kedua himpunan terse-
but maka pelabelannya disebut pelabelan total (total labeling). Gambar 2.31

mengilustrasikan pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total pada graf.

Gambar 2.31: (a) Pelabelan titik (b) pelabelan Sisi (c) Pelabelan total
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Pada pelabelan titik, jumlah label dua titik yang menempel pada suatu
sisi disebut bobot sisi. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama maka
disebut pelabelan titik sisi ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang
berbeda dan himpunan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan arit-
matika dengan suku pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut disebut

pelabelan titik sisi anti ajaib (edge antimagic vertex labelling (EAVL)).

Sedangkan dalam pelabelan total, bobot sisi diartikan sebagai jumlah la-
bel sisi dan label dua titik yang menempel pada suatu sisi. Jika semua sisi
mempunyai bobot sisi yang sama maka pelabelan tersebut disebut pelabelan
total-sisi-ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang berbeda dan him-
punan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmetika dengan suku
pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut disebut pelabelan total sisi anti

ajaib (pelabelan total sisi antimagic) (Dartono, 2006).

2.6.4 Pelabelan Total Super (a, d)-sisi antimagic

Sebuah pemetaan satu-satu f dari V(G) ke himpunan bilangan bulat {1, 2,
3,...,p} disebut pelabelan titik (a, d)-sisi antimagic jika himpunan bobot sisinya
w(uwv) = f(u) + f(v) pada semua sisi G adalah {a,a + d,a+2d, ...,a + (¢ — 1)d}
untuk a > 0 dan d > 0 keduanya adalah bilangan bulat, sedangkan Pelabelan
total (a, d)-sisi antimagic adalah sebuah pemetaan satu-satu f dari V(G)UE(G)
ke bilangan bulat {1,2,3,...p + ¢} sehingga himpunan bobot sisinya w(uv) =
f(u) + f(v) + f(uv)pada semua sisi G adalah {a,a + d,a + 2d,...,a + (¢ — 1)d}
untuk ¢ > 0 dan d > 0 keduanya bilangan bulat. Sebuah pelabelan total (a, d)-
sisi antimagic disebut pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic jika f(v) =
{1,2,3,..p}dan f(E)={p+ 1,p+2,..p+q}.

Dengan kata lain, pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada sebuah
graf G = (V, E) adalah pelabelan titik dengan bilangan bulat {1,2,3,...p} dan
pelabelan sisi dengan bilangan bulat {p + 1,p + 2,...p + ¢} dari sebuah graf
G dimana p adalah banyaknya titik dan ¢ adalah banyaknya sisi pada graf G,
sedemikian hingga himpunan bobot dari sisinya adalah W = {w(z,y)|zy €
EG)} ={a,a+d,a+2d,...,a+ (¢ — 1)d} untuk a > 0 dan d > 0, dimana «(u)
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adalah label dari titik u, a(v) adalah label dari titik v dan a(uv)adalah label dari
sisi uv. Untuk mencari batas atas nilai beda d pelabelan total super (a, d)-sisi

antimagic dapat ditentukan dengan lemma berikut ini seperti (dalam Dafik:
2007: 26-27).

<& Lemma 2.6.1 Jika sebuah graf (p,q) adalah pelabelan total super (a,d)-sisi an-
timagic maka d < X422

Bukti. f(V)={1,2,3,...,p}dan f(E)={p+1,p+2,....p+q}

Misalkan graf (p, ¢) mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
dengan pemetaan f : V(G) U E(G) — {1,2,....p + ¢}. Nilai minimum yang
mungkin dari bobot sisi terkecil adalah dengan menjumlahkan dua label titik
terkecil (1 dan 2) dengan satu label sisi terkecil (p + 1), sehingga diperoleh:

14 (p+1)+2=p+ 4. Dapat ditulis :

p+4<a
Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin dari bobot sisi
terbesar adalah dengan menjumlahkan dua label titik terbesar ((p — 1) dan p)
dengan satu label sisi terbesar (p + ¢), sehingga diperoleh:
(p—1)+ (p+q) +p = 3p+ q— 1. Dari sifat bobot SEATL yang menyatakan
bahwa a + (¢ — 1)d adalah suku terbesar, maka diperoleh:

S a+(g—1)d<3p+qg-1

& (p+4)+(¢g—1)d<3p+qg-—1
3p+q—-1—(p+4)

& d=<
qg—1
2 3
PRPERY ¥ a=5 2.1)
s
Dari persamaan (2.1) terbukti bahwa d < 27’;_—‘11*5 sehingga diperoleh d dari

berbagai famili graf. O

K.A. Sugeng, dkk (2005:169) mengatakan bahwa lema berikut digunakan
untuk menemukan pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan

graf untuk jumlah sisi ganjil.
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<& Lemma 2.6.2 Misalkan A merupakan sebuah himpunan, A = {c,c + 1,c + 2,
...,c+ k}, dengan k genap. Maka ada sebuah permutasi I1(A) dari anggota-anggota
himpunan A sehingga A + IL(A) = {2c+ 5 2c+ 54+ 1 2e+ 542, .. 204+ 3 —
1,2c+ %}

Bukti. Misal 2 adalah suatu himpunan 2 = {a;ja; = ¢+ (i—1),1 <i<€+1}
dan k adalah genap. Definisi dari permutasi adalah II() = {b;jj1 <i <€+ 1}
dari anggota 2 berikut:

[ c+ g + %, jika ¢ adalah ganjil, 1 <k +1
)i — .
c+k+ %, jika ¢ adalah genap, 2 <i <k

dengan pembuktian langsung kita dapatkan:
A+EA) = {ai+ b1 <t +1} =
2c+ £ + L4 g ganjil, 1 <k+1}U{2c+k+%| i genap, 1 <k} =
{2c+52c+E+1,.. 2+ 2 — 1,20+ 3}
dan kita mendapatkan hasil. O

Secara harfiah, pelabelan total (a, d)-sisi antimagic dan pelabelan total su-
per (a, d)-sisi antimagic memuat perluasan gagasan dari total (a, d)-sisi magic

dan pelabelan total super (a, d)-sisi magic (Baca dan Miller, 2007:37).

2.6.5 Pelabelan Total Super (a,d)-sisi antimagic pada graf tangga permata

Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf tangga permata ini
belum ada yang menemukan sebelumnya. Peneliti akan mencoba menemukan

pelabelannya dengan menggunakan teknik berikut ini :

1. menentukan EAVL (Edge Antimagic Vertex Labelling) pada graf Tangga

Permata dengan teknik pattern recognition;

2. dengan melihat pola pelabelan pada gambar 2.32, langkah selanjutnya
adalah menentukan fungsi bijektif dengan domain bilangan bulat positif
1,2,3,...,p;
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11
; @)

Gambar 2.32: EAV Di;

3. selanjutnya menghitung bobot edge antimagic vertex labeling (EAVL). Dari
gambar 2.33 tampak bahwa barisan bobot sisinya (w) adalah sebagai berikut:
3,4,5,...,23. Terlihat bahwa bobot EAVL membentuk barisan aritmatika
dengan beda 1;

Gambar 2.33: EAV Dl;

4. menentukan label sisi dari Super Edge Antimagic Total Labeling (SEATL)
untuk d = 0 pada graf Tangga Permata (Dl3). Melengkapi label titik pada
Gambar 2.33 dengan melabeli sisi-sisinya sehingga menjadi pelabelan to-
tal.



Bab 2. Tinjauan Pustaka 38

2.7 Hasil-Hasil Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada Graf Diskonek-
tif

Tabel 2.2: Ringkasan dari pelabelan total super (a, d)-edge

antimagic pada graf disconnected.

Graf d Hasil Open Problem

P,UP,1 1<d<3|(@{)de{l,3}dann>2 d = 2 untuk genap n
(i1) d = 2 dan n > 3 adalah ganijil
(Sudarsana, et al, 2005)

nP> U P, 1<d<3|de{l,2}dann>2 d=3forn>2
(Sudarsana, et al, 2005)

nPyU P19 1<d<4|def{l,2}dann>1 d € {3,4} untukn > 1
(Sudarsana, et al, 2005)

miK, d<5 jika dan hanya jika

(i)d € {0,2} dann € {2,3},
m > 3 ganjil, atau

(i) d = 1 dan m,n > 2, atau

(iii) d € {3,5} dann = 2,

m > 2, atau

(iv)d =4 dann = 2, m > 3 ganjil
(M. Baca dan C. Barrientos,
Submitted, 2008)

mE, d<5 (i) jika d = 1 untuk semua mdann | jika d € {0,2} untuk
(ii) jika d € {0,2} untukn =1 n = 3 danm > 3 ganjil
dan m > 3 ganjil
(iii) jhj d € {3,5} untuk n =1
dan semua m > 2
(iv)jhj d = 4 untuk n = 1 dan
semua m > 3 ganjil
(M. Baca dan C. Barrientos,
Submitted)

mQC,, d<2 jika setiap
(i) d € {0,2} untuk m,n > 3 ganjil




Bab 2. Tinjauan Pustaka

39

Graph

Hasil

Open Problem

(ii) d = 1 untuk semua m > 2 dan
n>3
(Dafik, et al, 2009)

mPy,

jika setiap
(i) d € {1, 3} untuk semua m
dann
(ii) d € {0, 2} untuk semua m,n
ganjil
(iii) d € {4,5} untuk semua m dan
n =2

(Dafik, et al, 2009)

mKn,n,n

d € {0,1, 2} untuk m ganjil dan
n sembarang
(Datfik, et al, 2009)

mKn,n,...n

d € {0,1,2} untuk m, n ganjil
(Dafik, et al, 2006)

mC,, ® K,

jika setiap
(i) d € {0, 2} untuk m,n > 3 ganjil
(ii) untuk semua m > 2dann > 3

(M.Baca, et al, in press)

mP, U uC,

jika setiap
(i) d € {0, 2} untuk setiap m +
dan n ganjil
(ii) d = 1 untuk m genap
(Datfik, et al, in press)

de€{0,1,2,3} untuk n + 1
faktor dari m

(Datik, et al, in press)

mKl,m U Sk,’,l

d € {0,1,2,3} untuk m, n sembarang

(Datfik, et al, in press)

m-caterpilar

d€{0,1,2,3,4,5} untuk

m,n sembarang
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Graph d Hasil Open Problem
(M.Baca, et al, in press)
mLy, d<2 d € {0, 1,2} untuk m, n ganjil jika d € {0,2}
(M. Fuad, 2009) untuk m genap
kP2 d<3 d € {0,1, 2} untuk k, n ganjil jikad € {0,1,2}
(Indayani.D.V , 2010) untuk k,n genap
mB(y, i) d<3 de€{0,1,2,3} untuk m >2,n > 2, jika d € {0,2}
dan k > 4 untuk m,n genap
(K.Biyadi, 2010)
mF (1) d<4 d€{0,1,2,3} untuk m >2,n > 2, ejika d € {0,2} untuk
dank > 3 m,n genap dan k > 3
(Z.Abidin , 2010) ejika d € {1, 3} untuk
m > 2n ganjil dan k > 3
mL (k) d<4 d €{0,1,2,3} untuk m > 3, e jika d = 3 untuk
1<i<n,j=2dank=1 m > 3 ganjil dan
(R.Raty Rahmad , 2010) n > il > 2 genap
ejika d € {1,3} untuk
m > 3 ganjil dan
n > il > 2 ganjil
ejika d € {1,3} untuk
m > 3 genap dan
n>1>2
mE;, d<4 d € {0,1,2} untuk m > 3 ganyjil, ejikad =1untukm >3
n=3 dan n > 3 ganjil
(Riza Deviyana , 2011) e jika d = 3 untuk
(m > 3dann > 3) ganjil
e jika d = 3 untuk
(m > 3dann > 3) genap
sWo(3,7,2) d<3 d €{0,1,2} untuk m > 3 ganjildan | ejikad € {0, 1,2} untuk
s ganjil 1 < j < 'mgenap dan
(Yeni Anggraeni , 2011) 1 <k < sgenap




BAB 3

METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deduktif aksioma-
tik, yaitu dengan menurunkan aksioma atau teorema yang telah ada, kemu-
dian diterapkan dalam pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada graf
Tangga Permata baik yang tunggal maupun gabungan saling lepasnya. Dalam
penelitian ini, terlebih dahulu akan ditentukan nilai beda (d) pada graf Tangga
Permata, selanjutnya nilai d tersebut diterapkan dalam pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata. Jika terdapat pelabelan to-
tal super (a,d)-sisi antimagic, maka akan dirumuskan bagaimana pola pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata tersebut de-
ngan menggunakan metode pendeteksian pola (pattern recognition) untuk me-

nentukan pola umumnya.

Langkah selanjutnya adalah menentukan nilai beda (d) pada gabungan
saling lepas graf Tangga Permata, selanjutnya nilai d tersebut diterapkan dalam
pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan saling lepas graf Tangga
Permata. Jika terdapat pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic, maka akan
dirumuskan bagaimana pola pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada
gabungan saling lepas graf Tangga Permata tersebut dengan menggunakan

metode yang sama untuk menentukan pola umumnya.

3.2 Definisi Operasional

Definisi operasional variabel digunakan untuk memberikan gambaran
secara sistematis dalam penelitian dan untuk menghindari terjadinya perbe-
daan pengertian makna. Definisi operasional variabel yang dimaksud adalah

sebagai berikut:

41



Bab 3. Metodologi Penelitian 42

3.2.1 Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic

Misal p = |V | dan g = |E| maka pelabelan total (a, d)-sisi antimagic adalah
sebuah pemetaan satu-satu f dari V(G)U E(G) ke bilangan bulat {1,2,3...,p+
¢} sehingga himpunan bobot sisinya w(uv) = f(u) + f(v) + f(w) pada semua
sisi G adalah {a,a+d,...,a+ (¢ — 1)d} untuk a > 0 dan d > 0 adalah bilangan
bulat. Sebuah pelabelan total (a, d)- sisi antimagic disebut pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagicijika f(V) = {1,2,3...p} dan {f(E) =p+1,p+2,...,p+q}.

3.2.2 Graf Tangga Permata (D!,,)

Graf Tangga Permata adalah salah satu family dari graf ladder. Graf
Tangga Permata adalah sebuah graf yang dinotasikan dengan D!,, dimana V' (DI,,) =
{5, 95,251 <i<n,1 <j<2n}dan E(Dl,) = {zzit1,%yi+1; 1 <i<n-—1} U
{ziy; 1 < i <n} U {22j41;2 < j < 2n—2 genap} U {x;20,_1, Ti22, YiZai-1, YiZ2i-

1 <i < n}. Gambar 3.1 merupakan graf Tangga Permata D!,, dan pada Gambar
3.2 adalah contoh graf Dl,.

U

n

Gambar 3.1: Graf Tangga Permata DI,

3.2.3 Gabungan Saling Lepas Graf Tangga Permata (mDl,,)

Gabungan saling lepas graf Tangga Permata mDI,, didefinisikan sebagai
gabungan diskonektif dari sebanyak m copy graf Tangga Permata yang mem-
punyai himpunan titik V(mDI,,) = {z§,yf, 2,1 <i <n,1 <j <2n,1 <k <
m} dan himpunan sisi E(mDl,) = {zfaf  yFyF ;1 <i <n-11 <k <

)
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m} U {aFyF1<i<n1<k<m} U {zfz]’?+1;2§j§2n—2genap,1gkg
ko k

m}y U {akzh | akzk bk | ykeki1 < <n 1 <k <m}. Dalam penelitian ini
kita akan membatasi pada m DI, untuk m > 2 dan n > 2. Gambar 3.3 adalah

gabungan saling lepas graf Tangga Permata dengan m =2dan 1 <14 < 3.

(25) z4
e @
@ Ya

Gambar 3.2: Graf Tangga Permata DI,

Gambar 3.3: Gabungan Graf Tangga Permata 2D;

3.3 Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf Tangga Permata baik yang tunggal
maupun gabungan saling lepasnya, jika pada graf tersebut ditemukan pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic maka dilanjutkan dengan pendeteksian

pola (pattern recognition). Adapun teknik penelitian adalah sebagai berikut:



Bab 3. Metodologi Penelitian 44

1. menghitung jumlah titik p dan sisi ¢ pada graf diamond ladder Di,,

2. menentukan batas atas nilai beda d pada pada graf diamond ladder DI,

sesuai dengan Lemma 2.6.1,

3. menentukan label EAV L (edge-antimagic vertex labeling) atau pelabelan
titik(a,d)-sisi antimagic pada graf diamond ladder DI,

4. apabila label EAV L berlaku untuk beberapa graf baik secara heuristik
maupun determinatik maka dikatakan pelabelan itu expandable sehingga

dilanjutkan menentukan algoritma £ AV L pada graf diamond ladder D1,
5. menentukan fungsi bijektif AV L pada graf diamond ladder DI,

6. melabeli graf Tangga Permata DI,, dengan SEAT'L (super edge antimagic
total labeling) atau pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dengan nilai

beda d yang feasible,

7. menentukan fungsi bejektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada

graf diamond ladder Di,.

Untuk gabungan saling lepas graf Tangga Permata juga menggunakan
teknik penelitian seperti yang telah disebutkan di atas namun diterapkan pada
gabungan saling lepas graf Tangga Permata. Secara umum,langkah-langkah
penelitian di atas dapat juga disajikan dalam bagan diagram alir pada gambar
3.4.
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dan sisi ¢ pada D,

Menghitung jumlah titik p | Menentukan batas atas nilai

beda d sesuai lemma 2. 61

Menentukan algoritma
fungsi bijektif FAV L

Y

unexpandable y
< _ ™| Menentukan label FAV L
expandable

Menentukan algoritma fungsi
bijektif dari bobot sisi EAV L

Y

bijektifnya pada graf diamon

Melabeli sisi dan menentukan fungsi

D,, untuk setiap nilai d bersesuaian

d ladder

|

1

Menentukan fungsi
bijektif SEATL

Keterangan:

Y

Kesimpulan

———— = : Aliran kegiatan utama
----- = : Aliran pengecekan algoritma

Gambar 3.4: Rancangan Penelitian



BAB 4

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan hasil penelitian tentang pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic pada graf Diamon Ladder dengan hasil akhirnya berupa
algoritma pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf Diamon Ladder.
Penelitian ini diawali dengan menentukan nilai d, menentukan £ AV dan bobot
sisi FAV kemudian menentukan SE AT L dan diakhiri dengan bobot sisi total
SEATL untuk membuktikan bahwa gabungan graf ini merupakan SEAT'L.

Hasil utama dari penelitian yang akan dibahas terkait dengan pelabelan
total super (a, d)-sisi antimagic pada graf DI adalah lemma dan teorema yang
diberi tanda <. Terdapat 2 (dua) lemma dan 6 (enam) teorema baru yang dite-
mukan secara eksperimental dalam penelitian ini. Format penyajian temuan
penelitian dalam bab ini diawali dengan pernyataan lemma atau teorema ke-
mudian dilanjutkan dengan bukti dan contoh gambar atau ilustrasi sebagai
visualisasi kebenaran pembuktian teorema. Berikut ini akan dijelaskan tahap-
tahap bagaimana lemma dan teorema tersebut ditemukan sekaligus menjawab

rumusan masalah yang telah disajikan sebelumnya.

4.1 Jumlah Titik dan Sisi pada Graf Tangga Permata (D!,,)

Penentuan jumlah titik p dan jumlah sisi ¢ merupakan syarat perlu dalam
penelitian ini. Dengan mengetahui jumlah titik dan jumlah sisi, maka peneliti
dapat mengetahui seberapa banyak graf DI mempunyai pelabelan total super
(a, d)-sisi antimagic. Untuk menentukan jumlah titik dan jumlah sisi graf terse-
but, terlebih dahulu akan dicari jumlah titik dan jumlah sisi graf DI (Dl,,) dan
gabungan graf DI (mDI,). Pada Gambar 4.1 berikut disajikan sebuah ilustrasi

untuk menentukan jumlah titik dan jumlah sisi pada graf DI (DI,,).

46
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Jumlah Titik = 12
Jumlah Sisi = 21

T4

Jumlah Titik = 16
Jumlah Sisi = 29

Gambear 4.1: Jumlah titik dan jumlah sisi graf pada Dls dan Dl

Graf Tangga Permata (Dl,,) dimana V' (Dl,,) = {z;,y;,2;;1 <i<n,1 <j <
2n} . Sehingga jumlah titik pada graf DI (DI,) adalah 4n.

Sedangkan jumlah sisi pada graf DI (Dl,,) merupakan jumlah seluruh sisi
yang menghubungkan suatu titik dengan titik lainnya pada graf tersebut. Ber-
dasarkan definisi sisi Diamond Ladder (D!,,), E(Dl,) = {z;xi11, yiyiv1; 1 <i <
n—1} U {zy; 1 <3 < n} U {zz41;jgenap, 2 < j < 2n — 2} U {z;20i_1,-
TiZoi, Yizai—1, Yizei; 1 < 1 < n} terlihat jelas bahwa graf DI, memiliki 8n — 3

sisi.

4.2 Jumlah Titik dan Sisi pada Gabungan Graf Tangga Permata (mD!,,)

Jumlah titik dan jumlah sisi pada mDI, dapat ditentukan dengan ter-
lebih dahulu mencermati definisi gabungan pada suatu graf. Gabungan m graf

Tangga Permata DI, yang dinotasikan m DI, didefinisikan sebagai gabungan
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saling lepas dari m buah duplikat graf Tangga Permata (D/,,) dengan 1 < j <m
, ditulis: DI}, U DI2 U DI} U...U DI". Sehingga jumlah titik graf mDI, adalah m
kali jumlah titik graf DI, dan jumlah sisi graf mDI,, adalah m kali jumlah sisi
graf Dl,,. Misalkan p adalah jumlah titik graf m DI, dan ¢ adalah jumlah sisi

graf mDI,,, maka:

p=m.(4n) < p=4mn dan ¢ = m.(8n — 3) < g = 8mn — 3m

4.3 Batas Atas d Graf Tangga Permata (D!,,)

Batas atas d graf Tangga Permata (Dl,) dapat ditentukan dengan meng-
gunakan Lemma 2.6.1. Diketahui jumlah titik pada graf DI, adalah p = 4n dan

jumlah sisi ¢ = 8n—3. Dengan demikian batas atas nilai beda d tersebut adalah:

2p+q—5
g—1
2(4n)+8n -3 -5
8 —3—1
8+ 8 — 8
&n —4
16n — 8
8n —4
< )

d

Karena pelabelan dalam SEAT menggunakan bilangan bulat positif, maka
nilai d > 0 dan d bilangan bulat. Sehingga dapat disimpulkan d € {0,1,2}.
Selanjutnya akan ditentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi an-

timagic sesuai dengan nilai d yang telah ditetapkan.

4.4 Batas Atas d pada Gabungan Graf Tangga Permata (mDl,,)

Sedangkan batas atas d gabungan graf Tangga Permata (mDI,,) juga dapat
ditentukan dengan menggunakan Lemma 2.6.1. Diketahui jumlah titik pada
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graf mDI, adalah p = 4mn dan jumlah sisi ¢ = 8mn — 3m. Dengan demikian

batas atas nilai beda d tersebut adalah:

2p+q—>5
qg—1
2(4mn) + 8mn —3m — 5
Emn —3m —1
8mn +8mn —3m — 5

d

IA

8&mn —3m —1
16mn —3m —5
&mn —3m —1

3m —3

8mn —3m —1

3m—3
mn—3m—1

Karena 0 < g < 1. Sedemikian hingga berlaku:

3m — 3

d < 2-—
8mn —3m —1

&d

IA
DO

Karena pelabelan dalam SEAT menggunakan bilangan bulat positif, maka
nilai d > 0 dan d bilangan bulat. Sehingga dapat disimpulkan d € {0, 1, 2}.
Selanjutnya akan ditentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi an-

timagic sesuai dengan nilai d yang telah ditetapkan.

4.5 Pelabelan Total Super (a,d)-sisi Antimagic pada Graf Tangga Permata
(Dl,)

Metode dalam menemukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pa-
da graf Tangga Permata terdiri dari beberapa langkah yang diawali dengan
menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pela-
belan yang berlaku sampai dengan batas i dan j yang telah ditemukan. Ke-
mudian untuk menentukan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi dalam

barisan aritmatika untuk menentukan fungsi bijektifnya. Setelah fungsi bijektif
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diketahui maka harus dibuktikan secara deduktif matematik untuk membuk-
tikan kebenaran dari lemma atau teorema. Perlu diketahui bahwa lemma atau
teorema dalam penelitian ini adalah bukan lemma atau teorema yang biim-

plikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah.

Dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan konsep bari-
san aritmatika, maka diperoleh beberapa lemma, teorema dan akibat sebagai
berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal
(berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan

(existence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah me-
nentukan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dengan terlebih dahulu
menentukan pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata Dl,)
dimana V(Dl,) = {z;,y;,2;;1 < i < n,1 < j < 2n} sekaligus menentukan
fungsi bijektifnya melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan
aritmatika. Lemma 4.5.1 adalah lemma yang berkaitan dengan pelabelan titik

(a, 1)-sisi Antimagic pada Graf Tangga Permata Dl,,.

<& Lemma 4.5.1 Ada pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata
Dl,, jikan > 2.

Bukti. Labeli titik graf Tangga Permata D!, dengan fungsi bijektif «;, defi-
nisikan pelabelan «; : V(DIl,) — {1,2,...,4n} maka pelabelan a; dapat di-

tuliskan sebagai berikut:

a1(z;) =4i—2, jikal<i<m

a(y;)) =4i—1, jikal <i<n
(=1)*'+1)

5  jika2<j<2n

ai(zj) = 25 —

Dari persamaan di atas, dapat dipahami bahwa o, (;), a1 (y;) dan oy (z;)
adalah fungsi bijektif yang memetakan DI, ke himpunan bilangan bulat {1, 2.-

...,4n}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan titik «; dimana
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bobot sisi pelabelan titik diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang
bersisian, maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan melalui pengamatan pola

dan penggunaan konsep barisan aritmatika sebagai berikut:

wél (i) = 83 jika 1<i<n-—1

wi (yiyiv1) = 8i+2; jikal<i<n-—1

w3 (1) = 8 —3; jikal<i<n

wh (zz;41) = 4j+1; jika 2 <j<2n—2 genap
wgl (ri29i-1) = 8i—5; jikal<i<n

wgl(xiz%) = 8 —2; jikal<i<n

wl, (yizaic1) = 8i—4; jikal<i<n

W (Yizos) 0= 8i—1; jika I'<i<m

Berdasarkan bobot sisi EAV ini, bobot sisi terkecil terletak pada w,, yaitu
8i — 5. Bobot sisi terbesar terletak pada w$, yaitu 8 — 1. Dengan mensubsti-
tusikan nilai ¢ = 1, & = 2 dan ¢ = n untuk bobot sisi terbesar, sehingga dapat
membentuk himpunan (J;_, w!,, = {3, 4, 5, ...,8n — 1} terdiri dari bilangan

bulat berurutan. Dengan demikian «; adalah suatu pelabelan titik (3, 1). O

Angka 1, 2, .., 8 pada w} ,w? w3 ,...,w5 bukan merupakan pangkat,
melainkan untuk membedakan w,, yang mempunyai syarat batas i dan j yang
berbeda-beda. Gambar 4.2 merupakan contoh pelabelan titik beserta bobot sisi

EAVLnya (3, 1)-sisi antimagic graf Tangga Permata (D!,) dengan d = 1.

Berdasarkan Lemma 4.5.1 maka diperoleh pelabelan titik (3, 1)-sisi an-
timagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a, 0)-sisi antimagic deng-
an menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak la-
bel sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang
berkebalikan. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terbesar
dan sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terkecil. Melalui penga-

matan pola dan penggunaan konsep barisan aritmatika, maka dapat diten-
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Gambar 4.2: Pelabelan titik (3,1)-sisi antimagic pada DI,

tukan fungsi bijektifnya. Dari uraian di atas dapat diturunkan teorema 4.5.1:

<& Teorema 4.5.1 Ada pelabelan total super (12n,0)-sisi antimagic pada graf Tangga
Permata DI, jikan > 2.

Bukti. Labeli titik graf Tangga Permata DI, dengan as(x;) = (),
as(y;) = a1(y;) dan as(z;) = aq(z;), definisikan label sisi ay : E(DI,) —
{4n + 1,4n + 2,...,12n — 3}, maka label sisi ay untuk pelabelan total super

(a,0)-sisi antimagic pada graf DI,, dapat dirumuskan sebagai berikut:

a(Txiy1) = 12n — 8i, jika 1<i<n-—1

a2 (yiv1) = 12n—8i—2, jika1<i<n-1

a2 (xy;) = L2283, TER(1<<1 <in

ay(zjz41) = 12n—45 =1, jika 2 <j < 2n— 2 genap
ao(Tiz9i-1) = 12n—8i+5, jika 1<i<n

0o (Z;29;) = 12n—8i+2, jika 1<i<n

az(Yizoi—1) = 12n—8i+4, jika 1<i<n

as(yiza;) = 12n—8i+1, jka 1<i<n

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total as(x;), as2(y:),
as(2j), a2(iTig1), Q2 (Yilitr), (i), aa(25241), Qo (Ti22i-1), o (Xi22:), o (Yiz2i—1)
dan as(y;22;) maka W,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot

sisi EAVL w,, = w,, dan rumus label sisi o, dengan syarat batas i dan j yang
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bersesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wa,
W2

a2

WS

a2

a2

{wl, + as(wzi); jika 1 <@ <n—1}
(84) + (121 — 8i)

12n

{w2, + co(yiyiir); jika 1 <i<n—1}
(8i+2)+ (12n — 8 — 2)

12n

{wd, + as(zy;); jika 1 <7< n}

(8 —3) + (121 — 8i + 3)

12n

{wl, + aa(z;2j41); jika 2 < j < 2n — 2 genap}
(45 +1) +(12n — 45— 1)

12n

{wl, + aa(@izai1); jika 1 < ¢ < n}
(8 — 5) + (120 — 8i + 5)

12n

{wg2 + ag(x;29); jika 1 < i < n}

(8 — 2) + (121 — 8i + 2)

12n

{wl, + co(yizei—1); jika 1 <i < n}

(8 — 4) + (12n — 8i + 4)

12n



Bab 4. Hasil dan Pembahasan 54

W8 = {wd, + as(yize); jika 1 <i < n}
= 8i—1)4+(12n —8i +1)

= 12n

Tampak bahwa W, = W2 = ... = W2 =12n. Atau dapat dituliskan se-
bagai berikut: |J;_, W, = {12n, 12n, ..., 12n}. Dapat disimpulkan bahwa graf
Tangga Permata DI,, dengan n > 2, mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi
antimagic dengan a = 12n dan d = 0, atau graf Tangga Permata DI,, mempunyai
Pelabelan Total Super (12n, 0)-sisi antimagic jika n > 2. O

Angkal,2,...,8pada Wl W2

@) L)

W, bukan merupakan pangkat, me-
lainkan untuk membedakan W,,, yang mempunyai syarat batas i, dan £ yang
berbeda-beda. Gambar 4.3 merupakan contoh pelabelan total super (48, 0)-sisi
antimagic (SEAT L) pada graf Tangga Permata Dl,.

Gambear 4.3: SEATL graf DI (Dl,) dengan d = 0

Berdasarkan Lemma 4.5.1 maka diperoleh pelabelan titik (3, 1)-sisi an-
timagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a,2)-sisi antimagic de-
ngan menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak
label sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang
yang sama. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terkecil
dan sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terbesar, dimana E(DI,,) =
{wwi, yiyir; 1 <0 < n— 1} U{rys 1 <6 < nf U {z2540;] genap,2 < j <
2n — 2} U {x;20i-1, Ti22i, Yiz2i—1, Yizei; 1 < @ < n}. Melalui pengamatan pola dan

penggunaan konsep barisan aritmatika, maka dapat ditentukan fungsi bijek-
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tifnya. Dari uraian di atas dapat diturunkan teorema 4.5.2:

& Teorema 4.5.2 Ada pelabelan total super (4n+4, 2)-sisi antimagic pada graf Tangga
Permata DI, jikan > 2.

Bukti. Labeli titik graf Tangga Permata DI, dengan as(x;) = (),
as(y;) = ai(y;) dan as(z;) = ai(z;), definisikan label sisi a3 : E(DI,) —
{4n + 1,4n + 2,...,12n — 3}, maka label sisi a3 untuk pelabelan total super
(a,2)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata DI,, dapat dirumuskan sebagai
berikut:

a3(Tiip1) = 4n+8 —2, jika 1<i<n-1
as(Viyir1) = 4n+8i, jikan 1<i<n-—1

a3 (wy;) = 4dn+8 —5, jikal<i<n

as(zizj41) = 4n+4j—1, jika 2 <j<2n— 2 genap
a3(Tizi-1) = 4n+8 —7, jika 1<i<n

a3(x;29;) = 4n+8 —4, jka 1<i<n

a3(yizei1) = 4n+8i—6, jika 1<i<n

az(yize;) = 4n+8i—3, jika 1<i<n

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total as(x;), as(v:),
043<Zj)/ Qa3 (%’%’H)/ ag(y@-y¢+1), &3($iyi), @3(2j2j+1), 043(%'22%1)/ 063(1%221), 063(3/2'22%1)
dan as(y;22;) maka W,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot
sisi EAVL w,, = w,, dan rumus label sisi o5 dengan syarat batas ¢ dan j yang

bersesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wa, = {wl, + as(zwi); jika 1 <i<n—1}
= (8)+ (4n +8i —2)

= 4n+ 161 — 2
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2
w2,

a3

W7

a3

WS

a3

Perhatikan Himpunan bobot sisi W,, = {W. , W2 W3

{w2, + as(yiyisr); jika 1 < <n—1}
(8i +2) + (4n + &)

4n + 1671 + 2

{wd, + as(zy,); jika 1 <i < n}
(8 = 3) + (4n + 8i — 5)

4n + 16i — 8

{way +a3(2j2j11); jika 2 < j < 2n — 2 genap}
(45 +1) + (4n+4j - 1)

dn + 8y

{wf5¥3 + a3(x;29;-1); jika 1 < i < n}
(8i — 5) + (4n +8i —7)

4n + 160 — 12

(w8, + as(®izs); jika 1 < i < n}
(8i —2) + (4n + 8i — 4)

dn + 167 — 6

{wl, + as(yizei-1); jika 1 < i <n}
(8i — 4) + (4n + 8i — 6)

4n + 16i — 10

{wig + as(yize;); jika 1 <i < n}
(8i —1) + (4n +8i —3)

4n + 16i — 4

WE }. Tam-

oz’ asz) e R

pak bahwa bobot sisi terkecil terletak pada W2, dan bobot sisi terbesar ter-

letak pada W,. Dengan mensubstitusikan nilai i = 1 pada W7, diperoleh
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W, = 4n + 4, substitusi i = 2 pada ng diperoleh W,, = 4n + 6,. .., substitusi
i = n pada W¢, diperoleh W,,, = 20n — 4. Dapat dinyatakan bahwa W,,, mem-
bentuk barisan aritmatika dengan suku awal 4n+4 dan beda 2 (dua), atau dapat
dituliskan [ J}_, W} ,=14n+4,4n+6,4n + 8 ...,20n — 4}. Dapat disimpulkan
bahwa graf Tangga Permata D[,, mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi an-
timagic dengan a = 4n+4 dan d = 2 atau graf Tangga Permata DI,, mempunyai
Super (4n + 4,2)- EAT; n > 2. Sehingga terbukti bahwa pelabelan total a;(z;),
as(yz‘), aS(Zj)/ a3($i$i+1)f Ofs(yiyiﬂ), 043(3%%), 043(£’ij+1), 0é3(37i22i—1), CYS(%Z%),
as3(yiz2i—1) dan as(y;22;) adalah pelabelan total super (a,2)-sisi antimagic jika
n > 2. O

Angka 1,2,...,8 pada W. W2

g ag?”

.., W§, bukan merupakan pangkat, me-
lainkan untuk membedakan W,, yang mempunyai syarat batas i dan j yang
berbeda-beda.

Jika a3(z) adalah label sisi DI, untuk d = 2 dan «as(z) adalah label sisi DI,
untuk d = 0 maka berdasarkan urutan peletakkan label sisi yang ditentukan
berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dapat dirumuskan label sisi DI,, untuk
d = 2, yaitu:

az(2) = 2p+q+1—02(2)
= 2(4n)+ (8n —3) + 1 — ax(2)
= 16n — 2 — as(z)

Gambar 4.4 merupakan contoh pelabelan total super (24, 2)-sisi antimagic
(SEATL) pada graf Tangga Permata Dis.

Untuk pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf Diamond Lad-
der DI, dengan d = 1, penulis akan membuktikannya melalui sebuah teo-
rema yang dikembangkan dari Lemma 2.6.2 yang telah dibuktikan pada bab
2. Berdasarkan lemma yang telah ditemukan tersebut, maka penulis mengem-
bangkan lemma tersebut menjadi sebuah teorema baru untuk menentukan pela-

belan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata D/, dengan
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Gambar 4.4: SEATL graf DI (Dl5) dengan d = 2

<& Teorema 4.5.3 Suatu graf DI, mempunyai pelabelan total super (8n + 2, 1)-sisi
antimagic untuk n > 2.

Bukti. Sebagaimana tercantum dalam Lemma 2.6.2, untuk n > 2, pela-
belan titik a; pada graf DI, dari Lemma 4.5.1 adalah pelabelan (3, 1)-EAV. Misal
barisannya adalah A = {¢,c + 1,¢+ 2, ..., c + k} membentuk himpunan bobot
sisi dari pelabelan titik o; untuk ¢ = 3 dan k = 8n — 4. Pada Lemma 2.6.1, [1(2)
dari anggotanya 2 antara lain A + [TI(2) — ¢ + 852] = {4 18222 ¢4 10222 4
..o+ 22210 Tika [TI(A) — ¢ + 222] adalah label sisi dari DI, maka 2+ [IT(A) —
¢+ ¥2£2] membentuk himpunan bobot sisi dari DI,,, yang mana hasil pelabelan
total super (8n + 2, 1)-EAT. O

Gambar 4.5: Pelabelan total super (34, 1)-sisi antimagic (SEATL) pada DI,
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4.6 Pelabelan Total Super (a, d)-sisi Antimagic pada Gabungan Graf Tangga
Permata (mDl,)

Metode dalam menemukan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
pada gabungan graf DI, terdiri dari beberapa langkah yang diawali dengan
menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pela-
belan yang berlaku sampai dengan batas i, j dan k yang telah ditemukan. Ke-
mudian untuk menentukan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi dalam
barisan aritmatika untuk menentukan fungsi bijektifnya. Setelah fungsi bijektif
diketahui maka harus dibuktikan secara deduktif matematik untuk membuk-
tikan kebenaran dari lemma atau teorema. Perlu diketahui bahwa lemma dan
teorema dalam penelitian ini adalah bukan lemma atau teorema yang biim-

plikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah.

Dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan konsep bari-
san aritmatika, maka diperoleh beberapa lemma, teorema dan akibat sebagai
berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal
(berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan

(existence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah me-
nentukan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dengan terlebih dahulu
menentukan pelabelan titik (a,1)-sisi antimagic pada gabungan graf Tangga
Permata mDI,, dimana V(mD,) = {z},yF,2F1 <i<n 1 <j<2n,1 <k <m}
sekaligus menentukan fungsi bijektifnya melalui pengamatan pola dan peng-
gunaan konsep barisan aritmatika. Lemma 4.6.1 adalah lemma yang berkaitan
dengan pelabelan titik (a,1)-sisi Antimagic Gabungan Graf Tangga Permata
mDI,.

< Lemma 4.6.1 Ada pelabelan titik (253 1)-sisi antimagic pada gabungan Graf Di-
amond Ladder m DI, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan graf Tangga Permata mDI,, dengan fungsi
bijektif oy, untuk 1 < k < m, definisikan pelabelan a4 : V/(mDl,)) — {1,2.-
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.,4nm} maka pelabelan o, dapat dituliskan sebagai berikut:

( BBtk ika i = 1(mod 3) dan k ganyjil
(8i— 62)’“_”“7 jika i = 1(mod 3) dan k genap
au(zh) = w, jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
BOmtktl. jika ¢ = 3(mod 3) dan k ganjil
| 9L ika i = 3(mod 3) dan k genap
( (81'72)771%%2; jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
(81'—4)++k+1; jika ¢ = 2(mod 3) dan k ganjil
ag(yf) = ¢ GBmtktl ika = 2(mod 3) dan k genap
E=dmik.ika i = 3(mod 3) dan k ganjil
\ (8%*42)’"_”“; jika i = 3(mod 3) dan k genap
y (4j—4)++k+1; jika 7 = 1(mod 6) dan k ganjil
Wi=3miktl, - Sika j = 1(mod 6) dan k genap
Wiz2mthtl, ik j = 2(mod 6) dan k ganjil
(4]'*1)++’f+1; jika j = 2(mod 6) dan k genap
o) GRS ika j = 3(mod 6) dan k ganjil
044(23') W\ (4j—Dm+k - 2 =
W jika j = 3(mod 6) dan k genap
Wizhmth - Sika j = 4(mod 6) dan k ganjil
W; jika j = 4(mod 6) dan k genap
M@L’”?; jika j = 5(mod 6) dan k sembarang
\ 4jm—22k+2; jika 7 = 6(mod 6) dan k sembarang

Fungsi bijektif pada ay («f

17

ay(yF) dan ay(2}) dapat direduksi sebagai berikut:

(8i=5)ym+k ((—1)’~“+1
2 4
ky _ (8i—4)m—2k+2
CY4(ZL'Z~) i 2 )
(8i—5)m+k+1 ((71)k+1+1
2 4

ym; jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
)m; jika i = 3(mod 3) dan k sembarang
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w; jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
as(yf) = (8i_3)£”+k+1 - ((_l)zﬂﬂ)m; jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
\ BiSimik ((_lfﬂ)m, jika i = 3(mod 3) dan k sembarang

(4j— 3m+k+1 ( )k+1+1)

m; jika j = 1(mod 6) dan k sembarang
(45—1 m+k+1 ( 1)k+1+1)

(45— )m+k
2
)m+k (( k41
2
(4j—2)m—2k+2

2 )
4jm—2k+2 .
\ 2 ’

m; jika j = 2(mod 6) dan k sembarang
(S

ym; jika j = 3(mod 6) dan k sembarang

(1/4(2,/?) = (45—

jika j = 5(mod 6) dan k sembarang

( )
( )
( )
ym; jika j = 4(mod 6) dan k sembarang
( )
( )

jika j = 6(mod 6) dan k sembarang

Dari persamaan di atas, dapat dipahami bahwa ay(2}), ca(y)) dan ay(z})
adalah fungsi bijektif yang memetakan mD!,, ke himpunan bilangan bulat {1, 2,
., 4nm}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan titik oy dimana
bobot sisi pelabelan titik diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang
bersisian, maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan melalui pengamatan pola

dan penggunaan konsep barisan aritmatika sebagai berikut:

kok
Bobot pada sisi z; 7},

wl (ahak ) = DBmEE2 4 (i 1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
w2 (zFizk ) = M—mﬁ + (i — 1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k genap
w3 (aFaky) 0m—k+3 4 (j; — 2)8m;  jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
w (xFak ) 3m—kt3 4 (j —2)8m;  jika i = 2(mod 3) dan k genap
w) (ahak ) = 8wl 4 (G 3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k sembarang

Bobot pada sisi yfyF,

ws (yhyk) = B2 4 (- 1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
w?h (yFyF,) Wm_ktd + (7 —1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k genap
ws (yFyk,,) Bmi2ktl 4 (j —2)8m;  jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
wh (yFyF,,) Blm_kt2 4 (7 —3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
wl(ykyk, ) = 2 4 (- 3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k genap
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Bobot pada sisi ¥y

wik(ahyf) = 2 4 1)gm:
w(ahy) = Sy (s,
whahyh) = gk o),
wh(ahyl) = BugkE (o),
wh(ahyf) = W ( g)gm:

Bobot pada sisi z

j+1
k) = 15m+22k+1 (j — 2)dm;
Bab) = B (g
k) = B G gy
ik = RS Gm,
k) = B G
Bobot pada sisi #%z5; |
Lahah ) = 3mEZEH 4 (G 1)8m;
2(xhzk ) = B2 (- 2)8m;
:sz% 1) 20m_k+2+(z_2)8m’
2(xf2k ) = omEES 4 (§—3)8m;
S(ziah ) = 4 (- 3)8m;
Bobot pada sisi z¥ 25,
afe;) = PR 4 (1= 1)8m;
tek) = Tkt o)
atef) = Basksd s i om,
k) = Bml (g
pha) C ks g,

jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
jika i = 1(mod 3) dan k genap
jika i = 2(mod 3)
( )
( )

dan k ganjil

jika 1 = 2(mod 3) dan k genap

jika ¢ = 3(mod 3) dan k sembarang
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jika 7 = 2(mod 6) dan k sembarang

( )
jika j = 4(mod 6) dan k ganjil
jika j = 4(mod 6) dan k genap
jika j = 6(mod 6) dan k ganjil
( )

jika 7 = 6(mod 6) dan k genap

jika 7 = 1(mod 3) dan k sembarang

( )
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3) dan k genap
jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika 7 = 3(mod 3) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3)
( )
( )

dan k genap

jika ¢ = 3(mod 3) dan k ganjil
jika i = 3(mod 3) dan k genap
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Bobot pada sisi yF 25,

wm(yZ 2K ) = S (- 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
w2 (yFzk,_ ) Tmbt3 4 (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k genap
w3 (yFak ) = 21—””22’“—“ + (i —2)8m; jika ¢ = 2(mod 3) dan k sembarang
w3 (yr2h, ) Bm_kt2 (i —3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
w (yFzk ) Bm_kt2 4 (j —3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k genap

Bobot pada sisi y 25,

wi(ykah) = B 4 (i —1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
w3 (yF 25 1m—kt3 4 (; —1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k genap
w(ykzk) = Zmi2l 4 (5 —2)8m;  jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
w (ykzk) = 8o 4 (- 3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
wd(ykak) = M2 4 (1-3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k genap

Fungsi bijektif pada w,, dapat direduksi sebagai berikut:

Bobot pada sisi zfz¥ ; untuk k& sembarang

wl (ahzh ) = Umoke2 g & 1)Tlﬂ)m + (i —1)8m; jika i = 1(mod 3)
w? (ahizk, ) = 20mokad 4 ((_121k+1)m + (1 — 2)8my; jika i = 2(mod 3)

wd (ahak ) = BmiEl 4 (j 3)8m; jika i = 3(mod 3)

Bobot pada sisi 4y, ; untuk k sembarang

wh, (yFyk,) = Bmekis (UMY, 4 (G 1)8m;  jika i = 1(mod 3)
wh, (UFyk,, ) =, SRR o (7 — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
wg4(yfyf+1) = 50m;k+2 o ((_l)zﬂﬂ)m + (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)

Bobot pada sisi z¥y? untuk k sembarang

wl (ahyl) = Smohi2 g ((71)1““)771 + (1 —1)8m; jika i = 1(mod 3)
wh, (ahyl) = Hmokis (GO, (G 9)8m;  jika i = 2(mod 3)

wl, (afyf) = ML 4 (f — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
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Bobot pada sisi 2/2¥, | untuk & sembarang
wi (2F2f,) = P (5 — 2)dm; jika j = 2(mod 6)
wil (k) = 2m_kt2 4 ((_l)ljlﬂ)m +(j —4)d4m; jika j = 4(mod 6)
wi2 (k) = Bmeked (UMY, (G G)dm; ika j = 6(mod 6)
Bobot pada sisi ¥z, | untuk & sembarang
wes (whzy,_y) = P 4 (i - 1)8m; jika i = 1(mod 3)
wiﬁ(mfzéﬁ_l) = 20m§k+2 + ((_1)z+1+1)m + (i —2)8m; jika i = 2(mod 3)
wid (akoh ) = Homoktd g ((_lzfﬂ)m + (i —3)8m;  jika i = 3(mod 3)
Bobot pada sisi z%z5; untuk k sembarang
wes (whzy;) = ML 4 (i~ 1)8m; jika i = 1(mod 3)
wgl(mfz’;z) = 26mgk+2 + ((_I)TIH)m + (i —2)8m; jika i = 2(mod 3)
k
wiS(akah) = moktd gy ((_121 ym + (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
Bobot pada sisi yz5;,_; untuk k& sembarang
wi(ykok ) = Smekds L (CUMLY, o (6 1)8m;  jika i = 1(mod 3)
wa (yFehiq) = BEEEEE 4 (5 — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
wa (Y 251) = 38m;k+2 g ((_I)TIH)m + (1 — 3)8m;  jika i = 3(mod 3)
Bobot pada sisi y¥z5 untuk k sembarang
w2 (yFak) = 12’”;“3 + ((_lfﬂ)m + (i —1)8m; jika i = 1(mod 3)
wB(ykak) = Zmi2tl 4 (5 2)8m; jika i = 2(mod 3)
wi(yhok) = Mmokd2 (DY, (G 3)8m;  jika i = 3(mod 3)

Berdasarkan bobot sisi EAV ini, bobot sisi terkecil pertama, kedua sampai
terkecil kelima terletak pada w?! yaitu 2225t 4 (; — 1)8m, selanjutnya ter-
letak pada w3! yaitu @23 4 (7 — 1)8m. Bobot sisi terbesar terletak pada w2’
yaitu 752 4 (; — 3)8m. Dengan mensubstitusikan nilai i = 1 dan k = 1
pada w?! diperoleh w,, = #7204 (1 1)8m = It gubstitusi i = 1
dan & = 2 pada w?! diperoleh w,, = iﬁ#”—l + (1 = 1)8m = 325, sub-
stitusi ¢+ = 1 dan k = 3 pada w?! diperoleh w,, = w + (1 —1)8m =
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3 7 45m—1+42
mTJr"_ mTJr +

(n —3)8m = w Dapat dinyatakan bahwa w,, membentuk barisan

., substitusi ¢ = n dan k = 1 pada w2} diperoleh w,, =

aritmatika dengan suku awal 22t dan beda 1 (satu), atau dapat dituliskan

UL, wh, = {3t 3mis Smi7 - (6n-3)mily - Gehingea terbukti bahwa pela-

belan titik ay(x}), au(yf) dan ay(zF) adalah pelabelan titik (222 1)-sisi an-

timagic jika m ganjil, m > 3 dann > 2. O

Angka 1, 2, ..., 40 pada w} ,w? , w?

(e 7% a4 (a7 R

., wpa) bukan merupakan pangkat,
melainkan untuk membedakan w,, yang mempunyai syarat batas i, j, dan
k yang berbeda-beda. Gambar 4.6 merupakan contoh pelabelan titik beserta

bobot sisi EAVL (223 1)-sisi antimagic gabungan graf Tangga Permata 3Dl

dengan d = 1.

Gambar 4.6: Pelabelan titik (6,1)-sisi antimagic pada 3Dl4
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Berdasarkan Lemma 4.6.1 maka diperoleh pelabelan titik (252, 1)-sisi an-
timagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a, 0)-sisi antimagic dengan
menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak label
sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang berke-
balikan. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terbesar dan
sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terkecil, dimana E(mDI,,) =
{ofafyfyil Si<n—1L1<k<mjU{aly;1 <i<nl<k<mpu
{22 < J < 2n—2genap,, 1 < k < m}pU{ates 1, 272, yizh 1, Y0 s 1 <
i <n,1 <k <m}. Melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan
aritmatika, maka dapat ditentukan fungsi bijektifnya. Dari uraian di atas dapat

diturunkan teorema 4.6.1:

<& Teorema 4.6.1 Ada pelabelan total super ( w, 0)-sisi antimagic pada gabu-

ngan graf Diamond Ladder mDlI,,jika m ganjil, m > 3 dann > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan graf Tangga Permata mDI,, dengan a5 (zf) =
ag(z)), as(yf) = au(yf) dan as(zF) = au(z}), untuk 1 < k < m, definisikan
label sisi o : E(mDIl,) — {4nm + 1,4nm + 2,...,12nm — 3m}, maka label
sisi a; untuk pelabelan total super (a, 0)-sisi antimagic pada graf m DI, dapat

dirumuskan sebagai berikut:

i (4n_3)6++k+1 — (i —1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
(24n—_172)ﬂﬁ — (1 —1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k genap
as(zfal, ) = w — (1 —2)8m;  jikai=

n1TRmtk (; —2)8m;  jika i

\ (n—2)24;n—2k+2 ~ (i — 3)8m;

mod 3) dan k genap

jika 1 mod 3) dan k sembarang

1( )
1( )
2(mod 3) dan k ganjil
2( )
3( )
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as(yfyk,) =

Qs (ﬁ%)

ag,(zfzfﬂ) =

045@?25@—1) -

o (2] 25;) =

(8n—="7)3m+k (Z

(12n—27)2m+k-+1
2

(24n—53)m+k+1

Gtk 1ygyy,
(24n—11)m+k+1
(24n—27)m+k (’L N 2)8m
(6n—T)4m+k

(n—=T)6m—2k+2 (Z

(4n—3)6m—2k+2 (] i )

2n—3)12m+k+1 .

S

(24n—35)m+k+1 )
2

(24n—51)m+k s

(6n—13)4m+k (j =

5 — 1)8m;

(12n—11)2m+k (Z . 1)8m

2

(2n—3)12m—2k+2 . (/L _ 2)8m,

2
— (i — 3)8m;

5 — (1 —3)8m;

— (1 —1)8m;

2

2
2)8m;
— 3)8m;

2 (i_

2

2

—(j —4)4m;
2

2

(12n—3)2m—2k+2 (i — 1)8m;

2
(n71)2§m+k+1 _al (Z N 2)8m,
(24n—232)m+k+1 - ('L W\ 2)8m,

(8n—132)3m+k e (Z w 3)87,'17

(3n—5;8m+k A (Z it 3)8m,

(2n—1)12m—2k+2 (i — 1)8m;

2

(4n—5)6m+k+1

: — (i — 2)8m;

(24n7292)m+k+1 — (i —2)8m;

(24n—45)m+k (i — 3)8m;

2

(12n—23)2m+k (Z . 3)8m

2
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jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
jika i = 1(mod 3) dan k genap
jika 7 = 2(mod 3) dan k sembarang
jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika 7 = 3(mod 3) dan k genap

jika ¢ = 1(mod 3) dan k ganjil
jika i = 1(mod 3) dan k genap
jika i = 2(mod 3)
( )
( )

dan k ganjil

jika 7 = 2(mod 3) dan k genap

jika 2 = 3(mod 3) dan k sembarang

jika 7 = 2(mod 6) dan k sembarang
jika j = 4(mod 6) dan k ganjil
jika j = 4(mod 6) dan k genap
jika j = 6(mod 6) dan k ganjil
( )

jika j = 6(mod 6) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3) dan k genap
jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika 7 = 3(mod 3) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3) dan k genap
jika 7 = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika ¢ = 3(mod 3) dan k genap
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(8n—3%3m_+k — (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
(12n—52)2m+k — (i —1)8m;  jika ¢ = 1(mod 3) dan k genap
as(yy 25 ,) = (”’—”24;“#’”2 — (i —2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
(4n77)62m+k+1 — (i —3)8m; jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
\ w — (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3) dan k genap
( Gnoslmek _(;_ 1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
(3n—2%8m+k — (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k genap
as(yFek) = (4n*5)6;n*2k+2 — (i —2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
("*2)24++k+1 — (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
\ (24n—472)m+k+1 — (i —3)8m; jika i = 3(mod 3) dan k genap
Fungsi bijektif pada Oé5(l’f$f+1>/ Oés(yfyfﬂ)/ 045(95?%)/ 045(2;‘€ij+1)’ O‘5(a"§z§i*1>’
as(zh28), as(yF2b,_|) dan a;(yFz5,) dapat direduksi sebagai berikut:(untuk &
sembarang)
( (24n~172)m+k+1 | | ((*U’jlﬂ)m — (i —1)8m; jika i = 1(mod 3)
a5(xfxf+1) A\( (8n—112)3m+k B ((—121k+1)m — (i —2)8m; jika i = 2(mod 3)
\ (n—2)24;n—2k—|—2 _ (i = 3)8m; jika i = 3(mod 3)
' e il e V2 4 v S ST jika i = 1(mod 3)
as(ybyl,) = (2n—3)122m—2k+2 — (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
\ (24n—532)m+k+1 - ((—1)T1+1)m — (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
(24n—112)m+k+1 i ((_1)2““)771 — (1 —1)8m; jika i = 1(mod 3)
o (k) = (24n7227)m+k _ ((—1zf+1)m — (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
(4n—7)6;n—2k+2 — (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
Un=3)0m=2h+2 _ (5 — 2)4m; jika j = 2(mod 6)
as(2F 2l ,) =4 Pntdmkl ((*U’l““)m — (7 —44m; jika j = 4(mod 6)
k
@ln=dlmtk _ (CLUAym — (f — 6)dm; jika j = 6(mod 6)
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(12”—3)2+2k+2 — (i —1)8m; jika 7 = 1(mod 3)
as(zhzk ) = (24n7232)m+k+1 _ ((*1)T1“)m — (i —2)8m; jika i = 2(mod 3)
En193mek _ (), (- 3)8m; jika i = 3(mod 3)
(271—1)12+2k+2_ — (i —1)8m; jika i = 1(mod 3)
(k) = (24n7292)m+k+1 _ ((71)2““)771 — (i —2)8m; jika i = 2(mod 3)
CanA9mih _ (DL, (G 3)8m; jika i = 3(mod 3)
(8n73;3m+k a (“T“)m — (i —1)8m; jika i = 1(mod 3)
045(ny§¢,1) _ (n71)24;n72k+2 — (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
(24n—412)m+k+1 i ((_I)Z““)m — (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
(8n75;3m+k ) ((*T“)m — (1 —1)8m; jika i = 1(mod 3)
as (k) = (4n—5)6;n—2k+2 — (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
(24n—472)m+/€+1 A ((—1)’1+1+1)m — (i —3)8m; jika i = 3(mod 3)

Jika W, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total as(zF), as(yF),-

as(2), as (27 f ), 05 (YY), as(@fyl), s (2 274, as (2728 ), as(2f25,), s (yF i)

dan as(yFz5,) maka W,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot
sisi EAVL w,, = w,, dan rumus label sisi «; dengan syarat batas ¢, j, dan k

yang bersesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

. . k k,
Untuk sisi o7z,

Wi = {wl, +as(zfzf,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}

= (Bmokt2 4 (G 1)) 4 (WO 1)8m)

(8n—1)3m+3
2
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W2 = {wl +as(afzl,); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
— (14m;k+2 + (Z . 1)8m) + ((24n—172)m+k+1 _ (Z . 1)87’77,)
_ (8n—1)3m+3
= ol

W£:35 = {w35 + 045@?@11)? jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}
— (30mgk+3 + (7/ _ 2)8m) _'_ ((8n7112)3m+k . (’L - 2)8m)
_  (8n—1)3m+3
= o ped

Wi = {wl +as(azfzl,); jika i = 2(mod 3) dan k genap}
— (31m;k+3 _|_ (7/ i 2)8m) _'_ ((12n—127)2m+k o (Z . 2)8m)
_ (8n—1)3m+3
= nolfmed

W§5 = {wi 3 045($§55§+1); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
s (_45m§2k+1 T (z fd 3)8m) i\ ((n—2)24;n—2k+2 B (2 2 3)8m)

(8n—1)3m+3

2
Untuk sisi yFy¥,
WS = {wS, + as(yFyl,,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}

- (18m5k+3 o (Z - 1)8m) o ((8n77;3m+k o (Z s 1)8m)

_ (8n—1)3m+3
- 2
WCZ5 Sy {wg% aby 045(2/?3/2111)3 jika i = 1(mod 3) dan k genap}
— (19mgk+3 + (7/ 4 1)8m) -+ ((12n—121)2m+k . (Z i 1)8m)
_ (8n—1)3m+3
- 2
ng e {w§5 + 045(@/%%11); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

(8n—1)3m+3
2
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= {wd, + as(yryk,,); jika @ = 3(mod 3) dan k ganjil}
= (Bmokt2 4 ;3\ 4 (UWEZTRmEREL ( _ 3)8m)
(8n—1)3m+3

2

= {wl + as(yFyf,,); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
_ (50m;k+2 + (Z . 3)8m) + ((24n7532)m+k+1 B (Z . 3)8m)

(8n—1)3m~+3
2

Untuk sisi z¥y¥

11
W

W12

a5

W13

a5

W14

a5

W15

Qs

= {wl! + as(zFyf); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
= (YmhtZ g (- 1)8m) 4 (ZRURmEREL (G 1)8m)
(8n=1)3m+3

2

= {wl + as(zFy}); jika i = 1(mod 3) dan k genap}

= (Bmht? 4 (5 1)) 4 (ZinmlUmEREL _ (; 1)gm)
(8n—1)3m+3

2
= {wl + as(zFyF); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}
= (Hmktd gy (;  9\gm) 4 (Z220mER (5 9)8m)

(8n—1)3m+3
2

= {wl! + as(zFyl); jika i = 2(mod 3) dan k genap}
= (BRkS [ 2Yemy 4 (TR T 9)8)
(8n—1)3m+3

2

= {wl® + as(zFyl); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
_(BmE2hEl 4 3)gm) + ((4n—7)6;n—2k+2 (i —3)8m)

(8n—1)3m+3
2

71
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W16

a5

Wl?

a5

W18

a5

W19

a5

W20

Qs

k

Untuk sisi z¥ 2%

Jj i+l
{wéi + a5(23,‘§2j]'§+1); jika j = 2(mod 6) dan k sembarang}
(LomeE2htd 4 (5 2)dm) 4 (L2022 (5 9)4m)
(8n—1)3m+3
2

{wéz + Oé5(zjl?zj]'€+1); jika j = 4(mod 6) dan k ganjil}
(3Bm=ht2 4 (j — 4)dm) + (Z2B2mAEEL (5 4)dim)
(8n—1)3m+-3

2

{wl® + as(zFzF,,); jika j = 4(mod 6) dan k genap}

(B2mokt? (G — 4)dm) + (PSR _ (5 4)4m)
(8n—1)3m+3

2
{wi?, Sy a5(z;-€z;?+1); jika j = 6(mod 6) dan k ganjil}

(ke 4 (j — G)dm) + (S _ (j _ 6)47n)

(8n—1)3m+3
2

(w2 + as(2h2k,,); jika j = 6(mod 6) dan k genap}
(Lomoktd 4 (j — 6)4m) + (LR (j — 6)dm)

(8n—1)3m+3
2

cai ok ok
Untuk sisi x;25,

21
We.

W22

a5

{wils + as(zF25.)); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

(3m+T2k+1 + (z g 1)8m) . ((12n—3)22m—2k+2 - (2 r 1)8m)

(8n—1)3m+3

2
{w? + as(aFz5,_)); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}
(Rmokt2 4 (5 — 2)8m) + (U2 (j — 2)8m)

(8n—1)3m+3
2
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W2 = {w? + as(afz5_)); jika i = 2(mod 3) dan k genap}
— (ZOm k+2 + ( 2)8m) + ((24n—232)m+k+1 . (Z . 2)8771,)
(8n—1)3m+3
2

W2 = {w + as(aF25_,); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
= (3omok3 4 (- 3)8m) + (BBBmEE (; 3)8m)
(8n—1)3m+3
2

W2 = {w® + as(afz5_)); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
— (37m2k+3 + ( 3)8m) ((3n—5%8m+k _ (Z . 3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi 2%25,

w2 = {wk+ as(xF25.); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
= (fmiZktl 4 (j — 1)8m) + (CR-Dimo2 _ (j  1)8m)
(8n—1)3m+3

2
W2 = {w? + as(zFzk,); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}

: (27m k42 _|_( 2)8m) ((4n75)62m+k+1 L (Z | 2)8m)

(8n—1)3m+3

2

W2 = {w2 + as(zfz5); jika i = 2(mod 3) dan k genap}
— (26m k+2 +( 2)8m) + ((24n—292)m+k+1 - (Z F, 2)8m)
(8n—1)3m+3
2

W2 = {wig + as(2F25); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}

Qs

= (L2mokts (- 3)m) 4 (B BmER (;  3)8m)

(8n—1)3m+3
2
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W2 = {w? + as(afz5); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
= (BmokS (G 3)gm) 4 (UZ=ZRmER _(; 3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi yF25, |
W3 = {wd + as(yfzh_,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
= (SmktS (G 1)8m) + (B2BBmEE (G - 1)8m)
(8n—1)3m+3

2

W3 = {w® +as(yfz5_,); jika i = 1(mod 3) dan k genap}

as

= (Imktd g (; — 1)8m) 4 (Ln=82mtk  ( — 1)8m)

(8n—1)3m~+3
2

W2 = {wd + as(yF25;_,); jika ¢ = 2(mod 3) dan k sembarang}

as
= (Bmi2tl 4 (G 938 - (B2 (5 9)8m)

(8n—1)3m+3
2

W3 = {wd + as(yF25_,); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}

as
= (ki 4 (;  3)gm) 4 (UnDOmEREL _(;  3)gm)

(8n—1)3m+3
2

W = {w® +as(yfz5_,); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
= (Bmokt2 4 (o 3)m) 4 (Yl AUmERL (  3)8m)
(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi yF 25,
W3 = {w + as(yF24); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}

= (LZmokB (G 1)) 4 (B2PEE (G 1)8m)

(8n—1)3m—+3
2
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W3 = {wd + as(yf2h); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
= (B2 (i = 1)8m) + (2 — (i - 1)8m)
(8n—1)3m+3
2

W3 = {w® + as(yfz5); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

a5

— (27m—§2k+1 + (Z . 2)8771) + ((4n75)6;n72k+2 o (Z . Z)Sm)

(8n—1)3m+3
2
W2 = {w® + as(yFzh); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
— (% + (Z i 3)8m) o ((n—2)242m+k+1 _ (Z _ 3)8m)
(8n—1)3m+3
2
W2 = {wd + as(yfzb); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
s (44mgk+2 b (Z e 3)8m) /B ((24n—472)m+k+1 N (Z - 3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Fungsi bijektif pada W,5 dapat direduksi sebagai berikut:

Untuk sisi zFz*

7 Vi41
Wi = {wl, +as(afzf,); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
_ (14m;k+2 ) ((71)Z+1+1>m + (i — 1)8m) + ((24n7172)m+k+1 _ <(71)z+1+1)m
—(1—1)8m)
_ (8n—1)3m+3
- 2
Wo245 = {w35 + 045(1'5;37;11); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
= (30m;k+3 + ((—131’“+1)m + (i . 2)8m) + ((8n—112)3m+k . ((—121k+1)m
—(1—2)8m)

(8n—1)3m+3
2
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W2 = {w? +as(afzl,); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
= (Smd2htl y (j _ 3)8yy) 4 (MBHMAD _ (;_ 3)8p)
(8n—1)3m+3

2

Untuk sisi yfyrF,,

Wﬁ% = {WSS + 045(9??9%11); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
= (18mgk+3 + ((—lr‘i‘l)m + (2 . 1)8m) 4+ ((8%—7)3m+k o ((—l)k—i-l)m

—(i —1)8m)

(8n—1)3m+3
2

Wo545 = {wis + 045(959&1)5 jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
— (33m—52k+1 + (Z e 2)8m) + ((2n73)122m~2k+2 g (7, - 2)8m)
(8n—1)3m+3
2
W = {wl +as(yFyf,); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

as
h (50m;k+2 \} ((—1)Z+1+1)m + (z - 3)8m) i ((24n—532)m+k+1 | ((_1)Z+1+1)m

—(i — 3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi 2Fy¥

Wi = {wl, + as(2¥yf); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

(8m—2k+2 + ((_1)7€+1+1)m - ('L - 1)8m) + ((24n—11)m+k+1 . ((_1)k+1+1)m

1 5 .

—(i—1)8m)

— (En-limde

- 2

W = {ws, + as(2fyf); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
m= —n* ; n—27)m+k 1)k

= (24 2k+3+(( 121 +1)m+(z—2)8m)+((24 227) + _(( 121 +1)m

—(1 —2)8m)

(8n—1)3m+3
2
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= {wl, + as(zFyl); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

— (39m—;2k+1 + (Z . 3)8m) + ((4n—7)6m—2k+2 B

(8n—1)3m+3
2

o k k
Untuk sisi 2; 27,

10
Was

Wll

a5

W12

a5

{wiJ; + Oés(zfzfﬂ); jika j = 2(mod 6) dan k sembarang}

(15m—;2k+1 o (] o 2)4m) + ((4n—3)6m—2k—|—2

(8n—1)3m+3
2

{wll + as(2f2F,,); jika j = 4(mod 6) dan k sembarang}

[0}

(TN

(32mgk+2 +<

={g = 4)4m)

(8n—1)3m+3
2

4

2

2

(i — 3)8m)

= (J —2)4m)

ym o+ (j — 4)dm) + (222=%)

{wl? + as(z)2F,,); jika j = 6(mod 6) dan k ganjil}

( 48m;lc+3 e (

—(j — 6)4m)

(8n—1)3m+3
2

k

.« . k.
Untuk sisi z; z5;_,

13
Wi

W14

a5

{wég + o5 (2F 2y

CUE Ly 4 (5 — 6)4m) + (

(3m+2k+1 £ (Z F 1)8m) + ((12n—3)2m—2k+2 o
2

(8n—1)3m+3
2

{wh? + os(af

)

(=DM 141

(20m;k+2 +(

—(i — 2)8m)

(8n—1)3m+3
2

4

2

); jika @ = 1(mod 3) dan k sembarang}

25 1); jika @ = 2(mod 3) dan k sembarang}

ym + (i — 2)8m) + (¢

24n—35)m+k+1 ((—1)'€+1+1
4
24n—51)m+k —1)k41
( 2) +k (( 21+ )m
(i = 1)8m)
24n—23)m+k+1 <(71)k‘+1+1
2 4

m

m
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Wi = {wh + as(aFz5,_)); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
= (36m;k+3 + ((_12; Hym + (i — 3)8m) + ((8n—1?;)3m+k: _ ((—131k+1)m
—(i — 3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi %25,

Wi = {wll + as(2Fz5); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

= (mE2ktl ()8 4 (GnoDRmIR( )8

(8n—1)3m+3
2

Wi = {wl + as(afFz5); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

Qs

= (26m;k+2 aa ((*1)Z+1+1>m + (i — 2)8m) + ((24n7292)m+k+1 _ <(71)’1+1+1)m

—(i — 2)8m)

(8n—1)3m+3
2

W2 = {wl + as(zFzh); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

as
= (fzmokes (GO (G g)g)  (Rntimik (G,

—(1—3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi y¥z5;
Wa? = {wl + as(yfz5,_,); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
= (6m—2k+3 + ((—121’<+1)mJr (i —1)8m) + ((8n—3;3m+k - <(_121k+1>m
—(i — 1)8m)

(8n—1)3m+3
2

W2 = {w2 +as(yfz5_,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
— (21m—22k+1 + (Z o 2)8m) + ((n*1)24;7172k+2 . (’L . 2)8m)

(8n—1)3m+3
2
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w2 = {w? + as(yfzh_,); jika @ = 3(mod 3) dan k sembarang}
= (38mgk+2 + ((_I)ZHH)m + (z B 3)8m) + ((24n—412)m+k+1 . ((—1)’1+1+1)m
—(i — 3)8m)
_ (8n—=1)3m+3

2

Untuk sisi y¥ 25,
W2 = {w2 + as(yf2h); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

= (12mgk+3 + ((—1ik+1)m + ('l . 1)8m) + ((8n—5%3m+/€ o ((_121k+1)m
(i — 1)8m)
(8n—1)3m+3

2

W2 = {w? + as(yfz5); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

as

= (Zmi2ktl 4 (G 9)8m) + (M"—5)6+—2k+2 — (i — 2)8m)

(8n—1)3m+3
2

W2 = {w2! + as(yf2h); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

as
= (44m;k+2 4 ((*1)131“)771 + (i — 3)8m) + ((24n7472)m+k+1 _ <(71)’1+1+1)m

—(i — 3)8m)
_ (8n—1)3m+3
- 2
Tampak bahwa W) = W2 = .. = W0 = & Umt3 = Aray dapat di-
tuliskan sebagai berikut: |J;2, Wi = {Gr=mss  Enolmis = Snod)imdsy

Dapat disimpulkan bahwa gabungan graf Tangga Permata mDI, dengan m
ganjil, m > 3 dan n > 2 mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic
w dan d = 0, atau gabungan graf Tangga Permata m DI,
mempunyai Super (w, 0

O

dengan a =

)-sisi antimagic jika m ganjil, m > 3 dann > 2.

Angka 1, 2,..., 40 pada W, _, W2

a5 "

.., W;? bukan merupakan pangkat,

melainkan untuk membedakan W, yang mempunyai syarat batas i, j dan k&
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yang berbeda-beda. Gambar 4.7 merupakan contoh pelabelan total super (a, 0)-
sisi antimagic (SEAT L) pada gabungan graf Tangga Permata 3Dl,.

Gambar 4.7: Pelabelan total super(141,0)-sisi antimagic pada 3D[4

Berdasarkan Lemma 4.6.1 maka diperoleh pelabelan titik (2552, 1)-sisi an-
timagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic dengan
menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak label
sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang yang
sama. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terkecil dan
sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terbesar, dimana E(mDI,) =
{zfafyfybhsl <i<n—1L1 <k <mjU{afyf;1 <i<nl<k<mpu

{2?25?4_1;]867’15[]?,2 S ] S 2n — 27 1 S k S m} U {xfzgz—laxfzgmyfzgz—hyfzgm1 S



Bab 4. Hasil dan Pembahasan 81

i <n,1 <k <m}. Melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan
aritmatika, maka dapat ditentukan fungsi bijektifnya. Dari uraian di atas dapat

diturunkan teorema 4.6.2:

<& Teorema 4.6.2 Ada pelabelan total super (M 2)-sisi antimagic pada gabu-
ngan graf Diamond Ladder m DI, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan graf Tangga Permata mDI, dengan ag(x¥) =
ag(xf), ag(yf) = au(yf) dan ag(2F) = au(zF), untuk 1 < k < m, definisikan
label sisi o : E(mDI,) — {4nm + 1,4nm + 2, ..., 12nm — 3m}, maka label sisi
o untuk pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic pada graf mDI,, dapat diru-

muskan sebagai berikut:

( (2”+3)4+k+1 + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
(87”11)+’f+1 + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k genap
ag(zFak, ) = (8n+27)+k+2 + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
(2"+7)4+’<’+2 + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k genap
\ (4n+21%2m+2_"C + (i — 3)8m; jika ¢ = 3(mod 3) dan k sembarang
[ Gretomoki? 4 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
W_JFQ)%M + (i —1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k genap
%(?Jf?/zkﬂ) =\ w + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
(”+6)8+’€+1 + (i —3)8m; jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
\ (8n+47)2m*k‘+1 + (1 — 3)8m; jika ¢ = 3(mod 3) dan k genap
[ (4”+3)2+k+1 + (i — 1)8m; jika ¢ = 1(mod 3) dan k ganjil
Eradlm-ktl 1 (; —1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k genap
ag(zhyl) = (8"“1)+’“+2 + (i —2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
M)_;m—_m + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k genap
3( )

w + (i —3)8m;  jika i mod 3) dan k sembarang
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( (2n m .
(2 +3)24 42k + (] . 2)4m’
(4n+15)22m—k+1 ”‘l‘ (J _ 4)4m7
(8n+45)2m k2 (j — 6)dm;
4n+-23)2m—k+2 .
\( + )2 2 4 (j — 6)4m;
r 8nm+2k + (2 _ 1)8m,
(4n+9)2m k+1 + (Z i 2)8m
ag(e)25_1) = —(8n+17)2m L4 (5 —2)8m;
(8n+33)2m k+2 + (Z _ 3)8m
(4n+17) m—k4-2 o (Z | 3)8m,
( (4n+3)22m+2k . (’L 1)8m
(n+3)8;n k+1 +( 2)8m
ag(z2;) = ——(Sn+23)2m M1 4 (i —2)8m;
(8n+39)2m7k+2 + (Z N 3)8m,
n+5)8m—k-+2 .
| (ntB)m_k+2 +)2 24 (i = 3)8my;
( (8n+3)m—k+2
Bt Ambt? (i —1)8m;
(2n+1)42m7k+2 + (Z d 1)8,”7/7
ag(yfzy_y) = § U2k 4 2)8m;
(8n+36)m k+1 +( 3)8m
\ (8n+35)m k+1 I ( 3)8771
( (8n+9);’n—k+2 + (Z ]_)8m
(4n+5)22m k+2 +( 1)8m
ag(y;zy) = ¢ R L (i - 2)8m;
(4n+21)22m7k+1 + (Z _ 3)8m,
8n+41)m—k+1 .
\ (Bntdlym—k+1 )2m 14 (i — 3)8m;

82

jika j = 2(mod 6) dan k sembarang
jika j = 4(mod 6) dan k ganjil
jika j = 4(mod 6) dan k genap
jika j = 6(mod 6) dan k ganjil
( )

jika j = 6(mod 6) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3) dan k genap
jika 7 = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika 7 = 3(mod 3) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3) dan k genap
jika ¢ = 3(mod 3) dan k ganjil
jika i = 3(mod 3) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
jika i = 1(mod 3) dan k genap
jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
jika 7 = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika ¢ = 3(mod 3) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
jika i = 1(mod 3) dan k genap
jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
jika i = 3(mod 3) dan k genap
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Fungsi bijektif pada ag (xfxfﬂ ) 046(3/534;11)/ 046(*755?/5)' O‘G(Zfzgkﬂ)/ 046(95?'351'—1)/

ae(zh2h), ag(yFzb,_)) dan ag(yfz5.) dapat direduksi sebagai berikut:(untuk k

sembarang)
( (8n+11)2m—/€+1 I ((—1)k4+1+1)m + (1 —1)8m; jika i = 1(mod 3)
&6(x§$§+1) _ (8n+27)2m*k+2 + ((*T“)m + (i —2)8m;  jika i = 2(mod 3)
k (4n+21%2m+2k + (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
( (8n+15)2m—k’+2 I ((_Tﬂ)m + (i —1)8m;  jika i = 1(mod 3)
ao(yfylyy) = { UntloRmik | g)gp, jika i = 2(mod 3)
\ (8n+47)2m—k+1 e ((—1)'1+1+1)m + (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
(8n+5);n—k:+1 i ((—1)’;+1+1)m + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3)
k
o (2y) = (8n+21)2m—k+2 oo ((—121 ym + (1 — 2)8m;  jika i = 2(mod 3)
(8n+362)m+2k + (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
( (2n+3)24m+2k + (j — 2)dm; jika j = 2(mod 6)
&G(Zfzfﬂ) O (8n+293_m—k+1((—1)1+1+1)m +(j — 4)4m; jika j = 4(mod 6)
\ fgip)o k2 ) ((711”1)771 + (j —6)4m; jika j = 6(mod 6)
, (4n+9)22m7k+1 + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
ozﬁ(xfzgi_l) (3 (8n+17)2m—k+1 it ((—1)’;+1+1)m + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
\ (8n+33)2m—k+2 » ((—1ik+1)m + (i —3)8m; jika i = 3(mod 3)
(4n+3)22m+2k + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3)
(2 2E) = (8n+23)2m—k+1 n ((_1)Z+1+1)m + (1 — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
(8n+39)2m—/€+2 X ((—131k+1)m + (i —3)8m;  jika i = 3(mod 3)
(8n+3);n—k+2 4 ((_121’“+1)m + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3)
ap(yh ) = (4n+9)22m+2k + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
(8n+35)2m—k+1 + ((—1)’;+1+1)m + (i —3)8m; jika i = 3(mod 3)
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O(@(

o (28

k k‘) _ (n+3)§m+2k + ('L . 2)8m,

Yi 294

(8n+9)m—k+2
2

4

84

I ((—1)k+1)m + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3)
jika i = 2(mod 3)

(8n+41)2m7k+1 I <(71)k+1+1)m + (1 — 3)8m; jika i = 3(mod 3)

4

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total ag(z}), ag(yF),-

)>a6<

k. .k k. k k

Z; xi+1)? 046@53/@111)7 ag(:cfyf), a6(zj Zj+1)7 046(37?22171)7 g

kk
Li Z9;

), 046(%"623171)

dan ag(y¥25,) maka W, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot

sisi EAVL w,, = w,, dan rumus label sisi oy dengan syarat batas ¢, j, dan k

yang bersesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

k .k

Untuk sisi zjz7,

1
W

e

{wh, + as(afak,,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
(B2 4 (i — 1)8m) + (LIRS 4 (5 — 1)8m)

2
(8n+27);n72k+3 F- (Z T 1)16m

{w?, + ag(afat,,); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
(GRS Rl )8 AT Ll - 1)8m)

2
(8n+25);n—2k+3 i (Z o 1)16m

{w3, + ag(afal,,); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}
(30m5k’+3 + (Z iy 2)8m) _|_ ((8n+27)m—k+2 + (Z ’) 2)8m>

2
(8n+57);n—2k+5 o (Z " 2)16m

{wi, + as(2fak,,); jika ¢ = 2(mod 3) dan k genap}
(31mgk+3 + (7/ -© 2)8m> + ((2n+7)4§m7k+2 + (7/ \ 2)8m)

{ng + ag(zfal,); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

(A5mt2ktl | (j — 3)Ryn) 4 (UntZ2mi2k | (; _ 3)8p)

2
(8n+87);n+4k+1 _|_ (Z . 3) 16m
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6
We,

g

WlO

[e75]

Untuk sisi y

k, k
i Yit1

{w8, + as(yFyk,,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
(Bt 4 (i = 1)8m) + (B 4 (- 1)8m)

2
(8n+33);n—2k+5 + (Z B 1)16m

{w!, + ag(yFyl,,); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
(RmgEES 4 (i — 1)8m) + (PHF=E2 4 (i — 1)8m)

2
(8n+35);n—2k+5 + (Z . 1)16m

{wd, + ag(yFyf,,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
(Bma2ktl | (j — 9)8m) 4 (UntIB2mik o (; _ 9)8)

2
EntOamblkel [ () 12)16m

{wh, + ag(yryl,,); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
(B2 4 (i — 3)8m) + (9.CFFFEL 4 (1 — 3)8m)

2
(8n+99);n—2k+3 3 (Z o 3) 16m

{wl? + as(yFyl,); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
(Rmati2 1 (5 — 3)8m) + (BHLIEEL 4 (5 — 3)8m)

2
(8n+97);n—2k+3 e (Z A 3) 16m

Untuk sisi z?y¥

1
W

W12

g

{wl + ag(aFyf); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
(dm=ht2 4 (j — 1)8m) + (UntBZmaktl 4 (; — 1)8m)
Ert1megked P )16

{wl? + ag(afyF); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
(Bmoht2 4 (i — 1)8m) + (Ll 4 (G — 1)8m)

2
(Ent1m-2he3 1 (; — 1)16m



Bab 4. Hasil dan Pembahasan 86

Wi = {wh + ag(alyF); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}

a6
— (24m;/€+3 + (Z _ 2)8m) + ((8n+21)2m—k;+2 + (Z o 2)8m)

_ (8n+45);n—2/€+5 + (Z o 2)16m

Wod = {wl + ag(afyl); jika i = 2(mod 3) dan k genap}

ag
— (25m;k+3 + (Z . 2)8m) + ((4n+11)2m7k+2 + (Z . 2)8m)

2
_ (8n+47);n72k+5 + (Z o 2)16m

W2 = {wh + ag(afyF); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

g
= (RmEtl 4 (; - 3)gyp)  (EEImEZk | (; 3ygym)

o . k k
Untuk sisi 2727,

Wi = {wll + as(zf2f,,); jika j = 2(mod 6) dan k sembarang}
= (BmA2kdl | (j _ Q)dy) 4 (ZBmE L (i 9)4p)
_ nmmidkbl (G g)gn,

WAl = {wll + as(zF2F,,); jika j = 4(mod 6) dan k ganjil}

g
B (0 g DA SRS — 4)4m)

_1 (8n+63);n—2k+3 £ (] . 4)8m

Wad = {w} + as(2h2F,); jika j = 4(mod 6) dan k genap}
= (mkE2 o (j — d)dm) + (BB 4 (j — 4)4m)
= (EntOUm-2+3 | i gygm

W = {wh) 4+ as(zFzF,,); jika j = 6(mod 6) dan k ganjil}
= (B (= 6)dm) + (PR (- 6)4m)

_ (8n+93);n—2k+5 + (] A 6)8m
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W20 = {w2 + ag(zF2F,,); jika j = 6(mod 6) dan k genap}

g
— (49m;k+3 + (] . 6)4m) + ((4n+23)22m—k;+2 + (] . 6)4777,)

_ (8n+95);n—2k+5 + (] . 6)8m

. . k k
Untuk sisi 725,

W2 = {w? + ag(aFz5,_)); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

_ (8n+3)r2n+4k+1 4 (i—1)16m

W2 = {w2+ ag(af_,); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}

a6

= (21m—k+2 + (i —2)8m) + ((4n+9)22m—k+1 + (i — 2)8m)

_ (8n—|—39);n 2k+3 +( 2)16m

W2 = {w? + ag(afz5,_)); jika i = 2(mod 3) dan k genap}
il (20m2k+2 +( 2)8m) ((8n+17)m k+1 +( 2)8m)

2
o (8n+37);n 2k--3 +( 2)16m

w2 = {w2l + ag(afz5,_)); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
L (36m k+3 +( 3)8m)+((8n+33)m k+2 _I_( 3)8m)

2
3 (8n+69);n 2k+5 +< 3)16m

W = {w® + ag(zF24;_,); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
— (37m—k+3 4 (Z N 3)8m) e ((4n+17)22m7k+2 3 (7, ¥ 3)8m)
_ (8n+71);n 2k+5 + ( 3)16m

Untuk sisi 225,

W2 = {w2 + ag(afz5,); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
= (UmhEL (G — 1)8m) 4 (U (- 1)8m)

_ (8n+15);n+4k+1 + (i — 1)16m
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W2 = {w? + ag(afz5,); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}
= (k2 (G 2)gym) + (WEESTEEL 4 ( — 2)8m)

2
_ (8n+51);n 2k+3 +( 2)16m

W28 = {wa6 + ag(zF25); jika i = 2(mod 3) dan k genap}

[e75]

— (26m—k+2 + (Z . 2)8m) + ((8n+23)2m7k+1 + (2 i 2)87’)’),)

_ (8n+49);n 2k+3 +( 2)16m

W2 = {w2 + ag(afz5,); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
— (42m2k+3 +( 3)8m) ((8n+39)m k+2 +( 3)8m)

2
_ (8n+81);n 2D _ri\O 3)16m

W2 = {wd + ag(afz5); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
Y (43m k+3 +( 3)8m) /B ((7L+5)8m—k+2 n (Z - 3)8m)

2
A (8n+83);n—2k+5 . (Z R 3)16m

Untuk sisi yF25, |
W3 = {wd + ag(yfz5;_,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
L (6m k+3 ‘I‘( 1)8m) " ((8n+3)m k+2 +( 1)8m)

2
3 (8n+9)7;1 2k+5 +( 1)16m

W3 = {w® + ag(yfz5_,); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
— (7m—k+3 o (Z i 1)8m) ((2n+1)4m k+2 i ( 1)8m)

2
_ (8n+11);n 2k+5 +< 1)16m

W2 = {w® + ag(yfzb_,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
— (21m+2k+1 _|_< 2)8m) ((4n+9)2m+2k +( 2)8m)

2
_ (8n+39);n+4k+1 + (Z \ 2)16m
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W34

e

W35

[e75]

Hasil dan Pembahasan

{w3! + ag(yrzb;_,); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
(Bmokt2 4 (j — 3)8m) + (CnHEUmkEL 4 (j — 3)8m)

2
(8n+75);n—2k+3 + (Z . 3)16m

{w? + as(yF2%;_,); jika ¢ = 3(mod 3) dan k genap}
(B2 4 (i — 3)8m) + (P (i - 3)8m)

2
(8n+73);n72k+3 + (Z . 3)16m

Untuk sisi yf 25,

36
W

W37

g

W38

[e75]

W39

g

W40

[e75]

{w3 + ag(yF25); jika @ = 1(mod 3) dan k ganjil}
(R2mates 4 (4 = 1)8m) + (P2=H2 4 (5 — 1)8m)

2
(8n+21);n—2k+5 hy (Z T 1)16m

{w3" + ag(yF25;); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
(LBm=ht® g Y@ ) o (UBER2msk 2 (5 — 1)8m)

2
EriZ)m 281 (5 — 1)16m

{wf’i + aG(?JfZ@); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
(27m+22k+1 i (Z et 2)8m) L ((n+3)8m+2k + (7, N 2)8m)

2
Gntolmidhtl 1 —2)16m

{w? + ag(yh=E); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
(B2 (0 —3)8m) + (“FIEEE N (i 3)8m)

2
(8n+87);n—2k+3 + (Z O 3)16m

{w + as(yF=4); jika @ = 3(mod 3) dan k genap}
(M2 4 (i — 3)8m) + (PR o (6 - 3)8m)

2
(8n+85);n72k+3 + (Z . 3)16m

Fungsi bijektif pada W, dapat direduksi sebagai berikut:

89
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Untuk sisi zFa?
Wolég = {wéG + ag(zfal,); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
— (14m;k+2 + ((_1)T1+1)m+ (i—1)8m) + ((8n+11)2m—k+1 4 ((—1)’;+1+1)m
+(1 —1)8m)
& (8n+25);n72k+3 + <(71)'€2+1+1)m + (z . 1)16m
WC%G = {wiﬁ + 046($§$§+1); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
= (3omokrd g (G 4 (f — 2)8m) + (GE20mekt? g (CURHLy,y,
(1 —2)8m)
= CntBpothtt 4 (G 4 (i - 2)16m
WSG = {wg’% + 046(3753”211); jika @ = 3(mod 3) dan k sembarang}

— (45m-‘;2k+1 = (Z e, 3)8m) LS ((4n+21%2m+2k bie (Z o 3)8m)

" (8n+87);n+4k+1 i (’L = 3)16m

Untuk sisi yfyF,,

Wég 3 {wgﬁ + 046(959&1); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

_1 (18m—k+3 b ((711’“+1)m + (i —1)8m) + ((8n+15)2m7k+2 - ((71)k+1)m+

s 4
(1 —1)8m)
e W e s
Wi = Awl, + as(yFyl.,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
— (33m+22k+1 + (Z & 2)8m) e ((4n+15%2m+2k . (Z £ 2)8m)
_ (8n+63);n+4k+1 + (Z \S, 2) 18
W§6 = {wge + aﬁ(yzkyf-i-l); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
= (50m;k+2 + ((—1)’;“+1)m + (i — 3)8m) + ((8n+47)2m—k’+1 + ((_1)T1+1)m
+(1 — 3)8m)

— Gnmmozhds (GO (- 3)16m
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Untuk sisi zFy¥

Wi o = {wl, +as(2fyf); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
= (Bmokaz o (CDMELY 4 1)8) 4 (SntRkmohel (UM,
(1 —1)8m)
\$ (8n+13);n—2k+3 n ((_1)a'2+1+1)m 4 (i—1)16m
W = {wl, + as(2fyf); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
_ (24m;k+3 + ((—lzl’wrl)m + (i —2)8m) + ((8n+21)2m—k+2 4 ((_lyﬂ)m%—
(1 —2)8m)
—  Gnedmoghtd | (DY, (- 2)16m
Wi = {w), + as(zfyl); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
= (BmEdktl | (; _ 3)3m) 4 ((8n+362)m+2k N e
e (8n+75);n+4k+1 + (6= 3)16m
Untuk sisi 252, |
Wad = {wl + ag(2f2F,,); jika j = 2(mod 6) dan k sembarang}
2| (et 4 ) g (Eme ] (5L )4
- (8n+27);n+4k—|-1 +(j — 2)8m
Wil = {wll + as(2f2),,); jika j = 4(mod 6) dan k sembarang}
_ (32m;k+2 4 ((—1)’1+1+1)m + (j — 4)4m) + ((8n+29—)‘rmfk+1((71)Z+1+1)m+
(J — 4)4m)

Ctp=tt 4 (C =yt (j - 4)8m

Waz = {wh +as(2f2f,,); jika j = 6(mod 6) dan k ganjil}

Qg
0 (48m;k+3 + ((—1i’c+1)m +(j — 6)dm) + ((8n+45)2m—k:+2 + ((—121k+1)m+
(j —6)dm)

_ (8n+93);n72k+5 + <(,1)2k+1)m " (j B 6>8m
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W13

[&73]

W14

g

W15

a6

Untuk sisi %25,

16
Wee

Wl?

[e73]

W18

g

k. k

Untuk sisi 725,

{wl + ag(afz5,_)); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

(3m+22k+1 + ( 1)8m) ((4n+9)22m k+1 + ( 2)8m)
(8n+3)7§+4k‘+1 _|_( 1)16777,

{wit + ag(afz5,_)); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

92

(20m—k+2 + ((_1)k+1+1)m + (i — 2)8m) + ((8n+17)2m—k+1 + ((—1)k+1+1)m

+(i — 2)8m)

(n8Tm-2kt3 4 (DY, (G 9)16m

4 4

{wl + ag(afzh;_)); jika @ = 3(mod 3) dan k sembarang}

(36m;k+3 " ((—12L —I-I)m + (Z o 3)8m) + ((8n+33)2m—k+2 + ((—lzf—&—l)m_}_

(i — 3)8m)

(8n+69);n—2k+5 + ((—1)2k+1)m . (z T 3)16m

k

{wll + ag(atzh,); jika @ = 1(mod 3) dan k sembarang}
(Im2tl 4 (j  1)gym) 4 (UREB2mE2k 4 1)8m)

2
(8n+15);n+4k+1 + (i — 1)16m

{wll + ag(afz5,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

(26m7k+2 + ((_1)k+1+1>m 4 (Z _ 2)8m) 4 ((8n+23)m—/€+1 + ((—1)k+1+1>m

+(7 — 2)8m)

(8n+49);n—2k+3 + ((—1)"2+1+1)m h (Z - 2) o

4 2 4

{w® + ag(afz5,); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
(42m;k+3 + ((_12; +1)m + (i — 3)8m) + ((8n+39)2m—k+2 + ((—121’c+1)m+
(1 —3)8m)

(8n+81);n—2k+5 + ((—1)2k+1>m + (Z o 3)16m
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W19

[&73]

W20

e

W21

a6

Untuk sisi yF25,

{wé'z + ag(yF25_,); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

(6mfk+3 + ((—121’f+1)m + (z . 1)8m) + ((8n+3);71;k+2 + ((—1)k+1)m+

3 4
(1 —1)8m)
(8n+9)g*2k+5 4 <(71)2’“+1)m + (i — 1)16m

{wi% + ag(yF25_,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

(Rmb2ktl o (j — 2)8m) + (Unt92mt2k 4 ( — 2)&m)

2
(8n+39);n+4k+1 + (i — 2)16m

{wié + ag(yFz%_1); jika @ = 3(mod 3) dan k sembarang}

93

(38m;k+2 " ((—1)’“+1+1>m + (i — 3)8m) + ((8n+35)m—k+1 i ((_1)k+1+1>m

4 2 4

+(2 — 3)8m)

(8n+73);n—2k+3 + ((—1)’;+1+1)m ) (z . 3)16m

Untuk sisi yF 25,

22
Weas

W23

[e73]

W24

g

{wii + ag(yF25); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

(12m;k+3 N ((_lfﬂ)m + (Z 0 1)8m) 4 ((8n+9);nfk+2 + ((—lfﬂ)m—i—

(i — 1)8m)

(s 21)m g ((—1)2k+1)m + (i — 1)16m

{w2 + ag(yF=5,); jika @ = 2(mod 3) dan k sembarang}

(NGRiL Tl goys,, MBI Rl o)k i)

2
(8n+51);n+4k+1 + (i~ 2)16m

{w2! + ag(yF25,); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

(44m;k+2 + ((—1)’1“+1)m o (z o 3)8m) + ((8n+41)m—k+1 + ((—1)k+1+1)m

2 4

+(i — 3)8m)

(8n+85);n—2k+3 + ((—1)’;+1+1)m + (2 . 3)16m
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2 3
W2 W3

ag?

Perhatikan Himpunan bobot sisi W, = {W, WY, Tam-

pak bahwa bobot sisi terkecil pertama, kedua sampai kelima terletak pada W2!

ag’

0167

selanjutnya terletak pada IW?!, sedangkan bobot sisi terbesar terletak pada W?7.
Dengan mensubstitusikan nilai 7 = 1 dan k = 1 pada W72} diperoleh W,, =
Entm AL 4 (1 — 1)16m = ™ qubstitusi i = 1 dan k = 2 pada W2!
diperoleh W,,, = M +(1-1)16m = w ,substitusii = 1dan k =

3 pada WZ! diperoleh WCYG = W +(1— 1)16m = w,. .., substi-

tusii = ndank = 2 pada W =¥’ dlperoleh W, = EHZIm=2C3 4 () _1)16m =

2
w Dapat dinyatakan bahwa W,, membentuk barisan aritmatika de-

ngan suku awal M dan beda 2 (dua), atau dapat dituliskan U40 W,

{(8n+3)m+5 (8n+3)m+9 (8n+3)m+13 (40n— 9)m+1
- 2 4 2 Z 2 BT

gabungan graf Tangga Permata mDIl,, mempunyai pelabelan total super(a, d)-

}. Dapat disimpulkan bahwa

sisi antimagic dengan a = w dan d = 2 atau gabungan graf Tangga
Permata mDI,, mempunyai Super (w, 2)- EAT; m ganjil, m > 3 dann >
2. Sehingga terbukti bahwa pelabelan total ag(z}), ag(yy), as(2]), as(zizf,,),
as(YFy), as(zfyl), aG(Zfo+l) ae (25 25_1), as(@f25;), as(yf2s;_1) dan as(yf2s;)
adalah pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic jika m ganjil, m > 3dann > 2.
O

W2

agr )

Angkal,2,...,40 pada W,

lainkan untuk membedakan W, yang mempunyai syarat batas ¢, j, dan k yang

k) W2 bukan merupakan pangkat, me-
berbeda-beda. Gambar 4.8 merupakan contoh pelabelan total super (a, 2)-sisi

antimagic (SEAT L) pada gabungan graf Tangga Permata 3D!,.

Jika ag(z) adalah label sisi mDI,, untuk d = 2 dan «a;(z) adalah label sisi
mDI,, untuk d = 0 maka berdasarkan urutan peletakkan label sisi yang diten-
tukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dapat dirumuskan label sisi m DI,
untuk d = 2, yaitu:

ag(z) = 2p+qg+1—as5(2)
2(4nm) + (8nm — 3m) + 1 — a5(2)
= 16nm —3m+ 1 — as(2)
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7 20 33 43

Gambar 4.8: Pelabelan total super(55,2)-sisi antimagic pada 3D,

Untuk pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf Tangga
Permata mDI, dengan d = 1, penulis akan membuktikannya melalui sebuah
teorema yang dikembangkan dengan tidak mengacu pada pelabelan titik yang
sudah ditemukan sebelumnya. Dengan pelabelan titik yang baru maka penulis
mengembangkannya menjadi sebuah teorema baru untuk menentukan pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf Tangga Permata m DI,

dengan d = 1.
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<& Teorema 4.6.3 Ada pelabelan total super (8nm+2,1)-sisi antimagic pada gabungan
graf Tangga Permata mDI,, jika m > 2 dann > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan graf Tangga Permata mD!,, dengan fungsi bijektif
ar, untuk 1 < k < m, definisikan pelabelan a; : V(mDI,) — {1,2,...,4nm}

maka pelabelan a7 dapat dituliskan sebagai berikut:

ar(z¥) = m+k+ (i —1)dm; jika 1 <i <n dan k sembarang
ar(yf) = 2m+k+(i— .1)4m; jika 1 <i <n dan k sembarang
ar(2f) = k+ (W)m; jika 2 < j < 2n genap dan k sembarang

Dari persamaan di atas, dapat dipahami bahwa a7 (z}), a7 (y)) dan az(z})
adalah fungsi bijektif yang memetakan m DI, ke himpunan bilangan bulat {1, 2,-
...,4nm}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan titik c; dimana
bobot sisi pelabelan titik diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang
bersisian, maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan melalui pengamatan pola

dan penggunaan konsep barisan aritmatika sebagai berikut:

Untuk 1 < k < m sembarang

we, (z¥ef )= 2k + (46— 1)2m; [ jika 1<i<n—1

w2 (yiyk,) =) 2k + 8im; jikn 1<i<m-—1

w3 (25glN = 2kt (Bi=5)mi—jika) 1 < i €

w, (2F2F) = 2k+ (45— 1)m;  jika 2 < j < 2n —2 genap
wop (2525, ) j= 268 — T)mil | jika V'Se<n

W (% 25 2k + (20 — 1)4m; jika1<i<n

wy (yFzk ) 2k + (41 — 3)2m; jika 1<i<mn

wd (yFh) = 2k+(8i—3)m;  jikal<i<n

Angka 1, 2, ..., 8 pada w)_,w?_, w?

a7y Yagr Hagr 0

wS_ bukan merupakan pangkat,
melainkan untuk membedakan w,, yang mempunyai syarat batas i, j dan &

yang berbeda-beda.

Definisikan label sisi a; : E(Dl,) — {4nm + 1,4nm + 2,...,12nm — 3},
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maka label sisi oz untuk pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic pada graf

mDI,, dapat dirumuskan sebagai berikut:

Untuk 1 < k < m sembarang

ar(zfal ) = (2n—i)dm —k+1, jikal<i<n-—1
ar(yFyky) Bn—4i—1m—-k+1, jikal<i<n-—1
ar(zFyF) (3n —i)dm — k + 1, jikal<i<n

m(zfzfﬂ) (6n—j7—1)2m—k+1, jika2<j<2n—2 genap
ar(zF2b ) = (12n—4i+1)m—k+1, jikal1<i<n

ar(zh2h) Bn—4i+1)m—k+1, jikal<i<n

ar(ykzk ) (An—2i+1)2m—k+1, jkal<i<n

ar(yFb) = (12n—4i—1)m—k+1, jikal<i<n

Jika W,,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total ay(zF), az(yF),-

ar(z k) ar(z f f+1) oz7(yfyf+1),oz7(xfyz) 047(2sz+1) a7('r”£€212€i—1)’a7($§Z§i)7a7(y§Z§i—l)

dan a;(yF2%,) maka W,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot
sisi EAVL w,,, dan rumus label sisi a7 dengan syarat batas i, j, dan k yang ber-
sesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:
Wh = {wl +ar(afzf,); jika 1 <i<n—1dan k sembarang}
= (2k+Mi—-1)2m)+ (2n—i)dm —k+1)
= (4n + 2 B2m+ b+ 1

W2 = {w +ar(yfyf,); jika 1 <i<n—1dan k sembarang}
= (2k+8m)+ (8n—4i—1)m—k+1)
= Bn+4i—1)m+k+1

W2 = {w? + ar(2fyl); jika 1 <i < ndan k sembarang}

= (2k+ @i —=5)m)+ (Bn—1)dm —k+1)

— (12n+4i—5)m+k+1



Bab 4. Hasil dan Pembahasan 98

Wi = {wh +ar(zFzf,); jika 2 < j < 2n — 2 genap dan k sembarang}
= 2k+M4j—1m)+ ((6n—j—1)2m—k+1)
= (I2n+4+2j—-3)m+k+1

W2 = {w) +ag(afz_); jika 1 <4 <n dan k sembarang}
= 2k+ @ —7m)+ ((12n—4i+1)m —k+1)
= (n+2i—3)2m+k+1

WS = {wl + ar(afzh); jika 1 <i < n dan k sembarang}
= (2k+ (2 —1)4m) + ((Bn —4i+1)m —k+1)
= (Sn+di—3)m+k+1

Wi = {wl +ar(yfz_y); jika 1 <i<n dan k sembarang}
=02k + (44 % 3)2nm) +((4n'— 20£1)2m —% 1)
= (2n+i-1dm+k+1

WS = {wl +ar(yfzh); jika 1 <i < n dan k sembarang}
= (2k+@Bi—3)m)+ ((12n—4i—1)m—k+1)

= GBn+i-1dm+k+1

Perhatikan Himpunan bobot sisi W,,, = {W, W2 W2 ... W} }. Tam-
pak bahwa bobot sisi terkecil pertama, kedua sampai keempat terletak pada
W7 _, selanjutnya terletak pada ¢ , sedangkan bobot sisi terbesar terletak pada
W3 . Dengan mensubstitusikan nilai ¢ = 1 dan k = 1 pada W/ diperoleh
Wa, = (2n+1 —1)4m + 141 = 8nm + 2, substitusi i = 1 dan k = 2 pada W]
diperoleh W, = (2n+1—1)4m+2+1 = 8nm+3, substitusii = 1 dan k = 3 pada
W _diperoleh W,, = (2n+1—1)4m +3+1 = 8nm +4,..., substitusi i = n dan
k =mpada W =5 diperoleh W,, = (3n+n—1)dm+m+1 = 16nm—3m+1. Da-
pat dinyatakan bahwa V,,, membentuk barisan aritmatika dengan suku awal
8nm + 2 dan beda 1 (satu), atau dapat dituliskan [ J}_, Wi ={8nm+2,8nm +3,
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8nm +4, ...,16nm — 3m + 1}. Dapat disimpulkan bahwa gabungan graf Dia-
mond Ladder m DI, mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic de-
ngan a = 8nm+2dan d = 1 atau gabungan graf Tangga Permata mDI,, mempu-

nyai Super 8nm + 2,1)- EAT, m > 2 dan n > 2.Sehingga terbukti bahwa pela-

belan total ar(xzf), az(yF), ar(2F), az(afal,), ar(yfyl), ar(abyl), az(zkzh,),

ar(zh2h ), ar(ak2h), aqz(yFzk ) dan aq(yFzk) adalah pelabelan total super
(a, 1)-sisi antimagic jika m > 2 dann > 2. O
Angkal,2,...,8pada W} W2

ar? a7’

.., W& bukan merupakan pangkat, me-
lainkan untuk membedakan W, yang mempunyai syarat batas ¢, j, dan k yang
berbeda-beda. Gambar 4.9 merupakan contoh pelabelan total super (a, 1)-sisi

antimagic (SEATL) pada gabungan graf Tangga Permata 2Dl;.

21

Gambar 4.9: Pelabelan total super(82,1)-sisi antimagic pada 2Dl
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4.7 Hasil dan Pembahasan

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui batas atas nilai d sehingga
graf Tangga Permata tunggal DI, maupun gabungannya mDI, mempunyai
pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic, selanjutnya akan dicari pelabelan
pada graf tersebut dan menentukan konstruksi fungsi bijektifnya. Dari hasil
perhitungan diperoleh bahwa nilai d yang mungkin untuk pelabelan total su-
per (a, d)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata tunggal DI,, maupun gabu-
ngannya mDI, adalah d € {0, 1,2}. Setelah menentukan nilai d, peneliti men-

cari pelabelan sesuai dengan nilai d yang telah ditentukan tersebut.

Dari hasil penelitian pada beberapa nilai d tersebut di atas, diperoleh 2
(dua) lemma dan 6 (enam) teorema baru tentang pelabelan graf Tangga Per-

mata tunggal D[, maupun gabungannya mDI,,, yaitu:

o Lemma 4.5.1 Ada pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata
DI, jikan > 2.

e Teorema 4.5.1 Ada pelabelan total super (12n, 0)-sisi antimagic pada graf Tangga
Permata DI, jikan > 2.

e Teorema 4.5.2 Ada pelabelan total super (4n + 4,2)-sisi antimagic pada graf
Tangga Permata DI, jika n > 2.

o Teorema 4.5.3 Suatu graf DI,, mempunyai pelabelan total super (8n+2, 1)-sisi
antimagic untuk n > 2.

e Lemma 4.6.1 Ada pelabelan titik (3%t2 1)-sisi antimagic pada gabungan Graf
Diamond Ladder mDI,, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.

(8n—1)3m+3
2 0

gabungan graf Diamond Ladder m DI, jika m ganjil, m > 3 dann > 2.

o Teorema 4.6.1 Ada pelabelan total super ( )-sisi antimagic pada

8n+3)m—+5
((+_2)+.72)

e Teorema 4.6.2 Ada pelabelan total super -sisi antimagic pada gabu-

ngan graf Diamond Ladder m DI, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.
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e Teorema 4.6.3 Ada pelabelan total super (8nm+2,1)-sisi antimagic pada gabu-

ngan graf Tangga Permata mDI,, jika m > 2 dan n > 2.

Berdasarkan hasil penelitian tersebut, dapat diketahui bahwa untuk se-
tiap batas atas d yang berlainan maka nilai awal a juga berlainan. Namun
demikian seluruh label titik dan seluruh label bobot sisi adalah sama, baik un-
tukd = 0, d = 1 maupun untuk d = 2 (kecuali untuk gabungan graf Tangga Per-
mata pada saat d=1), yang kemudian dilanjutkan melengkapi pelabelan sisinya
sehingga menjadi pelabelan total. Pada graf Tangga Permata tunggal ketiga
nilai d tersebut berlaku pada syarat yang sama yaitu untuk n > 2. Sedan-
gkan pada gabungan graf Tangga Permata tidak berlaku demikian. Pada saat
d = 0 dan d = 2 berlaku syarat yang sama yaitu m ganjil (m > 3) dan n sem-
barang (n > 2), sedangkan pada saat d = 1 berlaku syarat m dan n sembarang
(m > 2dan n > 2). Penelitian SEATL gabungan graf Tangga Permata untuk
d =0dand = 2 dengan 1 < k < m untuk copy m genap masih belum dite-
mukan dikarenakan pola pelabelan yang telah ditemukan pada gabungan graf
Tangga Permata m DI, untuk m ganjil tidak dapat diterapkan pada jenis graf
yang sama dengan nilai m yang genap. Hal ini berarti harus ditemukan pola
pelabelan baru terlebih dahulu untuk menentukan pelabelan total super (a, d)-
sisi antimagic pada gabungan graf Tangga Permata mDI,, untuk d =0 dan d =

2 dengan m genap dan untuk hal tersebut, peneliti mengalami kesulitan .

Pada uraian hasil di atas, ditunjukkan secara rinci fungsi bijektif pela-
belan total super (12n,0)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata DI, pela-

belan total super (4n + 4, 2)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata DI, pela-

8n—1)3 3
(8n ;m—&-’o

Ladder mDI,, pelabelan total super (

belan total super ( )-sisi antimagic pada gabungan graf Diamond

w, 2)-sisi antimagic pada gabu-
ngan graf Tangga Permata mDI,, dan pelabelan total super (8nm+2,1)-sisi an-
timagic pada gabungan graf Diamond Ladder m DI, namun untuk pelabelan
total super (8n + 2, 1)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata DI, hanya di-
tunjukkan melalui sebuah teorema yang lahir dari sebuah lemma. Hal tersebut
dilakukan untuk memperingkas jumlah fungsi bijektif agar penggunaannya

menjadi lebih efisien. Sedangkan untuk pelabelan total super (8nm + 2, 1)-sisi
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antimagic pada gabungan Graf Tangga Permata mDI,, dikembangkan dengan
pelabelan titik dan bobot sisi yang berbeda dengan pelabelan titik dan bobot
sisi pada saat d = 0 dan d = 2 yang telah ditemukan sebelumnya, hal ini dikare-
nakan pelabelan titik dan bobot sisi baru yang ditemukan berlaku untuk sem-

barang m dann (m > 2 dann > 2).

Pada bidang teori graf, penentuan nilai kebenaran suatu rumus bijektif
ditentukan melalui pendeteksian pola (pattern recognition) yang nantinya akan
menghasilkan suatu teorema. Teorema yang ditemukan dimulai dengan pen-
deteksian pola yang berlaku sampai batas m dan n yang ditemukan peneliti ke-
mudian baru menentukan fungsi bijektifnya. Dalam hal ini, penulis tidak men-
cantumkan cara memperoleh fungsi bijektif tersebut, akan tetapi pembuktian
kebenaran teorema tersebut telah dipaparkan yang kemudian diikuti dengan

contoh pelabelan sebagai visualisasi dari kebenaran teorema.

Terdapat beberapa pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabu-
ngan Graf Tangga Permata mDI,, yang belum ditemukan oleh peneliti. Berda-
sarkan visualisasi contoh-contoh pelabelan dan penerapan fungsi bijektif hasil
penelitian yang telah ditemukan, diharapkan dapat membantu peneliti lain
yang akan melakukan penelitian sejenis. Beberapa pelabelan yang belum dite-

mukan oleh penulis disajikan pada open problem berikut:

Open Problem 4.7.1 Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada mDI,,, dengan
1<i<n1<k<m;mgenap untuk d =0dan d = 2.
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KESIMPULAN DAN SARAN

51 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa:

1. fungsi bijektif pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic dan pelabelan total su-
per (a,d)-sisi antimagic pada graf DI, telah dibahas melalui pembuk-
tian teorema yang diberi tanda ¢. Melalui pembuktian teorema tersebut,
disimpulkan bahwa terdapat pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
pada graf Diamond Ladder DI, jika n > 2, dengan d € {0, 1, 2}.

2. fungsi bijektif pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic dan pelabelan total su-
per (a,d)-sisi antimagic pada graf mDI, telah dibahas melalui pembuk-
tian teorema yang diberi tanda ¢. Melalui pembuktian teorema tersebut,
disimpulkan bahwa terdapat pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
pada gabungan saling lepas graf Tangga Permata mDI, jika n > 2 dan
m > 2,dengan d € {0, 1,2}.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic pada graf Tangga Permata serta mengacu pada open problem dari hasil
penelitian yang telah ditemukan, maka peneliti memberikan saran pembaca

dapat melakukan penelitian tentang:

e Untuk graf mDl,, m > 2 genap dan n > 2, apakah terdapat pelabelan
total super (a, d)-sisi antimagic dengan d € {0, 2}.
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RINGKASAN

Pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada graf tangga permata; Laelatus
Sya’diyah, 070210101096; 2011: 103 halaman; Program Studi Pendidikan Mate-
matika, Jurusan Pendidikan Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Fakul-

tas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember.

Matematika merupakan alat bantu kehidupan dan pelayan bagi ilmu-
ilmu yang lain, seperti fisika, kimia, biologi, astronomi, teknik, ekonomi, far-
masi maupun matematika sendiri. Matematika terdiri dari beberapa cabang
ilmu, salah satunya terkait dengan sain komputer yang cukup terkenal yaitu
Teori Graf. Salah satu jenis tipe pelabelan graf adalah pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic atau super edge antimagic total labeling (SEATL). Pada
graf konektif (tunggal) telah banyak ditemukan pelabelan total super (a,d)-
sisi antimagic sedangkan pada graf diskonektif (gabungan saling lepas suatu
graf), hanya sedikit famili graf yang diketahui mempunyai pelabelan total su-
per (a,d)-sisi antimagic. Permasalahannya adalah hal ini melibatkan angka
pelabelan lebih banyak pada setiap kompenen graf konektif terpisahnya dan
tidak ada jaminan jika graf G mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic kemudian pada gabungan graf diskonektifnya mempunyai pelabelan
total super(a, d)-sisi antimagic. Dalam penelitian ini akan diinvestigasi pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf tangga permata baik yang konek-

tif maupun diskonektif.

Graf tangga permata adalah salah satu family dari graf tangga. Graf
tangga permata adalah sebuah graf yang dinotasikan dengan DI,, sedangkan
gabungan graf tangga permata dinotasikan dengan mDI,, dengan m > 2 dan
n > 2. Dalam hal ini, m merupakan banyaknya graf tangga permata yang
digabung yaitu minimal 2 graf tangga permata sedangkan n merupakan ke-
tentuan dari definisi graf tangga permata. Tujuan dari penelitian ini adalah
untuk mengetahui apakah graf tangga permata memiliki pelabelan total super

(a, d)-sisi antimagic.

viii
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Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deduktif aksiomatik,
yaitu dengan menurunkan teorema yang telah ada, kemudian diterapkan dalam
pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf DI,, dan mDI,,. Hasil peneli-
tian ini berupa lemma dan teorema baru mengenai pelabelan total super (a, d)-
sisi antimagic pada graf tangga permata DI, dan mDI,. Teorema yang di-

hasilkan adalah sebagai berikut:

1. Lemma 4.5.1 Ada pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic pada graf tangga permata
DI, jikan > 2.

2. Teorema 4.5.1 Ada pelabelan total super (12n, 0)-sisi antimagic pada graf tangga
permata Dl,, jika n > 2.

3. Teorema 4.5.2 Ada pelabelan total super (4n + 4,2)-sisi antimagic pada graf
tangga permata DI, jikan > 2.

4. Teorema 4.5.3 Suatu graf DI, mempunyai pelabelan total super (8n+2, 1)-sisi

antimagic untuk n > 2.

5. Lemma 4.6.1 Ada pelabelan titik (252, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf
tangga permata m DI, jika m ganjil, m > 3 dann > 2.

(8n—1)3m+3
2 0

gabungan graf tangga permata m DI, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.

6. Teorema 4.6.1 Ada pelabelan total super ( )-sisi antimagic pada

8n+3)m-+5
(%72)

7. Teorema 4.6.2 Ada pelabelan total super -sisi antimagic pada gabu-

ngan graf tangga permata m DI, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.

8. Teorema 4.6.3 Ada pelabelan total super (8nm+2,1)-sisi antimagic pada gabu-
ngan graf tangga permata m DI, jika m > 2 dann > 2.

Hasil penelitian diharapkan dapat memberikan konstribusi terhadap ber-
kembangnya pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam ru-
ang lingkup pelabelan graf dan bisa digunakan sebagai acuan oleh peneliti lain
untuk meneliti pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf-graf khusus

yang lain.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dewasa ini, matematika memiliki banyak peranan penting dalam kehidu-
pan manusia. Namun, ironisnya masih ada sebagian orang menjadikan mate-
matika sebagai suatu hal yang ditakuti dan dihindari. Rasa takut dan cemas
terhadap objek yang berkaitan dengan matematika itu disebut Phobia Mate-
matika (Mathophobia). Matematika hanya dipandang sebagai sebuah kumpu-
lan rumus serta deretan angka-angka yang tidak memiliki makna. Padahal

dibalik itu semua terdapat hal menarik yang seringkali terlepas dari perhatian.

Tidak disadari setiap orang senantiasa bertemu dengan konsep dan prin-
sip matematika, baik dalam pembelajaran formal, non formal maupun dalam
kehidupan sehari-hari. Matematika merupakan alat bantu kehidupan dan pela-
yan bagi ilmu-ilmu yang lain, seperti fisika, kimia, biologi, astronomi, teknik,
ekonomi, farmasi maupun matematika sendiri. Mungkin terdapat suatu per-
tanyaan bukankah saat ini sudah ada kalkulator dan komputer sehingga mate-
matika sebagai alat bantu kehidupan menjadi berkurang? Memang benar, de-
ngan kehadiran alat bantu tersebut banyak persoalan kehidupan yang sulit
dapat diselesaikan dalam waktu yang relatif singkat. Namun, proses mencip-
takannya pun juga memerlukan prinsip matematika. Tanpa adanya prinsip-
prinsip dan konsep matematika kedua alat tersebut yaitu kalkulator dan kom-
puter tidak mungkin diciptakan. Begitu pentingnya matematika dalam ke-
hidupan maka tidak aneh jika pembelajaran matematika mengalami perkem-
bangan yang pesat dan selalu disesuaikan dengan kebutuhan zaman. Ada
pepatah ” Siapa yang menguasai matematika dan bahasa maka ia akan me-
nguasai dunia”. Artinya matematika sebagai media melatih untuk berpikir kri-
tis, inovatif, kreatif, mandiri, dan mampu menyelesaikan masalah, sedangkan

bahasa sebagai media menyampaikan ide-ide atau gagasan serta yang ada da-
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lam pikiran manusia.

Matematika terdiri dari beberapa cabang ilmu misalnya Aljabar, Geometri,
Statistika dan Probabilitas, Matematika Aplikasi, Matematika Komputasi, Mate-
matika Ekonomi, Matematika Diskrit, Sain Komputer dan lain sebagainya. Ca-
bang matematika terkini terkait dengan sain komputer yang cukup terkenal
adalah Teori Graf. Teori graf merupakan pokok bahasan yang relatif muda na-
mun memiliki banyak terapan yang sangat luas. Contohnya optimasi jaringan
telepon, jaringan komputer, jaringan listrik, model papan sirkuit, model struk-
tur ikatan kimia dan lain-lain. Graf digunakan untuk mempresentasikan objek-
objek diskrit dan hubungan antara objek tersebut. Representasi visual dari
graf adalah dengan menyatakan objek sebagai noktah, bulatan atau titik, se-

dangkan hubungan antara objek tersebut dinyatakan dengan garis atau sisi.

Salah satu topik yang menarik dan mendapat banyak perhatian pada
teori graf adalah masalah pelabelan graf. Pelabelan graf akhir-akhir ini mu-
lai banyak mendapat perhatian terutama terapannya dalam jaringan komputer
dan database security. Pelabelan graf G' adalah sebuah pemetaan dari elemen-
elemen graf ¢ terhadap bilangan bulat positif. Jika domainnya adalah him-
punan titik G maka pelabelannya disebut pelabelan titik (vertex labeling), se-
dangkan jika domainnya adalah himpunan sisi G maka pelabelannya disebut
pelabelan sisi (edge labeling). Jika domainya adalah kedua himpunan tersebut

maka pelabelannya disebut pelabelan total (fotal labeling).

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek (1964), kemu-
dian Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Hingga saat ini pemanfaatan teori
pelabelan graf sangat dirasakan peranannya, terutama pada sektor sistem ko-
munikasi dan transportasi, navigasi geografis, radar, penyimpanan data kom-
puter, dan pemancar frekuensi radio. Sedlacek telah mempublikasikan karya
ilmiah dengan mengenalkan pelabelan graf tipe yang lain yang disebut pela-
belan magic. Istilah ini dimotivasi dari ide bujur sangkar magic pada teori bi-
langan. Pelabelan magic adalah pemetaan dari himpunan sisi graf GG pada bi-

langan real non-negatif, sehingga jumlah label sisi di sekitar titik pada graf G
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semuanya sama. Pada Definisi Sedldcek ini memperbolehkan untuk menggu-
nakan bilangan real tetapi biasanya hanya bilangan bulat saja yang digunakan.
Stewart menyebutnya supermagic jika himpunan label sisi terdiri dari bilangan
bulat yang berurutan. Selengkapnya Gallian(2009) menjelaskan tentang hasil
survey dari pelabelan graf, diantaranya untuk pelabelan graceful dan jenisnya,

harmonious labeling, magic labeling, antimagic labeling dan jenis-jenisnya.

Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf, salah satunya adalah
pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic (SEAT), dimana a bobot sisi terkecil
dan d nilai beda. Pelabelan ini diperkenalkan oleh Simanjutak, Bertault dan
Miller pada tahun 2000 (Dafik, 2007:19). Pada graf konektif telah banyak dite-
mukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic sedangkan pada graf disko-
nektif, hanya sedikit famili graf yang diketahui mempunyai pelabelan total su-
per (a,d)-sisi antimagic. Permasalahannya adalah hal ini melibatkan angka
pelabelan lebih banyak pada setiap kompenen graf konektif terpisahnya dan
tidak ada jaminan jika graf G mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic kemudian pada gabungan graf diskonektifnya mempunyai pelabelan
total super(a, d)-sisi antimagic. Oleh karena itu masalah ini dianggap cukup

sulit sehingga memerlukan penelitian berkelanjutan.

Sampai saat ini, pelabelan graf diskonektif dengan jenis pelabelan total
super (a, d)-sisi antimagic masih sedikit famili yang ditemukan. Baru-baru ini
Deviyana, R.(2011: 29) telah mempublikasikan hasil temuannya tentang pela-
belan total super(a, d)-sisi antimagic pada graf £, Anggraeni, Y.(2011: 32) ten-
tang pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic pada Generalisasi Graf Web Dua
Bandul W, (3, 7,2), Rahmad, R.R.(2010: 37) tentang pelabelan total super(a, d)-
sisi antimagic pada gabungan graf Lobster, Fuad(2009: 25) tentang pelabelan
total super(a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf Triangular Ladder, Indayani,
D.V.(2010: 29) tentang pelabelan total Super (a,d)-sisi antimagic pada gabu-
ngan graf Generalized Petersen (n,2), Abidin, Z.(2010: 35) tentang pelabelan
total Super(a, d)-sisi antimagic pada gabungan saling lepas graf Firecracker,
dan Biyadi, Khud.(2010: 31) tentang fungsi bijektif pelabelan antimagic pada

gabungan saling lepas graf Banana Tree.
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Dalam penelitian ini akan dikembangkan penelitian Fuad tentang graf
tangga untuk jenis graf tangga yang lain yaitu tangga permata. Graf tangga
permata dinotasikan dengan D!,, adalah salah satu graf yang belum ditemukan
pelabelannya. Gabungan saling lepas graf tangga permata merupakan ga-
bungan diskonektif pada graf tangga permata. Dalam penelitian ini akan dikaji
pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf tangga permata baik itu
yang tunggal maupun gabungan saling lepasnya sehingga pada penelitian ini
penulis memilih judul “Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf

tangga permata ”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah da-

lam penelitian ini yaitu:

1. apakah Graf Tangga Permata (D/,,) memiliki pelabelan total super (a, d)-

sisi antimagic?

2. apakah gabungan saling lepas Graf Tangga Permata (mDI{,) memiliki

pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic?

1.3 Batasan Masalah

Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, ma-

ka dalam penelitian ini masalahnya dibatasi pada:

1. graf berhingga yang sederhana, yaitu graf yang tidak mempunyai loop

dan sisi ganda(paralel);

2. pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Permata di-
simbolkan dengan DI,, dan mDI{,, dengan m > 2 dan n > 2. Dalam hal
ini, m merupakan banyaknya Graf Tangga Permata yang digabung yaitu
minimal 2 Graf Tangga Permata sedangkan n merupakan ketentuan dari

definisi Graf Tangga Permata.
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1.4 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang di atas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. untuk mengetahui apakah Graf Tangga Permata (D!,,) memiliki pelabelan
total super (a, d)-sisi antimagic, jika ada, maka dicari cara melabeli Graf

Tangga Permata dengan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic;

2. untuk mengetahui apakah gabungan saling lepas Graf Tangga Permata
(mDl,) memiliki pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic, jika ada, maka
dicari cara melabeli gabungan saling lepas Graf Tangga Permata dengan

pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

1. menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam
ruang lingkup pelabelan graf, yaitu mengetahui apakah ada pelabelan

total super (a, d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Permata;

2. memberikan motivasi pada peneliti lain untuk meneliti pelabelan total

super (a, d)-sisi antimagic pada graf dari jenis yang lain;

3. hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan
atau perluasan ilmu dan aplikasi dalam masalah pelabelan total super

(a, d)-sisi antimagic.



BAB 2

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Aplikasi Graf

Teori Graf merupakan suatu pokok bahasan yang sudah tua usianya na-
mun mempunyai banyak terapan bagi seluruh masyarakat sampai saat ini.
Teori ini muncul pertama kali pada tahun 1736, yakni ketika Euler mencoba
untuk mencari solusi dari permasalahan yang sangat terkenal yaitu Jembatan
Konigsberg. Aplikasi teori graf saat ini sangat luas dan dipakai dalam berbagai
disiplin ilmu maupun dalam kehidupan sehari hari. Berikut disajikan gambar
2.1' tentang gambaran kota Konigsberg dan gambar 2.2 tentang representasi

graf pada permasalahan jembatan Konigsberg.

Gambear 2.1: Gambaran Kota Konigsberg tahun 1736

Beberapa contoh aplikasi graf ditemukan dalam ilmu kimia yaitu struk-

tur senyawa karbon, rekonstruksi rantai Ribonucleic Acid (RNA) dalam ilmu

'Sumber gambar: http://matematika-pendidikanstkip.blogspot.com/2011/04/asal-usul-
teori-graf.html
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Gambar 2.2: Representasi graf pada permasalahan jembatan Konigsberg

biologi, struktur hubungan masyarakat dalam ilmu sosiologi, dan pewarnaan
graf dalam ilmu pemetaan (kartografi) bahkan dalam bidang ilmu informatika
dapat ditemukan aplikasinya pada topologi jaringan. Berbagai aplikasi teori
graf tersebut memberikan peranan penting terhadap perkembangan ilmu pe-
ngetahuan dan teknologi, khususnya aplikasi graf dalam informatika yang
selalu berhubugan dengan informasi dan teknologi masa kini. Dalam suatu
ekologi misalnya, kita dapat menggunakan graf untuk mendeskripsikan kom-

petisi makanan sebagaimana disajikan dalam Gambar 2.3%.

Contoh lain aplikasi graf dalam kehidupan sehari-hari adalah pada pe-
ngaturan lampu lalu lintas. Pada saat orang menuju dan pulang dari tem-
pat aktifitas rutinnya setiap hari, sering terjadi kemacetan lalu lintas. Hal ini
disebabkan karena waktu aktifitas yang hampir bersamaan sehingga volume
kendaraan yang melintasi jalan-jalan di suatu daerah meningkat pada waktu
itu. Padahal belum tentu jalan-jalan pada daerah itu mampu menampung be-
sarnya volume kendaraan yang melewatinya. Untuk dapat mengetahui apakah
kapasitas maksimum jalan-jalan pada suatu daerah masih mampu menam-
pung volume kendaraan yang melintasi jalan-jalan pada daerah tersebut, maka

harus diketahui terlebih dahulu berapa kapasitas maksimum dan volume mak-

“Sumber gambar: http:/ /suryaafrilian.blogspot.com/2010/10/rantai-makanan.html
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Gambar 2.3: Representasi graf dalam rantai makanan

simum kendaraan yang melintasi daerah itu. Permasalahannya adalah men-
cari sebanyak mungkin arus lalu lintas dari beberapa arah yang dapat ber-
jalan secara bersamaan dengan aman dan konsisten. Juga mengenai penga-
turan jalur lampu lintas dalam setiap pertigaan ataupun perempatan. Sebe-
rapa banyak penggunaan lampu lalu lintas yang harus di gunakan seminimum

mungkin untuk mengatasi masalah kemacetan tersebut.

Pada lalu lintas di perkotaan, daya dukung jalan menjadi faktor pen-
ting dalam menentukan lancarnya lalu lintas. Daya dukung jalan ini meliputi
lebar jalan, kondisi jalan, rata-rata volume kendaraan yang lewat tiap satuan
waktu, dan lain-lain. Pada lalu lintas perkotaan, jarak, menjadi sesuatu yang
tidak terlalu penting. Dengan melewati jalan yang memiliki daya dukung yang
baik, walaupun jaraknya lebih panjang, akan membuat kita sampai lebih cepat
ke tujuan. Lebih cepat, daripada melewati jalan yang berjarak pendek, tapi
kondisi jalannya rusak, volume kendaraan yang lewat besar, dan lain-lain.
Berikut adalah contoh pemodelan sisitem lalu lintas dengan graf ganda ber-
arah berbobot. Pada contoh gambar 2.4, misalkan saja A adalah Simpang Pb.

Sudirman, B adalah persimpangan antara Jalan Mawar dan Jalan Kenanga, C'
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adalah persimpangan Jalan Pb. Sudirman dan Jalan Kenanga, D adalah per-
simpangan antara Jalan Anggrek dengan Jalan Pb. Sudirman, £/ adalah Perem-
patan Jalan Madura, Kartini, dan Pb. Sudirman, F' dan G adalah persimpa-
ngan yang tidak masuk dalam pembahasan karena ini hanya potongan dari

suatu jalan. Pemanfaatan teori graf dalam sistem lalu lintas ini dapat dilakukan

Keterangan :
AC,CD,DFE, EF adalah Jalan
5 Pb. Sudirman
AD adalah Jalan Anggrek
AB adalah Jalan Mawar
BC adalah Jalan Kenanga

BFE adalah Jalan Kartini
EG adalah Jalan Madura

seabagai berikut :

8
7
8

Gambar 2.4: Contoh pemodelan sistem lalu lintas

1. Simpul dalam suatu graf digunakan untuk menghubungkan suatu per-
simpangan jalan. Pada gambar 2.4 terdapat 7 buah persimpangan yaitu
A,B,C,D,E,F,dan G. Ketujuh persimpangan tersebut diperlakukan se-
bagai tujuh buah simpul.

2. Sisi dari suatu graf digunakan untuk melambangkan jalan.Pada gambar

2.4 terdapat 7 buah sisi yang melambangkan 7 buah jalan.
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3. Arah pada sisi merepresentasikan arah jalan yang dapat dilalui. Jadi bila
terdapatjalan One Way atau satu arah, arah panah hanya akan menunjuk
ke arah tertentu dan tidak sebaliknya.

4. Bobot / label dari sisi graf merepresentasikan daya dukung jalan terse-
but.

Dengan pemodelan ini,pengguna jalan dapat mengetahui dan menghin-
darijalan-jalan yang kemungkinan besar macet, atau jalan yang rusak, sehingga
dapat menghindarinya dan memilih jalan lain yang memiliki daya dukung
yang baik.Pemberian bobot / nilai pada suatu jalan didasarkan pada lebar

jalan, kondisi jalan dan volume kendaraan yang lewat tiap jam.

1. Lebar jalan
Untuk jalan dengan lebar dibawah 1 meter diberi nilai 4, antara 1 meter
sampai 2 meter diberi nilai 3, lebih dari 2 meter sampai 3 meter diberi

nilai 2 dan untuk lebar jalan lebih dari 3 meter diberi nilai 1.

2. Kondisi Jalan
Jalan rusak parah diberi nilai 4, jalan rusak ringan diberi nilai 3, jalan baik

diberi nilai 2 dan jalan sangat baik diberi nilai 1.

3. Volume kendaraan yang lewat tiap jam
Jika volumenya lebih dari 100 kendaraan/jam diberi nilai 5, 81 sampai
100 kendaraan/jam diberi nilai 4, 51 sampai 80 kendaraan/jam diberi ni-
lai 3, 31 sampai 60 kendaraan/jam diberi nilai 2, dan jika volumenya 0

sampai 30 kendaraan/jam diberi nilai 1.

Bobot total yang melambangkan bobot sisi adalah jumlah nilai lebar jalan,

kondisi jalan dan volume kendaraan yang lewat tiap jam.

Jalan yang menghubungkan A ke C' dan sebaliknya, jalan yang menghu-
bungkan C ke D dan sebaliknya, juga jalan yang menghubungkan D ke F

dan sebaliknya, diberi nilai 8. Karena pada jalan ini(dalam hal ini Jalan Pb.
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Sudirman) memiliki kondisi yang baik (nilai 1), badan jalan juga lebar (ni-
lai 2), tapi volume kendaraan yang lewat sangat besar (nilai 5). Untuk pem-
berian bobot pada sisi-sisi yang laindalam hal ini melambangkan jalan) dapat
dicari dengan langkah yang sama. Apabila Kita sekarang berada di Simpang
Pb. Sudirman(simpul A) dan ingin pergi ke daerah yang terletak pada jalan
yang menghubungkan simpul F dan F|, rute terpendek adalah langsung mele-
wati jalan yang menghubungkan A dan C, C'dan D, D dan E, lalu £ dan F.
Sayangnya rute itu memiliki bobot yang besar, jadi mungkin saja waktu yang
dibutuhkan menjadi lama. Rute alternative yang bisa kita gunakan adalah
melewati jalan yang menghubungkan A dan B, B dan E, lalu £ dan F. Jalan
ini memang lebih panjang, tapi karena relatif lebih lancar, jadi kemungkinan

besar kita bisa sampai tujuan lebih cepat.

Zainal (2010:7) menjelaskan aplikasi lain teori graf dalam ilmu informatika
dapat dilihat pada topologi jaringan komputer. Topologi jaringan (network
topology) adalah studi mengenai pengaturan atau pemetaan dari elemen-elemen
(pranala, simpul, dan sebagainya) sebuah jaringan. Topologi suatu jaringan
didasarkan pada cara penghubung sejumlah sentral dalam membentuk suatu
sistem jaringan. Topologi jaringan yang umum dipakai adalah: Mesh, Bintang
(Star), Bus, Tree, dan Cincin (Ring). Berbagai jenis topologi jaringan tersebut
dapat dilihat pada Gambar 2.5°.

Dalam topologi jaringan komunikasi khususnya komputer, sentral-sentral
saling terhubung (interkoneksi) tetapi ada juga yang tak terhubung. Untuk
melakukan interkoneksi, diperlukan alamat dan identifikasi sentral yang berbe-
da satu dengan lainnya untuk kelancaran komunikasi dalam jaringan. Pem-
berian alamat dan identifikasi ini dalam komputer biasanya dikenal dengan
IP address. Pemberian alamat dan identifikasi memerlukan label angka dan
tiap sentral harus berbeda labelnya. Dalam hal inilah, pelabelan graf sangat

berperan.

Salah satu aplikasi graf dalam bidang kimia yang sering kita temui adalah

3Sumber gambar: http:/ /www.11h11.com/hugobox/chaku/NetworkTopologies.png
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K
cosses G

Lina
Gambar 2.5: Topologi Jaringan

dalam penyimpanan senyawa kimia berbahaya. Teorema yang dipakai disini
adalah pewarnaan graf (graph colour). Pewarnaan graf sangat bermanfaat dalam
penyimpanan senyawa kimia berbahaya. Efektifitas pewarnaan graf tidak di-
ragukan lagi untuk mengetahui berapa banyak minimum ruangan yang diper-
lukan untuk dapat menyimpan semua zat kimia dengan aman. Misalkan ada
7 jenis zat kimia yang perlu disimpan di dalam gudang. Beberapa pasang dari
zat itu tidak dapat disimpan di dalam ruangan yang sama, karena campuran

gasnya bersifat eksplosif (mudah meledak).

Untuk zat yang semacam itu perlu dibangun ruang-ruang terpisah yang
dilengkapi ventilasi dan penyedot udara keluar yang berlainan. Jika lebih
banyak ruang yang dibutuhkan, berarti lebih banyak ongkos yang harus dikelu-
arkan. Karena itu perlu diketahui berapa banyak minimum ruangan yang
diperlukan untuk dapat menyimpan semua zat kimia dengan aman. Masalah

ini masuk dalam masalah dalam pewarnaan graf.

Simpul melambangkan zat kimia, sisi menyatakan bahwa dua zat kimia
yang dihubungkannya tidak boleh disimpan bersama-sama.Pada persoalan ini,

terdapat 7 macam senyawa kimia, yaitu A, B,C, D, E, F,G. Ketujuh macam
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Tabel 2.1: Hubungan sifat zat kimia

Zat kimia | Tidak dapat disimpan bersama zat kimia

A B, D

B A,D,E FG

C E, G

D A,F B

E B,C, G

F B,D

G CEB

senyawa kimia tersebut diperlakukan sebagai tujuh buah simpul.Dari gambar
2.6, terlihat bahwa untuk persoalan di atas, graf dapat direpresentasikan dalam

bentuk sebuah graf planar.

Gambar 2.6: Contoh representasi graf dalam penyimpanan zat kimia

Untuk mewarnai graf, terlebih dahulu idealnya pewarnaan dimulai dari
simpul dengan derajat terbanyak kemudian melanjutkannya ke simpul-simpul
yang bertetangga dengan simpul yang telah diwarnai tersebut. Langkah ini di-
ulang hingga semua simpul telah diwarnai. Dengan memperhatikan gambar
2.6, maka metode pewarnaan yang sepatutnya dilakukan adalah berturut-turut

mewarnai simpul B, G, E,C, A, D, F (urutan ini tidak tunggal, masih terdapat
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alternatif lain). Salah satu contoh pewarnaan graf untuk persoalan di atas da-

pat dilihat pada gambar 2.7.

D /9)

Gambar 2.7: Representasi graf(setelah dilakukan pewarnaan graf)

Perhatikan gambar 2.7, terlihat bahwa cukup diperlukan 3 buah warna
(merah, kuning, hijau) untuk mewarnai graf di atas. Dengan demikian, jum-
lah minimum ruangan yang dibutuhkan untuk menyimpan senyawa-senyawa

kimia berbahaya di atas adalah 3 buah ruangan.

e Ruangan 1 berisi zat B dan C,
e Ruangan 2 berisi zat A, F, dan G,

e Ruangan 3 berisi zat D dan E.

2.2 Terminologi Dasar Graf

Dalam Kreyszig (1993:481), secara kasar graf tersusun atas titik-titik yang
dinamakan verteks, dan garis-garis yang menghubungkan titik-titik tersebut
dinamakan sisi. Namun secara matematis, suatu graf G' didefinisikan sebagai
pasangan himpunan (V, E), yang dalam hal ini:

V' =himpunan tak kosong dari semua titik (verteks)={vy,vs, ..., v, } dan

E =himpunan sisi (edges) yang menghubungkan sepasang titik ={e;, e, ..., €, }

Definisi di atas menyatakan bahwa V' tidak boleh kosong, sedangkan F

boleh kosong. Jadi, sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu buah
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pun, tetapi titiknya harus ada, minimal satu. Graf yang hanya mempunyai
satu simpul tanpa sebuah sisi pun dinamakan graf trivial (Munir, 2003:291).
Titik pada graf dapat dinomori dengan huruf, dengan bilangan asli, atau de-
ngan menggunakan huruf dan angka (bilangan asli). Misalkan v; dan v; adalah
titik pada suatu graf, maka sisi yang menghubungkan titik v; dan v; dinyatakan
dengan pasangan (v;, v;) atau dengan lambang e, e, es, ..., e,.Berikut diberikan
contoh graf pada Gambar 2.8 yang menyatakan komponen umum terbentuknya

sebuah graf.

Gambar 2.8: Contoh graf secara umum

Misalkan e = (v;, v;) merupakan sebuah sisi pada graf G, yaitu v; dan v,
adalah titik ujung dari e, maka verteks v; dikatakan adjacent (berelasi) terhadap
verteks v; dan edge e incident (terhubung) pada v; dan v;. Sedangkan derajat
sebuah verteks v pada sebuah graf G ditulis dengan deg (v), adalah jumlah
edge yang incident (terhubung) pada v, dengan kata lain jumlah edge yang
memuat v sebagai titik ujung (Lipschutz dan Lipson, 2002: 7). Jika semua titik
pada graf G mempunyai derajat/degree yang sama n maka graf G disebut graf
regular n. Jika terdapat sebuah titik yang tidak mempunyai sisi yang incident
dengannya atau dengan kata lain derajat titik tersebut = 0, maka titik tersebut
dinamakan (isolated vertex)(Khud, 2010: 9). Perhatikan Gambar 2.9, tampak
bahwa verteks v, adjacent dengan vy, vo adjacent dengan vs, vs adjacent dengan
vs, V4 adjacent dengan vs,dst. Selain itu, vg incident dengan sisi v4vs, vavs, UgUs,

dan v;vs sehingga derajat dari vs adalah 4, sedangkan vy merupakan contoh
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isolated vertex karena tidak ada sisi yang terhubung dengan v,.

Vg U7

Gambar 2.9: Graf dengan isolated vertex

Dalam thesisnya, Slamin (2001 : 12) mengatakan bahwa suatu titik b dalam
G dikatakan tetangga masuk (in-neighbour) titik a jika (b, a) ¢ E(G), dan titik
c dikatakan tetangga ke luar (out-neighbour) titik « jika (a,c) € E(G). Him-
punan semua in-neighbour dari titik a disebut in-neighbourhood dan dinotasikan
dengan N~ (a) sedangkan himpunan semua out-neighbour dari titik a disebut
out-neighbourhood dan dinotasikan dengan N7 (a). Derajad masuk ( in-degree)
dari sebuah titik @ adalah banyaknya in-neighbour dari titik itu dan dinotasikan
dengan d~ (a) , demikian halnya dengan derajad ke luar (out-degree)nya, yaitu
banyaknya out-neighbour dari titik tersebut dan dinotasikan dengan d*(a) (Hol-
man dan Basby, 1987 : 98). Dafik (2007 : 11) mengatakan bahwa jika setiap titik
dalam graf berarah G memiliki in-degree yang sama, maka G dikatakan ter-
atur masuk (in-regular). Demikian juga jika setiap titik dalam graf sedangkan
G memiliki derajad ke luar yang sama, maka G dikatakan teratur ke luar (out-
reqular). Graf berarah yang sekaligus teratur kedalam dan teratur keluar dise-
but graf berarah diregular. Contoh, graf berarah G; pada Gambar 2.11 adalah
graf berarah diregular dengan derajad dua, tetapi G, non-diregular karena Go
hanya teratur ke luar tetapi tidak teratur masuk (Dafik, 2008 : 20).

Komplemen dari graf G dinotasikan G adalah graf dengan himpunan titik
V(G) = V(G) dimana bila titik u, v bertetangga pada G jika dan hanya jika titik
u,v tidak tetangga pada G. Contohnya dapat dilihat pada Gambar 2.10.
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®

() (©)

G

Gambar 2.10: Graf dan komplemennya

Gambar 2.11: Contoh diregular dan non-diregular

Fuad (2009: 7) menjelaskan bahwa jalan (walk) dari suatu graf, dinotasikan
dengan vyv;v,03...v;, adalah barisan titik dan sisi terhingga dan bergantian dari
titik-titik dan sisi-sisi dalam suatu graf. Jalan pada suatu graf dibentuk dari
barisan titik dan sisi terhingga dan bergantian dari titik-titik dan sisi-sisi dalam
suatu graf, dimana titik dan sisinya boleh diulang. Panjang (length) dari sebuah
jalan adalah banyaknya sisi pada jalan tersebut. Jika semua titik vy — v;, pada
jalan tersebut berbeda maka disebut lintasan (path). Sebuah lintasan dikatakan
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tertutup, jika vy = v, yang biasa disebut siklus (cycle). Pada Gambar 2.12
V1V2V3V8VsV204v7V3 adalah jalan yang mempunyai panjang 8 yang bukan lin-
tasan, v;v2v4U5060703vs adalah lintasan yang mempunyai panjang 7, dan vsvsvz-

v3v5 adalah siklus yang mempunyai panjang 4.

Gambar 2.12: Contoh sebuah graf dengan 8 titik

Jarak (distance) dari titik a ke titik b adalah panjang dari lintasan terpendek
dari a ke b yang diukur dengan jumlah sisi yang harus dilewati untuk sampai
ke b dari a. Sebagai contoh jarak titik v, ke titik v4 pada Gambar 2.12 adalah
2. Diameter dari graf G adalah jarak maksimum antara sembarang dua titik
pada graf G. Girth dari graf G adalah panjang siklus terpendek graf GG. Sebagai
contoh graf pada gambar 2.12 mempunyai diameter 2 dan girth 4.

Graf H adalah subgraf dari G jika setiap titik di A adalah titik di G, dan
setiap sisi di H adalahsisidi G (V(H) C V(G) dan E(H) C E(H)). Untuk lebih
jelasnya contoh graf dan subgrafnya dapat dilihat pada gambar 2.13.

Graf G dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik yang berbeda u

dan v di G ada lintasan dari u ke v. Misalkan A = (a;;) adalah matiks m x m

didefinisikan oleh:

{ 1 jika {u,v} adalah edge, yaitu v; adjacent terhadap v;
CLZ‘j =

0 lainnya
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SR

Gambar 2.13: Contoh graf dan subgrafnya

Maka A disebut matriks adjacenty dari G. Dan misalkan M = (a;;) adalah

matiks m x m didefinisikan oleh:

{ 1 verteks v; incident pada edge e;

0 lainnya

Maka M disebut matriks incidence dari G' (Lipschutz dan Lipson, 2002:35). Be-
rikut diberikan contoh grat dan matrik adjacencynya pada gambar 2.14.

v (v

o o 0
1 0. hcoY 10
O ), o ® T 0 1 80
001000
010000
(o)——(vo) 1000 0 0

Gambar 2.14: Contoh sebuah graf dan matrik adjacencynya

Misal e adalah sebuah sisi pada graf G maka G' — {e} adalah sebuah graf
yang dihasilkan dari G dengan menghapus sisi e. Jika G — {e} tidak terhubung
maka e disebut jembatan (bridge). Secara umum, jika F; adalah himpunan sisi
dalam G maka G — E,; adalah graf yang dihasilkan dari G dengan menghapus

semua sisi Fj.
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Misal v adalah titik pada sebuah graf GG, dengan G — {v} adalah sebuah
graf yang dihasilkan dari G dengan menghapus titik v dan semua sisi yang ad-
jacent pada v. Jika G — {v} adalah tak terhubung, maka v disebut titik potong
(cut-vertex) (Chartrand dan Oellermann, 1993: 22). Dan jika V; adalah him-
punan titik pada G maka G — V; adalah graf yang dihasilkan dari G dengan
menghapus semua titik pada V; dan semua sisi yang adjacent pada titik terse-
but. Gambar 2.15 menunjukkan contoh graf G — {e3} adalah hasil penghapus
sisi e3 dari G dan graf G’ — {vs }adalah hasil penghapusan titik v dari G.

G G ez} G —{ve}

Gambar 2.15: Contoh graf terpotong

Dua buah graf dikatakan isomorfis jika mereka mempunyai struktur yang
sama dan kebanyakan, mereka berbeda cara pemberian label titik-titik dan sisi-
sisinya, atau cara menggambarkannya. Untuk memperjelas maksud kalimat
tersebut, kita akan mendefinisikan dua graf G; dan G, isomorfis jika ada su-
atu fungsi ¢ : V(G) — V/(G) sedemikian hingga uv € (G;) <= ¢(u)o(v) €
E(G5). Fungsi ¢ dinamakan sebuah fungsi isomorfis. Jika dua graf G; dan
(G5 isomorfis, maka dituliskan G; = G).Sampai saat ini untuk menentukan
apakah dua graf GG; dan G, isomorfis atau tidak belum ada teori yang dapat

dipakai . Tetapi, jika graf G; dan G, isomorfis, maka kedua graf tersebut selalu
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memenuhi 4 syarat sebagai berikut :

1. jumlah titik G = jumlah titik G, (jumlah simpul yang sama.
2. jumlah garis G = jumlah garis G5 (jumlah sisi yang sama).

3. jumlah garis yang mempunyai derajat tertentu dalam graf G; dan G,

sama (mempunyai jumlah simpul yang sama berderajat tertentu).

4. Graf G; dan G, mempunyai girth(panjang siklus terpendek) yang sama.

Keempat syarat tersebut belum cukup menjamin bahwa kedua graf iso-
morfis. Untuk menunjukkan bahwa kedua graf GG; dan G, isomorfis, maka da-
pat dilihat dari matriks ketetanggaan kedua graf tersebut sama. Keisomorfisan
graf dapat dilihat pada Gambar 2.16. Graf GG; dan (5 tidak isomorfis karena G
mengandung siklus dengan panjang 3 sementara G; tidak mengandung siklus

dengan panjang 3 dan tidak mungkin mengandung pemetaan satu-satu dari
G1 ke G3.

&
O @

Gambar 2.16: Keisomorfisan graf

Dua buah titik v; dan v; dikatakan terhubung jika terdapat lintasan dari
v; ke v;. Sedangkan graf tak berarah G disebut graf terhubung (connected graph)
jika untuk setiap pasang titik v; dan v; didalam himpunan V' terdapat lintasan

dari v; ke v;. Jika tidak, maka G disebut graf tak terhubung (disconnected graph).
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Graf yang hanya terdiri dari satu titik tetap disebut graf terhubung karena titik

tunggalnya terhubung dengan dirinya sendiri.

Gabungan dari dua graf (; dan G, dinotasikan dengan G U G, didefi-
nisikan sebagai graf dengan himpunan titiknya adalah V(G;) U V(G3) dan
himpunan sisi £(G;) U E(G3). Pada Gambar 2.17, graf G merupakan gabungan
graf G, dan G, yaitu G = G U G5. Graf gabungan mG didefinisikan sebagai
gabungan saling lepas dari m buah kopi graf G, atau dapat juga dikatakan se-
bagai graf dengan m komponen, dimana setiap komponennya adalah graf G.
Dengan kata lain mG = G4, U Go U G3 U ... UG, dengan G = Gy = G5 = ... =
G, = G. Misal graf G mempunyai p titik dan ¢ sisi, maka graf mG mempunyai
mp titik dan mg sisi (Wijaya, 2001:85).

O—0O O—0
O—0u/\-0-0
-0 6000

Gy G
Gambar 2.17: Contoh gabungan graf

2.3 Jenis-jenis Graf

Graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa kategori (jenis) bergantung
pada sudut pandang pengelompokannya. Pengelompokan graf dapat dipan-
dang berdasarkan ada tidaknya sisi ganda atau sisi kalang, berdasarkan jumlah

simpul, atau berdasarkan orientasi arah pada sisi.

Berdasarkan ada tidaknya gelang atau sisi ganda pada suatu graf, maka

secara umum graf dapat digolongkan menjadi dua jenis:

1. Graf sederhana (simple — graph)
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Graf yang tidak mengandung gelang maupun sisi-ganda dinamakan graf
sederhana. GG; pada Gambar 2.18(a) adalah contoh graf sederhana yang
merepresentasikan jaringan komputer. Simpul menyatakan komputer,
sedangkan sisi menyatakan saluran telepon untuk berkomunikasi. Salu-

ran telepon dapat beroperasi pada dua arah.

. Graf tak-sederhana (unsimple — graph)

Graf yang mengandung sisi ganda atau gelang dinamakan graf tak-seder-
hana (unsimple — graph). Ada dua macam graf tak-sederhana, yaitu graf
ganda (multigraph) dan graf semu (pseudograph). Graf ganda adalah graf
yang mengandung sisi ganda. Sisi ganda yang menghubungkan sepa-
sang simpul bisa lebih dari dua buah. G, pada Gambar 2.18(b) adalah
graf-ganda. Sisi ganda pada G2 dapat diandaikan sebagai saluran telepon
tambahan apabila beban komunikasi data antar komputer sangat padat.
Graf semu adalah graf yang mengandung gelang. G5 adalah graf semu
(termasuk bila memiliki sisi ganda sekalipun). Sisi gelang pada G5 da-
pat dianggap sebagai saluran telelpon tambahan yang menghubungkan
komputer dengan dirinya sendiri (mungkin untuk tujuan diagnostik).
Graf semu lebih umum daripada graf ganda, karena sisi pada graf semu

dapat terhubung ke dirinya sendiri.

® ® @
® @ ® @ )
@ @ @

(a)G, (b)G (c)Gs
Gambar 2.18: (a) graf sederhana, (b) graf ganda, dan (c) graf semu
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Berdasarkan jumlah simpul pada suatu graf, maka secara umum graf da-

pat digolongkan menjadi dua jenis:

1. Graf berhingga (limited graph)
Graf berhingga adalah graf yang jumlah simpulnya, n, berhingga. Graf
pada Gambar 2.18 adalah contoh graf yang berhingga.

2. Graf tak-berhingga (unlimited graph)
Graf yang jumlah simpulnya, n, tidak berhingga banyaknya disebut graf
tak-berhingga. Graf pada Gambar 2.19 adalah contoh graf yang tidak
berhingga.

Gambar 2.19: Graf tak-berhingga

Berdasarkan orientasi arah pada sisi, maka secara umum graf dikelom-

pokkan menjadi dua jenis:

1. Graf tak-berarah (undirected graph) adalah graf yang sisinya tidak mem-
punyai orientasi arah. Pada graf tak berarah, urutan pasangan titik yang
dihubungkan oleh sisi tidak diperhatikan . Jadi (v}, vy)=(vg, v;) adalah sisi

yang sama.

2. Graf berarah (directed graph) adalah graf yang setiap sisinya diberikan
orientasi arah. Pada graf berarah (v;,v;) dan (v, v;) menyatakan dua
buah sisi yang berbeda, dengan kata lain (v;, vy) # (vg,v;). Untuk sisi
(vj, vy) titik v; dinamakan titik asal (initial vertex) dan titik v, dinamakan

titik terminal (terminal vertex).
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Gambar 2.11 adalah contoh graf berarah sedangkan gambar 2.12 adalah
contoh graf tak-berarah.

2.4 Graf Khusus

Dari pengertian graf secara umum, terdapat beberapa famili graf, dianta-
ranya; graf siklus, graf lengkap, graf dua partisi, graf dua partisi lengkap,
generalisasi graf petersen, graf friendship, graf roda, graf ladder, dan masih

banyak lainnya. Berikut akan dijelaskan beberapa graf khusus.

1. Graf komplit, dinotasikan dengan K, yang berderajat sama sebanyak n
dimana setiap dua titik berbeda adalah tetangga. K, adalah graf reguler
dengan derajat r = n— 1. Gambar 2.20 menunjukkan komplit graf K, dan
K.

Ky K
Gambar 2.20: Graf komplit K dan K

2. Graf Kipas (fan)
Graf kipas K,,(n > 3) adalah graf yang didapat dengan menghubungkan
semua titik dari graf lintasan P, dengan suatu titik yang disebut pusat.
Jadi, K, terdiri dari n + 1 titik dan 2n — 1 sisi. Misalkan c, vq, va, ..., U,
adalah titik pada graf kipas K, dengan ¢ merupakan titik pusat, maka
CU1, CUg, ..., CUp, V1V, UoU3, ..., Un_10, adalah sisi-sisi dari K,,. Untuk contoh,
perhatikan K, pada Gambar 2.21.

3. Graf Bintang
Graf bintang S, n > 3 adalah graf pohon yang terdiri dari 1 titik yang



Bab 2. Tinjauan Pustaka 26
berderajat » — 1 dan n — 1 titik yang berderajat 1. Jadi, graf bintang .5,

terdiri dari n titik dan n — 1 sisi. Sebagai ilustrasi perhatikan graf S pada
Gambar 2.22.

Gambar 2.21: Graf kipas K

Gambar 2.22: Graf bintang

4. Sebuah graf G dinamakan bipartit jika V' dapat dipartisi pada dua bagian
himpunan yang tidak kosong V; dan V, sedemikian hingga setiap sisi
pada E bergabung dengan titik pada Vi dengan titik V5. Jika masing-
masing titik dalam V; adalah tetangga untuk semua titik-titik di V;, kemu-
dian G dikatakan graf bipartit komplit, yang disimbolkan dengan I, ,,
dimana m = |V;| dan n = |V4|. Sebagai contoh pada Gambar 2.23.

5. Graf whell dinotasikan dengan W,, dengan jumlah jeruji sebanyak n adalah
graf yang mempunyai titik x ditengah yang menghubungkan semua titik

sebanyak n pada sikel (cycle) (C,,) sebagai contoh pada Gambar 2.24.
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(a) (b)
Gambear 2.23: Graf bipartit («) dan graf bipartit lengkap K5 3

Gambar 2.24: Graf whell W5

6. Graf friendship F,, adalah graf yang terdiri dari n segitiga dengan tepat
1 titik persekutuan yang disebut dengan titik pusat. Gambar 2.25 adalah
contoh graf friendship.

7. Generalisasi graf Petersen dinotasikan P(n,m) dengan n > 3 dan 1 <
m < |25*] adalah graf reguler yang terdiri dari n sisi luar yang berupa
siklus, sisi dalam yang menghubungkan titik v;v;;,, dengan indeks di-
ambil dari modulo n dan sisi antara yang menghubungkan titik luar dan
titik dalam yang mempunyai indeks sama. Catatan bahwa |z |adalah bi-
langan bulat terbesar yang lebih kecil dari . Generalisasi graf Petersen
P(n,m),n > 3dan1 < m < [®!] mempunyai himpunan titik V =
{ug, w1, us, , Un_1, Vo, V1, V2, , V—1 } dan himpunan sisi £ = {w;u;11, wvi41,-
ViViym ydengan ¢ = 1,2, 3....n — 1 dan semua indeks diambil pada modulo
n (dalam Slamin, 2001: 289), dimana u, adalah titik bagian luar dari ge-
neralisasi graf Petersen dan v; adalah titik bagian dalam dari generalisasi

graf Petersen. Gambar 2.26 merupakan graf petersen.
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Gambar 2.25: Graf friendship F}

P(6,2)
Gambar 2.26: Graf petersen

8. Graf Ladder (graf tangga) yang dilambangkan dengan L,, adalah sebuah
graf yang berpadanan dengan K, x P, dengan titik V'(L,,) = {u;,v; : 1 <
i < n}dan E(L,) = {wuis1, 0001 0 1 < i <n—1}U{wy : 1 <i <
n} (Sugeng, 2005:78). Graf ladder mempunyai 2n titik, dan 3n — 2 sisi.

Gambar 2.27 menunjukkan satu contoh graf Ladder dengan n = 5.
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O
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O

C—O

Gambar 2.27: Graf ladder Ls

2.5 Graf tangga permata

Graf tangga permata adalah salah satu family dari graf tangga. Graf
tangga permata adalah sebuah graf yang dinotasikan dengan D/, dimana V' (Dl,,) =
{zi,yi,25;1 <i<n,1<j<2n}dan E(Dl,) = {zxis1,¥iyi+1;1 <i<n-—1} U
{zyi;1 <i<n} U {zjz41;2 < j <2n—2 genap} U {@;29,-1, TiZ0i, YiZ2i1, YiZ2is
1 < i < n}. Gambar 2.28 merupakan graf tangga permata D!,, dan pada Gam-
bar 2.29 adalah contoh graf Dlj.

Ua

1

Gambar 2.28: Graf Tangga Permata DI,

2.6 Pelabelan Graf

Salah satu konsep dasar yang berkaitan dengan pelabelan graf adalah

fungsi bijektif dan barisan aritmatika.
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Y3 Ya

n @)
Gambar 2.29: Graf Tangga Permata DI,

2.6.1 Fungsi Bijektif dan Barisan Aritmatika

Secara umum, fungsi dari himpunan A ke himpunan B didefinisikan se-
bagai aturan yang memetakan setiap anggota himpunan A(dinamakan seba-
gai domain) kepada anggota himpunan B(dinamakan sebagai kodomain). Is-

4 7 4 7 77 4

tilah “fungsi”, “pemetaan”, “peta”, “transformasi”, dan ”“operator” biasanya

dipakai secara sinonim.

Anggota himpunan yang dipetakan dapat berupa apa saja (kata, orang,
atau objek lain), namun biasanya yang dibahas adalah besaran matematika
seperti bilangan riil. Untuk mendefinisikan fungsi dapat digunakan notasi
berikut.

f:A—B

Yang artinya bahwa fungsi f yang memetakan setiap elemen himpunan A

kepada B. Jenis-jenis fungsi ada tiga, yaitu fungsi injektif, surjektif dan bijektif.

Fungsi f: A — B disebut fungsi satu-satu atau fungsi injektif jika dan
hanya jika untuk sebarang a, dan a, € A dengan a, tidak sama dengan a, maka

berlaku f,,) tidak sama dengan f(,,).

Fungsi f: A — B disebut fungsi kepada atau fungsi surjektif jika dan hanya
jika untuk setiap b dalam kodomain B terdapat paling tidak satu a dalam do-

main A sehingga berlaku f(a) = 0. Dengan kata lain, suatu kodomain fungsi
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surjektif sama dengan kisarannya (range).

Fungsi f: A — B disebut disebut fungsi bijektif apabila fungsi tersebut
merupakan fungsi injektif sekaligus surjektif. Gambar 2.30 menunjukkan fungsi
injektif, surjektif dan bijektif.

A B A B
e 1 a e—|
a e e 1
o2 be |
b e_| . »e 2
e 3 c o1 |
cC o | | _»o 3
e 4 d e—
(a) (b)
A B
a o >0 1
b e ) 2

(c)
Gambar 2.30: (a) fungsi injektif, (b) fungsi surjektif dan (c) fungsi bijektif

Barisan yang dibentuk dengan cara menambah atau mengurangi suku

sebelumnya dengan suatu bilangan tetap tertentu disebut barisan aritmatika.
(a)2,6,10,14, 18, . ..
()50, 40, 30, 20, 10, . ..

Barisan (a¢) mempunyai beda, b = 4. Barisan (a) disebut barisan arit-
metika naik karena nilai suku-sukunya makin besar. Barisan (b) mempunyai
beda, b = —10. Barisan (b) disebut barisan aritmetika turun karena nilai suku-
sukunya makin kecil. Suatu barisan Ui, Us, Us, . .. disebut barisan aritmetika

jika selisih dua suku yang berurutan adalah tetap. Nilai untuk menentukan
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suku ke-n dari barisan aritmetika. perhatikan kembali contoh barisan (a). 2, 6,
10, 14, 18, .... Misalkan Uy, U,, Us, . .. adalah barisan aritmetika tersebut maka

Uy =2 =2+ 4(0)
Uy=6=2+4=2+4(1)

Us=10=2+4+4=2+4(2)

U, =2+4(n—1)

Secara umum, jika suku pertama (U;) = a dan beda suku yang berurutan
adalah b maka dari rumus U,, = 2 + 4(n — 1) diperoleh 2 adalah a dan 4 adalah
b. Oleh sebab itu, suku ke-n dapat dirumuskan

U,=a+0bn-1)

Barisan aritmetika yang mempunyai beda positif disebut barisan arit-
metika naik, sedangkan jika bedanya negatif disebut barisan aritmetika turun.
Uy, Us,Us, ..., U,_1,U, disebut barisan aritmatika, jika Uy — Uy = Us — U, =

...=U, — U,_; = konstanta.

2.6.2 Aksioma, Lemma, Teorema, Corollary, Konjektur dan Open Problem

Aksioma adalah proposisi yang diasumsikan benar. Aksioma tidak me-
merlukan pembuktian kebenaran lagi. Teorema adalah proposisi yang sudah
terbukti benar. Bentuk khusus dari teorema adalah lemma dan corolarry (a-
kibat). Lemma adalah teorema sederhana yang digunakan dalam pembuk-
tian teorema lain. Lemma biasanya tidak menarik namun berguna pada pem-
buktian proposisi yang lebih kompleks, yang dalam hal ini pembuktian terse-
but dapat lebih mudah dimengerti bila menggunakan sederetan lemma, se-
tiap lemma dibuktikan secara individual. Corollary (akibat) adalah teorema
yang dapat dibentuk langsung dari teorema yang telah dibuktikan, atau dapat
dikatakan corollary adalah teorema yang mengikuti dari teorema lain. Kon-

jektur adalah sebuah proposisi yang dipradugakan sebagai hal yang nyata, be-
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nar, atau asli, sebagian besarnya didasarkan pada landasan inkonklusif (tanpa
simpulan). Konjektur bertentangan dengan hipotesis (oleh karenanya berten-
tangan pula dengan teori, aksioma, atau prinsip), yang merupakan pernyataan
yang mengandung perjanjian menurut landasan yang dapat diterima. Di dalam
matematika, konjektur adalah proposisi yang tidak terbuktikan atau tidak me-
merlukan bukti atau juga teorema yang dianggap pasti benar adanya. Open
problem (masalah terbuka atau pertanyaan terbuka) adalah beberapa masalah
yang dapat secara akurat dinyatakan, dan belum diselesaikan (tidak ada solusi
untuk diketahui). Contoh open problem dalam matematika, yang telah dise-
lesaikan dan ditutup oleh peneliti di akhir abad kedua puluh, adalah Teorema
Terakhir Fermat dan empat warna teorema peta. Sedangkan open problem

yang belum terselesaikan contohnya adalah permasalahan jembatan Konigsberg.

2.6.3 Definisi Pelabelan Graf

Pelabelan graf G adalah sebuah pemetaan dari himpunan elemen-elemen
graf G (titik dan/atau sisi) terhadap himpunan bilangan bulat positif. Jika do-
mainnya adalah himpunan titik G' maka pelabelannya disebut pelabelan titik
(vertex labeling), sedangkan jika domainnya adalah himpunan sisi G maka dise-
but pelabelan sisi (edge labeling). Jika domainya adalah kedua himpunan terse-
but maka pelabelannya disebut pelabelan total (total labeling). Gambar 2.31

mengilustrasikan pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total pada graf.

a

Gambar 2.31: (a) Pelabelan titik (b) pelabelan Sisi (c) Pelabelan total



Bab 2. Tinjauan Pustaka 34

Pada pelabelan titik, jumlah label dua titik yang menempel pada suatu
sisi disebut bobot sisi. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama maka
disebut pelabelan titik sisi ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang
berbeda dan himpunan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan arit-
matika dengan suku pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut disebut

pelabelan titik sisi anti ajaib (edge antimagic vertex labelling (EAVL)).

Sedangkan dalam pelabelan total, bobot sisi diartikan sebagai jumlah la-
bel sisi dan label dua titik yang menempel pada suatu sisi. Jika semua sisi
mempunyai bobot sisi yang sama maka pelabelan tersebut disebut pelabelan
total-sisi-ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang berbeda dan him-
punan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmetika dengan suku
pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut disebut pelabelan total sisi anti

ajaib (pelabelan total sisi antimagic) (Dartono, 2006).

2.6.4 Pelabelan Total Super (a, d)-sisi antimagic

Sebuah pemetaan satu-satu f dari V(G) ke himpunan bilangan bulat {1, 2,
3,...,p} disebut pelabelan titik (a, d)-sisi antimagic jika himpunan bobot sisinya
w(uwv) = f(u) + f(v) pada semua sisi G adalah {a,a + d,a+2d, ...,a + (¢ — 1)d}
untuk a > 0 dan d > 0 keduanya adalah bilangan bulat, sedangkan Pelabelan
total (a, d)-sisi antimagic adalah sebuah pemetaan satu-satu f dari V(G)UE(G)
ke bilangan bulat {1,2,3,...p + ¢} sehingga himpunan bobot sisinya w(uv) =
f(u) + f(v) + f(uv)pada semua sisi G adalah {a,a + d,a + 2d,...,a + (¢ — 1)d}
untuk ¢ > 0 dan d > 0 keduanya bilangan bulat. Sebuah pelabelan total (a, d)-
sisi antimagic disebut pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic jika f(v) =
{1,2,3,..p}dan f(E)={p+ 1,p+2,..p+q}.

Dengan kata lain, pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada sebuah
graf G = (V, E) adalah pelabelan titik dengan bilangan bulat {1,2,3,...p} dan
pelabelan sisi dengan bilangan bulat {p + 1,p + 2,...p + ¢} dari sebuah graf
G dimana p adalah banyaknya titik dan ¢ adalah banyaknya sisi pada graf G,
sedemikian hingga himpunan bobot dari sisinya adalah W = {w(z,y)|zy €
EG)} ={a,a+d,a+2d,...,a+ (¢ — 1)d} untuk a > 0 dan d > 0, dimana «(u)
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adalah label dari titik u, a(v) adalah label dari titik v dan a(uv)adalah label dari
sisi uv. Untuk mencari batas atas nilai beda d pelabelan total super (a, d)-sisi

antimagic dapat ditentukan dengan lemma berikut ini seperti (dalam Dafik:
2007: 26-27).

<& Lemma 2.6.1 Jika sebuah graf (p,q) adalah pelabelan total super (a,d)-sisi an-
timagic maka d < X422

Bukti. f(V)={1,2,3,...,p}dan f(E)={p+1,p+2,....p+q}

Misalkan graf (p, ¢) mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
dengan pemetaan f : V(G) U E(G) — {1,2,....p + ¢}. Nilai minimum yang
mungkin dari bobot sisi terkecil adalah dengan menjumlahkan dua label titik
terkecil (1 dan 2) dengan satu label sisi terkecil (p + 1), sehingga diperoleh:

14 (p+1)+2=p+ 4. Dapat ditulis :

p+4<a
Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin dari bobot sisi
terbesar adalah dengan menjumlahkan dua label titik terbesar ((p — 1) dan p)
dengan satu label sisi terbesar (p + ¢), sehingga diperoleh:
(p—1)+ (p+q) +p = 3p+ q— 1. Dari sifat bobot SEATL yang menyatakan
bahwa a + (¢ — 1)d adalah suku terbesar, maka diperoleh:

S a+(g—1)d<3p+qg-1

& (p+4)+(¢g—1)d<3p+qg-—1
3p+q—-1—(p+4)

& d=<
qg—1
2 3
PRPERY ¥ a=5 2.1)
s
Dari persamaan (2.1) terbukti bahwa d < 27’;_—‘11*5 sehingga diperoleh d dari

berbagai famili graf. O

K.A. Sugeng, dkk (2005:169) mengatakan bahwa lema berikut digunakan
untuk menemukan pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan

graf untuk jumlah sisi ganjil.
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<& Lemma 2.6.2 Misalkan A merupakan sebuah himpunan, A = {c,c + 1,c + 2,
...,c+ k}, dengan k genap. Maka ada sebuah permutasi I1(A) dari anggota-anggota
himpunan A sehingga A + IL(A) = {2c+ 5 2c+ 54+ 1 2e+ 542, .. 204+ 3 —
1,2c+ %}

Bukti. Misal 2 adalah suatu himpunan 2 = {a;ja; = ¢+ (i—1),1 <i<€+1}
dan k adalah genap. Definisi dari permutasi adalah II() = {b;jj1 <i <€+ 1}
dari anggota 2 berikut:

[ c+ g + %, jika ¢ adalah ganjil, 1 <k +1
)i — .
c+k+ %, jika ¢ adalah genap, 2 <i <k

dengan pembuktian langsung kita dapatkan:
A+EA) = {ai+ b1 <t +1} =
2c+ £ + L4 g ganjil, 1 <k+1}U{2c+k+%| i genap, 1 <k} =
{2c+52c+E+1,.. 2+ 2 — 1,20+ 3}
dan kita mendapatkan hasil. O

Secara harfiah, pelabelan total (a, d)-sisi antimagic dan pelabelan total su-
per (a, d)-sisi antimagic memuat perluasan gagasan dari total (a, d)-sisi magic

dan pelabelan total super (a, d)-sisi magic (Baca dan Miller, 2007:37).

2.6.5 Pelabelan Total Super (a,d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Permata

Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Permata ini
belum ada yang menemukan sebelumnya. Peneliti akan mencoba menemukan

pelabelannya dengan menggunakan teknik berikut ini :

1. menentukan EAVL (Edge Antimagic Vertex Labelling) pada Graf Tangga

Permata dengan teknik pattern recognition;

2. dengan melihat pola pelabelan pada gambar 2.32, langkah selanjutnya
adalah menentukan fungsi bijektif dengan domain bilangan bulat positif
1,2,3,...,p;
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11
; @

Gambar 2.32: EAV Di;

3. selanjutnya menghitung bobot edge antimagic vertex labeling (EAVL). Dari
gambar 2.33 tampak bahwa barisan bobot sisinya (w) adalah sebagai berikut:
3,4,5,...,23. Terlihat bahwa bobot EAVL membentuk barisan aritmatika
dengan beda 1;

Gambar 2.33: EAV Dl;

4. menentukan label sisi dari Super Edge Antimagic Total Labeling (SEATL)
untuk d = 0 pada Graf Tangga Permata (D!3). Melengkapi label titik pada
Gambar 2.33 dengan melabeli sisi-sisinya sehingga menjadi pelabelan to-
tal.
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2.7 Hasil-Hasil Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada Graf Diskonek-
tif

Tabel 2.2: Ringkasan dari pelabelan total super (a, d)-edge

antimagic pada graf disconnected.

Graf d Hasil Open Problem

P,UP,1 1<d<3|(@{)de{l,3}dann>2 d = 2 untuk genap n
(i1) d = 2 dan n > 3 adalah ganijil
(Sudarsana, et al, 2005)

nP> U P, 1<d<3|de{l,2}dann>2 d=3forn>2
(Sudarsana, et al, 2005)

nPyU P19 1<d<4|def{l,2}dann>1 d € {3,4} untukn > 1
(Sudarsana, et al, 2005)

miK, d<5 jika dan hanya jika

(i)d € {0,2} dann € {2,3},
m > 3 ganjil, atau

(i) d = 1 dan m,n > 2, atau

(iii) d € {3,5} dann = 2,

m > 2, atau

(iv)d =4 dann = 2, m > 3 ganjil
(M. Baca dan C. Barrientos,
Submitted, 2008)

mE, d<5 (i) jika d = 1 untuk semua mdann | jika d € {0,2} untuk
(ii) jika d € {0,2} untukn =1 n = 3 danm > 3 ganjil
dan m > 3 ganjil
(iii) jhj d € {3,5} untuk n =1
dan semua m > 2
(iv)jhj d = 4 untuk n = 1 dan
semua m > 3 ganjil
(M. Baca dan C. Barrientos,
Submitted)

mQC,, d<2 jika setiap
(i) d € {0,2} untuk m,n > 3 ganjil
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Graph

Hasil

Open Problem

(ii) d = 1 untuk semua m > 2 dan
n>3
(Dafik, et al, 2009)

mPy,

jika setiap
(i) d € {1, 3} untuk semua m
dann
(ii) d € {0, 2} untuk semua m,n
ganjil
(iii) d € {4,5} untuk semua m dan
n =2

(Dafik, et al, 2009)

mKn,n,n

d € {0,1, 2} untuk m ganjil dan
n sembarang
(Datfik, et al, 2009)

mKn,n,...n

d € {0,1,2} untuk m, n ganjil
(Dafik, et al, 2006)

mC,, ® K,

jika setiap
(i) d € {0, 2} untuk m,n > 3 ganjil
(ii) untuk semua m > 2dann > 3

(M.Baca, et al, in press)

mP, U uC,

jika setiap
(i) d € {0, 2} untuk setiap m +
dan n ganjil
(ii) d = 1 untuk m genap
(Datfik, et al, in press)

de€{0,1,2,3} untuk n + 1
faktor dari m

(Datik, et al, in press)

mKl,m U Sk,’,l

d € {0,1,2,3} untuk m, n sembarang

(Datfik, et al, in press)

m-caterpilar

d€{0,1,2,3,4,5} untuk

m,n sembarang
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Graph d Hasil Open Problem
(M.Baca, et al, in press)
mLy, d<2 d € {0, 1,2} untuk m, n ganjil jika d € {0,2}
(M. Fuad, 2009) untuk m genap
kP2 d<3 d € {0,1, 2} untuk k, n ganjil jikad € {0,1,2}
(Indayani.D.V , 2010) untuk k,n genap
mB(y, i) d<3 de€{0,1,2,3} untuk m >2,n > 2, jika d € {0,2}
dan k > 4 untuk m,n genap
(K.Biyadi, 2010)
mF (1) d<4 d€{0,1,2,3} untuk m >2,n > 2, ejika d € {0,2} untuk
dank > 3 m,n genap dan k > 3
(Z.Abidin , 2010) ejika d € {1, 3} untuk
m > 2n ganjil dan k > 3
mL (k) d<4 d €{0,1,2,3} untuk m > 3, e jika d = 3 untuk
1<i<n,j=2dank=1 m > 3 ganjil dan
(R.Raty Rahmad , 2010) n > il > 2 genap
ejika d € {1,3} untuk
m > 3 ganjil dan
n > il > 2 ganjil
ejika d € {1,3} untuk
m > 3 genap dan
n>1>2
mE;, d<4 d € {0,1,2} untuk m > 3 ganyjil, ejikad =1untukm >3
n=3 dan n > 3 ganjil
(Riza Deviyana , 2011) e jika d = 3 untuk
(m > 3dann > 3) ganjil
e jika d = 3 untuk
(m > 3dann > 3) genap
sWo(3,7,2) d<3 d €{0,1,2} untuk m > 3 ganjildan | ejikad € {0, 1,2} untuk
s ganjil 1 < j < 'mgenap dan
(Yeni Anggraeni , 2011) 1 <k < sgenap




BAB 3

METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deduktif aksioma-
tik, yaitu dengan menurunkan aksioma atau teorema yang telah ada, kemu-
dian diterapkan dalam pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada Graf
Tangga Permata baik yang tunggal maupun gabungan saling lepasnya. Dalam
penelitian ini, terlebih dahulu akan ditentukan nilai beda (d) pada Graf Tangga
Permata, selanjutnya nilai d tersebut diterapkan dalam pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Permata. Jika terdapat pelabelan to-
tal super (a,d)-sisi antimagic, maka akan dirumuskan bagaimana pola pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Permata tersebut de-
ngan menggunakan metode pendeteksian pola (pattern recognition) untuk me-

nentukan pola umumnya.

Langkah selanjutnya adalah menentukan nilai beda (d) pada gabungan
saling lepas Graf Tangga Permata, selanjutnya nilai d tersebut diterapkan dalam
pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada gabungan saling lepas Graf
Tangga Permata. Jika terdapat pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic, maka
akan dirumuskan bagaimana pola pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
pada gabungan saling lepas Graf Tangga Permata tersebut dengan menggu-

nakan metode yang sama untuk menentukan pola umumnya.

3.2 Definisi Operasional

Definisi operasional variabel digunakan untuk memberikan gambaran
secara sistematis dalam penelitian dan untuk menghindari terjadinya perbe-
daan pengertian makna. Definisi operasional variabel yang dimaksud adalah

sebagai berikut:

41
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3.2.1 Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic

Misal p = |V | dan g = |E| maka pelabelan total (a, d)-sisi antimagic adalah
sebuah pemetaan satu-satu f dari V(G)U E(G) ke bilangan bulat {1,2,3...,p+
¢} sehingga himpunan bobot sisinya w(uv) = f(u) + f(v) + f(w) pada semua
sisi G adalah {a,a+d,...,a+ (¢ — 1)d} untuk a > 0 dan d > 0 adalah bilangan
bulat. Sebuah pelabelan total (a, d)- sisi antimagic disebut pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagicijika f(V) = {1,2,3...p} dan {f(E) =p+1,p+2,...,p+q}.

3.2.2 Graf Tangga Permata (D!,,)

Graf Tangga Permata adalah salah satu family dari graf tangga. Graf
Tangga Permata adalah graf yang dinotasikan dengan D!,, dimana V' (Dl,) =
{2,95,25;1 < i <m, 1 < j < 2n}dan E(Dl,) = {2711, y%ir1; 1 <i <n—1} U
{ziy; 1 < i <n} U {2;2j41;2 < j < 2n—2 genap} U {x;20,_1, Ti22, YiZai—1, YiZai-
1 <i < n}. Gambar 3.1 merupakan Graf Tangga Permata DI,, dan pada Gam-
bar 3.2 adalah contoh graf Dl,.

a1

hn

Gambar 3.1: Graf Tangga Permata DI,

3.2.3 Gabungan Saling Lepas Graf Tangga Permata (mDl,,)

Gabungan saling lepas Graf Tangga Permata m DI, didefinisikan sebagai
gabungan diskonektif dari sebanyak m copy Graf Tangga Permata yang mem-
punyai himpunan titik V(mDI,,) = {z§,yf, 251 <i <n,1 <j <2n,1 <k <
m} dan himpunan sisi E(mDl,) = {zfaf  yFyF ;1 <i <n-11 <k <

)
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m} U {aFyF1<i<n1<k<m} U {zfz]’?+1;2§j§2n—2genap,1gkg
ko k

m}y U {akzh | akzk bk | ykeki1 < <n 1 <k <m}. Dalam penelitian ini
kita akan membatasi pada m DI, untuk m > 2 dan n > 2. Gambar 3.3 adalah

gabungan saling lepas Graf Tangga Permata dengan m = 2dan 1 <¢ < 3.

(25) z4
@ @
@ Ya

Gambar 3.2: Graf Tangga Permata DI,

Gambar 3.3: Gabungan Graf Tangga Permata 2Dl

3.3 Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada Graf Tangga Permata baik yang tunggal
maupun gabungan saling lepasnya, jika pada graf tersebut ditemukan pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic maka dilanjutkan dengan pendeteksian

pola (pattern recognition). Adapun teknik penelitian adalah sebagai berikut:
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1. menghitung jumlah titik p dan sisi ¢ pada Graf Tangga Permata DI,

2. menentukan batas atas nilai beda d pada pada Graf Tangga Permata DI,

sesuai dengan Lemma 2.6.1,

3. menentukan label EAV L (edge-antimagic vertex labeling) atau pelabelan
titik(a,d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Permata DI,

4. apabila label EAV L berlaku untuk beberapa graf baik secara heuristik
maupun determinatik maka dikatakan pelabelan itu expandable sehingga
dilanjutkan menentukan algoritma £ AV L pada Graf Tangga Permata D1,

5. menentukan fungsi bijektif EAV L pada Graf Tangga Permata DI,

6. melabeli Graf Tangga Permata DI,, dengan SEAT L (super edge antimagic
total labeling) atau pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dengan nilai

beda d yang feasible,

7. menentukan fungsi bejektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada

Graf Tangga Permata DI,,.

Untuk gabungan saling lepas Graf Tangga Permata juga menggunakan
teknik penelitian seperti yang telah disebutkan di atas namun diterapkan pada
gabungan saling lepas Graf Tangga Permata. Secara umum,langkah-langkah
penelitian di atas dapat juga disajikan dalam bagan diagram alir pada gambar
3.4.
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Menghitung jumlah titik p | Menentukan batas atas nilai
dan sisi ¢ pada DI, beda d sesuai lemma 2. 61

unexpandable L

Menentukan algoritma-"-"="="-"~ -
fungsi bijektif EAVL |~opandabie | Menentukan label EAV L

Y

Menentukan algoritma fungsi
bijektif dari bobot sisi EAV L

Y

Melabeli sisi dan menentukan fungsi
bijektifnya pada graf tangga permata
DI, untuk setiap nilai d bersesuaian

|

1

Menentukan fungsi
bijektif SEATL

Y

Kesimpulan

Keterangan:
———— = : Aliran kegiatan utama
----- = : Aliran pengecekan algoritma

Gambar 3.4: Rancangan Penelitian



BAB 4

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan hasil penelitian tentang pelabelan total super
(a, d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Permata dengan hasil akhirnya berupa
fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada Graf Tangga Per-
mata. Penelitian ini diawali dengan menentukan nilai d, menentukan FAV
dan bobot sisi EAV kemudian menentukan SE AT L dan diakhiri dengan bobot
sisi total SEAT L untuk membuktikan bahwa gabungan graf ini merupakan
SEATL.

Hasil utama dari penelitian yang akan dibahas terkait dengan pelabelan
total super (a, d)-sisi antimagic pada graf DI adalah lemma dan teorema yang
diberi tanda <. Terdapat 2 (dua) lemma dan 6 (enam) teorema baru yang dite-
mukan secara eksperimental dalam penelitian ini. Format penyajian temuan
penelitian dalam bab ini diawali dengan pernyataan lemma atau teorema ke-
mudian dilanjutkan dengan bukti dan contoh gambar atau ilustrasi sebagai
visualisasi kebenaran pembuktian teorema. Berikut ini akan dijelaskan tahap-
tahap bagaimana lemma dan teorema tersebut ditemukan sekaligus menjawab

rumusan masalah yang telah disajikan sebelumnya.

4.1 Jumlah Titik dan Sisi pada Graf Tangga Permata (D!,,)

Penentuan jumlah titik p dan jumlah sisi ¢ merupakan syarat perlu dalam
penelitian ini. Dengan mengetahui jumlah titik dan jumlah sisi, maka peneliti
dapat mengetahui seberapa banyak graf DI mempunyai pelabelan total super
(a, d)-sisi antimagic. Untuk menentukan jumlah titik dan jumlah sisi graf terse-
but, terlebih dahulu akan dicari jumlah titik dan jumlah sisi graf DI (Dl,,) dan
gabungan graf DI (mDI,). Pada Gambar 4.1 berikut disajikan sebuah ilustrasi

untuk menentukan jumlah titik dan jumlah sisi pada graf DI (Dl,,).

46
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Jumlah Titik = 12
Jumlah Sisi = 21

Jumlah Titik = 16
Jumlah Sisi = 29

Gambar 4.1: Jumlah titik dan jumlah sisi graf pada DI dan DI,

Graf Tangga Permata (Dl,,) dimana V' (Dl,,) = {z;,y;,2;;1 <i <n,1 < j <
2n} . Sehingga jumlah titik pada graf DI (DI,) adalah 4n.

Sedangkan jumlah sisi pada graf DI,, merupakan jumlah seluruh sisi yang
menghubungkan suatu titik dengan titik lainnya pada graf tersebut. Berdasar-
kan definisi sisi Graf Tangga Permata, £(Dl,,) = {z;xit1, yi¥it1; 1 <i <n—1} U
{ziyi; 1 <i <n}U{zjzj11; ] genap, 2 < j < 2n—2} U {;20i—1, Ti22i, YiZoi-1, YiZ2ir
1 < i < n} terlihat jelas bahwa graf DI,, memiliki 8n — 3 sisi.

4.2 Jumlah Titik dan Sisi pada Gabungan Graf Tangga Permata (mD!,,)

Jumlah titik dan jumlah sisi pada mDI, dapat ditentukan dengan ter-
lebih dahulu mencermati definisi gabungan pada suatu graf. Gabungan m graf
Tangga Permata DI, yang dinotasikan m DI, didefinisikan sebagai gabungan

saling lepas dari m buah duplikat graf Tangga Permata (D!,,) dengan 1 < j <m
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, ditulis: DI} U DI2 U DI2 U ...U DI™. Sehingga jumlah titik graf mDI,, adalah m
kali jumlah titik graf DI,, dan jumlah sisi graf mDI,, adalah m kali jumlah sisi
graf Dl,. Misalkan p adalah jumlah titik graf mDI,, dan ¢ adalah jumlah sisi

graf mDI,, maka:

p=m.(4n) < p=4mn dan ¢ = m.(8n — 3) < ¢ = 8mn — 3m

4.3 Batas Atas d Graf Tangga Permata (D/,)

Batas atas d graf Tangga Permata (DI,) dapat ditentukan dengan meng-
gunakan Lemma 2.6.1. Diketahui jumlah titik pada graf DI, adalah p = 4n dan

jumlah sisi ¢ = 8n— 3. Dengan demikian batas atas nilai beda d tersebut adalah:

2p+q—>5
qg—1
2(4n) +8n—3 -5
8 —3—-1
& +8n — 8
8 —4
16n — 8
&n —4
< 2

d

Karena pelabelan dalam SEAT menggunakan bilangan bulat positif, maka
nilai d > 0 dan d bilangan bulat. Sehingga dapat disimpulkan d € {0,1,2}.
Selanjutnya akan ditentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi an-

timagic sesuai dengan nilai d yang telah ditetapkan.

4.4 Batas Atas d pada Gabungan Graf Tangga Permata (mDI,,)

Sedangkan batas atas d gabungan graf Tangga Permata (mD!,,) juga dapat
ditentukan dengan menggunakan Lemma 2.6.1. Diketahui jumlah titik pada

graf mDI, adalah p = 4mn dan jumlah sisi ¢ = 8mn — 3m. Dengan demikian
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batas atas nilai beda d tersebut adalah:

J < 2p+qg—>5
< —q—l
~ 2(4mn) +8mn —3m -5
a 8mn —3m — 1
B 8mn +8mn —3m —5
N 8&mn —3m —1
B 16mn —3m —5
 8mn—3m—1
B _ 3m —3
a 8mn —3m — 1

3m—3

Karena 0 < < 1. Sedemikian hingga berlaku:

3m — 3
8mn —3m —1

8mn—3m—1

d < I 2%

S d

IA
N

Karena pelabelan dalam SEAT menggunakan bilangan bulat positif, maka
nilai d > 0 dan d bilangan bulat. Sehingga dapat disimpulkan d € {0,1,2}.
Selanjutnya akan ditentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi an-

timagic sesuai dengan nilai d yang telah ditetapkan.

4.5 Pelabelan Total Super (a,d)-sisi Antimagic pada Graf Tangga Permata
(Dl,)

Metode dalam menemukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pa-
da graf Tangga Permata terdiri dari beberapa langkah yang diawali dengan
menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pela-
belan yang berlaku sampai dengan batas 7 dan j yang telah ditemukan. Ke-
mudian untuk menentukan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi dalam
barisan aritmatika untuk menentukan fungsi bijektifnya. Setelah fungsi bijektif
diketahui maka harus dibuktikan secara deduktif matematik untuk membuk-

tikan kebenaran dari lemma atau teorema. Perlu diketahui bahwa lemma atau
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teorema dalam penelitian ini adalah bukan lemma atau teorema yang biim-

plikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah.

Dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan konsep bari-
san aritmatika, maka diperoleh beberapa lemma, teorema dan akibat sebagai
berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal
(berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan

(existence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah me-
nentukan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dengan terlebih dahulu
menentukan pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata Dl,)
dimana V(Dl,) = {x;, 4,251 < i < n,1 < j < 2n} sekaligus menentukan
fungsi bijektifnya melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan
aritmatika. Lemma 4.5.1 adalah lemma yang berkaitan dengan pelabelan titik

(a, 1)-sisi Antimagic pada Graf Tangga Permata DI,,.

O Lemma 4.5.1 Ada pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata
Dl,, jikan > 2.

Bukti. Labeli titik graf Tangga Permata DI,, dengan fungsi bijektif o, defi-
nisikan pelabelan «; : V(DIl,) — {1,2,...,4n} maka pelabelan a; dapat di-

tuliskan sebagai berikut:

ar(xz;))=4i—2, jikal<i<n

ap(y;)) =4i—1, jikal1<i<n

(=1 +1)

5 , jikal <3< 2n

ai(zj) = 2j —

Dari persamaan di atas, dapat dipahami bahwa a4 (x;), a1 (y;) dan oy (z;)
adalah fungsi bijektif yang memetakan DI,, ke himpunan bilangan bulat {1, 2.-
...,4n}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan titik «; dimana

bobot sisi pelabelan titik diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang



Bab 4. Hasil dan Pembahasan 51

bersisian, maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan melalui pengamatan pola

dan penggunaan konsep barisan aritmatika sebagai berikut:

wh (zixi) = 84 jikn 1<i<n-—1

w2 (yyin) = 8i+2 jiknl<i<n-—1
wil(xiyi) 8 —3; jikal<i<n

wy (zz;11) = 4j+1; jika 2 <j<2n—2 genap
wgq (xi29i-1) = 8i—5; jikal<i<n

wé’}l (wi22;) = 8 —2; jikal<i<n

Wl (yizmi1) = Si—4; jikal1<i<n

wil(yﬂm) = & —1;, jikanl<i<n

Berdasarkan bobot sisi EAV ini, bobot sisi terkecil terletak pada w5, yaitu
8i — 5. Bobot sisi terbesar terletak pada w$ yaitu 8 — 1. Dengan mensubsti-

tusikan nilai ¢ = 1, k¥ = 2 dan ¢ = n untuk bobot sisi terbesar, sehingga dapat

membentuk himpunan Ule wh, = {3,4,5,...,8n — 1} terdiri dari bilangan
bulat berurutan. Dengan demikian «; adalah suatu pelabelan titik (3, 1). O
Angka 1, 2, .., 8 pada w} ,w: w3 ,...,ws bukan merupakan pangkat,

melainkan untuk membedakan w,, yang mempunyai syarat batas i dan j yang
berbeda-beda. Gambar 4.2 merupakan contoh pelabelan titik beserta bobot sisi

EAVLnya (3, 1)-sisi antimagic graf Tangga Permata (DI,) dengan d = 1.

Gambar 4.2: Pelabelan titik (3,1)-sisi antimagic pada DI,
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Berdasarkan Lemma 4.5.1 maka diperoleh pelabelan titik (3, 1)-sisi an-
timagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a, 0)-sisi antimagic deng-
an menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak la-
bel sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang
berkebalikan. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terbesar
dan sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terkecil. Melalui penga-
matan pola dan penggunaan konsep barisan aritmatika, maka dapat diten-

tukan fungsi bijektifnya. Dari uraian di atas dapat diturunkan teorema 4.5.1:

O Teorema 4.5.1 Ada pelabelan total super (12n,0)-sisi antimagic pada graf Tangga
Permata DI, jikan > 2.

Bukti. Labeli titik graf Tangga Permata DI, dengan as(z;) = ay(x;),
a2(yi) = ai(y;) dan as(z;) = oy(z;), definisikan label sisi oy : E(Dl,) —
{4n + 1,4n + 2,...,12n — 3}, maka label sisi o, untuk pelabelan total super

(a,0)-sisi antimagic pada graf DI, dapat dirumuskan sebagai berikut:

as(ximi) = 12n — 8i, jika 1<i<n-—1
a(yiyiv1) = 12n—8i—2, jika 1<i<n-1
ao(z:y;) = 12n—8i+3, jika 1<i<n

as(2;2j+1) = 12n—4j—1, jika 2 <j<2n— 2 genap
ag(xiz0i-1) = 12n—8i+5, jika 1<i<n

ao(T;29;) = 12n—8i+2, jikal1l<i<n

ao(yizsi) = 12n—8i+4, jika 1<i<n

o (Yiza;) = 12n—8i+1, jika 1<i<n

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total as(z;), a2(y;),
042(2’3‘), QQ(%%H), a2<yiyi+1)/ az(%yz‘), a2(2j2j+1), 042(%22@‘—1), 042(1‘@‘2%), a2(yz‘22i—1)
dan as(y;22;) maka W,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot

sisi EAVL w,, = w,, dan rumus label sisi a; dengan syarat batas i dan j yang
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bersesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wa,
W2

a2

WS

a2

a2

{wl, + as(wzi); jika 1 <@ <n—1}
(84) + (121 — 8i)

12n

{w2, + co(yiyiir); jika 1 <i<n—1}
(8i+2)+ (12n — 8 — 2)

12n

{wd, + as(zy;); jika 1 <7< n}

(8 —3) + (121 — 8i + 3)

12n

{wl, + aa(z;2j41); jika 2 < j < 2n — 2 genap}
(45 +1) +(12n — 45— 1)

12n

{wl, + aa(@izai1); jika 1 < ¢ < n}
(8 — 5) + (120 — 8i + 5)

12n

{wg2 + ag(x;29); jika 1 < i < n}

(8 — 2) + (121 — 8i + 2)

12n

{wl, + co(yizei—1); jika 1 <i < n}

(8 — 4) + (12n — 8i + 4)

12n
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W8 = {wd, + as(yize); jika 1 <i < n}
= 8i—1)4+(12n —8i +1)

= 12n

Tampak bahwa W, = W2 = ... = W2 =12n. Atau dapat dituliskan se-
bagai berikut: |J;_, W, = {12n, 12n, ..., 12n}. Dapat disimpulkan bahwa graf
Tangga Permata DI,, dengan n > 2, mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi
antimagic dengan a = 12n dan d = 0, atau graf Tangga Permata DI,, mempunyai
Pelabelan Total Super (12n, 0)-sisi antimagic jika n > 2. O

Angkal,2,...,8pada Wl W2

@) L)

W, bukan merupakan pangkat, me-
lainkan untuk membedakan W,,, yang mempunyai syarat batas i, dan £ yang
berbeda-beda. Gambar 4.3 merupakan contoh pelabelan total super (48, 0)-sisi
antimagic (SEAT L) pada graf Tangga Permata Dl,.

Gambear 4.3: SEATL graf DI (Dl,) dengan d = 0

Berdasarkan Lemma 4.5.1 maka diperoleh pelabelan titik (3, 1)-sisi an-
timagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a,2)-sisi antimagic de-
ngan menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak
label sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang
yang sama. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terkecil
dan sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terbesar, dimana E(DI,,) =
{wwi, yiyir; 1 <0 < n— 1} U{rys 1 <6 < nf U {z2540;] genap,2 < j <
2n — 2} U {x;20i-1, Ti22i, Yiz2i—1, Yizei; 1 < @ < n}. Melalui pengamatan pola dan

penggunaan konsep barisan aritmatika, maka dapat ditentukan fungsi bijek-
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tifnya. Dari uraian di atas dapat diturunkan teorema 4.5.2:

& Teorema 4.5.2 Ada pelabelan total super (4n+4, 2)-sisi antimagic pada graf Tangga
Permata DI, jikan > 2.

Bukti. Labeli titik graf Tangga Permata DI, dengan as(x;) = (),
as(y;) = ai(y;) dan as(z;) = ai(z;), definisikan label sisi a3 : E(DI,) —
{4n + 1,4n + 2,...,12n — 3}, maka label sisi a3 untuk pelabelan total super
(a,2)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata DI,, dapat dirumuskan sebagai
berikut:

a3(Tiip1) = 4n+8 —2, jika 1<i<n-1
as(Viyir1) = 4n+8i, jikan 1<i<n-—1

a3 (wy;) = 4dn+8 —5, jikal<i<n

as(zizj41) = 4n+4j—1, jika 2 <j<2n— 2 genap
a3(Tizi-1) = 4n+8 —7, jika 1<i<n

a3(x;29;) = 4n+8 —4, jka 1<i<n

a3(yizei1) = 4n+8i—6, jika 1<i<n

az(yize;) = 4n+8i—3, jika 1<i<n

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total as(x;), as(v:),
043<Zj)/ Qa3 (%’%’H)/ ag(y@-y¢+1), &3($iyi), @3(2j2j+1), 043(%'22%1)/ 063(1%221), 063(3/2'22%1)
dan as(y;22;) maka W,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot
sisi EAVL w,, = w,, dan rumus label sisi o5 dengan syarat batas ¢ dan j yang

bersesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wa, = {wl, + as(zwi); jika 1 <i<n—1}
= (8)+ (4n +8i —2)

= 4n+ 161 — 2
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2
w2,

a3

W7

a3

WS

a3

Perhatikan Himpunan bobot sisi W,, = {W. , W2 W3

{w2, + as(yiyisr); jika 1 < <n—1}
(8i +2) + (4n + &)

4n + 1671 + 2

{wd, + as(zy,); jika 1 <i < n}
(8 = 3) + (4n + 8i — 5)

4n + 16i — 8

{way +a3(2j2j11); jika 2 < j < 2n — 2 genap}
(45 +1) + (4n+4j - 1)

dn + 8y

{wf5¥3 + a3(x;29;-1); jika 1 < i < n}
(8i — 5) + (4n +8i —7)

4n + 160 — 12

(w8, + as(®izs); jika 1 < i < n}
(8i —2) + (4n + 8i — 4)

dn + 167 — 6

{wl, + as(yizei-1); jika 1 < i <n}
(8i — 4) + (4n + 8i — 6)

4n + 16i — 10

{wig + as(yize;); jika 1 <i < n}
(8i —1) + (4n +8i —3)

4n + 16i — 4

WE }. Tam-

oz’ asz) e R

pak bahwa bobot sisi terkecil terletak pada W2, dan bobot sisi terbesar ter-

letak pada W,. Dengan mensubstitusikan nilai i = 1 pada W7, diperoleh
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W, = 4n + 4, substitusi i = 2 pada ng diperoleh W,, = 4n + 6,. .., substitusi
i = n pada W¢, diperoleh W,,, = 20n — 4. Dapat dinyatakan bahwa W,,, mem-
bentuk barisan aritmatika dengan suku awal 4n+4 dan beda 2 (dua), atau dapat
dituliskan [ J}_, W} ,=14n+4,4n+6,4n + 8 ...,20n — 4}. Dapat disimpulkan
bahwa graf Tangga Permata D[,, mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi an-
timagic dengan a = 4n+4 dan d = 2 atau graf Tangga Permata DI,, mempunyai
Super (4n + 4,2)- EAT; n > 2. Sehingga terbukti bahwa pelabelan total a;(z;),
as(yz‘), aS(Zj)/ a3($i$i+1)f Ofs(yiyiﬂ), 043(3%%), 043(£’ij+1), 0é3(37i22i—1), CYS(%Z%),
as3(yiz2i—1) dan as(y;22;) adalah pelabelan total super (a,2)-sisi antimagic jika
n > 2. O

Angka 1,2,...,8 pada W. W2

g ag?”

.., W§, bukan merupakan pangkat, me-
lainkan untuk membedakan W,, yang mempunyai syarat batas i dan j yang
berbeda-beda.

Jika a3(z) adalah label sisi DI, untuk d = 2 dan «as(z) adalah label sisi DI,
untuk d = 0 maka berdasarkan urutan peletakkan label sisi yang ditentukan
berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dapat dirumuskan label sisi DI,, untuk
d = 2, yaitu:

az(2) = 2p+q+1—02(2)
= 2(4n)+ (8n —3) + 1 — ax(2)
= 16n — 2 — as(z)

Gambar 4.4 merupakan contoh pelabelan total super (24, 2)-sisi antimagic
(SEATL) pada graf Tangga Permata Dis.

Untuk pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf Tangga Per-
mata DI, dengan d = 1, penulis akan membuktikannya melalui sebuah teo-
rema yang dikembangkan dari Lemma 2.6.2 yang telah dibuktikan pada bab
2. Berdasarkan lemma yang telah ditemukan tersebut, maka penulis mengem-
bangkan lemma tersebut menjadi sebuah teorema baru untuk menentukan pela-

belan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf DI,, dengan d = 1.



Bab 4. Hasil dan Pembahasan 58

15
Gambar 4.4: SEATL graf DI (Dl5) dengan d = 2

<& Teorema 4.5.3 Suatu graf DI, mempunyai pelabelan total super (8n + 2, 1)-sisi
antimagic untuk n > 2.

Bukti. Sebagaimana tercantum dalam Lemma 2.6.2, untuk n > 2, pela-
belan titik oy pada graf DI, dari Lemma 4.5.1 adalah pelabelan (3, 1)-EAV. Misal
barisannya adalah A = {c,c+ 1,¢+ 2, ..., ¢ + k} membentuk himpunan bobot
sisi dari pelabelan titik a; untuk ¢ = 3 dan k = 8n — 4. Pada Lemma 2.6.1, II(2)
dari anggotanya 2 antara lain 2 + [II() — ¢ + 822] = {¢ 4 10222 ¢ 4 10n=2 4 7
.. e+ 22210 ika [[I(”A) — ¢ + ®%2] adalah label sisi dari DI, maka 2+ [IT() —
¢+ #222] membentuk himpunan bobot sisi dari DI,,, yang mana hasil pelabelan
total super (8n + 2, 1)-EAT. O

Gambar 4.5: Pelabelan total super (34, 1)-sisi antimagic (SEAT L) pada DI,
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4.6 Pelabelan Total Super (a, d)-sisi Antimagic pada Gabungan Graf Tangga
Permata (mDl,)

Metode dalam menemukan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
pada gabungan graf DI, terdiri dari beberapa langkah yang diawali dengan
menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pela-
belan yang berlaku sampai dengan batas i, j dan k yang telah ditemukan. Ke-
mudian untuk menentukan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi dalam
barisan aritmatika untuk menentukan fungsi bijektifnya. Setelah fungsi bijektif
diketahui maka harus dibuktikan secara deduktif matematik untuk membuk-
tikan kebenaran dari lemma atau teorema. Perlu diketahui bahwa lemma dan
teorema dalam penelitian ini adalah bukan lemma atau teorema yang biim-

plikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah.

Dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan konsep bari-
san aritmatika, maka diperoleh beberapa lemma, teorema dan akibat sebagai
berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal
(berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan

(existence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah me-
nentukan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dengan terlebih dahulu
menentukan pelabelan titik (a,1)-sisi antimagic pada gabungan graf Tangga
Permata mDI,, dimana V(mD,) = {z},yF,2F1 <i<n 1 <j<2n,1 <k <m}
sekaligus menentukan fungsi bijektifnya melalui pengamatan pola dan peng-
gunaan konsep barisan aritmatika. Lemma 4.6.1 adalah lemma yang berkaitan
dengan pelabelan titik (a,1)-sisi Antimagic Gabungan Graf Tangga Permata
mDI,.

< Lemma 4.6.1 Ada pelabelan titik (253, 1)-sisi antimagic pada gabungan Graf Tang-
ga Permata mDI,, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan graf Tangga Permata mDI,, dengan fungsi
bijektif ay, untuk 1 < k < m, definisikan pelabelan a4 : V/(mDl,)) — {1,2.-
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.,4nm} maka pelabelan o, dapat dituliskan sebagai berikut:

( BBtk ika i = 1(mod 3) dan k ganyjil
(8i— 62)’“_”“7 jika i = 1(mod 3) dan k genap
au(zh) = w, jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
BOmtktl. jika ¢ = 3(mod 3) dan k ganjil
| 9L ika i = 3(mod 3) dan k genap
( (81'72)771%%2; jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
(81'—4)++k+1; jika ¢ = 2(mod 3) dan k ganjil
ag(yf) = ¢ GBmtktl ika = 2(mod 3) dan k genap
E=dmik.ika i = 3(mod 3) dan k ganjil
\ (8%*42)’"_”“; jika i = 3(mod 3) dan k genap
y (4j—4)++k+1; jika 7 = 1(mod 6) dan k ganjil
Wi=3miktl, - Sika j = 1(mod 6) dan k genap
Wiz2mthtl, ik j = 2(mod 6) dan k ganjil
(4]'*1)++’f+1; jika j = 2(mod 6) dan k genap
o) GRS ika j = 3(mod 6) dan k ganjil
044(23') W\ (4j—Dm+k - 2 =
W jika j = 3(mod 6) dan k genap
Wizhmth - Sika j = 4(mod 6) dan k ganjil
W; jika j = 4(mod 6) dan k genap
M@L’”?; jika j = 5(mod 6) dan k sembarang
\ 4jm—22k+2; jika 7 = 6(mod 6) dan k sembarang

Fungsi bijektif pada ay («f

17

ay(yF) dan ay(2}) dapat direduksi sebagai berikut:

(8i=5)ym+k ((—1)’~“+1
2 4
ky _ (8i—4)m—2k+2
CY4(ZL'Z~) i 2 )
(8i—5)m+k+1 ((71)k+1+1
2 4

ym; jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
)m; jika i = 3(mod 3) dan k sembarang




Bab 4. Hasil dan Pembahasan 61

w; jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
as(yf) = (8i_3)£”+k+1 - ((_l)zﬂﬂ)m; jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
\ BiSimik ((_lfﬂ)m, jika i = 3(mod 3) dan k sembarang

(4j— 3m+k+1 ( )k+1+1)

m; jika j = 1(mod 6) dan k sembarang
(45—1 m+k+1 ( 1)k+1+1)

(45— )m+k
2
)m+k (( k41
2
(4j—2)m—2k+2

2 )
4jm—2k+2 .
\ 2 ’

m; jika j = 2(mod 6) dan k sembarang
(S

ym; jika j = 3(mod 6) dan k sembarang

(1/4(2,/?) = (45—

jika j = 5(mod 6) dan k sembarang

( )
( )
( )
ym; jika j = 4(mod 6) dan k sembarang
( )
( )

jika j = 6(mod 6) dan k sembarang

Dari persamaan di atas, dapat dipahami bahwa ay(2}), ca(y)) dan ay(z})
adalah fungsi bijektif yang memetakan mD!,, ke himpunan bilangan bulat {1, 2,
., 4nm}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan titik oy dimana
bobot sisi pelabelan titik diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang
bersisian, maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan melalui pengamatan pola

dan penggunaan konsep barisan aritmatika sebagai berikut:

kok
Bobot pada sisi z; 7},

wl (ahak ) = DBmEE2 4 (i 1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
w2 (zFizk ) = M—mﬁ + (i — 1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k genap
w3 (aFaky) 0m—k+3 4 (j; — 2)8m;  jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
w (xFak ) 3m—kt3 4 (j —2)8m;  jika i = 2(mod 3) dan k genap
w) (ahak ) = 8wl 4 (G 3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k sembarang

Bobot pada sisi yfyF,

ws (yhyk) = B2 4 (- 1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
w?h (yFyF,) Wm_ktd + (7 —1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k genap
ws (yFyk,,) Bmi2ktl 4 (j —2)8m;  jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
wh (yFyF,,) Blm_kt2 4 (7 —3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
wl(ykyk, ) = 2 4 (- 3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k genap
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Bobot pada sisi ¥y

wik(ahyf) = 2 4 1)gm:
w(ahy) = Sy (s,
whahyh) = gk o),
wh(ahyl) = BugkE (o),
wh(ahyf) = W ( g)gm:

Bobot pada sisi z

j+1
k) = 15m+22k+1 (j — 2)dm;
Bab) = B (g
k) = B G gy
ik = RS Gm,
k) = B G
Bobot pada sisi #%z5; |
Lahah ) = 3mEZEH 4 (G 1)8m;
2(xhzk ) = B2 (- 2)8m;
:sz% 1) 20m_k+2+(z_2)8m’
2(xf2k ) = omEES 4 (§—3)8m;
S(ziah ) = 4 (- 3)8m;
Bobot pada sisi z¥ 25,
afe;) = PR 4 (1= 1)8m;
tek) = Tkt o)
atef) = Basksd s i om,
k) = Bml (g
pha) C ks g,

jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
jika i = 1(mod 3) dan k genap
jika i = 2(mod 3)
( )
( )

dan k ganjil

jika 1 = 2(mod 3) dan k genap

jika ¢ = 3(mod 3) dan k sembarang
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jika 7 = 2(mod 6) dan k sembarang

( )
jika j = 4(mod 6) dan k ganjil
jika j = 4(mod 6) dan k genap
jika j = 6(mod 6) dan k ganjil
( )

jika 7 = 6(mod 6) dan k genap

jika 7 = 1(mod 3) dan k sembarang

( )
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3) dan k genap
jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika 7 = 3(mod 3) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3)
( )
( )

dan k genap

jika ¢ = 3(mod 3) dan k ganjil
jika i = 3(mod 3) dan k genap
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Bobot pada sisi yF 25,

wm(yZ 2K ) = S (- 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
w2 (yFzk,_ ) Tmbt3 4 (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k genap
w3 (yFak ) = 21—””22’“—“ + (i —2)8m; jika ¢ = 2(mod 3) dan k sembarang
w3 (yr2h, ) Bm_kt2 (i —3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
w (yFzk ) Bm_kt2 4 (j —3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k genap

Bobot pada sisi y 25,

wi(ykah) = B 4 (i —1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
w3 (yF 25 1m—kt3 4 (; —1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k genap
w(ykzk) = Zmi2l 4 (5 —2)8m;  jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
w (ykzk) = 8o 4 (- 3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
wd(ykak) = M2 4 (1-3)8m;  jika i = 3(mod 3) dan k genap

Fungsi bijektif pada w,, dapat direduksi sebagai berikut:

Bobot pada sisi zfz¥ ; untuk k& sembarang

wl (ahzh ) = Umoke2 g & 1)Tlﬂ)m + (i —1)8m; jika i = 1(mod 3)
w? (ahizk, ) = 20mokad 4 ((_121k+1)m + (1 — 2)8my; jika i = 2(mod 3)

wd (ahak ) = BmiEl 4 (j 3)8m; jika i = 3(mod 3)

Bobot pada sisi 4y, ; untuk k sembarang

wh, (yFyk,) = Bmekis (UMY, 4 (G 1)8m;  jika i = 1(mod 3)
wh, (UFyk,, ) =, SRR o (7 — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
wg4(yfyf+1) = 50m;k+2 o ((_l)zﬂﬂ)m + (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)

Bobot pada sisi z¥y? untuk k sembarang

wl (ahyl) = Smohi2 g ((71)1““)771 + (1 —1)8m; jika i = 1(mod 3)
wh, (ahyl) = Hmokis (GO, (G 9)8m;  jika i = 2(mod 3)

wl, (afyf) = ML 4 (f — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
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Bobot pada sisi 2/2¥, | untuk & sembarang
wi (2F2f,) = P (5 — 2)dm; jika j = 2(mod 6)
wil (k) = 2m_kt2 4 ((_l)ljlﬂ)m +(j —4)d4m; jika j = 4(mod 6)
wi2 (k) = Bmeked (UMY, (G G)dm; ika j = 6(mod 6)
Bobot pada sisi ¥z, | untuk & sembarang
wes (whzy,_y) = P 4 (i - 1)8m; jika i = 1(mod 3)
wiﬁ(mfzéﬁ_l) = 20m§k+2 + ((_1)z+1+1)m + (i —2)8m; jika i = 2(mod 3)
wid (akoh ) = Homoktd g ((_lzfﬂ)m + (i —3)8m;  jika i = 3(mod 3)
Bobot pada sisi z%z5; untuk k sembarang
wes (whzy;) = ML 4 (i~ 1)8m; jika i = 1(mod 3)
wgl(mfz’;z) = 26mgk+2 + ((_I)TIH)m + (i —2)8m; jika i = 2(mod 3)
k
wiS(akah) = moktd gy ((_121 ym + (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
Bobot pada sisi yz5;,_; untuk k& sembarang
wi(ykok ) = Smekds L (CUMLY, o (6 1)8m;  jika i = 1(mod 3)
wa (yFehiq) = BEEEEE 4 (5 — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
wa (Y 251) = 38m;k+2 g ((_I)TIH)m + (1 — 3)8m;  jika i = 3(mod 3)
Bobot pada sisi y¥z5 untuk k sembarang
w2 (yFak) = 12’”;“3 + ((_lfﬂ)m + (i —1)8m; jika i = 1(mod 3)
wB(ykak) = Zmi2tl 4 (5 2)8m; jika i = 2(mod 3)
wi(yhok) = Mmokd2 (DY, (G 3)8m;  jika i = 3(mod 3)

Berdasarkan bobot sisi EAV ini, bobot sisi terkecil pertama, kedua sampai
terkecil kelima terletak pada w?! yaitu 2225t 4 (; — 1)8m, selanjutnya ter-
letak pada w3! yaitu @23 4 (7 — 1)8m. Bobot sisi terbesar terletak pada w2’
yaitu 752 4 (; — 3)8m. Dengan mensubstitusikan nilai i = 1 dan k = 1
pada w?! diperoleh w,, = #7204 (1 1)8m = It gubstitusi i = 1
dan & = 2 pada w?! diperoleh w,, = iﬁ#”—l + (1 = 1)8m = 325, sub-
stitusi ¢+ = 1 dan k = 3 pada w?! diperoleh w,, = w + (1 —1)8m =
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3 7 45m—1+42
mTJr"_ mTJr +

(n —3)8m = w Dapat dinyatakan bahwa w,, membentuk barisan

., substitusi ¢ = n dan k = 1 pada w2} diperoleh w,, =

aritmatika dengan suku awal 22t dan beda 1 (satu), atau dapat dituliskan

UL, wh, = {3t 3mis Smi7 - (6n-3)mily - Gehingea terbukti bahwa pela-

belan titik ay(x}), au(yf) dan ay(zF) adalah pelabelan titik (222 1)-sisi an-

timagic jika m ganjil, m > 3 dann > 2. O

Angka 1, 2, ..., 40 pada w} ,w? , w?

(e 7% a4 (a7 R

., wpa) bukan merupakan pangkat,
melainkan untuk membedakan w,, yang mempunyai syarat batas i, j, dan
k yang berbeda-beda. Gambar 4.6 merupakan contoh pelabelan titik beserta

bobot sisi EAVL (223 1)-sisi antimagic gabungan graf Tangga Permata 3Dl

dengan d = 1.

Gambar 4.6: Pelabelan titik (6,1)-sisi antimagic pada 3Dl4
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Berdasarkan Lemma 4.6.1 maka diperoleh pelabelan titik (252, 1)-sisi an-
timagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a, 0)-sisi antimagic dengan
menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak label
sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang berke-
balikan. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terbesar dan
sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terkecil, dimana E(mDI,,) =
{ofafyfyil Si<n—1L1<k<mjU{aly;1 <i<nl<k<mpu
{22 < J < 2n—2genap,, 1 < k < m}pU{ates 1, 272, yizh 1, Y0 s 1 <
i <n,1 <k <m}. Melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan
aritmatika, maka dapat ditentukan fungsi bijektifnya. Dari uraian di atas dapat

diturunkan teorema 4.6.1:

<& Teorema 4.6.1 Ada pelabelan total super ( w, 0)-sisi antimagic pada gabu-

ngan graf Tangga Permata m DI, jika m ganjil, m > 3 dann > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan graf Tangga Permata mDI,, dengan a5 (zf) =
ag(z)), as(yf) = au(yf) dan as(zF) = au(z}), untuk 1 < k < m, definisikan
label sisi o : E(mDIl,) — {4nm + 1,4nm + 2,...,12nm — 3m}, maka label
sisi a; untuk pelabelan total super (a, 0)-sisi antimagic pada graf m DI, dapat

dirumuskan sebagai berikut:

i (4n_3)6++k+1 — (i —1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
(24n—_172)ﬂﬁ — (1 —1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k genap
as(zfal, ) = w — (1 —2)8m;  jikai=

n1TRmtk (; —2)8m;  jika i

\ (n—2)24;n—2k+2 ~ (i — 3)8m;

mod 3) dan k genap

jika 1 mod 3) dan k sembarang

1( )
1( )
2(mod 3) dan k ganjil
2( )
3( )
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as(yfyk,) =

Qs (ﬁ%)

ag,(zfzfﬂ) =

045@?25@—1) -

o (2] 25;) =

(8n—="7)3m+k (Z

(12n—27)2m+k-+1
2

(24n—53)m+k+1

Gtk 1ygyy,
(24n—11)m+k+1
(24n—27)m+k (’L N 2)8m
(6n—T)4m+k

(n—=T)6m—2k+2 (Z

(4n—3)6m—2k+2 (] i )

2n—3)12m+k+1 .

S

(24n—35)m+k+1 )
2

(24n—51)m+k s

(6n—13)4m+k (j =

5 — 1)8m;

(12n—11)2m+k (Z . 1)8m

2

(2n—3)12m—2k+2 . (/L _ 2)8m,

2
— (i — 3)8m;

5 — (1 —3)8m;

— (1 —1)8m;

2

2
2)8m;
— 3)8m;

2 (i_

2

2

—(j —4)4m;
2

2

(12n—3)2m—2k+2 (i — 1)8m;

2
(n71)2§m+k+1 _al (Z N 2)8m,
(24n—232)m+k+1 - ('L W\ 2)8m,

(8n—132)3m+k e (Z w 3)87,'17

(3n—5;8m+k A (Z it 3)8m,

(2n—1)12m—2k+2 (i — 1)8m;

2

(4n—5)6m+k+1

: — (i — 2)8m;

(24n7292)m+k+1 — (i —2)8m;

(24n—45)m+k (i — 3)8m;

2

(12n—23)2m+k (Z . 3)8m

2
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jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
jika i = 1(mod 3) dan k genap
jika 7 = 2(mod 3) dan k sembarang
jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika 7 = 3(mod 3) dan k genap

jika ¢ = 1(mod 3) dan k ganjil
jika i = 1(mod 3) dan k genap
jika i = 2(mod 3)
( )
( )

dan k ganjil

jika 7 = 2(mod 3) dan k genap

jika 2 = 3(mod 3) dan k sembarang

jika 7 = 2(mod 6) dan k sembarang
jika j = 4(mod 6) dan k ganjil
jika j = 4(mod 6) dan k genap
jika j = 6(mod 6) dan k ganjil
( )

jika j = 6(mod 6) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3) dan k genap
jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika 7 = 3(mod 3) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3) dan k genap
jika 7 = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika ¢ = 3(mod 3) dan k genap
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(8n—3%3m_+k — (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
(12n—52)2m+k — (i —1)8m;  jika ¢ = 1(mod 3) dan k genap
as(yy 25 ,) = (”’—”24;“#’”2 — (i —2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
(4n77)62m+k+1 — (i —3)8m; jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
\ w — (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3) dan k genap
( Gnoslmek _(;_ 1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
(3n—2%8m+k — (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k genap
as(yFek) = (4n*5)6;n*2k+2 — (i —2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
("*2)24++k+1 — (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
\ (24n—472)m+k+1 — (i —3)8m; jika i = 3(mod 3) dan k genap
Fungsi bijektif pada Oé5(l’f$f+1>/ Oés(yfyfﬂ)/ 045(95?%)/ 045(2;‘€ij+1)’ O‘5(a"§z§i*1>’
as(zh28), as(yF2b,_|) dan a;(yFz5,) dapat direduksi sebagai berikut:(untuk &
sembarang)
( (24n~172)m+k+1 | | ((*U’jlﬂ)m — (i —1)8m; jika i = 1(mod 3)
a5(xfxf+1) A\( (8n—112)3m+k B ((—121k+1)m — (i —2)8m; jika i = 2(mod 3)
\ (n—2)24;n—2k—|—2 _ (i = 3)8m; jika i = 3(mod 3)
' e il e V2 4 v S ST jika i = 1(mod 3)
as(ybyl,) = (2n—3)122m—2k+2 — (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
\ (24n—532)m+k+1 - ((—1)T1+1)m — (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
(24n—112)m+k+1 i ((_1)2““)771 — (1 —1)8m; jika i = 1(mod 3)
o (k) = (24n7227)m+k _ ((—1zf+1)m — (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
(4n—7)6;n—2k+2 — (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
Un=3)0m=2h+2 _ (5 — 2)4m; jika j = 2(mod 6)
as(2F 2l ,) =4 Pntdmkl ((*U’l““)m — (7 —44m; jika j = 4(mod 6)
k
@ln=dlmtk _ (CLUAym — (f — 6)dm; jika j = 6(mod 6)
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(12”—3)2+2k+2 — (i —1)8m; jika 7 = 1(mod 3)
as(zhzk ) = (24n7232)m+k+1 _ ((*1)T1“)m — (i —2)8m; jika i = 2(mod 3)
En193mek _ (), (- 3)8m; jika i = 3(mod 3)
(271—1)12+2k+2_ — (i —1)8m; jika i = 1(mod 3)
(k) = (24n7292)m+k+1 _ ((71)2““)771 — (i —2)8m; jika i = 2(mod 3)
CanA9mih _ (DL, (G 3)8m; jika i = 3(mod 3)
(8n73;3m+k a (“T“)m — (i —1)8m; jika i = 1(mod 3)
045(ny§¢,1) _ (n71)24;n72k+2 — (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
(24n—412)m+k+1 i ((_I)Z““)m — (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
(8n75;3m+k ) ((*T“)m — (1 —1)8m; jika i = 1(mod 3)
as (k) = (4n—5)6;n—2k+2 — (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
(24n—472)m+/€+1 A ((—1)’1+1+1)m — (i —3)8m; jika i = 3(mod 3)

Jika W, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total as(zF), as(yF),-

as(2), as (27 f ), 05 (YY), as(@fyl), s (2 274, as (2728 ), as(2f25,), s (yF i)

dan as(yFz5,) maka W,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot
sisi EAVL w,, = w,, dan rumus label sisi «; dengan syarat batas ¢, j, dan k

yang bersesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

. . k k,
Untuk sisi o7z,

Wi = {wl, +as(zfzf,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}

= (Bmokt2 4 (G 1)) 4 (WO 1)8m)

(8n—1)3m+3
2
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W2 = {wl +as(afzl,); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
— (14m;k+2 + (Z . 1)8m) + ((24n—172)m+k+1 _ (Z . 1)87’77,)
_ (8n—1)3m+3
= ol

W£:35 = {w35 + 045@?@11)? jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}
— (30mgk+3 + (7/ _ 2)8m) _'_ ((8n7112)3m+k . (’L - 2)8m)
_  (8n—1)3m+3
= o ped

Wi = {wl +as(azfzl,); jika i = 2(mod 3) dan k genap}
— (31m;k+3 _|_ (7/ i 2)8m) _'_ ((12n—127)2m+k o (Z . 2)8m)
_ (8n—1)3m+3
= nolfmed

W§5 = {wi 3 045($§55§+1); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
s (_45m§2k+1 T (z fd 3)8m) i\ ((n—2)24;n—2k+2 B (2 2 3)8m)

(8n—1)3m+3

2
Untuk sisi yFy¥,
WS = {wS, + as(yFyl,,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}

- (18m5k+3 o (Z - 1)8m) o ((8n77;3m+k o (Z s 1)8m)

_ (8n—1)3m+3
- 2
WCZ5 Sy {wg% aby 045(2/?3/2111)3 jika i = 1(mod 3) dan k genap}
— (19mgk+3 + (7/ 4 1)8m) -+ ((12n—121)2m+k . (Z i 1)8m)
_ (8n—1)3m+3
- 2
ng e {w§5 + 045(@/%%11); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

(8n—1)3m+3
2
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= {wd, + as(yryk,,); jika @ = 3(mod 3) dan k ganjil}
= (Bmokt2 4 ;3\ 4 (UWEZTRmEREL ( _ 3)8m)
(8n—1)3m+3

2

= {wl + as(yFyf,,); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
_ (50m;k+2 + (Z . 3)8m) + ((24n7532)m+k+1 B (Z . 3)8m)

(8n—1)3m~+3
2

Untuk sisi z¥y¥

11
W

W12

a5

W13

a5

W14

a5

W15

Qs

= {wl! + as(zFyf); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
= (YmhtZ g (- 1)8m) 4 (ZRURmEREL (G 1)8m)
(8n=1)3m+3

2

= {wl + as(zFy}); jika i = 1(mod 3) dan k genap}

= (Bmht? 4 (5 1)) 4 (ZinmlUmEREL _ (; 1)gm)
(8n—1)3m+3

2
= {wl + as(zFyF); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}
= (Hmktd gy (;  9\gm) 4 (Z220mER (5 9)8m)

(8n—1)3m+3
2

= {wl! + as(zFyl); jika i = 2(mod 3) dan k genap}
= (BRkS [ 2Yemy 4 (TR T 9)8)
(8n—1)3m+3

2

= {wl® + as(zFyl); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
_(BmE2hEl 4 3)gm) + ((4n—7)6;n—2k+2 (i —3)8m)

(8n—1)3m+3
2

71
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W16

a5

Wl?

a5

W18

a5

W19

a5

W20

Qs

k

Untuk sisi z¥ 2%

Jj i+l
{wéi + a5(23,‘§2j]'§+1); jika j = 2(mod 6) dan k sembarang}
(LomeE2htd 4 (5 2)dm) 4 (L2022 (5 9)4m)
(8n—1)3m+3
2

{wéz + Oé5(zjl?zj]'€+1); jika j = 4(mod 6) dan k ganjil}
(3Bm=ht2 4 (j — 4)dm) + (Z2B2mAEEL (5 4)dim)
(8n—1)3m+-3

2

{wl® + as(zFzF,,); jika j = 4(mod 6) dan k genap}

(B2mokt? (G — 4)dm) + (PSR _ (5 4)4m)
(8n—1)3m+3

2
{wi?, Sy a5(z;-€z;?+1); jika j = 6(mod 6) dan k ganjil}

(ke 4 (j — G)dm) + (S _ (j _ 6)47n)

(8n—1)3m+3
2

(w2 + as(2h2k,,); jika j = 6(mod 6) dan k genap}
(Lomoktd 4 (j — 6)4m) + (LR (j — 6)dm)

(8n—1)3m+3
2

cai ok ok
Untuk sisi x;25,

21
We.

W22

a5

{wils + as(zF25.)); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

(3m+T2k+1 + (z g 1)8m) . ((12n—3)22m—2k+2 - (2 r 1)8m)

(8n—1)3m+3

2
{w? + as(aFz5,_)); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}
(Rmokt2 4 (5 — 2)8m) + (U2 (j — 2)8m)

(8n—1)3m+3
2
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W2 = {w? + as(afz5_)); jika i = 2(mod 3) dan k genap}
— (ZOm k+2 + ( 2)8m) + ((24n—232)m+k+1 . (Z . 2)8771,)
(8n—1)3m+3
2

W2 = {w + as(aF25_,); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
= (3omok3 4 (- 3)8m) + (BBBmEE (; 3)8m)
(8n—1)3m+3
2

W2 = {w® + as(afz5_)); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
— (37m2k+3 + ( 3)8m) ((3n—5%8m+k _ (Z . 3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi 2%25,

w2 = {wk+ as(xF25.); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
= (fmiZktl 4 (j — 1)8m) + (CR-Dimo2 _ (j  1)8m)
(8n—1)3m+3

2
W2 = {w? + as(zFzk,); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}

: (27m k42 _|_( 2)8m) ((4n75)62m+k+1 L (Z | 2)8m)

(8n—1)3m+3

2

W2 = {w2 + as(zfz5); jika i = 2(mod 3) dan k genap}
— (26m k+2 +( 2)8m) + ((24n—292)m+k+1 - (Z F, 2)8m)
(8n—1)3m+3
2

W2 = {wig + as(2F25); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}

Qs

= (L2mokts (- 3)m) 4 (B BmER (;  3)8m)

(8n—1)3m+3
2
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W2 = {w? + as(afz5); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
= (BmokS (G 3)gm) 4 (UZ=ZRmER _(; 3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi yF25, |
W3 = {wd + as(yfzh_,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
= (SmktS (G 1)8m) + (B2BBmEE (G - 1)8m)
(8n—1)3m+3

2

W3 = {w® +as(yfz5_,); jika i = 1(mod 3) dan k genap}

as

= (Imktd g (; — 1)8m) 4 (Ln=82mtk  ( — 1)8m)

(8n—1)3m~+3
2

W2 = {wd + as(yF25;_,); jika ¢ = 2(mod 3) dan k sembarang}

as
= (Bmi2tl 4 (G 938 - (B2 (5 9)8m)

(8n—1)3m+3
2

W3 = {wd + as(yF25_,); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}

as
= (ki 4 (;  3)gm) 4 (UnDOmEREL _(;  3)gm)

(8n—1)3m+3
2

W = {w® +as(yfz5_,); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
= (Bmokt2 4 (o 3)m) 4 (Yl AUmERL (  3)8m)
(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi yF 25,
W3 = {w + as(yF24); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}

= (LZmokB (G 1)) 4 (B2PEE (G 1)8m)

(8n—1)3m—+3
2
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W3 = {wd + as(yf2h); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
= (B2 (i = 1)8m) + (2 — (i - 1)8m)
(8n—1)3m+3
2

W3 = {w® + as(yfz5); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

a5

— (27m—§2k+1 + (Z . 2)8771) + ((4n75)6;n72k+2 o (Z . Z)Sm)

(8n—1)3m+3
2
W2 = {w® + as(yFzh); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
— (% + (Z i 3)8m) o ((n—2)242m+k+1 _ (Z _ 3)8m)
(8n—1)3m+3
2
W2 = {wd + as(yfzb); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
s (44mgk+2 b (Z e 3)8m) /B ((24n—472)m+k+1 N (Z - 3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Fungsi bijektif pada W,5 dapat direduksi sebagai berikut:

Untuk sisi zFz*

7 Vi41
Wi = {wl, +as(afzf,); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
_ (14m;k+2 ) ((71)Z+1+1>m + (i — 1)8m) + ((24n7172)m+k+1 _ <(71)z+1+1)m
—(1—1)8m)
_ (8n—1)3m+3
- 2
Wo245 = {w35 + 045(1'5;37;11); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
= (30m;k+3 + ((—131’“+1)m + (i . 2)8m) + ((8n—112)3m+k . ((—121k+1)m
—(1—2)8m)

(8n—1)3m+3
2
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W2 = {w? +as(afzl,); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
= (Smd2htl y (j _ 3)8yy) 4 (MBHMAD _ (;_ 3)8p)
(8n—1)3m+3

2

Untuk sisi yfyrF,,

Wﬁ% = {WSS + 045(9??9%11); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
= (18mgk+3 + ((—lr‘i‘l)m + (2 . 1)8m) 4+ ((8%—7)3m+k o ((—l)k—i-l)m

—(i —1)8m)

(8n—1)3m+3
2

Wo545 = {wis + 045(959&1)5 jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
— (33m—52k+1 + (Z e 2)8m) + ((2n73)122m~2k+2 g (7, - 2)8m)
(8n—1)3m+3
2
W = {wl +as(yFyf,); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

as
h (50m;k+2 \} ((—1)Z+1+1)m + (z - 3)8m) i ((24n—532)m+k+1 | ((_1)Z+1+1)m

—(i — 3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi 2Fy¥

Wi = {wl, + as(2¥yf); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

(8m—2k+2 + ((_1)7€+1+1)m - ('L - 1)8m) + ((24n—11)m+k+1 . ((_1)k+1+1)m

1 5 .

—(i—1)8m)

— (En-limde

- 2

W = {ws, + as(2fyf); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
m= —n* ; n—27)m+k 1)k

= (24 2k+3+(( 121 +1)m+(z—2)8m)+((24 227) + _(( 121 +1)m

—(1 —2)8m)

(8n—1)3m+3
2



Bab 4.

a5

Hasil dan Pembahasan

= {wl, + as(zFyl); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

— (39m—;2k+1 + (Z . 3)8m) + ((4n—7)6m—2k+2 B

(8n—1)3m+3
2

o k k
Untuk sisi 2; 27,

10
Was

Wll

a5

W12

a5

{wiJ; + Oés(zfzfﬂ); jika j = 2(mod 6) dan k sembarang}

(15m—;2k+1 o (] o 2)4m) + ((4n—3)6m—2k—|—2

(8n—1)3m+3
2

{wll + as(2f2F,,); jika j = 4(mod 6) dan k sembarang}

[0}

(TN

(32mgk+2 +<

={g = 4)4m)

(8n—1)3m+3
2

4

2

2

(i — 3)8m)

= (J —2)4m)

ym o+ (j — 4)dm) + (222=%)

{wl? + as(z)2F,,); jika j = 6(mod 6) dan k ganjil}

( 48m;lc+3 e (

—(j — 6)4m)

(8n—1)3m+3
2

k

.« . k.
Untuk sisi z; z5;_,

13
Wi

W14

a5

{wég + o5 (2F 2y

CUE Ly 4 (5 — 6)4m) + (

(3m+2k+1 £ (Z F 1)8m) + ((12n—3)2m—2k+2 o
2

(8n—1)3m+3
2

{wh? + os(af

)

(=DM 141

(20m;k+2 +(

—(i — 2)8m)

(8n—1)3m+3
2

4

2

); jika @ = 1(mod 3) dan k sembarang}

25 1); jika @ = 2(mod 3) dan k sembarang}

ym + (i — 2)8m) + (¢

24n—35)m+k+1 ((—1)'€+1+1
4
24n—51)m+k —1)k41
( 2) +k (( 21+ )m
(i = 1)8m)
24n—23)m+k+1 <(71)k‘+1+1
2 4

m

m
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Wi = {wh + as(aFz5,_)); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
= (36m;k+3 + ((_12; Hym + (i — 3)8m) + ((8n—1?;)3m+k: _ ((—131k+1)m
—(i — 3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi %25,

Wi = {wll + as(2Fz5); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

= (mE2ktl ()8 4 (GnoDRmIR( )8

(8n—1)3m+3
2

Wi = {wl + as(afFz5); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

Qs

= (26m;k+2 aa ((*1)Z+1+1>m + (i — 2)8m) + ((24n7292)m+k+1 _ <(71)’1+1+1)m

—(i — 2)8m)

(8n—1)3m+3
2

W2 = {wl + as(zFzh); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

as
= (fzmokes (GO (G g)g)  (Rntimik (G,

—(1—3)8m)

(8n—1)3m+3
2

Untuk sisi y¥z5;
Wa? = {wl + as(yfz5,_,); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
= (6m—2k+3 + ((—121’<+1)mJr (i —1)8m) + ((8n—3;3m+k - <(_121k+1>m
—(i — 1)8m)

(8n—1)3m+3
2

W2 = {w2 +as(yfz5_,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
— (21m—22k+1 + (Z o 2)8m) + ((n*1)24;7172k+2 . (’L . 2)8m)

(8n—1)3m+3
2
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w2 = {w? + as(yfzh_,); jika @ = 3(mod 3) dan k sembarang}
= (38mgk+2 + ((_I)ZHH)m + (z B 3)8m) + ((24n—412)m+k+1 . ((—1)’1+1+1)m
—(i — 3)8m)
_ (8n—=1)3m+3

2

Untuk sisi y¥ 25,
W2 = {w2 + as(yf2h); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

= (12mgk+3 + ((—1ik+1)m + ('l . 1)8m) + ((8n—5%3m+/€ o ((_121k+1)m
(i — 1)8m)
(8n—1)3m+3

2

W2 = {w? + as(yfz5); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

as

= (Zmi2ktl 4 (G 9)8m) + (M"—5)6+—2k+2 — (i — 2)8m)

(8n—1)3m+3
2

W2 = {w2! + as(yf2h); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

as
= (44m;k+2 4 ((*1)131“)771 + (i — 3)8m) + ((24n7472)m+k+1 _ <(71)’1+1+1)m

—(i — 3)8m)
_ (8n—1)3m+3
- 2
Tampak bahwa W) = W2 = .. = W0 = & Umt3 = Aray dapat di-
tuliskan sebagai berikut: |J;2, Wi = {Gr=mss  Enolmis = Snod)imdsy

Dapat disimpulkan bahwa gabungan graf Tangga Permata mDI, dengan m
ganjil, m > 3 dan n > 2 mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic
w dan d = 0, atau gabungan graf Tangga Permata m DI,
mempunyai Super (w, 0

O

dengan a =

)-sisi antimagic jika m ganjil, m > 3 dann > 2.

Angka 1, 2,..., 40 pada W, _, W2

a5 "

.., W;? bukan merupakan pangkat,

melainkan untuk membedakan W, yang mempunyai syarat batas i, j dan k&
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yang berbeda-beda. Gambar 4.7 merupakan contoh pelabelan total super (a, 0)-
sisi antimagic (SEAT L) pada gabungan graf Tangga Permata 3Dl,.

Gambar 4.7: Pelabelan total super(141,0)-sisi antimagic pada 3D[4

Berdasarkan Lemma 4.6.1 maka diperoleh pelabelan titik (2552, 1)-sisi an-
timagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic dengan
menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak label
sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang yang
sama. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terkecil dan
sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terbesar, dimana E(mDI,) =
{ofafufyfipl Si<n—11<k<mjU{afyf;1 <i<nl<k<mpu

{Z;'CZ;'C—I-I;]genap?Q S ] S 2n — 27 1 S k S m} U {xlegz—luxfzgmyfzgz—hyfzgm1 S
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i <n,1 <k <m}. Melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan
aritmatika, maka dapat ditentukan fungsi bijektifnya. Dari uraian di atas dapat

diturunkan teorema 4.6.2:

<& Teorema 4.6.2 Ada pelabelan total super (M 2)-sisi antimagic pada gabu-
ngan graf Tangga Permata mDl,, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan graf Tangga Permata mDI, dengan ag(x¥) =
ag(xf), ag(yf) = au(yf) dan ag(2F) = au(zF), untuk 1 < k < m, definisikan
label sisi o : E(mDI,) — {4nm + 1,4nm + 2, ..., 12nm — 3m}, maka label sisi
o untuk pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic pada graf mDI,, dapat diru-

muskan sebagai berikut:

( (2”+3)4+k+1 + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
(87”11)+’f+1 + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k genap
ag(zFak, ) = (8n+27)+k+2 + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
(2"+7)4+’<’+2 + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k genap
\ (4n+21%2m+2_"C + (i — 3)8m; jika ¢ = 3(mod 3) dan k sembarang
[ Gretomoki? 4 1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
W_JFQ)%M + (i —1)8m; jika i = 1(mod 3) dan k genap
%(?Jf?/zkﬂ) =\ w + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
(”+6)8+’€+1 + (i —3)8m; jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
\ (8n+47)2m*k‘+1 + (1 — 3)8m; jika ¢ = 3(mod 3) dan k genap
[ (4”+3)2+k+1 + (i — 1)8m; jika ¢ = 1(mod 3) dan k ganjil
Eradlm-ktl 1 (; —1)8m;  jika i = 1(mod 3) dan k genap
ag(zhyl) = (8"“1)+’“+2 + (i —2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
M)_;m—_m + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3) dan k genap
3( )

w + (i —3)8m;  jika i mod 3) dan k sembarang
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( (2n m .
(2 +3)24 42k + (] . 2)4m’
(4n+15)22m—k+1 ”‘l‘ (J _ 4)4m7
(8n+45)2m k2 (j — 6)dm;
4n+-23)2m—k+2 .
\( + )2 2 4 (j — 6)4m;
r 8nm+2k + (2 _ 1)8m,
(4n+9)2m k+1 + (Z i 2)8m
ag(e)25_1) = —(8n+17)2m L4 (5 —2)8m;
(8n+33)2m k+2 + (Z _ 3)8m
(4n+17) m—k4-2 o (Z | 3)8m,
( (4n+3)22m+2k . (’L 1)8m
(n+3)8;n k+1 +( 2)8m
ag(z2;) = ——(Sn+23)2m M1 4 (i —2)8m;
(8n+39)2m7k+2 + (Z N 3)8m,
n+5)8m—k-+2 .
| (ntB)m_k+2 +)2 24 (i = 3)8my;
( (8n+3)m—k+2
Bt Ambt? (i —1)8m;
(2n+1)42m7k+2 + (Z d 1)8,”7/7
ag(yfzy_y) = § U2k 4 2)8m;
(8n+36)m k+1 +( 3)8m
\ (8n+35)m k+1 I ( 3)8771
( (8n+9);’n—k+2 + (Z ]_)8m
(4n+5)22m k+2 +( 1)8m
ag(y;zy) = ¢ R L (i - 2)8m;
(4n+21)22m7k+1 + (Z _ 3)8m,
8n+41)m—k+1 .
\ (Bntdlym—k+1 )2m 14 (i — 3)8m;

82

jika j = 2(mod 6) dan k sembarang
jika j = 4(mod 6) dan k ganjil
jika j = 4(mod 6) dan k genap
jika j = 6(mod 6) dan k ganjil
( )

jika j = 6(mod 6) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3) dan k genap
jika 7 = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika 7 = 3(mod 3) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k sembarang
jika i = 2(mod 3) dan k ganjil
jika i = 2(mod 3) dan k genap
jika ¢ = 3(mod 3) dan k ganjil
jika i = 3(mod 3) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
jika i = 1(mod 3) dan k genap
jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
jika 7 = 3(mod 3) dan k ganjil
( )

jika ¢ = 3(mod 3) dan k genap

jika i = 1(mod 3) dan k ganjil
jika i = 1(mod 3) dan k genap
jika i = 2(mod 3) dan k sembarang
jika i = 3(mod 3) dan k ganjil
jika i = 3(mod 3) dan k genap
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Fungsi bijektif pada ag (xfxfﬂ ) 046(3/534;11)/ 046(*755?/5)' O‘G(Zfzgkﬂ)/ 046(95?'351'—1)/

ae(zh2h), ag(yFzb,_)) dan ag(yfz5.) dapat direduksi sebagai berikut:(untuk k

sembarang)
( (8n+11)2m—/€+1 I ((—1)k4+1+1)m + (1 —1)8m; jika i = 1(mod 3)
&6(x§$§+1) _ (8n+27)2m*k+2 + ((*T“)m + (i —2)8m;  jika i = 2(mod 3)
k (4n+21%2m+2k + (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
( (8n+15)2m—k’+2 I ((_Tﬂ)m + (i —1)8m;  jika i = 1(mod 3)
ao(yfylyy) = { UntloRmik | g)gp, jika i = 2(mod 3)
\ (8n+47)2m—k+1 e ((—1)'1+1+1)m + (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
(8n+5);n—k:+1 i ((—1)’;+1+1)m + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3)
k
o (2y) = (8n+21)2m—k+2 oo ((—121 ym + (1 — 2)8m;  jika i = 2(mod 3)
(8n+362)m+2k + (i — 3)8m; jika i = 3(mod 3)
( (2n+3)24m+2k + (j — 2)dm; jika j = 2(mod 6)
&G(Zfzfﬂ) O (8n+293_m—k+1((—1)1+1+1)m +(j — 4)4m; jika j = 4(mod 6)
\ fgip)o k2 ) ((711”1)771 + (j —6)4m; jika j = 6(mod 6)
, (4n+9)22m7k+1 + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
ozﬁ(xfzgi_l) (3 (8n+17)2m—k+1 it ((—1)’;+1+1)m + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
\ (8n+33)2m—k+2 » ((—1ik+1)m + (i —3)8m; jika i = 3(mod 3)
(4n+3)22m+2k + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3)
(2 2E) = (8n+23)2m—k+1 n ((_1)Z+1+1)m + (1 — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
(8n+39)2m—/€+2 X ((—131k+1)m + (i —3)8m;  jika i = 3(mod 3)
(8n+3);n—k+2 4 ((_121’“+1)m + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3)
ap(yh ) = (4n+9)22m+2k + (i — 2)8m; jika i = 2(mod 3)
(8n+35)2m—k+1 + ((—1)’;+1+1)m + (i —3)8m; jika i = 3(mod 3)
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O(@(

o (28

k k‘) _ (n+3)§m+2k + ('L . 2)8m,

Yi 294

(8n+9)m—k+2
2

4

84

I ((—1)k+1)m + (i — 1)8m; jika i = 1(mod 3)
jika i = 2(mod 3)

(8n+41)2m7k+1 I <(71)k+1+1)m + (1 — 3)8m; jika i = 3(mod 3)

4

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total ag(z}), ag(yF),-

)>a6<

k. .k k. k k

Z; xi+1)? 046@53/@111)7 ag(:cfyf), a6(zj Zj+1)7 046(37?22171)7 g

kk
Li Z9;

), 046(%"623171)

dan ag(y¥25,) maka W, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot

sisi EAVL w,, = w,, dan rumus label sisi oy dengan syarat batas ¢, j, dan k

yang bersesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

k .k

Untuk sisi zjz7,

1
W

e

{wh, + as(afak,,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
(B2 4 (i — 1)8m) + (LIRS 4 (5 — 1)8m)

2
(8n+27);n72k+3 F- (Z T 1)16m

{w?, + ag(afat,,); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
(GRS Rl )8 AT Ll - 1)8m)

2
(8n+25);n—2k+3 i (Z o 1)16m

{w3, + ag(afal,,); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}
(30m5k’+3 + (Z iy 2)8m) _|_ ((8n+27)m—k+2 + (Z ’) 2)8m>

2
(8n+57);n—2k+5 o (Z " 2)16m

{wi, + as(2fak,,); jika ¢ = 2(mod 3) dan k genap}
(31mgk+3 + (7/ -© 2)8m> + ((2n+7)4§m7k+2 + (7/ \ 2)8m)

{ng + ag(zfal,); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

(A5mt2ktl | (j — 3)Ryn) 4 (UntZ2mi2k | (; _ 3)8p)

2
(8n+87);n+4k+1 _|_ (Z . 3) 16m
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6
We,

g

WlO

[e75]

Untuk sisi y

k, k
i Yit1

{w8, + as(yFyk,,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
(Bt 4 (i = 1)8m) + (B 4 (- 1)8m)

2
(8n+33);n—2k+5 + (Z B 1)16m

{w!, + ag(yFyl,,); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
(RmgEES 4 (i — 1)8m) + (PHF=E2 4 (i — 1)8m)

2
(8n+35);n—2k+5 + (Z . 1)16m

{wd, + ag(yFyf,,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
(Bma2ktl | (j — 9)8m) 4 (UntIB2mik o (; _ 9)8)

2
EntOamblkel [ () 12)16m

{wh, + ag(yryl,,); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
(B2 4 (i — 3)8m) + (9.CFFFEL 4 (1 — 3)8m)

2
(8n+99);n—2k+3 3 (Z o 3) 16m

{wl? + as(yFyl,); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
(Rmati2 1 (5 — 3)8m) + (BHLIEEL 4 (5 — 3)8m)

2
(8n+97);n—2k+3 e (Z A 3) 16m

Untuk sisi z?y¥

1
W

W12

g

{wl + ag(aFyf); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
(dm=ht2 4 (j — 1)8m) + (UntBZmaktl 4 (; — 1)8m)
Ert1megked P )16

{wl? + ag(afyF); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
(Bmoht2 4 (i — 1)8m) + (Ll 4 (G — 1)8m)

2
(Ent1m-2he3 1 (; — 1)16m
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Wi = {wh + ag(alyF); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}

a6
— (24m;/€+3 + (Z _ 2)8m) + ((8n+21)2m—k;+2 + (Z o 2)8m)

_ (8n+45);n—2/€+5 + (Z o 2)16m

Wod = {wl + ag(afyl); jika i = 2(mod 3) dan k genap}

ag
— (25m;k+3 + (Z . 2)8m) + ((4n+11)2m7k+2 + (Z . 2)8m)

2
_ (8n+47);n72k+5 + (Z o 2)16m

W2 = {wh + ag(afyF); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

g
= (RmEtl 4 (; - 3)gyp)  (EEImEZk | (; 3ygym)

o . k k
Untuk sisi 2727,

Wi = {wll + as(zf2f,,); jika j = 2(mod 6) dan k sembarang}
= (BmA2kdl | (j _ Q)dy) 4 (ZBmE L (i 9)4p)
_ nmmidkbl (G g)gn,

WAl = {wll + as(zF2F,,); jika j = 4(mod 6) dan k ganjil}

g
B (0 g DA SRS — 4)4m)

_1 (8n+63);n—2k+3 £ (] . 4)8m

Wad = {w} + as(2h2F,); jika j = 4(mod 6) dan k genap}
= (mkE2 o (j — d)dm) + (BB 4 (j — 4)4m)
= (EntOUm-2+3 | i gygm

W = {wh) 4+ as(zFzF,,); jika j = 6(mod 6) dan k ganjil}
= (B (= 6)dm) + (PR (- 6)4m)

_ (8n+93);n—2k+5 + (] A 6)8m
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W20 = {w2 + ag(zF2F,,); jika j = 6(mod 6) dan k genap}

g
— (49m;k+3 + (] . 6)4m) + ((4n+23)22m—k;+2 + (] . 6)4777,)

_ (8n+95);n—2k+5 + (] . 6)8m

. . k k
Untuk sisi 725,

W2 = {w? + ag(aFz5,_)); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

_ (8n+3)r2n+4k+1 4 (i—1)16m

W2 = {w2+ ag(af_,); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}

a6

= (21m—k+2 + (i —2)8m) + ((4n+9)22m—k+1 + (i — 2)8m)

_ (8n—|—39);n 2k+3 +( 2)16m

W2 = {w? + ag(afz5,_)); jika i = 2(mod 3) dan k genap}
il (20m2k+2 +( 2)8m) ((8n+17)m k+1 +( 2)8m)

2
o (8n+37);n 2k--3 +( 2)16m

w2 = {w2l + ag(afz5,_)); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
L (36m k+3 +( 3)8m)+((8n+33)m k+2 _I_( 3)8m)

2
3 (8n+69);n 2k+5 +< 3)16m

W = {w® + ag(zF24;_,); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
— (37m—k+3 4 (Z N 3)8m) e ((4n+17)22m7k+2 3 (7, ¥ 3)8m)
_ (8n+71);n 2k+5 + ( 3)16m

Untuk sisi 225,

W2 = {w2 + ag(afz5,); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
= (UmhEL (G — 1)8m) 4 (U (- 1)8m)

_ (8n+15);n+4k+1 + (i — 1)16m
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W2 = {w? + ag(afz5,); jika i = 2(mod 3) dan k ganjil}
= (k2 (G 2)gym) + (WEESTEEL 4 ( — 2)8m)

2
_ (8n+51);n 2k+3 +( 2)16m

W28 = {wa6 + ag(zF25); jika i = 2(mod 3) dan k genap}

[e75]

— (26m—k+2 + (Z . 2)8m) + ((8n+23)2m7k+1 + (2 i 2)87’)’),)

_ (8n+49);n 2k+3 +( 2)16m

W2 = {w2 + ag(afz5,); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
— (42m2k+3 +( 3)8m) ((8n+39)m k+2 +( 3)8m)

2
_ (8n+81);n 2D _ri\O 3)16m

W2 = {wd + ag(afz5); jika i = 3(mod 3) dan k genap}
Y (43m k+3 +( 3)8m) /B ((7L+5)8m—k+2 n (Z - 3)8m)

2
A (8n+83);n—2k+5 . (Z R 3)16m

Untuk sisi yF25, |
W3 = {wd + ag(yfz5;_,); jika i = 1(mod 3) dan k ganjil}
L (6m k+3 ‘I‘( 1)8m) " ((8n+3)m k+2 +( 1)8m)

2
3 (8n+9)7;1 2k+5 +( 1)16m

W3 = {w® + ag(yfz5_,); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
— (7m—k+3 o (Z i 1)8m) ((2n+1)4m k+2 i ( 1)8m)

2
_ (8n+11);n 2k+5 +< 1)16m

W2 = {w® + ag(yfzb_,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
— (21m+2k+1 _|_< 2)8m) ((4n+9)2m+2k +( 2)8m)

2
_ (8n+39);n+4k+1 + (Z \ 2)16m
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W34

e

W35

[e75]

Hasil dan Pembahasan

{w3! + ag(yrzb;_,); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
(Bmokt2 4 (j — 3)8m) + (CnHEUmkEL 4 (j — 3)8m)

2
(8n+75);n—2k+3 + (Z . 3)16m

{w? + as(yF2%;_,); jika ¢ = 3(mod 3) dan k genap}
(B2 4 (i — 3)8m) + (P (i - 3)8m)

2
(8n+73);n72k+3 + (Z . 3)16m

Untuk sisi yf 25,

36
W

W37

g

W38

[e75]

W39

g

W40

[e75]

{w3 + ag(yF25); jika @ = 1(mod 3) dan k ganjil}
(R2mates 4 (4 = 1)8m) + (P2=H2 4 (5 — 1)8m)

2
(8n+21);n—2k+5 hy (Z T 1)16m

{w3" + ag(yF25;); jika i = 1(mod 3) dan k genap}
(LBm=ht® g Y@ ) o (UBER2msk 2 (5 — 1)8m)

2
EriZ)m 281 (5 — 1)16m

{wf’i + aG(?JfZ@); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
(27m+22k+1 i (Z et 2)8m) L ((n+3)8m+2k + (7, N 2)8m)

2
Gntolmidhtl 1 —2)16m

{w? + ag(yh=E); jika i = 3(mod 3) dan k ganjil}
(B2 (0 —3)8m) + (“FIEEE N (i 3)8m)

2
(8n+87);n—2k+3 + (Z O 3)16m

{w + as(yF=4); jika @ = 3(mod 3) dan k genap}
(M2 4 (i — 3)8m) + (PR o (6 - 3)8m)

2
(8n+85);n72k+3 + (Z . 3)16m

Fungsi bijektif pada W, dapat direduksi sebagai berikut:

89
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Untuk sisi zFa?
Wolég = {wéG + ag(zfal,); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
— (14m;k+2 + ((_1)T1+1)m+ (i—1)8m) + ((8n+11)2m—k+1 4 ((—1)’;+1+1)m
+(1 —1)8m)
& (8n+25);n72k+3 + <(71)'€2+1+1)m + (z . 1)16m
WC%G = {wiﬁ + 046($§$§+1); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
= (3omokrd g (G 4 (f — 2)8m) + (GE20mekt? g (CURHLy,y,
(1 —2)8m)
= CntBpothtt 4 (G 4 (i - 2)16m
WSG = {wg’% + 046(3753”211); jika @ = 3(mod 3) dan k sembarang}

— (45m-‘;2k+1 = (Z e, 3)8m) LS ((4n+21%2m+2k bie (Z o 3)8m)

" (8n+87);n+4k+1 i (’L = 3)16m

Untuk sisi yfyF,,

Wég 3 {wgﬁ + 046(959&1); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

_1 (18m—k+3 b ((711’“+1)m + (i —1)8m) + ((8n+15)2m7k+2 - ((71)k+1)m+

s 4
(1 —1)8m)
e W e s
Wi = Awl, + as(yFyl.,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
— (33m+22k+1 + (Z & 2)8m) e ((4n+15%2m+2k . (Z £ 2)8m)
_ (8n+63);n+4k+1 + (Z \S, 2) 18
W§6 = {wge + aﬁ(yzkyf-i-l); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
= (50m;k+2 + ((—1)’;“+1)m + (i — 3)8m) + ((8n+47)2m—k’+1 + ((_1)T1+1)m
+(1 — 3)8m)

— Gnmmozhds (GO (- 3)16m
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Untuk sisi zFy¥

Wi o = {wl, +as(2fyf); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}
= (Bmokaz o (CDMELY 4 1)8) 4 (SntRkmohel (UM,
(1 —1)8m)
\$ (8n+13);n—2k+3 n ((_1)a'2+1+1)m 4 (i—1)16m
W = {wl, + as(2fyf); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}
_ (24m;k+3 + ((—lzl’wrl)m + (i —2)8m) + ((8n+21)2m—k+2 4 ((_lyﬂ)m%—
(1 —2)8m)
—  Gnedmoghtd | (DY, (- 2)16m
Wi = {w), + as(zfyl); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
= (BmEdktl | (; _ 3)3m) 4 ((8n+362)m+2k N e
e (8n+75);n+4k+1 + (6= 3)16m
Untuk sisi 252, |
Wad = {wl + ag(2f2F,,); jika j = 2(mod 6) dan k sembarang}
2| (et 4 ) g (Eme ] (5L )4
- (8n+27);n+4k—|-1 +(j — 2)8m
Wil = {wll + as(2f2),,); jika j = 4(mod 6) dan k sembarang}
_ (32m;k+2 4 ((—1)’1+1+1)m + (j — 4)4m) + ((8n+29—)‘rmfk+1((71)Z+1+1)m+
(J — 4)4m)

Ctp=tt 4 (C =yt (j - 4)8m

Waz = {wh +as(2f2f,,); jika j = 6(mod 6) dan k ganjil}

Qg
0 (48m;k+3 + ((—1i’c+1)m +(j — 6)dm) + ((8n+45)2m—k:+2 + ((—121k+1)m+
(j —6)dm)

_ (8n+93);n72k+5 + <(,1)2k+1)m " (j B 6>8m
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W13

[&73]

W14

g

W15

a6

Untuk sisi %25,

16
Wee

Wl?

[e73]

W18

g

k. k

Untuk sisi 725,

{wl + ag(afz5,_)); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

(3m+22k+1 + ( 1)8m) ((4n+9)22m k+1 + ( 2)8m)
(8n+3)7§+4k‘+1 _|_( 1)16777,

{wit + ag(afz5,_)); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

92

(20m—k+2 + ((_1)k+1+1)m + (i — 2)8m) + ((8n+17)2m—k+1 + ((—1)k+1+1)m

+(i — 2)8m)

(n8Tm-2kt3 4 (DY, (G 9)16m

4 4

{wl + ag(afzh;_)); jika @ = 3(mod 3) dan k sembarang}

(36m;k+3 " ((—12L —I-I)m + (Z o 3)8m) + ((8n+33)2m—k+2 + ((—lzf—&—l)m_}_

(i — 3)8m)

(8n+69);n—2k+5 + ((—1)2k+1)m . (z T 3)16m

k

{wll + ag(atzh,); jika @ = 1(mod 3) dan k sembarang}
(Im2tl 4 (j  1)gym) 4 (UREB2mE2k 4 1)8m)

2
(8n+15);n+4k+1 + (i — 1)16m

{wll + ag(afz5,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

(26m7k+2 + ((_1)k+1+1>m 4 (Z _ 2)8m) 4 ((8n+23)m—/€+1 + ((—1)k+1+1>m

+(7 — 2)8m)

(8n+49);n—2k+3 + ((—1)"2+1+1)m h (Z - 2) o

4 2 4

{w® + ag(afz5,); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}
(42m;k+3 + ((_12; +1)m + (i — 3)8m) + ((8n+39)2m—k+2 + ((—121’c+1)m+
(1 —3)8m)

(8n+81);n—2k+5 + ((—1)2k+1>m + (Z o 3)16m
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W19

[&73]

W20

e

W21

a6

Untuk sisi yF25,

{wé'z + ag(yF25_,); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

(6mfk+3 + ((—121’f+1)m + (z . 1)8m) + ((8n+3);71;k+2 + ((—1)k+1)m+

3 4
(1 —1)8m)
(8n+9)g*2k+5 4 <(71)2’“+1)m + (i — 1)16m

{wi% + ag(yF25_,); jika i = 2(mod 3) dan k sembarang}

(Rmb2ktl o (j — 2)8m) + (Unt92mt2k 4 ( — 2)&m)

2
(8n+39);n+4k+1 + (i — 2)16m

{wié + ag(yFz%_1); jika @ = 3(mod 3) dan k sembarang}

93

(38m;k+2 " ((—1)’“+1+1>m + (i — 3)8m) + ((8n+35)m—k+1 i ((_1)k+1+1>m

4 2 4

+(2 — 3)8m)

(8n+73);n—2k+3 + ((—1)’;+1+1)m ) (z . 3)16m

Untuk sisi yF 25,

22
Weas

W23

[e73]

W24

g

{wii + ag(yF25); jika i = 1(mod 3) dan k sembarang}

(12m;k+3 N ((_lfﬂ)m + (Z 0 1)8m) 4 ((8n+9);nfk+2 + ((—lfﬂ)m—i—

(i — 1)8m)

(s 21)m g ((—1)2k+1)m + (i — 1)16m

{w2 + ag(yF=5,); jika @ = 2(mod 3) dan k sembarang}

(NGRiL Tl goys,, MBI Rl o)k i)

2
(8n+51);n+4k+1 + (i~ 2)16m

{w2! + ag(yF25,); jika i = 3(mod 3) dan k sembarang}

(44m;k+2 + ((—1)’1“+1)m o (z o 3)8m) + ((8n+41)m—k+1 + ((—1)k+1+1)m

2 4

+(i — 3)8m)

(8n+85);n—2k+3 + ((—1)’;+1+1)m + (2 . 3)16m




Bab 4. Hasil dan Pembahasan 94

2 3
W2 W3

ag?

Perhatikan Himpunan bobot sisi W, = {W, WY, Tam-

pak bahwa bobot sisi terkecil pertama, kedua sampai kelima terletak pada W2!

ag’

0167

selanjutnya terletak pada IW?!, sedangkan bobot sisi terbesar terletak pada W?7.
Dengan mensubstitusikan nilai 7 = 1 dan k = 1 pada W72} diperoleh W,, =
Entm AL 4 (1 — 1)16m = ™ qubstitusi i = 1 dan k = 2 pada W2!
diperoleh W,,, = M +(1-1)16m = w ,substitusii = 1dan k =

3 pada WZ! diperoleh WCYG = W +(1— 1)16m = w,. .., substi-

tusii = ndank = 2 pada W =¥’ dlperoleh W, = EHZIm=2C3 4 () _1)16m =

2
w Dapat dinyatakan bahwa W,, membentuk barisan aritmatika de-

ngan suku awal M dan beda 2 (dua), atau dapat dituliskan U40 W,

{(8n+3)m+5 (8n+3)m+9 (8n+3)m+13 (40n— 9)m+1
- 2 4 2 Z 2 BT

gabungan graf Tangga Permata mDIl,, mempunyai pelabelan total super(a, d)-

}. Dapat disimpulkan bahwa

sisi antimagic dengan a = w dan d = 2 atau gabungan graf Tangga
Permata mDI,, mempunyai Super (w, 2)- EAT; m ganjil, m > 3 dann >
2. Sehingga terbukti bahwa pelabelan total ag(z}), ag(yy), as(2]), as(zizf,,),
as(YFy), as(zfyl), aG(Zfo+l) ae (25 25_1), as(@f25;), as(yf2s;_1) dan as(yf2s;)
adalah pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic jika m ganjil, m > 3dann > 2.
O

W2

agr )

Angkal,2,...,40 pada W,

lainkan untuk membedakan W, yang mempunyai syarat batas ¢, j, dan k yang

k) W2 bukan merupakan pangkat, me-
berbeda-beda. Gambar 4.8 merupakan contoh pelabelan total super (a, 2)-sisi

antimagic (SEAT L) pada gabungan graf Tangga Permata 3D!,.

Jika ag(z) adalah label sisi mDI,, untuk d = 2 dan «a;(z) adalah label sisi
mDI,, untuk d = 0 maka berdasarkan urutan peletakkan label sisi yang diten-
tukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dapat dirumuskan label sisi m DI,
untuk d = 2, yaitu:

ag(z) = 2p+qg+1—as5(2)
2(4nm) + (8nm — 3m) + 1 — a5(2)
= 16nm —3m+ 1 — as(2)
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7 20 33 43

Gambar 4.8: Pelabelan total super(55,2)-sisi antimagic pada 3D,

Untuk pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf Tang-
ga Permata mDI, dengan d = 1, penulis akan membuktikannya melalui se-
buah teorema yang dikembangkan dengan tidak mengacu pada pelabelan titik
yang sudah ditemukan sebelumnya. Dengan pelabelan titik yang baru maka
penulis mengembangkannya menjadi sebuah teorema baru untuk menentukan
pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf Tangga Permata

mDI,, dengan d = 1.
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<& Teorema 4.6.3 Ada pelabelan total super (8nm+2,1)-sisi antimagic pada gabungan
graf Tangga Permata mDI,, jika m > 2 dann > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan graf Tangga Permata mD!,, dengan fungsi bijektif
ar, untuk 1 < k < m, definisikan pelabelan a; : V(mDI,) — {1,2,...,4nm}

maka pelabelan a7 dapat dituliskan sebagai berikut:

ar(z¥) = m+k+ (i —1)dm; jika 1 <i <n dan k sembarang
ar(yf) = 2m+k+(i— .1)4m; jika 1 <i <n dan k sembarang
ar(2f) = k+ (W)m; jika 1 < j < 2n dan k sembarang

Dari persamaan di atas, dapat dipahami bahwa a7 (z}), a7 (y)) dan az(z})
adalah fungsi bijektif yang memetakan m DI, ke himpunan bilangan bulat {1, 2,-
...,4nm}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan titik c; dimana
bobot sisi pelabelan titik diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang
bersisian, maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan melalui pengamatan pola

dan penggunaan konsep barisan aritmatika sebagai berikut:

Untuk 1 < k < m sembarang

we, (z¥ef )= 2k + (46— 1)2m; [ jika 1<i<n—1

w2 (yiyk,) =) 2k + 8im; jikn 1<i<m-—1

w3 (25glN = 2kt (Bi=5)mi—jika) 1 < i €

w, (2F2F) = 2k+ (45— 1)m;  jika 2 < j < 2n —2 genap
wop (2525, ) j= 268 — T)mil | jika V'Se<n

W (% 25 2k + (20 — 1)4m; jika1<i<n

wy (yFzk ) 2k + (41 — 3)2m; jika 1<i<mn

wd (yFh) = 2k+(8i—3)m;  jikal<i<n

Angka 1, 2, ..., 8 pada w)_,w?_, w?

a7y Yagr Hagr 0

wS_ bukan merupakan pangkat,
melainkan untuk membedakan w,, yang mempunyai syarat batas i, j dan &

yang berbeda-beda.

Definisikan label sisi a; : E(Dl,) — {4nm + 1,4nm + 2,...,12nm — 3},
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maka label sisi oz untuk pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic pada graf

mDI,, dapat dirumuskan sebagai berikut:

Untuk 1 < k < m sembarang

ar(zfal ) = (2n—i)dm —k+1, jikal<i<n-—1
ar(yFyky) Bn—4i—1m—-k+1, jikal<i<n-—1
ar(zFyF) (3n —i)dm — k + 1, jikal<i<n

m(zfzfﬂ) (6n—j7—1)2m—k+1, jika2<j<2n—2 genap
ar(zF2b ) = (12n—4i+1)m—k+1, jikal1<i<n

ar(zh2h) Bn—4i+1)m—k+1, jikal<i<n

ar(ykzk ) (An—2i+1)2m—k+1, jkal<i<n

ar(yFb) = (12n—4i—1)m—k+1, jikal<i<n

Jika W,,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total ay(zF), az(yF),-

ar(z k) ar(z f f+1) oz7(yfyf+1),oz7(xfyz) 047(2sz+1) a7('r”£€212€i—1)’a7($§Z§i)7a7(y§Z§i—l)

dan a;(yF2%,) maka W,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot
sisi EAVL w,,, dan rumus label sisi a7 dengan syarat batas i, j, dan k yang ber-
sesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:
Wh = {wl +ar(afzf,); jika 1 <i<n—1dan k sembarang}
= (2k+Mi—-1)2m)+ (2n—i)dm —k+1)
= (4n + 2 B2m+ b+ 1

W2 = {w +ar(yfyf,); jika 1 <i<n—1dan k sembarang}
= (2k+8m)+ (8n—4i—1)m—k+1)
= Bn+4i—1)m+k+1

W2 = {w? + ar(2fyl); jika 1 <i < ndan k sembarang}

= (2k+ @i —=5)m)+ (Bn—1)dm —k+1)

— (12n+4i—5)m+k+1
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Wi = {wh +ar(zFzf,); jika 2 < j < 2n — 2 genap dan k sembarang}
= 2k+M4j—1m)+ ((6n—j—1)2m—k+1)
= (I2n+4+2j—-3)m+k+1

W2 = {w) +ag(afz_); jika 1 <4 <n dan k sembarang}
= 2k+ @ —7m)+ ((12n—4i+1)m —k+1)
= (n+2i—3)2m+k+1

WS = {wl + ar(afzh); jika 1 <i < n dan k sembarang}
= (2k+ (2 —1)4m) + ((Bn —4i+1)m —k+1)
= (Sn+di—3)m+k+1

Wi = {wl +ar(yfz_y); jika 1 <i<n dan k sembarang}
=02k + (44 % 3)2nm) +((4n'— 20£1)2m —% 1)
= (2n+i-1dm+k+1

WS = {wl +ar(yfzh); jika 1 <i < n dan k sembarang}
= (2k+@Bi—3)m)+ ((12n—4i—1)m—k+1)

= GBn+i-1dm+k+1

Perhatikan Himpunan bobot sisi W,,, = {W, W2 W2 ... W} }. Tam-
pak bahwa bobot sisi terkecil pertama, kedua sampai keempat terletak pada
W7 _, selanjutnya terletak pada ¢ , sedangkan bobot sisi terbesar terletak pada
W3 . Dengan mensubstitusikan nilai ¢ = 1 dan k = 1 pada W/ diperoleh
Wa, = (2n+1 —1)4m + 141 = 8nm + 2, substitusi i = 1 dan k = 2 pada W]
diperoleh W, = (2n+1—1)4m+2+1 = 8nm+3, substitusii = 1 dan k = 3 pada
W _diperoleh W,, = (2n+1—1)4m +3+1 = 8nm +4,..., substitusi i = n dan
k =mpada W =5 diperoleh W,, = (3n+n—1)dm+m+1 = 16nm—3m+1. Da-
pat dinyatakan bahwa V,,, membentuk barisan aritmatika dengan suku awal
8nm + 2 dan beda 1 (satu), atau dapat dituliskan [ J}_, Wi ={8nm+2,8nm +3,
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8nm+4, ..., 16nm—3m+1}. Dapat disimpulkan bahwa gabungan graf Tangga
Permata m DI, mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic dengan
a = 8nm + 2 dan d = 1 atau gabungan graf Tangga Permata mDI,, mempunyai

Super (8nm + 2,1)- EAT, m > 2 dan n > 2. Sehingga terbukti bahwa pela-

belan total o (xf), az(yF), ar(2F), az(alfal,), ar(yfyl), ar(abyl), az(zkzh,),

ag(zh2h ), ar(ak2h), aqz(yFzk ) dan aq(yFzk) adalah pelabelan total super
(a, 1)-sisi antimagic jika m > 2 dann > 2. O
Angkal,2,...,8pada W} W2

ar? (e

.., W& bukan merupakan pangkat, me-
lainkan untuk membedakan W, yang mempunyai syarat batas ¢, j, dan k yang
berbeda-beda. Gambar 4.9 merupakan contoh pelabelan total super (a, 1)-sisi

antimagic (SEAT L) pada gabungan graf Tangga Permata 2DIs.

Gambar 4.9: Pelabelan total super(82,1)-sisi antimagic pada 2Dl
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4.7 Hasil dan Pembahasan

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui batas atas nilai d sehingga
graf Tangga Permata tunggal DI, maupun gabungannya mDI, mempunyai
pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic, selanjutnya akan dicari pelabelan
pada graf tersebut dan menentukan konstruksi fungsi bijektifnya. Dari hasil
perhitungan diperoleh bahwa nilai d yang mungkin untuk pelabelan total su-
per (a, d)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata tunggal DI,, maupun gabu-
ngannya mDI, adalah d € {0, 1,2}. Setelah menentukan nilai d, peneliti men-

cari pelabelan sesuai dengan nilai d yang telah ditentukan tersebut.

Dari hasil penelitian pada beberapa nilai d tersebut di atas, diperoleh 2
(dua) lemma dan 6 (enam) teorema baru tentang pelabelan graf Tangga Per-

mata tunggal D[, maupun gabungannya mDI,,, yaitu:

o Lemma 4.5.1 Ada pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata
DI, jikan > 2.

e Teorema 4.5.1 Ada pelabelan total super (12n, 0)-sisi antimagic pada graf Tangga
Permata DI, jikan > 2.

e Teorema 4.5.2 Ada pelabelan total super (4n + 4,2)-sisi antimagic pada graf
Tangga Permata DI, jika n > 2.

o Teorema 4.5.3 Suatu graf DI,, mempunyai pelabelan total super (8n+2, 1)-sisi
antimagic untuk n > 2.

e Lemma 4.6.1 Ada pelabelan titik (3%t2 1)-sisi antimagic pada gabungan Graf

Tangga Permata mDI,, jika m ganjil, m > 3 dann > 2.
(8n—1%3m—i—37 0
gabungan graf Tangga Permata m DI, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.

o Teorema 4.6.1 Ada pelabelan total super ( )-sisi antimagic pada

8n+3)m—+5
((+_2)+.72)

e Teorema 4.6.2 Ada pelabelan total super -sisi antimagic pada gabu-

ngan graf Tangga Permata mDl,, jika m ganjil, m > 3 dan n > 2.
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e Teorema 4.6.3 Ada pelabelan total super (8nm+2,1)-sisi antimagic pada gabu-

ngan graf Tangga Permata mDI,, jika m > 2 dan n > 2.

Berdasarkan hasil penelitian tersebut, dapat diketahui bahwa untuk se-
tiap batas atas d yang berlainan maka nilai awal a juga berlainan. Namun
demikian seluruh label titik dan seluruh label bobot sisi adalah sama, baik un-
tukd = 0, d = 1 maupun untuk d = 2 (kecuali untuk gabungan graf Tangga Per-
mata pada saat d=1), yang kemudian dilanjutkan melengkapi pelabelan sisinya
sehingga menjadi pelabelan total. Pada graf Tangga Permata tunggal ketiga
nilai d tersebut berlaku pada syarat yang sama yaitu untuk n > 2. Sedan-
gkan pada gabungan graf Tangga Permata tidak berlaku demikian. Pada saat
d = 0 dan d = 2 berlaku syarat yang sama yaitu m ganjil (m > 3) dan n sem-
barang (n > 2), sedangkan pada saat d = 1 berlaku syarat m dan n sembarang
(m > 2dan n > 2). Penelitian SEATL gabungan graf Tangga Permata untuk
d =0dand = 2 dengan 1 < k < m untuk copy m genap masih belum dite-
mukan dikarenakan pola pelabelan yang telah ditemukan pada gabungan graf
Tangga Permata m DI, untuk m ganjil tidak dapat diterapkan pada jenis graf
yang sama dengan nilai m yang genap. Hal ini berarti harus ditemukan pola
pelabelan baru terlebih dahulu untuk menentukan pelabelan total super (a, d)-
sisi antimagic pada gabungan graf Tangga Permata mDI,, untuk d =0 dan d =

2 dengan m genap dan untuk hal tersebut, peneliti mengalami kesulitan .

Pada uraian hasil di atas, ditunjukkan secara rinci fungsi bijektif pela-
belan total super (12n,0)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata DI, pela-

belan total super (4n + 4, 2)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata DI, pela-

(8n—1)3m+3
2 ;0

mata mDI,, pelabelan total super (

belan total super ( )-sisi antimagic pada gabungan graf Tangga Per-

(8n+3)m+5
2 2

graf Tangga Permata mDI,, dan pelabelan total super (8nm+2,1)-sisi antimagic

)-sisi antimagic pada gabungan

pada gabungan graf Tangga Permata mDI,,, namun untuk pelabelan total su-
per (8n+ 2, 1)-sisi antimagic pada graf Tangga Permata D!, hanya ditunjukkan
melalui sebuah teorema yang lahir dari sebuah lemma. Hal tersebut dilakukan
untuk memperingkas jumlah fungsi bijektif agar penggunaannya menjadi lebih

efisien. Sedangkan untuk pelabelan total super (8nm +2, 1)-sisi antimagic pada
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gabungan Graf Tangga Permata mDI{,, dikembangkan dengan pelabelan titik
dan bobot sisi yang berbeda dengan pelabelan titik dan bobot sisi pada saat
d = 0 dan d = 2 yang telah ditemukan sebelumnya, hal ini dikarenakan pela-
belan titik dan bobot sisi baru yang ditemukan berlaku untuk sembarang m
dann (m > 2dann > 2).

Pada bidang teori graf, penentuan nilai kebenaran suatu rumus bijektif
ditentukan melalui pendeteksian pola (pattern recognition) yang nantinya akan
menghasilkan suatu teorema. Teorema yang ditemukan dimulai dengan pen-
deteksian pola yang berlaku sampai batas m dan n yang ditemukan peneliti ke-
mudian baru menentukan fungsi bijektifnya. Dalam hal ini, penulis tidak men-
cantumkan cara memperoleh fungsi bijektif tersebut, akan tetapi pembuktian
kebenaran teorema tersebut telah dipaparkan yang kemudian diikuti dengan

contoh pelabelan sebagai visualisasi dari kebenaran teorema.

Terdapat beberapa pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabu-
ngan Graf Tangga Permata mDI,, yang belum ditemukan oleh peneliti. Berda-
sarkan visualisasi contoh-contoh pelabelan dan penerapan fungsi bijektif hasil
penelitian yang telah ditemukan, diharapkan dapat membantu peneliti lain
yang akan melakukan penelitian sejenis. Beberapa pelabelan yang belum dite-

mukan oleh penulis disajikan pada open problem berikut:

Open Problem 4.7.1 Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada mDI,,, dengan
1<i<n1<k<m;mgenap untuk d =0dan d = 2.
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KESIMPULAN DAN SARAN

51 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa:

1. fungsi bijektif pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic dan pelabelan total su-
per (a,d)-sisi antimagic pada graf DI, telah dibahas melalui pembuk-
tian teorema yang diberi tanda ¢. Melalui pembuktian teorema tersebut,
disimpulkan bahwa terdapat pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic

pada graf Tangga Permata DI, jikan > 2, dengan d € {0, 1, 2}.

2. fungsi bijektif pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic dan pelabelan total su-
per (a, d)-sisi antimagic pada graf mDI, telah dibahas melalui pembuk-
tian teorema yang diberi tanda ¢. Melalui pembuktian teorema tersebut,
disimpulkan bahwa terdapat pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
pada gabungan saling lepas graf Tangga Permata mDI, jika n > 2 dan
m > 2,dengan d € {0, 1, 2}.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan total super (4, d)-sisi an-
timagic pada graf Tangga Permata serta mengacu pada open problem dari hasil
penelitian yang telah ditemukan, maka peneliti memberikan saran pembaca

dapat melakukan penelitian tentang:

e Untuk graf mDI,, m > 2 genap dan n > 2, apakah terdapat pelabelan
total super (a, d)-sisi antimagic dengan d € {0, 2}.
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