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RINGKASAN

Fungsi Bijektif Pelabelan Antimagic pada Gabungan Graf Banana Tree; Khud
Biyadi, 050210101333; 2010: 62 halaman; Program Studi Pendidikan Matem-
atika, Jurusan Pendidikan Matematika dan IImu Pengetahuan Alam, Fakultas

Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember.

Salah satu model matematika yang sudah cukup dikenal dan bisa men-
cakup berbagai permasalahan adalah teori graf. Misalkan G(V, E) adalah suatu
graf dengan himpunan titik V' dan himpunan sisi E. Sebuah pemetaan satu-
satu a dari V(G) U E(G) ke himpunan bilangan bulat {1,2,3,..,v + e} dise-
but pelabelan total (a, d)-sisi antimagic jika himpunan bobot sisinya W (uv) =
a(u) + a(v) + a(uwv) pada semua sisi G adalah {a,a + d,...,a + (e — 1)d} un-
tuk @ > 0 dan d > 0 keduanya adalah bilangan bulat. Sebuah pelabelan to-
tal (a,d)-sisi antimagic disebut pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic jika
a(V)={1,2,3..,v}dana(E) = {v+ 1L, v+2,..,v0+ e}. Tujuan dari penelitian
ini adalah untuk mengetahui batas atas d sehingga gabungan graf banana tree
mB, ; mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dan bagaimana
fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dari pelabelan terse-
but. Metode dalam menemukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada
gabungan graf banana tree mBy . terdiri dari beberapa langkah yang diawali
dengan menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menen-
tukan pelabelan yang berlaku sampai dengan batas m, n, dan k yang telah dite-
mukan. Kemudian untuk menentukan pola secara umum digunakan fungsi-
fungsi dalam barisan aritmatika untuk menentukan fungsi bijektifnya. Hasil
penelitian ini berupa lemma dan teorema baru mengenai pelabelan total su-
per (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf banana tree mB., ; yang ditemukan
dalam penelitian secara eksperimental dan pembuktiannya dilakukan secara
deduktif matematik.
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PENDAHULUAN I

1.1 Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan disiplin ilmu yang memberikan sumbangan lang-
sung dan mendasar terhadap berbagai aspek kehidupan manusia. Bahkan,
CF. Gauss (dalam Tampomas, 2003) menyatakan bahwa matematika adalah
ratu dari ilmu. Matematika juga bisa berfungsi sebagai alat untuk menyeder-
hanakan penyajian dan pemahaman masalah. Dengan menggunakan matema-
tika, suatu masalah dapat menjadi lebih sederhana untuk disajikan, dipahami,
dianalisis, dan dipecahkan.

Penyederhanaan penyajian suatu masalah dapat dilakukan dengan mem-
buat model matematika dari masalah tersebut. Suatu model matematika dapat
digunakan untuk mengidentifikasi berbagai masalah atau situasi dalam ke-
hidupan sehari-hari. Konstruksi dari suatu model matematika dapat dibuat
dalam berbagai cara dan digunakan untuk menyelesaikan masalah yang ber-
beda-beda. Salah satu model matematika yang sudah cukup dikenal dan bisa
mencakup berbagai permasalahan adalah teori graf (graph theory).

Teori graf merupakan pokok bahasan yang mepunyai banyak terapan
sampai saat ini. Graf digunakan untuk mempresentasikan objek-objek diskrit
dan hubungan diantara objek-objek tersebut. Salah satu bukti nyata dari pen-
tingnya penggunaan teori graf dalam kehidupan sehari-hari adalah ketika L.
Euler (pada tahun 1736) dapat membuktikan bahwa dalam sebuah acara jalan-
jalan, orang tidak mungkin hanya sekali menyeberangi setiap jembatan Konigs-
berg-Jerman (yang jumlahnya ada tujuh buah), jika orang tersebut ingin kem-

bali ke tempat semula.
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Bab 1. Pendahuluan 2

Terdapat beberapa jenis graf dan salah satu diantaranya adalah pohon
(trez). Diantara sekian banyak konsep dalam teori graf, konsep pohon meru-
pakan konsep yang paling penting, khususnya bagi orang yang tertarik de-
ngan penerapan graf. Hal itu dikarenakan terdapat banyak aplikasi graf po-
hon yang berkaitan dengan permasalahan kehidupan sehari-hari. Salah satu
bentuk aplikasi dari pohon adalah kode awalan.

Kode awalan (prefix code) adalah himpunan kode, misalnya kode biner,
sedemikian sehingga tidak ada anggota kumpulan yang merupakan awalan
dari anggota yang lain. Himpunan {000, 001, 01, 10, 11} merupakan kode
awalan, sedangkan {1, 00, 01, 000, 0001} bukan kode awalan karena 00 adalah
prefiks dari 0001 (Munir, 2003:402). Kode awalan mempunyai pohon biner
yang bersesuaian. Sisi diberi label 0 atau 1. Pelabelan sisi harus konsisten,
yakni semua sisi kiri dilabeli 0 saja sedéngkaﬁ sisi kanan dilabeli 1 saja, atau
semua sisi kiri dilabeli 1 saja dan sisi kanan dilabeli 0 saja. Gambar 1.1 menun-
jukkan pohon biner dari himpunan {000, 001, 01, 10, 11}.

Kegunaan dari kode awalan adalah untuk mengirim pesan pada komu-
nikasi data. Setiap karakter di dalam pesan direpresentasikan dengan barisan
angka 0 dan 1. untuk mengirim pesan kita cukup mengirimkan string angka 0
dan 1 yang merepresentasikan karakter di dalam pesan. Oleh pihak penerima,
string angka 0 dan 1 ini dikembalikan lagi ke karakter penyusun semula.

000 001

Gambar 1.1: Pohon biner dari kode awalan 000, 001, 01, 10, 11
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Bab 1. Pendahuluan 3

Dari Gambar 1.1, tampak bahwa setiap sisi pada pohon dilabeli dengan
angka 0 atau 1. Ini merupakan salah satu contoh pelabelan graf. Pelabelan
merupakan pokok bahasan yang banyak menarik perhatian. Hal itu dikare-
nakan model-model yang ada pada pelabelan graf berguna untuk berbagai
macam aplikasi, misalnya radar, sistem alamat pada jaringan komunikasi, de-
sain sirkuit, bioinformatika, teori pengkodean, automata dan kristalografi sinar
X (Dafik, 2008:2). Pelabelan (pemberian nilai) pada graf adalah pemetaan satu-
satu yang membawa elemen dari graf (titik dan atau sisi) ke himpunan bila-

ngan bulat positif.

Pelabelan graf pertama kali muncul pada tahun 1960-an yang diawali
oleh hipotesis Ringel dan karya ilmiah Rosa pada tahun 1967 (Slamin; 2001:
287). Pada tahun 1967 Rosa menyebut pelabelan ini sebagai pelabelan § —
valuation dari graf G dengan e sisi, jika terdapat fungsi f yang memetakan
satu-satu dari himpunan titik V(G) ke himpunan bilangan bulat {0,1,2, ..., e}
sedemikian hingga setiap sisi zy di G mendapat label | f(z)— f(y)| yang berbeda
untuk setiap sisi pada graf G.

Terdapat berbagai jenis pelabelan dalam graf, salah satu diantaranya ada-
lah pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic (SEATL), dimana a bobot sisi
terkecil dan d nilai beda. Pelabelan ini diperkenalkan oleh Simanjutak, Bertault
dan Miller pada tahun 2000 (Dafik, 2008:19). Dalam hal ini yang dimaksud
bobot sisi adalah jumlah label sisi dan label titik yang terdapat pada ujung sisi
tersebut dan pelabelan total adalah dengan melabeli semua titik dan sisinya.
Sedangkan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic merupakan pelabelan to-
tal yang dimulai dengan melabeli seluruh titik terlebih dahulu dengan bila-
ngan asli yang berurutan, kemudian dilanjutkan dengan melabeli seluruh sisi
sedemikian hingga bobot sisinya membentuk barisan aritmatika dengan suku
pertama a dan beda d.

Pada graf diskonektif (gabungan graf sraling lepas), hasil-hasil pelabelan
totul super (a, d)-sisi antimagic belum banyak ditemukan, terutama untuk je-

nis graf dari family tree. Salah satu jenis graf yang merupakan famili dari
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tree adalah banana tree. Banana tree adalah suatu graf yang diperoleh dengan
menghubungkan tepat satu daun (titik yang berderajad 1) dari n graf bintang
ke suatu titik tunggal yang disebut akar. Graf banana tree dilambangkan By
dengan n > 2, k > 4, n dan k bilangan bulat. Sedangkan gabungan graf yang
dimaksud dalam penelitian ini adalah gabungan saling lepas dari beberapa

graf atau graf diskonektif.

Gabungan dari m buah graf G (ditulis mG) diartikan sebagai graf dengan
m komponen, dimana setiap komponennya adalah graf G. Selanjutnya, dalam
penelitian ini yang dimaksud gabungan graf banana tree adalah gabungan dari
m graf banana tree. Gambar 1.2 merupakan contoh gabungan dua buah graf
banana tree yang masing-masing diperoleh dengan menghubungkan tiga graf

bintang.

R AT

Gambar 1.2: Contoh gabungan Graf Banana Tree

Permasalahan tersebut di atas mendorong penulis untuk meneliti bagai-
mana cara melabeli graf banana tree dengan pelabelan super (a, d)-sisi antimagic,
dengan terlebih dahulu menentukan batas atas d. Kemudian menentukan pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf banana tree untuk ni-
lai d yang telah ditemukan. Langkah terakhir adalah menentukan konstruksi
fungsi bijektif dari pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan
saling lepas graf banana tree. Sehingga pada penelitian ini penulis memilih
judul “Fungsi Bijektif Pelabelan Antimagic Pada Gabungan Saling Lepas
Graf Banana Tree”.
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1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan permasala-

han dalam penelitian ini yaitu:

1. berapa batas atas d sehingga gabungan graf banana tree mempunyai pela-

belan total super (a, d)-sisi antimagic?

2. bagaimana fungsi bijektif dari pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic

pada gabungan graf banana tree?

1.3 Batasan Masalah

Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, ma-

- ka dalam penelitian ini permasalahannya dibatasi pada:

1. graf tak berarah yang berhingga dan sederhana, yaitu graf yang tidak
mempunyai loop dan sisi ganda;

2. pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf banana tree
mB,; dengan m > 2, n > 2, dan k¥ > 4. m menyatakan banyaknya
jumlah banana tree yang digabung sehingga m > 2. Sedangkan batasan
nilai n dan k disesuaikan dengan definisi dari graf banana tree.

1.4 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang di atas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. mengetahui batas atas d sehingga gabungan graf banana tree mempunyai

pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic?

2. mengetahui fungsi bijektif dari pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic

pada gabungan graf banana tree?



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

Bab 1. Pendahuluan 6

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

1. menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya da-
lam bidang pelabelan graf yaitu mengetahui ada tidaknya pelabelan total
super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf banana tree;

2. memberikan motivasi pada peneliti lain untuk meneliti pelabelan total
super (a, d)-sisi antimagic pada graf jenis lain.
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TINJAUAN PUSTAKA

Sebelum membahas lebih lanjut tentang penelitian ini, berikut disajikan

beberapa konsep dasar graf yang berkaitan dengan penelitian ini.

2.1 Terminologi Dasar Graf

2.1.1 Definisi Graf

Dalam Kreyszig (1993:481), secara kasar graf tersusun atas titik-titik yang:
dinamakan verteks, dan garis-garis yang menghubungkan titik-titik tersebut
dinamakan sisi. Namun secara matematis, suatu graf G didefinisikan sebagai
pasangan himpunan (V, E), yang dalam hal ini:

V' = himpunan tak kosong dari semua titik (verteks)

= U, ooy Vg )
dan
E =himpunan sisi (edges) yang menghubungkan sepasang titik

={en, Gaph 3 6x}
Definisi di atas menyatakan bahwa V' tidak boleh kosong, sedangkan E boleh
kosong. Jadi, sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu buah pun,
tetapi titiknya harus ada, minimal satu (Munir, 2003:291). Titik pada graf dapat
dinomori dengan huruf, dengan bilangan asli, atau dengan menggunakan hu-
ruf dan angka (bilangan asli). Misalkan v; dan v; adalah titik pada suatu graf,
maka sisi yang menghubungkan titik v; dan v; dinyatakan dengan pasangan

(vi, v;) atau dengan lambang ey, es, €3, ..., €.

Secara geometri, graf digambarkan sebagai sekumpulan noktah (titik) di
dalam bidang datar yang dihubungkan dengan sekumpulan garis (sisi). Gam-
bar 2.1 memperlihatkan sebuah graf dengan himpunan titik V dan himpunan

7
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(%1

Uy U2

€3
€2
~ Gambar 2.} Contoh graf
sisi £ adalah :

V= {UI:U2:U3=U4}
E = {(v1,v2), (vg, v3), (vs, vg), (V1,v4), (v1,v2), (vg, v3), (v, v4) }
= {els €9, €3, €4, €5, €6, 87}

Sisi e; dan e; merupakan contoh multiple edge, yaitu beberapa sisi (edge)
yang menghubungkan titik-titik ujung yang sama. Selain itu, sebuah graf juga
dimungkinkan mempunyai satu atau lebih loop, yaitu sebuah sisi yang titik-
titik ujungnya adalah verteks yang sama.

2.1.2 Jenis-jenis Graf

Graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa jenis bergantung pada su-
dut pandang pengelompokannya. Terdapat beberapa kriteria untuk menge-
lompokkan graf, beberapa diantaranya adalah pengelompokan berdasarkan
jumlah titik atau berdasarkan orientasi arah pada sisi.

Jumlah titik pada suatu graf G (dinotasikan dengan |V/(G)|) disebut order,
dan jumlah sisi disebut dengan size dan dinyatakan dengan |E(G)|. Berdasar-
kan jumlah titik pada suatu graf, maka secara umum graf dapat digolongkan
menjadi dua jenis:

1. Graf berhingga
Graf berhingga adalah graf yang jumlah titiknya berhingga.
2. Graf tak berhingga
Graf yang jumlah titiknya tak berhingga disebut graf tak berhingga.
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Sisi pada graf dapat mempunyai orientasi arah. Berdasarkan orientasi

arah pada sisi, maka secara umum graf dibedakan atas dua jenis, yaitu:

1. Graf tak berarah
Graf yang sisinya tidak mempunyai orientasi arah disebut graf tak ber-
arah. Pada graf tak berarah, urutan pasangan simpul yang dihubungkan

oleh sisi tidak diperhatikan. Jadi, (v;, v;) = (v;, v;) adalah sisi yang sama.

2. Graf berarah
Graf yang setiap sisinya diberikan orientasi arah disebut graf berarah.
Pada graf berarah, (v;,v;) dan (vj,v;) menyatakan dua buah sisi yang
berbeda. Untuk sisi (v;, v;), titik v; dinamakan titik asal dan titik v; dise-
but titik terminal.

2.1.3 Konsep Dasar Graf

Misalkan e = (v;,v;) merupakan sebuah sisi pada graf G, yaitu v; dan
v; adalah titik ujung dari e, maka verteks v; dikatakan adjacent (berelasi) ter-
hadap verteks v; dan edge e incident (terhubung) pada v; dan v;. Sedangkan
derajat sebuah verteks v pada sebuah graf G ditulis dengan deg (v), adalah
jumlah edge yang incident (terhubung) pada v, dengan kata lain jumlah edge
yang memuat v sebagai titik ujung (Lipschutz dan Lipson, 2002: 7). Jika semua
titik pada graf G mempunyai derajat yang saman maka graf G disebut graf
regular n. Jika terdapat sebuah titik yang tidak mempunyai sisi yang incident
dengannya atau dengan kata lain derajat titik tersebut = 0, maka titik terse-
but dinamakan titik terpencil (isolated vertex). Dari Gambar 2.2, tampak bahwa
verteks v, bertetangga (berelasi) dengan verteks v, vs, v11, v12, dan v;3 sehingga
derajat dari v, adalah 5 dan v;5 merupakan contoh isolated vertex karena tidak

ada sisi yang terhubung dengan v;s.

Perhatikan kembali Gambar 2.2, himpunan {vy, ey, vs, €3, vs, €3, V4, €5, V5}
disebut lintasan (path) yang panjangnya 4. Secara umum, lintasan yang pan-
jangnya n dari titik awal vy ke titik tujuan v, di dalam graf G didefinisikan seba-
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Gambar 2.2: Graf dengan isolated verteks

gai barisan selang-seling titik-titik dan éisi—sisi yang berbentuk v, €1, v1, €2, V2,
o Un—1, €n, Un Sedemikian sehingga e; = (vo,v1), €2 = (v1,v2), €3 = (V2,73), .-y
en = (Vn_1,v,) adalah sisi-sisi dari graf G (Munir, 2003: 306)

Sebuah path o dapat dituliskan sebagai:

l.a= {an €1, V1, €2, V2, ++vy Un—1, €n, Un}

2. a = {vg,v1, Vs, ...,Un} atau & = {ey, €3, ..., €, } jika graf yang ditinjau adalah
graf yang sederhana, yaitu graf yang tidak mempunyai loop dan multiple
edge.

Jika terdapat sebuah path a = {v, v1, ..., Un}, maka dikatakan sederhana
jika semua verteksnya berbeda dan disebut trail jika semua sisinya berbeda.
o juga bisa dikatakan tertutup jika vg = vy, yaitu jika titik asal o = titik akhir
a. Selain itu, path o juga bisa disebut cycle (putaran) jika tertutup dan semua
verteksnya berbeda kecuali vg = v, . Sebuah cycle dengan panjang K disebut
cycle K. Cycle pada sebuah graf harus mempu-nyai panjang 3 atau lebih. Jarak
antara v; dan v; biasa di ditulis dengan d(v;, v;) merupakan panjang sebuah
path terpendek antara v; dan v;. Jika tidak ada path antara v; dan v; maka
d(v;, v;) tidak terdefinisi.

Dua buah titik v; dan v; dikatakan terhubung jika terdapat lintasan dari
v; ke v;. Sedangkan graf tak berarah G disebut graf terhubung (connected graph)
jika untuk setiap pasang titik v; dan v; didalam himpunan V terdapat lintasan
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dari v; ke v;. Jika tidak, maka G disebut graf tak terhubung (disconnected graph).
Graf yang hanya terdiri dari satu titik tetap disebut graf terhubung karena titik
tunggalnya terhubung dengan dirinya sendiri.

Gabungan dari dua graf G; dan G, dinotasikan dengan G; U Go, didefi-
nisikan sebagai graf dengan himpunan titiknya adalah V(G;) U V(G;) dan
himpunan sisi E(G;) U E(Gs). Pada Gambar 2.3, graf G merupakan gabungan
graf G; dan Gy, yaitu G = G; U G,. Graf gabungan mG didefinisikan sebagai
gabungan saling lepas dari m buah kopi graf G, atau dapat juga dikatakan se-
bagai graf dengan m komponen, dimana setiap komponennya adalah graf G.
Dengan kata lainmG =G, UG, UG3 U ... UG, dengan G1 = Gy = G3 = ... =
G = G. Misal graf G mempunyai p titik dan g sisi, maka graf mG mempunyai
mp titik dan mg sisi (Wijaya, 2001:85).

Gh Gy G
Gambar 2.3: Contoh gabungan graf

2.2 Graf-graf Khusus

Beberapa family graf adalah sebagai berikut:

1. Graf Roda
Graf roda W,(n > 3) adalah graf yang didapat dengan menghubungkan
semua titik dari graf lingkaran C,, dengan suatu titik yang disebut pusat.
Jadi, W, terdiri dari n + 1 titik dan 2n sisi. Sebagai contoh perhatikan W
pada Gambar 2.4.
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ve (29

Us

Gambar 2.4: Graf roda W3

2. Graf Friendship

Graf friendship F, adalah graf yang terdiri dari n segitiga dengan tepat

1 titik persekutuan yang disebut dengan titik pusat. Gambar 2.5 adalah
contoh graf friendship.

U3

() ()
()

Gambar 2.5: Graf friendship Fj
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3. Graf Kipas (fan)
Graf kipas K,(n > 3) adalah graf yang didapat dengan menghubungkan
semua titik dari graf lintasan P, dengan suatu titik yang disebut pusat.
Jadi, K, terdiri dari n + 1 titik dan 2n — 1 sisi. Misalkan c, vy, vs, ..., Un
adalah titik pada graf kipas K, dengan ¢ merupakan titik pusat, maka
U1, CVg, ..., CUp, V1Vg, VU3, ..., Un_1U, adalah sisi-sisi dari K,,. Untuk contoh,

perhatikan K, pada Gambar 2.6.

Gambar 2.6: Graf kipas K

4, Graf Pohon (T'ree)
Graf pohon T, adalah graf terhubung dengan n titik dan tidak memuat

graf lingkaran (cycle). Pengurangan satu sisi pada suatu graf pohon men-
gakibatkan graf tersebut menjadi graf tak-terhubung, sebaliknya penam-
bahan satu sisi mengakibatkan terbentuknya subgraf lingkaran. Graf po-
hon yang terdiri dari verteks tunggal dan tidak mempunyai sisi disebut
tree degenerate. Beberapa graf yang termasuk tipe graf pohon adalah kater-
pilar, bintang, dan banana tree.

5. Graf Bintang
Graf bintang S,,, n > 3 adalah graf pohori yang terdiri dari 1 titik yang
berderajat n — 1 dan n — 1 titik yang berderajat 1. Jadi, graf bintang S,
terdiri dari n titik dan n — 1 sisi. Sebagai ilustrasi perhatikan graf Ss pada
Gambar 2.7.

6. Graf Katerpilar (Cartepillar)
Katerpilar C,, adalah sebuah graf yang berasal dari sebuah path dengan
menggantungkan beberapa nomor daun pada titik-titik path. Katerpilar
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dapat dianggap sebagai sebuah rangkaian beberapa graf star 5; U 53 U...
S;, dimana setiap S; adalah sebuah graf star dengan pusat ¢ dan daun-
daunn;; i = 1,2,,r; dan daun-daun S; termasuk ¢;—; danc¢;y1,7 = 2, ...,7—
1 (Sugeng, 2007:97). Untuk contoh, perhatikan Ol pada Gambar 2.8.

Gambar 2.7: Graf bintang Se

I1 @ I3

Gambar 2.8: Graf katerpilar C),

7. Graf Banana Tree

Graf banana tree B, (n > 2,k > 4) seperti didefinisikan oleh Chen dkk.
(1997) adalah suatu graf yang diperoleh dengan menghubungkan tepat
satu daun (titik yang berderajad 1) dari n copy graf bintang ke suatu titik
tunggal yang disebut akar. Gambar 2.9 berikut ini merupakan contah graf
banana tree Bsg yang diperoleh dengan menghubungkan 5 graf bintang
(Ss) dengan titik p. Didefinisikan z;; merupakan titik ke-i pada kompo-
nen n dan titik ke-/ pada komponen k(l1<i<ndan0<!<k-1)dan
p adalah titik pusat pada graf banana tree B, ;, maka gambar graf banana
tree beserta labelnya disajikan pada gambar 2.9.
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@0@/\@\@ @@

Gambar 2.9: Graf banana tree Bs g

2.3 Pelabelan Graf

Pelabelan graf adalah suatu pemetaan satu-satu dan onto (fungsi bijektif)
yang memetakan himpunan dari elemen-elemen graf (titik dan sisi) ke him-
punan bilangan bulat positif. Secara umum, fungsi f yang memetakan him-
punan A ke dalam B disebut fungsi satu-satu jika setiap elemen dalam A mem-
punyai bayangan yang berbeda pada B dan disebut onto jika dan hanya jika
range f sama dengan B. Secara lebih singkat, f : A — B adalah satu-satu jika
f(a) = f(a’) maka a = o’ dan merupakan onto jika f(A) = B. Sehingga, fungsi
yang memetakan himpunan elemen-elemen graf ke himpunan bilangan bulat
positif disebut fungsi bijektif jika tidak ada dua buah elemen yang berbeda
pada graf yang mempunyai bayangan yang sama atau dengan kata lain semua
elemen pada graf dinomori dengan bilangan bulat positif yang berbeda. Secara
matematik, definisi pelabelan graf dapat dituliskan sebagai berikut:

Pelabelan graf G = (V, E) adalah suatu pemetaan : D — N, dimana D : do-
main, N : himpunan label dari G. Jika,

» D =V maka disebut pelabelan titik
» D = E maka disebut pelabelan sisi
» D =V U E maka disebut pelabelan total

Pada pelabelan titik, jumlah label.dua titik yang menempel pada suatu
sisi disebut bobot sisi. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama maka
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Gambear 2.10: (i) Pelabelan titik, (ii) Pelabelan sisi, (iii) Pelabelan total

(i

disebut pelabelan titik sisi ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang
berbeda dan himpunan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan arit-
matika dengan suku pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut disebut
pelabelan titik sisi anti ajaib (edge antimagic vertex labelling (EAVL)).

Sedangkan dalam pelabelan total, bobot sisi diartikan sebagai jumlah la-
bel sisi dan label dua titik yang menempel pada suatu sisi. Jika semua sisi
mempunyai bobot sisi yang sama maka pelabelan tersebut disebut pelabelan
total-sisi-ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang berbeda dan him-
punan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmetika dengan suku
pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut disebut pelabelan total sisi anti

ajaib (pelabelan total sisi antimagic) (Dartono, 2006).

2.3.1 Pelabelan total Super (a, d)-sisi antimagic

Pelabelan total (a, d)-sisi antimagic pertama kali diperkenalkan oleh Ri-
novia Simanjuntak, Mirka Miller, dan Francois Bertault pada tahun 2000. Pela-
belan total (a, d)-sisi antimagic pada graf G = G(V, E) adalah pemetaan satu-
satu dari V(G) U E(G) pada {1,2,3,...,v + e}, sedemikian hingga himpunan
bobot sisi dari semua sisi di G adalah {a,a + d,a + 24, ...,a + (e — 1)d} untuk
a > 0 dan d > 0. Sedangkan pelabelan total (a, d)-sisi antimagic disebut pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic (super edge antimagic total labeling (SEATL))
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f(V)y={1,2,..,v}dan f(E) = {v+1,v+2,..,v+e}. Untuk mencari batas atas
nilai beda d pada pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dapat ditentukan
dengan teorema sebagai berikut (Dafik. 2007:26):

Lemma 2.3.1 Jika sebuah graf (V| E) mempunyai pelabelan total super (a, d)-
sisi antimagic maka d < =3

Bukti:

f(V)y=1{1,2,3,...,v}dan f(E) = {v+ 1L, v+2,..,v+e}

Misalkan graf (V, E) mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
dengan pemetaan f : V(G) U E(G) — {1,2,...,v + e}. Nilai minimum yang
mungkin dari bobot sisi terkecil merupakan hasil jumlah label sisi terkecil dan
dua label titik terkecil yang menempel pada sisi tersebut, yaitu 1+ (v+1) +2 =
v + 4. Dapat ditulis :

v+4<a

Sedangkan pada sisi yang lain, Nilai maksimum yang mungkin dari bobot
sisi terbesar merupakan jumlah label sisi terbesar dan dua label titik terbesar
yang menempel pada sisi tersebut, yaitu (v—1)+(v+e)+v = 3v+e—1. Karena
banyaknya sisi adalah e, maka berdasarkan rumus deret aritmatika, bobot sisi
terbesar a + (e — 1)d. Akibatnya:

a+(e—1)d < 3v+e-—1
S w+4)+(e—-1)d < v+e-—1
Jut+e—1—(v+4)

= da=
4 e—1

21)+e—5

g &
i i e—1

Berdasarkan persamaan tersebut terbukti bahwa d < 2£<=5 sehingga da-
pat diperoleh nilai d dari berbagai famili graf. Secara harfiah, pelabelan total
(@, d)-sisi antimagic dan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic memuat per-
luasan gagasan dari total (a,d)-sisi magic dan pelabelan total super (a, d)-sisi
magic (Baca dan Miller, 2007:37). O
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2.3.2 Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada Graf ba-
nana tree mB,, i

Berikut ini disajikan salah satu teknik untuk menemukan pelabelan Total
Super (a, d)-Sisi Antimagic pada graf banana tree untuk d = 2 yang diperoleh
dengan pengembangan penulis sendiri dengan mengacu pada hasil penelitian
pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada gabungan graf cycle (oleh Drs.
Dafik, M.S¢, Ph.D). Sedangkan untuk nilai d yang lain dapat diperoleh dengan
teknik yang sama seperti mencari d = 2 yang akan dipaparkan berikut ini.
Langkah-langkahnya adalah sebagai berikut:

1. Menentukan EAVL pada graf banana tree dengan teknik pattern recogni-

tion.

Misalkan a(z;;) dan a(p) masing-masing adalah fungsi bijektif label titik
z;; dan p, maka dengan mengamati pola dan menggunakan konsep barisan
dan deret diperoleh fungsi bijektif label titik sebagai berikut:

[ (1—1)n+ L jika ¢ ganjil (1<i<n—2), 1<I<k—2

QL3ntitl, ika § genap, 2 < < k-1

afziy) = ¢ E3BIL ke j—n, 2<I< k-2
(k—2)n+%; jika i genap, | =0

| @2t ika i ganjil, [ =0

(k—1)n+ 5L, jika i ganjil (1<i<n-2), I=k-1
o) B w; jlkai=mn, I=1
L%——%Eﬂl' jika ¢ genap, [ =1

)

a(p) =nk+1

Sebagai contoh, perhatikan EAVL graf banana tree Bs ; pada Gambar 2.11.
Dari Gambar 2.11 diperoleh bahwa barisan bobot sisinya membentuk
barisan aritmatika dengan beda 1.
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Gambar 2.11: EAVL graf banana tree Bs 7

2. Menentukan fungsi bijektif bobot sisi EAVL '
Misalkan w adalah fungsi bijektif bobot sisi EAVL (pelabelan titik c(z;;)
dan a(p)), maka w dapat diperoleh dengan mengelompokkan terlebih
dahulu bobot sisi dengan i yang berurutan dan membentuk deret ar-
itmatika. Dengan cara yang sama akan diperoleh fungsi bijektif untuk
bobot sisi dan dapat dituliskan sebagai berikut:

w1 (zi0Tiy) = %Mn-%- 2+l untuk @ ganjil (1 £ i< n-—2)dan 1<
[<k-2

wo (T 0%iy) = EEE=Tn + 2L untuk ¢ genap dan 2 <1< k-1

ws(ZTipTiy) = M.f_)*il; untuk i=ndan 2<I<k-1

wy(z;0%iy) = 4—’-“-2:§n+2—2"—1; untuk i ganjil (1 < ¢ < n—2)! = k—1 atau untuk ¢
genap, [ =1 ' )

we(T:0Tiy) = 14—"-:%)1‘—‘&; untuk i=ndanl=1

wr(pzip—2) = (2k — 3)n + 52, untuk ¢ ganjil (1 <i<n—2)

ws(PTi f—2) = %ﬂn + 3%3-; untuk ¢ genap

wo(pEig—g) = DS, untuk i =n

Perhatikan himpunan w = {w;, wy, w3, wy, ws, wr, w4, ws, we}. Tam-

pak bahwa bobot sisi terkecil terletak pada w; dan bobot sisi terbesar
terletak pada ws. Dengan mensubtitusikan nilai ¢ = 1 dan/ = 1 pada
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w; diperoleh w = LL“EE_—S-, subtitusi i = 2 dan [ = 2 pada w; diper-
oleh w = (_2_153_3,)315’ subtitusi ¢ = 3 dan [ = 1 pada w; diperoleh w =
M, o W =W & = Ek—_—zl’—"—ﬂ Dapat dinyatakan bahwa w mem-

2
bentuk barisan aritmatika dengan suku awal Qf-ﬁlﬁ dan beda 1 (satu),
atau dapat dituliskan w = {{2’“'3)”“’, B (2k—g)n+7’ — (4k'g)”+1}. Se-
hingga terbukti bahwa pelabelan titik a(z;;) dan a(p) adalah pelabelan

titik (a, 1)-sisi antimagic.

Untuk lebih memahami bobot sisi graf banana tree, perhatikan Gambar
2.12. Pada Gambar 2.12, angka pada sisi merupakan bobot sisi dari pela-
belan titik (EAVL).

€19 °
1
il |2
2
284
k9
5 i
: 4
ey » e
5
213

2L )7
M 9 2 12 35 33 8
% 6 G |* 6 6 2 W3 >
60 31 62 63
6y " 3¢ el Y o
50 14 61 17 52 15 53 13
40 46 42 43
24 32

5% 56
57 54

9 €9
1 10
32 33

S
€3

Gambar 2.12: Bobot sisi EAVL graf banana tree Bs 7

3. Tentukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic (SEATL) pada graf ba-
nana tree By g untuk d = 2 dengan teknik:
Lengkapi pelabelan titik dengan melabeli sisi-sisinya sehingga menjadi
pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic. Misalkan a(z;oz;;) adalah la-
bel sisi ; pzi; dan o(pz; k—2) adalah label sisi pz; x5, maka dengan menga-
mati pola dan menggunakan konsep barisan dan deret akan diperoleh la-
bel sisi sebagai berikut:
ai(zieziyy) = (k+1—1n+i+1; untuk ¢ ganjil (1 <i<n—-2) 1<

I<k-2
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ag(zipziy) = (k+1—-2)n+i+1; untuk 4 genap 2< 1< k-1
as(Tipriy) = (k+1=1)n+1; untuk i=n2<I<k—1
ay(zioriy) = (2k —1)n+i+1; untuk 7 ganjil (1<i<n—-2)I=k-1
as(z;0zii) = (2k — 1)n+ i+ 1; untuk ¢ genap [ =1

ar(pTig_n) = L‘*—'“——g)"—ﬂ; untuk 7 ganjil (1<i<n-—2)
og(p;k-2) = (2k — 2)n + % + 2; untuk i genap
ag(pTip—2) = (2k — 2)n + 2; untuk i =n

(
(
(
ag(Tiorig) =2nk+1; untuk i=n =1
(
(

Sebagai ilustrasi, perhatikan Gambar 2.13 yang merupakan SEATL graf

banana tree Bs 7 untuk d = 2 berikut ini.

63 64

Gambar 2.13: SEATL graf banana tree Bs ; untuk d = 2

4. Menentukan fungsi bobot sisi pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
(SEATL)

Dalam pelabelan total (SEATL), bobot sisi (/) diartikan sebagai

jumlah label sisi dan label dua titik yang menempel pada suatu sisi atau

dengan kata lain dengan menjumlahkan bobot sisi EAVL (w) dan label

sisinya, atau secara matematik dinyatakan sebagai berikut:

W =w+ ay

dengan «,, merupakan label sisi yang mempunyai bobot sisi EAVL w.
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Hal ini berarti bahwa untuk menentukan nilai W, harus ditentukan dulu

w dan «,, dengan syarat batas ¢ dan | yang sama.

Perhatikan kembali fungsi bijektif bobot sisi dan fungsi bijektif la-
bel sisi. Tampak bahwa syarat batas i dan ! untuk w, (z; pz;;) sama dengan
syarat batas i dan | untuk o, (z;0zi;), syarat batas i dan [ untuk wy(z;oz;)
sama dengan syarat batas i dan [ untuk ay(z;ez;;), syarat batas i dan
[ untuk wj(z;ex;;) sama dengan syarat batas i dan [ untuk as(z;o;;),
dan seterusnya. Sehingga fungsi bijektif W dapat dinya-takan sebagai
berikut: '

Wi(zioziy) = wi(z;02i1) + 01(TipTig)
= M;—TM'E—J—%; untuk ¢ ganjil (1 <i<n-—2)dan 1<
I€£k—2
Wa(zio0mi1) = wa(wipzig) + aa(zioTii)
= Mﬁ;—n)”—w’nﬁ—?i; untuk ¢ genap dan 2 <Ii<k-1

Wi(zi0zi1) = ws(@ioziy) + a3(2i07i2)
= WIS, yntuk i=n dan 2 <1< k-1

Wa(zi0min) = wa(TipTiy) + ag(zioTiy)
= @ﬂ)—;iﬁi; untuk 7 ganjil (1 < ¢ < ni2) rmdan | =
k-1
Ws(zi0zii) = ws(Ziozig) + as(zipzig)
Mw untuk ¢ genap dan [ =1

We(zi0Ti1) = we(Ti0Tip) + a(TioTi)
__ (8k=3)n+3,
S
Wr(pTik-2) = wr(pzik-2) + ar(pmip_2)

———(5"‘9)3*‘2""'7; untuk i ganjil (1<i<n—2)

untuk i=n dan l =1

We(pzi p—2) = ws(pTip—2) + as(pT;f-2)
_ (Bk=11)n+2i47
2

; untuk ¢ genap

Wo(pz; k-2) = wo(pTi k—2) + o (pTi k—2)
= w; untuk i =n
Perhatikan himpunan W' = {W;, Wy, W3, Wy, Wy, Wq, Wy, Ws, Ws}.

Dengan mengamati fungsi bijektif bobot sisi pelabelan total W, maka da-
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pat disimpulkan bahwa bobot sisi membentuk barisan aritmatika dengan
beda d = 2. Bobot sisi terkecil terletak pada W) dan bobot sisi terbe-
sar terletak pada Ws. Dengan mensubtitusikan nilai i = 1 dan! =1
pada W, diperoleh W = 4’“'3)"”, subtitusi = 2 dan ! = 2 pada W,
diperoleh W = &%MH, subtitusi i = 3 dan [ = 1 pada W, dipe-roleh
W = Li’f-'—a—}’ﬂ, e  W=Wg W= Mfﬁ Dapat dinyatakan bahwa
W membentuk barisan aritmatika dengan suku awal iﬂ‘—gw dan beda
2 (dua), atau dapat dituliskan W = {{k=3IndT  (k=3Intll - (dh-In+15
, E=9nt3} - Sehingga terbukti bahwa pelabelan a(z;y), a(p), a(ioziz),

dan a(pz; ,-2) adalah pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic pada graf

AT

banana tree B, .

5. menentukan nilai ¢ untuk pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada
graf banana tree
: : _ ((4k=3)n47 (4k=3)nt1l (4k-3)n+15 (8k=3)n+3
Telah dibuktikan bahwa W = {&==0=, =02, 2=n=e, || 2y,
{85=9n+7 Jan dapat disimpulkan graf banana

tree B, mempunyai Super ( (—4’“—'"—3)”—+7, 2)-EATL; jika n ganjil, n > 3, dan

Sehingga diperoleh nilai a =

k > 4. Penulis akan menggunakan teknik ini untuk menentukan pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf banana tree.

2.3.3 Hasil-Hasil Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic
pada Graf Diskonektif

Pada bagian ini disajikan rangkuman hasil pelabelan total super (a, d)-sisi
antimagic pada graf diskonektif seperti yang terlihat pada tabel 2.1:

Tabel 2.1: Ringkasan hasil-hasil pelabelan total super (a, d)-

sisi antimagic pada graf diskonektif.

Graf _ d | Catatan

PiUPas 1<d<3|(i)de {1,3}dann > 2

(ii) d = 2, n > 3, dan n bilangan ganjil
(Sudarsana, et all, 2005)

halaman selanjutnya
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Tabel 2.1 -lanjutan.

r Graf d Catatan
Open problem:
e d = 2 untuk n genap
nPyU P, 1<d<3|de{1,2}dann >2
(Sudarsana, et all, 2005)
Open problem:
ed=3forn>2
nPyU P, yo 1<d<4|de{l,2}dann>1
; (Sudarsana, et all, 2005)
Open problem:
ede {3,4} untukn > 1
mi, d<5 jika dan hanya jika
(i) d € {0,2} dan n € {2,3},m > 3 ganjil, atau
(i) d = 1 dan m,n 2> 2, atau
(iii) d € {3,5} dann = 2,m > 2, atau
(iv)d = 4 dann = 2, m > 3 ganjil
(M. Baéa dan C. Barrientos, submitted)
Ky d<5b (i) jika d = 1 untuk semua m dan n
(i) jika d € {0, 2} untuk n = 1 dan m > 3 ganjil
(iii) jhj d € {3,5} untuk n = 1 dan semua m > 2
(iv) jhj d = 4 untuk n = 1 dan semua m > 3 ganjil
(M. Baéa dan C. Barrientos, submitted)
Open problem:
ejika d € {0,2} untuk n = 3danm > 3 ganjil
mCh, d<2 jika setiap
(i) d € {0,2} untuk m,n > 3 ganjil
(i) d = 1 untuk semuam > 2dann > 3
(Dafik, et all, in press)
mP, d<5 jika setiap
(i) d € {1, 3} untuk semua m dann
(ii) d € {0, 2} untuk semua m, n ganjil
halaman selanjutnya
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Tabel 2.1 - lanjutan.

Graf d | Catatan

(iii) d € {4, 5} untuk semua m dann = 2
(Dafik, et all, in press)

ME d<2 d € {0,1,2} untuk m ganjil dan n sembarang
(Dafik, et all, in press)
mKnn,.n d<?2 d € {0,1,2} untuk m, n ganjil
(Dafik, et all, 2006)
mCpn ® Kn d<?2 jika setiap

(i) d € {0, 2} untuk m,n > 3 ganjil
(ii) untuk semuam > 2dann > 3
(M. Baéa, et all, in press)

mP, U uC, d= 2 jika setiap
(i) d € {0,2} untuk setiap m + u dan n ganjil
(ii) d = 1 untuk m genap
(Dafik, et all, in press)

mKimUK1n [d£3 d € {0,1,2,3} untuk n + 1 faktor dari m

(Dafik, et all, in press)
By S | 4SS d € {0,1,2,3} untuk m,n sembarng

(Dafik, et all, in press)
m-caterpilar | d<5 de {0,1,2,3,4,5} untu'k m, n sembarng

(M. Baéa, et all, in press)

mLn d<2 d € {0,1,2} untuk m, n ganjil

(M. Fuad, 2009)
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3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deskriptif aksiomatik,
yaitu dengan menurunkan aksioma atau teorema yang telah ada, kemudian
diterapkan dalam pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada gabungan
graf banana tree. Dalam penelitian ini, terlebih dahulu akan ditentukan nilai
beda (d) pada gabungan graf banana tree, selanjutnya nilai d tersebut diterap-
kari dalam pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf ba-
nana tree. Jika terdapat pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic, maka akan
dirumuskan bagaimana fungsi bijektif dari pelabelan total super (a, d)-sisi an-

timagic pada gabungan graf banana tree tersebut.

3.2 Definisi Operasional

Definisi operasional variabel digunakan untuk memberikan gambaran
secara sistematis dalam penelitian dan untuk menghindari terjadinya perbe-
daan pengertian makna. Definisi operasional variabel yang dimaksud adalah
sebagai berikut:

1. Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic_

Pelabelan graf adalah suatu pemetaan satu-satu (fungsi bijektif) yang
memetakan himpunan dari elemen-elemen graf (titik dan sisi) ke him-
punan bilangan bulat positif. Jika yang dilabeli hanya titiknya saja maka
disebut pelabelan titik, jika yang dilabeli hanya sisinya saja maka disebut
pelabelan sisi, sedangkan jika yang dilabeli adalah titik dan sisinya maka
disebut pelabelan total.

26
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Pelabelan total (a,d)-sisi antimagic adalah sebuah pemetaan satu-
satu f dari V(G) U E(G) ke bilangan bulat {1,2, 3, ..., v + e} sehingga him-
punan bobot sisinya pada semua sisi G adalah {a,a +d,...,a + (e — 1)d}
untuk ¢ > 0 dan d > 0 adalah bilangan bulat. Sebuah pelabelan to-
tal (a, d)- sisi antimagic disebut pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
jika f(V) = {1,2,3,...,v} dan f(E) ={v+1,9+2,..,v+¢e}

2. Graf Banana Tree

Graf bintang S,, n > 3 adalah graf pohon yang terdiri dari 1 titik
yang berderajat n dan n titik yang berderajat 1. Jadi, graf bintang S, ter-
diri dari n + 1 titik dan n sisi. Misalkan z, adalah titik yang berderajat
n (titik pusat) dan V/(S,) = {9, z1, 22, ..., Tn}, maka E(S,) = {zo%1, ToZ2,
..., ToTn}. Sedangkan graf banana tree B, (untuk n > 2, k > 4) adalah
suatu graf yang diperoleh dengan menghubungkan tepat satu daun (titik
yang berderajat 1) dari n copy graf bintang ke suatu titik tunggal yang
disebut akar.

Gabungan graf banana tree mBp; (untuk m > 2, n > 2,k > 4)
didefinisikan sebagai gabungan saling lepas dari sebanyak m copy graf
banana tree yang mempunyai himpunan titik V(mBp ;) = {mg_lpj 14@<
n,2<j<m,0<1<k-—1}dan himpunan sisi E(mB, ;) = {:cfomfl M <

i<n1<j<m1<Ii<k—1}U{pel,:1<i<n1<j<ml=k-2}

Definisikan z;; merupakan titik ke-i dan titik ke-l (1 < 7 < n dan
0 <[ < k — 1) dengan n merupakan jumlah graf bintang pada B, x dan k
merupakan jumlah titik salah satu graf bintang yang masing-masing di-
hubungkan pada titik pusat p pada graf banana tree B, ;, maka xfa meru-
pakan titik z;; ke-j (1 < j < m) dan p; adalah titik pusat ke-j pada
komponen m pada gabungan graf banana tree mB, ;. Sebagai ilustrasi
perhatikan gabungan graf banana tree 3Bs g beserta titik 27, dan p; pada
Gambear 3.1.
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3.3 Prosedur Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada gabungan graf banana tree. Jika pada
graf tersebut ditemukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic maka
dilanjutkan dengan pendeteksian pola (pattern recognition). Adapun teknik
penelitian adalah sebagai berikut :

(a) menghitung jumlah titik v dan sisi e pada gabungan graf banana tree
mBy k;

(b) menentukan batas atas nilai beda d pada graf mB,; sesuai dengan
Lemma 2.3.1;

(c) menentukan pelabelan titik (a, d)-sisi antimagic/EAVL (edge-antimagic
vertex labeling) pada graf mB,, x untuk d yang bersesuaian;

(d) menentukan fungsi bijektif EAVL pada graf mB,, x;
(e) menentukan fungsi bijektif dari bobot sisi EAVL pada graf mB, x;

(f) melabeli graf mB,, ; dengan SEATL (super edge antimagic total labeling)
atau pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dengan melengkapi
pelabelan sisi untuk nilai beda d yang bersesuaian;

(g) menentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
pada graf mB, x/SEATL (super edge antimagic total labelling);

(h) menentukan fungsi bijektif dari bobot sisi SEATL pada graf mB,, ;

Secara sistematis, langkah-langkah penelitian di atas disajikan dalam
diagram alir. Dalam diagram alir tersebut, terlihat bahwa kalimat yang
berada dalam kotak merupakan proses penelitian, sedangkan hasilnya
ditandai dengan belah ketupat. Pada diagram alir tersebut juga terdapat
tanda panah yang diberi keterangan expandable dan unexpandable. Tanda
panah berlabel expandable berarti pelabelan graf tersebut dapat dikem-
bangkan dengan syarat batas yang lebih besar, sedangkan unexpandable
adalah kebalikannya.
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Dalam diagram alir tersebut, aliran proses merupakan rangkaian
proses secara terurut mulai awal proses sampai ditemukannya fungsi bi-
jektif pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada gabungan graf ba-
nana tree. Aliran hasil menunjukkan hasil dari proses yang bersesuaian.
Sedangkan aliran pengecekan algoritma untuk mengetahui kesesuaian
fungsi bijektif yang ditemukan dengan fungsi bijektif yang telah dite-
mukan sebelumnya dan juga untuk mengecek kebenaran fungsi bijektif
yang telah ditemukan.

) & Gy G @) & Ehy G @) €
339@@@@@®@@®@®

. g e W @ D
T42% g oY 4

@ &5 G @ GG & 6 @) @
@@®@@@®@@®@@@

0

g lee eae | ®
@ @ 5 2 Y 4

@ BB @6 @ @ @) @
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Gambar 3.1: Gabungan graf banana tree 3B5 g
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Menghitung jumlah titik v
dan sisi e pada mB,, k

umlah v dan e
pada mB

— j

|

/

Menentukan batas atas nilai
beda d sesuai lemma 2.1

Batas atas d
sesuai lemma 2.1

S

|

Menemukan label EAVL oy ﬁ’elabelan EAVL /
|
y expandable I
Menentukan algoritma r—
fungsi bijektif EAVL ~ [--- Fungsi bijektif
EAVL
/m@
'
Menentukan algoritma fungsi WAL, Pimgsibijektif
bijektif dari bobot sisi EAVL bobot sisi EAVL
\
’ Melabeli sisi dan menentukan
fungsi bijektif pada gabqngan - fungsi bijektif
’ graf banana tree untuk setiap label sisi setiap d yang /=
nilai d yang bersesuaian heftheitn
Menent;éc;t;L fungsi bijektii_’ . Fungsi bijektf
SEATL
/
Kesimpulan
Keterangan:

—— : aliran proses
- ---» : aliran hasil

: aliran pengecekan algoritma

Gambar 3.2: Diagram alir penelitian
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BAB 4
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan hasil penelitian tentang pelabelan total super
(a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf banana tree dan hasil akhirnya berupa
fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf
banana tree yang diawali dengan menentukan nilai d, menentukan EAVL dan
bobot sisi EAVL, kemudian menentukan SEATL dan diakhiri dengan menen-
tukan bobot sisi SEATL untuk membuktikan bahwa gabungan graf banana tree
mempunyai SEATL. Hasil utama dari penelitian ini adalah lemma dan teorema
yang ditunjukkan dengan tanda <. Terdapat 2 (dua) lemma dan 4 (empat) teo-
rema baru yang ditemukan dalam penelitian secara eksperimental dan pem-

buktiannya dilakukan secara deduktif matematik.

Format penyajian temuan penelitian diawali dengan penyajian teorema
kemudian dilanjutkan bukti dan dilengkapi dengan beberapa contoh sebagai
visualisasi kebenaran pembuktian teorema. Berikut ini akan dijelaskan tahapan-
tahapan bagaimana teorema itu ditemukan sekaligus sebagai jawaban dari ru-

musan masalah penelitian.

4.1 Batas Atas d Gabungan Graf Banana Tree

Penentuan batas atas d merupakan hal yang penting dalam penelitian
ini. Dengan mengetahui batas atas ini maka peneliti memiliki gambaran se-
berapa banyak gabungan graf banana tree memiliki super (a, d)-sisi antimagic.
Untuk menentukan nilai-nilai d ini, penentuan jumlah titik v dan jumlah sisi e
gabungan graf banana tree merupakan sarat perlu.
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4.1.1 Jumlah Titik dan Sisi pada Gabungan Graf Banana Tree

Berdasarkan definisi, graf banana tree B, x (n > 2, k > 4) adalah suatu graf
yang diperoleh dengan menghubungkan tepat satu daun (titik yang berderajad
1) dari n graf bintang ke suatu titik tunggal yang disebut akar. Graf bintang Sy
merupakan graf pohon dengan k — 1 titik berderajat satu dan satu titik berde-
rajat k — 1, sehingga graf bintang S; mempunyai k titik dan k — 1 sisi. Dari
definisi graf bintang dan banana tree tersebut diperoleh jumlah titik graf banana
tree adalah satu (jumlah titik akar) ditambah n kali jumlah titik graf bintang S.
Karena jumlah titik graf bintang S = k, maka jumlah titik graf banana tree B, .
=nk + 1. Sebagai ilustrasi, perhatikan graf banana tree B; s pada Gambar 4.1.

Gambar 4.1: Graf banana tree B

Sedangkan jumlah sisi graf banana tree merupakan jumlah sisi yang meng-
hubungkan setiap graf bintang (pada banana tree) ke titik akar ditambah n kali
jumlah sisi graf bintang. Telah disebutkan bahwa graf banana tree merupakan
suatu graf yang diperoleh dengan menghubungkan tepat satu daun (titik yang
berderajad 1) dari n copy graf bintang ke suatu titik tunggal yang disebut akar,
sehingga jumlah sisi yang menghubungkan setiap graf bintang dengan titik
akar = n (karena terdapat n graf bintang). Karena graf bintang S; mempunyai
k — 1 sisi, maka jumlah sisi graf banana tree B, , =n +n(k — 1) = nk.

Gabungan graf banana tree mB,, merupakan graf dengan m komponen
dengan setiap komponennya adalah graf banana tree B, ;, sehingga jumlah titik
gabungan graf banana tree mB,, x adalah m kali jumlah titik graf banana tree B, x
dan jumlah sisi gabungan graf banana tree mB,, ; adalah m kali jumlah sisi graf
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banana tree By . Misalkan |V (mB,x)| = v adalah jumlah titik gabungan graf
banana tree mB,,; dan |E(mB, ;)| = e adalah jumlah sisi gabungan graf banana

tree mB,, x, maka:
v =m(nk+1) =mnk+m dan e=m(nk)=mnk

\

4.1.2 Batas Atas d Gabungan Graf Banana Tree

Berdasarkan Lemma 2.3.1 maka nilai d dapat diperoleh dengan meman-
faatkan formula d < 2.3, Dengan mensubstitusikan jumlah titik graf gabu-
ngan banana tree dan jumlah sisi graf gabungan banana tree, akan diperoleh:

2v+e—>H
e—1
2(mnk +m) + mnk = 5
mnk — 1
dmnk +2m -5

mnk — 1
3mnk —3+2m — 2

mnk — 1
3mnk — 3 2m — 2

mnk—1  mnk-1
3(mnk—1) 2m—2
mnk — 1 mnk — 1

2m — 2
&d < 3
+mnk—1

Karena mnk — 1 > 2m — 2, maka 2%=% < 1. Sehingga berlaku:

2m -2
<
d = 3+mnk—1
Sd < 3+1
&l

Karena pelabelan dalam SEAT menggunakan bilangan bulat positif, maka ni-
lai d > 0 dan d bilangan bulat. Sehinga dapat disimpulkan d € {0,1,2,3}.
Selenjutnya akan ditentukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic sesuai
dengan nilai d yang telah ditemukan.
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4.2 Fungsi Bijektif Pelabelan Total Super (a, d)-sisi
Antimagic pada Gabungan Graf Banana Tree mB,,

Metode dalam menemukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pa-
da gabungan graf banana tree mB,, ;. terdiri dari beberapa langkah yang diawali
dengan menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menen-
tukan pelabelan yang berlaku sampai dengan batas m, n, dan k yang telah dite-
mukan. Kemudian untuk menentukan pola secara umum digunakan fungsi-
fungsi dalam barisan aritmatika untuk menentukan fungsi bijektifnya. Setelah
fungsi bijektif diketahui maka harus dibuktikan secara deduktif matematik un-
tuk membuktikan kebenaran dari teorema atau lemma. Perlu diketahui bahwa
lemma dan teorema dalam penelitian ini adalah bukan lemma atau teorema
yang biimplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan
satu arah. - oy

Dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan konsep bari-
san aritmatika (lihat lampiran sebagai contoh), maka diperoleh beberapa lemma
dan teorema sebagai berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini
tidak bersifat tunggal (berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya
bersifat keberadaan (existence but not unique).

4.2.1 Pelabelan Titik (a,1)-sisi Antimagic Gabungan Graf Ba-
nana Tree mB,,

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah menen-
tukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dengan terlebih dahulu menen-
tukan pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf banana tree m B,
sekaligus menentukan fungsi bijektifnya. Berikut ini lemma yang berkaitan
dengan pelabelan titik tersebut di atas.

O Lemma 4.2.1 Ada pelabelan titik (2mek=2mns3 1)gisi gntimagic pada gabungan
graf tanana tree mB,, i jika m dan n ganjil, m > 2,n > 2, dan k > 4.
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Bukti. Untuk 1 € j < m, definisikan pelabelan a; : V(mBnx) — {1,2,...,mnk+
m} maka pelabelan «; dapat dituliskan sebagai berikut:

¢ (1—1)4n+2;~1+(—1)jm + iﬁg.l.; jika i ganjil (1 <i<n—2),
1<1<k-2
(21*3)2”+ii“1+(“1)jm + & jika i genap, 2<1<k—1
Gttty o 431, jkai=mn, 2<I<k-1
N (Tfit) = 4 (4k—7—(—1)‘)z+2z‘—3—(—1)"m e 32'.; jikal=0 (4.1)
(k—1)4n+2;i—1+(-1)’m + L jika i ganjil (1 <i<n-—2),
I=k—-1
(2k—1)2n4—1+(—1)’m v 1'12“_1; jika i =n, {51
! (2k—1)2“+2i‘1+("1)1m + -“2”—1; jika 7 genap, [ =1
aﬂ%):4MH4£4—Ugn+% (4.2)

Dari persamaan di atas, dapat dipahami bahwa a4 (z],) dan oy (p;) adalah
fungsi bijektif yang memetakan V' (mB, x) ke himpunan bilangan bulat {1, 2,
..., mnk +m}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan titik «;, maka

We, dapat dirumuskan sebagai berikut:

w}, (o @] ) = G224 20 ks ganjil (1< i< n—2),1 <1< k—2
w?, (zd,2ly) = (kT o 2141, jikaigenap, 2 < | < k— 1

wd (z],a]y) = EEBIN2 gy 4 B Gika j=n, 2<I<k—1.

wi (pszl) O %mn + 35 jikai=n,l=k—2

wgl(pjrf‘l) = Mk_?"“m + 22£L: jika i genap, | =k —2

wy, (pjz];) = (2k —3)mn + 25 4 j; jika i ganjil (1<i<n-—2), I=k—2
wl, ('L—:,x;’o) = (4k"5)"2+(i"1)2m + 2 jika i ganjil (1<i<n-2), l=k—1,

atau ¢ genap, [ =1
wd (] 2]y) = &2y, 4 A jkai=mn, I=1
Perhatikan Himpunan bobot sisi wa, = {w},, w2 , w3, wi , wi vl , v,
w}, ;. Tampak bahwa bobot sisi terkecil terletak pada w}, dan bobot sisi terbe-
sar terletak pada wgl. Dengan mensubstitusikan nilai¢ =1, = 1danl =1
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. 195 21 6 @ 41 201 26 1 @ 45 296 31
143 163 148 168 153
-1 eF vae A 7a 171 1 z !
4n 61 186 5.0 81 136 6,0, _6_@
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pada w) diperoleh w,, = mok=dmntd gyubstitusii = 1, j = 2 dan! = 1 pada
w}, diperoleh w,, = 2mek=imadd substitusii = 1, j = 3 dan ! = 1 pada wy,

diperoleh w,, = Zmek=imnil substitusi j = m pada w =5 diperoleh

Wo, = impb=dmndl  Papat dinyatakan bahwa w,, membentuk barisan arit-

matika dengan suku awal 2225=3mnt3 dan beda 1 (satu), atau dapat dituliskan

8 t _ [2mnk—3mn+3 2mnk—3mn+5 2mnk—3mn+7 4mnk—3mn+1 : .
Ut Wi, ={ 2 , - , Sl o B }. Sehingga ter

bukti bahwa pelaBelan titik a;(2,) dan o4 (p;) adalah pelabelan titik (a, 1)-sisi
antimagic jika m dann ganjil, m > 2,n > 2,k > 4. O

1 2 3 4 5 6 £

o) wa:’ wa: b woz; ) wa; ’ walf wou?

Angka 1, 2, .., 8 pada w w3 bukan meru-
pakan pangkat, melainkan untuk membedakan w,, yang mempunyai syarat
batas i, j, dan [ yang berbeda-beda. Gambar 4.2 merupakan contoh pela-
belan titik (#2rh=dmntl 1).sisi antimagic gabungan graf banana tree mB, . de-

ngand = 1. Sedangkan pelabelan titik beserta bobot sisi EAVLnya dapat dilihat
pada gambar 4.3.

4.2.2 Pelabelan Total Super (a, 0)-Sisi Antimagic Gabungan Graf
Banana Tree mB,,

Berdasarkan Lemma 4.2.1 maka diperoleh pelabelan titik (2mk=jmntd 1)
sisi antimagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a, 0)-sisi antimagic
dengan menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak
label sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang
berkebalikan. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terbesar
dar: sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terkecil. Dari uraian di atas
dapat diturunkan teorema sebagai berikut: '

© Teorema 4.2.1 Ada pelabelan total super (Smrk=3mntimi3 ()-sisi antimagic pada
gabungan graf banana tree mB, x jika m dan n ganjil, m > 2,n > 2,dan k > 4.

- Bukt. Untuk 1 < j <'m, definisikan label sisi a; : E(mB, ) — {mnk +m +
1,mnk+m+2,...,2mnk + m}, maka label sisi ; untuk pelabelan total super
(a, 0)-sisi antimagic pada graf mB, s dapat dirumuskan sebagai berikut:
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((@k—1+1)n—i+2m—j+1; jikaiganjil(1 <i<n—2),
| 1<i<k—2

(2k=1+4+2n—i+2)m—j+1;, jikaigenap,2<[<k—-1

(k=14+1)n+2)m—-j+1; jikani=n, 2<I<k-1

adﬂﬂ%)z<(@+lh—i+%m—j+h ﬁ@i@mﬂugign—zﬁQQ
' l=k—1, atau i genap,
l=1
kmnk—l—?m——j-{-l; Jilka i =n, (=1
r (2k+32n-i+2m - T, e —
(1<i<n—2), I=k—2
al(?jrf,z) =4 gz—ki%fﬁm -7+1; jika1 genap, (4.4)

l=k-2
| (k+2)n+1)m—j+1; jikai=mn,l=k—2

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total oy (z;), a1(p;),
oy (zl ] ,), dan oy (p;z],) maka W, dapat diperoleh dengan menjumlahkan ru-
mus bobot sisi EAVL w,, dan rumus label sisi o; dengan syarat batas i, j, dan
| yang bersesuaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wi = {wey + u(alzlp); 1< j<m, iganjl(1 <i<n-2),danl1 <1<
k —2)

= (A2t (L2, | 2L oy ((2k — 1+ )n—i+2)m —j + 1)

— 6mnk—3mn+2m+3
2

W2, = {we, +a1(14,1€'0); 1<j<m, igenap, dan 2<!< k—1}

1,
= (SRl 4 28 4 (2k =1+ 2)n— i+ 2)m— j + 1)

— B8mnk—3mn+2m+3
2

We, = {Way +aa(alyale); 1Sj<m, i=n, den 2<1<k-1})
= ({202, 4 ALY 4 ((2k— 1+ Dn+2)m —j + 1)

— Bmnk—3mn+2m+3
2

Wi, = {wa, + 1(pjzl)); 1< <m, i=n, (dan | =k -2}
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= (L%‘_—Zmn—i- LN 4+ ((k+2)n+1)m—j +1)

6mnk—=3mn+2m+43
2

W,'El = {waq oI al(pjx{,l); 1 S 3 _<. m, i genap, (dan. l=Fk- 2}

=3 ((4k~;)n+'im i 23;—1) 4 ((2k+4)2n—1'+2m _ ,? d 1)
— 6mnk—3mn+2m+3
2 .

WE = {ws, + a1(p;zl)); 1<j<m, i ganjil (1<i<n-2), danl=k—2}

= ((2k = 3)mn + B + ) + (B — j 4 1)

_ bmnk—3mn+2m+3
% 2

W] = {wa, + ea(zljzly); 1 < j < m, iganj (1<i<n-2)danl=k-1

a] 1

ataujikal < j <m, i genap, dan [ =1}

= (Ut l=b2py 4 ZEL) 4 (K + 1)n— i+ 2)m — § +1)

2
— Bbmnk—3mn+2m+3
- 2

Wz, = {wa, +al(wi,:${5,o); O<71<m i=n, dan [ =1}
= ((4k+-23)n-2m»+ 23';-1) + (mnk +2m — j +1)

— bGmnk—3mn+2m+3
2

Tampak bahwa W) = W2 = .. = W} = Smek=dmniimid  Atay da-

pat dituliskan sebagai berikut: | J;_, W¢, = {émok=3mntdn+d bmnk-dmntdmid

Smnk—dmntim+3}. Dapat disimpulkan bahwa gabungan graf banana tree mB,

dengan m dan n ganjil, m > 2, n > 2, dan k > 4 mempunyai pelabelan total

super(a, d)-sisi antimagic dengan q = Smat=3mni2mi3 dan d = (), atau gabungan

graf banana tree mB, , mempunyai Super (ﬂ“—_@%ﬂ)ﬂ‘ﬂ, 0)-sisi antimagic jika
mdann ganjil, m > 2,n>2,dan k > 4. : - o

Angkal,2,..,8pada Wl W2 W3 w2 w3 WS 6w

ay!? ay? ay? ay! ay!? 011’ a1 !

W§ bukan meru-
pakan pangkat, melainkan untuk membedakan W,, yang mempunyai syarat
batas 7, j, dan [ yang berbeda-beda. Gambar 4.4 merupakan contoh pelabelan
total super (a, 0)-sisi antimagic (SEAT L) pada gabungan graf banana tree 5B; 6.
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4.2.3 Pelabelan Total Super (a, 2)-Sisi Antimagic Gabungan Graf
Banana Tree mB,, .

Berdasarkan Lemma 4.2.1 maka diperoleh pelabelan titik (#mee=3mntd 7).

sisi antimagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic
dengan menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak
label sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang
yang sama. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terkecil
dan sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terbesar dan dapat ditu-

runkan teorema sebagai berikut.

¢ Teorema 4.2.2 Ada pelabelan total super ( ﬂﬁw 2)-sisi antimagic pada
gabungan graf banana tree m B, i jika m dan n ganjil, m > 2,n > 2, dan k > 4.

Bukti. Untuk 1 < j < m, definisikan label titik a; dan w,, sedemikian hingga
label titik o = oy dan w,, = w,, (sesuai Lemma 4.2.1) serta label sisi a5 :
E(mBpi) — {mnk +m+ 1,mnk +m+2,...,2mnk + m}, maka label sisi a3
untuk d = 2 dapat dirumuskan sebagai berikut:

[ (k+1—1)mn+mi+7j; jika i ganjil, (1<i<n-—2),
1<i<k-2
(k+1—2)mn+mi+j; jika i genap, 2<I1<k-—1
s Y = 4 (k+1—1)mn+ 7 jlkai=n,2<I<k-1 (4.5)
% ((2k =1)n+i)m+j; jikad ganjil, (1< i < n-—2),
l=k—-1, ataul1€j5<m, 1
genap,l =1
k2mnk+j; jkai=n0=1
(2k - 2)mn+m+7j; jikai=n,l=k-2
Lﬁ'—%"’d’i—%m+]’; jika i genap, =k —2 (46)

(Ig(p-l‘z)z =3V
e Ch-Intiv2y, o . jika i ganjil, (1<i<n-—2),
l=k—2
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Jika W,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total az(z!,), az(p;),
ag (:L;?'Ja:f!o), dan oy (pjmf'l) maka W, dapat diperoleh dengan menjumlahkan ru-
mus bobot sisi EAVL w,, dan rumus label sisi a; dengan syarat batas 7, j dan !

yang bersesuaian sebagai berikut:

W2, = {way + as(a]yzly); iganjil (1 <i<n—2), 1<I<k~-2}
= (PRt (o2, | LY (K + 1 — )mn + mi + )

o ((4k+4l—7)7;+4i—2)m+1 + 2j

W‘fz = { Wy +a2(zf,le,0); igenap,2<l<k-1}
= ((2k+2t—2ﬂ+(i*1)2m - 2j;'1) +((k+1—2)mn+mi+j)
_ ((4k+4i—11);1+4i-2)m+1 +2j

W3, = {wa; + aa(z]yzlp); i=m, 2<1<k—1}
_ (g2k+212—52n~2m h ZL;'.L) R
- 4 !4k+4[—27!mn+1 +2‘7
Wi, = {wa, + ag(pj:cf’i); i=n, l=k-2}
= (“Tmn + 22) 4 ((2k - 2)mn +m + j)
L ﬁSk—112;+2)m+1 +2
Wasz = {Wa, + az(Pij,;); i genap, [ =k — 2}
A (@k—-;ﬁﬂm s 23‘;-1) % ((4k—4)2n+i+2m ¥
- ((8k—11)n-§2i+2)m+1 +2jf

W§, = {Wa, + aa(p;a],); iganjil (1<i<n-2), I=k-2}
= ((2k — 3)mn + REEL 4 j) 4 (hBndid2,, 4 )
- ((8k—9)n+22i+2)m+1 % 2j

W, = {Wa, + as(al,al,); i ganjil (1 <4 <n—2),1=k - 1ataui genap, [ = 1}

— ((4k—5)n2+(i—1)2m 5 2j2+1) + (((2k = D+ 8)m + §)

8k—T)n+4i—2)m .
= (Eetiti-nimil | g5

I’ng = {wag & a2(:{:{’1$€'0); i=n, l= 1}
= (5522 4 2) + (2mink + )
_ (Gktn-timi1 o
- 2 J

4 5 6
WA, Ws WS,

Perhatikan Himpunan bobot sisi W, = {W_,, W2, W3

a2’ ag!?

W3, }. Tampak bahwa bobot sisi terkecil terletak pada W2, dan bobot sisi

W’?

@g?



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

Bab 4. Hasil dan Pembahasan 44

terbesar terletak pada W2 . Dengan mensubstitusikan nilai i = 1, j = 1 dan
| = 1 pada W}, diperoleh W,, = (E=3nt2m+® gybstitusi i = 1, j = 2 dan
| = 1 pada W, diperoleh W,, = ﬂﬁl’;—J’M, substitusi i = 1, j = 3 dan
| = 1 pada W}, diperoleh W,, = 2mek=Smntld - = substitusi j = m pada
W =8 diperoleh W,, = w’ﬁl Dapat dinyatakan bahwa W,, memben-
tuk barisan aritmatika dengan suku awal Mﬁzﬁl’”—% dan beda 2 (dua), atau
dapat dituliskan [J&., W¢, = {{f=8ns2mss (CEDTTE (L LT
Dapat disimpulkan bahwa gabungan graf banana tree mB, ; mempunyai pela-
belan total super(a, d)-sisi antimagic dengan a = ﬁﬂ)%imﬂ dan d = 2 atau
gabungan graf banana tree mB,, ; mempu-nyai Super (gikih‘;m—m%, 2)-EAT; m
dann ganjil, m > 2, n > 2, dan k > 4. Sehingga terbukti bahwa pelabelan total
{]!2(7;3':), az(pg), az(az{l:rfvo), dan ag(pjmil) adalah pelabelan total super (a, 2)-sisi
antimagic jika m dan n ganjil, m > 2,n > 2,dan k > 4. ]

Sebagai contoh, perhatikan Gambar 4.5 yang merupakan pelabelan total
super (a, d)-sisi antimagic/SEATL pada gabungan graf banana tree 5B de-
ngand = 2.

4.24 Pelabelan Total Super (a, 1)-Sisi Antimagic Gabungan Graf
Banana Tree mB,, .

Pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic dapat ditentukan dengan menen-
tukan pelabelan titik terlebih dahulu, kemudian menentukan pelabelan sisinya
sehingga setiap bobot sisi totalnya membentuk barisan aritmatika dengan beda
= 1. Berikut ini teorema tentang pelabelan total super (a,1)-sisi antimagic

gabungan graf banana tree mB,, .

< Teorema 4.2.3 Ada pelabelan total super (1(5”“—'3%12-@'-"5, 1)-sisi antimagic pada
gabungan graf banana tree m B,y jika ndan k ganjil, m > 2,n > 2, dan k > 4.
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Bukti. Untuk 1 < j < m, definisikan pelabelan titik a3 : V(mBni) — {1,2,.. .,
mnk + m} sebagai berikut:

] (k=1)n+i—1)m+j; jika i ganjil, dan [ =1 atau

i genap, dan =k —1

as(zl,) =4 (I-2n+i—-1)m+j; jika iganjil, dan2<I<k-1 (47)
(I=1)n+i—1)m+j; jika igenap, danl <I<k—2

| (k=2)n+i-1)m+y; jika 1<i<n, dan [ =0

as(p;) =mnk +j; 1<j<m (48)

Jika w,, didefinisikan sebagai bobot sisi dibawah pelabelan titik a3, maka
w,, dapat dirumuskan sebagai berikut:
wk, (z],7lo) = ((k+1—4)n+ (i — 1)2)m + 25; jika ¢ ganjil, | genap
(3:’ 3310) (k+1-3)n+ (i —1)2)m + 27; jika i genap, | ganjil
w3 (:v'zl:cw) ((2k —3)n+ (i—1)2)m+25; jika ¢ ganjil, [ =1 atau i genap, | =
k—1

wéa(:vf'l:cfﬂ) = ((k+1—4)n+(i—1)2)m+27; jika i ganjil, I ganjil (3 <[ < k—2)
wf;s(mf‘leo) = ((k+1-3)n(i—1)2)m+2j; jika ¢ genap, ! genap (2<1<k—-3)
w (pjal) = ((2k—4)n+i—1)m+2j; jika i ganjil, I =k —2
w! (pjxl,) = ((2k—3)n+i—1)m +2j; jika i genap, [ =k — 2

Agar menjadi pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic, didefinisikan oz :
E(mB,i) — {mnk +m+ 1,mnk + m+ 2,...,2mnk + m}, maka label sisi o
dapat dirumuskan sebagai berikut:

( §3k+12;—2i+4m —7+1; jika ¢ ganjil, [ =1 atau ¢ genap,
l=k-1

g4k-z+12)n-2i+4m —7+4+1; jika i genap, ! ganjil (1< <k -

(hbiin-2td — j+1; jika i ganjil, ! genap, (2< 1<k —

ggk_a+22)n—2i+4m —j+1; jika i ganjil, I ganjil, 3 <1< k—2)

@k-tyln-2it4y, _ j 4 1; jika ¢ genap, | genap 2< [ < k—3

2)

as(z], g i (4.9)

A

Qo

e
I

\
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(i) Cht2n-ttdyy _ 4+ 1; jika i ganjil, dan | =k — 2 (4.10)
(8 i L - : .
3\PjT; g2k+122n—.___“~+3m —j3+1; jika ¢ genap,l =k —2

Jika W, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total CES(.T{,I), az(p;),
CE3(’.E‘£JI'{,O), dan as(pj:cit) maka W,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan ru-
mus bobot sisi w,, dan rumus label sisi a3 dengan syarat batas i, j dan [ yang

bersesuaian sebagai berikut:

W2 = {wa, + as(c?,7l,); i ganjil, I genap (2 <1< k—1)}
= (((k+1—4)n+ (i — 1)2)m + 2j) + (L=EAn=2Ee 5 4 1)
_ (6k+£—26)n+2im #1
W2 = {wg, + ag(:c*f‘lrg,o); i genap, [ ganjil (1 <1 <k—2)}
= (((k dF 1< 3)?7, o4 (i _ 1)2)m+ 2.7- s ‘2j;—1) - ((4k-—l+12)n—2z+4m . j o 1)
6k+1—5)n—+21 .
= Lzulm +.j *. g
W3, = {we, + as(z],xl,y); iganjil,l =1ataul < j <m, igenap,!=k—1}
= (((2k = 3)n + (i — 1)2)m + 27 + (A=t _ 5 4 7)
_ (Tk=5)n+2i .
= ———22——-—m -i-jfl-' 1
W = {wa, + as(z],zl,); i ganjil, [ ganjil 3 <1<k 5 2)}
= (((k+1—9n+ (i — 1)2)m + 2j) + (B2, _ 5 1 1)
_ (htl=Gnidip, 4 g

2
W, = {wa; + OfS(pjxil); i genap, [ genap 2 <l < k — 3}
= (((k+1—3)n(i — 1)2)m + 2j) + ((3k—z+121n—zi+4m =)
- !5k+l-—252n+2im % pad
Wc?:s = {was =+ aS(ijUg’E); ) gal'ljﬂ,f =k — 2}
= (((2k — 4)n +i — 1)m + 2j) + (ZexBp=itdp, _ 5 4 1)
= (ot 45 +1

W;’S = {Wa, + 03(1'3,15”?,0); igenap,l =k —2
=(((2k=3)n+i—1)m+2j) + ({2k+122n-—z'+3m —i+1)
— (Ek=S)ntitl Bl

2
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Perhatikan himpunan bobot sisi W,, = {W5,, W2 , W WI Wi W2,
W2.}. Bobot sisi terkecil terletak pada W, dan bobot sisi terbesar terletak pada
W2, . Dengan mensubstitusikan nilai i = 1, j = 1 dan / = 3 pada W}, diperoleh
W,, = GE=Ind2mid qubstitusi i = 1, j = 2 dan ! = 3 pada WY, diperoleh
Way = @"—3)2—”)”‘—”, substitusi ¢ = 1, j = 3 dan ! = 3 pada W, diperoleh
Wy = WEAMBME - substitusi i = n dan j = m pada W =3, diperoleh
Wey = ﬁﬂ“——zﬂw Tampak bahwa W,, membentuk barisan aritmatika den-

gan suku awal {E=3m2m4 dan beda 1 (satu), atau dapat dituliskan | J_, Wi,

= {((5k_3)’;+2)m+4, ((5'“_3)’;“)"‘”, P MW} Dapat disimpulkan bahwa

gabungan graf banana tree m B, , mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi an-
timagic dengan a = @i’)’;—”)m—“ dan d = 1 atau gabungan graf banana tree
mB, mempunyai Super ({E:=22mt 1) EAT: n dan k ganjil, m > 2,n > 2,
dan k > 4. Sehingga terbukti bahwa pelabelan total as(x7,), as(p;), as(z!,zl,),
dan az(p;z?,) adalah pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic jika k dan n gan-
jilm>2,n2>2dank > 4. ]

Sebagai ilustrasi, perhatikan pelabelan total super (a,1) pada gabungan
graf banana tree 5B; 5 seperti tampak pada Gambar 4.6.

4.2.5 Pelabelan Titik (a,2)-sisi Antimagic Gabungan Graf Ba-
nana Tree mB,, i

Untuk menentukan pelabelan total super (a,3)-sisi antimagic, terlebih
dahulu ditentukan pelabelan titik (a, 2)-sisi antimagic pada gabungan graf ba-
nana tree mB, . sekaligus menentukan fungsi bijektifnya. Berikut ini lemma
yang berkaitan dengan pelabelan titik tersebut di atas.

O Lemma 4.2.2 Ada pelabelan titik (322, 2)-sisi antimagic pada gabungan graf ba-
nana tree mB i, jikkan = 3, m genap, m > 2, dan k > 4.
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Bukti. Definisikan pelabelan oy : V(mBsx) — {1,2,...,3mk + m} sebagai
berikut:

((Slm o+ B jika j ganjil, ¢ ganjil, | =0
om + £, jika j ganjil, i =2, I =0
ShtZizSm 4 L, jika j genap, 1<i<n, [=0
St + I, jika j ganjil, 7 ganjil, 1 <1< k-1

a4(a:f_,) = EEm 4 j—ﬂ‘ jika j ganjil, 7 genap, 1 <1 <k—1 (411)

(i—1)k -|-3)m+ L jika j genap, 1<i<n, =1
(k—1)i—1+5)m+4%; jika j genap, i<2, 2<1<k—1
(2k +2)m + %—, jika j genap, i=3, [ =2

[ Bk —1+3)m+ & jika j genap, i=3, 3<I<k—-1

M‘ --ka - ..1
(pj)m{ - Lad (4.12)

3mk + 5’"—2_1; jika 7 genap

Dari persamaan di atas, dapat dipahami bahwa a4(rj',,) dan ay(p;) adalah
fungsi bijektif yang memetakan V(mB, ;) ke himpunan bilangan bulat {1,2,
... Smk+m}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot sisi dibawah pelabelan ay,
maka w,, dapat dirumuskan sebagai berikut:

w} (:vjla:f,o)- St2=8m + 5+ 1; jika j ganjil, 1<i<n, 1<I<k-1

2

( J)—Mm-ﬂf jika j genap, 1<i<n, =1

Wi(“’:ﬂ%@ Mm+g, jika 7 genap, 1<i1<2, 2<I<k-1
wh, (o],2ly) = Bom + j; jika j genap, i=mn, dan I =2
wh, (7] zl) = - Le-24Tm + 5; jika j genap, i=n, 3<I<k—1
ws, (pjzl)) = &13m + j + 1; jika j ganjil, i genap, =k —1
wL(pjx;?J) Sk"" Sktiz2yy 4 4 1; jika j ganjil, ¢ ganjil, =k —1
ws, (pjal;) = ——"’—m—i—j, jika j genap, i=1, I=k-1
wl, (pjzl,) = 4 j: jika j genap, i >2, I=k—1
Perhatikan Himpunan bobot sisi we, = {w},, wd,, wl, w2, wd , wd,, wl,,
wh,, w3, }. Tampak bahwa bobot sisi terkecil terletak pada wg, dan bobot sisi

terbesar terletak pada w?,. Dengan mensubstitusikan nilai = 1, j = 1 dan
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| = 1 pada w}, diperoleh w,, = ¥, substitusii = 1, j = 3danl =1
pada w}, diperoleh w,, = ¥, substitusii = 1, j = 5dan{ = 1 pada
wl, diperoleh w,, = ¥2, ., substitusi | = 3 dan j = m pada w =,
diperoleh w,, = 122&3m  Dapat dinyatakan bahwa w,, membentuk barisan

aritmatika dengan suku awal 224 dan beda 2 (dua), atau dapat dituliskan

UL, wt, = {S’T%+4, Im8 Smilz | 12mkeIm} - Sehingga terbukti bahwa pela-
belan titik ay(z?;) dan a4(p;) adalah pelabelan titik (a,2)-sisi antimagic jika
n =3, m genap, m > 2,dan k > 4. a

Gambar 4.7 merupakan contoh pelabelan titik (3%, 2)-sisi antimagic ga-
bungan graf banana tree mBs ;. Sedangkan pelabelan titik beserta bobot sisi
EAVLnya dapat dilihat pada gambar 4.8. Pada Gambar 4.8, angka pada sisi
merupakan bobot sisi pelabelan titik (a, 2)-sisi antimagic dari gabungan graf

banana tree 6B; 7.

4.2.6 Pelabelan Total Super (a, 3)-sisi Antimagic Gabungan Graf
Banana Tree mB,

Berdasarkan Lemma 4.2.2 maka diperoleh pelabelan titik (374, 2)-sisi an-
timagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a, 3)-sisi antimagic dengan
menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak label
sisi ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang yang
sama. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terkecil dan
sisi dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terbesar dan dapat diturunkan

teorema sebagai berikut:

© Teorema 4.2.4 Ada pelabelan total super (SZE3mt8 3)_sisi antimagic pada ga-
bungan graf banana tree mB, i jikan = 3, m genap, m > 2, dan k > 4.

Bukti. Lengkapi label titik a4 (:c{‘,) dan a4(p;) sehingga menjadi pelabelan total.
Definisikan label sisi oy : E(mBsx) — {(3mk+m+1), (3mk+m+2),...,(6mk+
m)}, maka a4 untuk pelabelan total super (a, 3)-sisi antimagic pada gabungan

graf banana tree mBs . dapat dirumuskan sebagai berikut:
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( 6k13;+13—2m_|_i.‘*2.'_1.; jilka j ganji, 1 <i<mn, dan
1gic k-1
(i+8232c+i+1m P %‘; jika7 genap,1 <i<n,danl=1
(i+9}32€—1+3m+%; jika j genap, 1 <i <2, dan (413)

2<i<k-1
Lkt 4 4 jika j genap, i =n, dan =2
x 12k5[+4m+.21'; jikaj genap,i=n,dan3 <I<k-1

%=lm + &2 jika j ganjil, i genap, dan [ =k —1

_ 9kti=1,, 4 i+l. ika 4 ganiil. 4 jil, danl=k—1
au(p;i;) = 9k 23 N | J.l J pidi- o, Z‘ 'y S (4.14)
Bdm + & jika j genap,t=1, danl=k—1

(842, 1 10 jika j genap, i > 2, dan I =k —1

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total 04(53,.:): a4(p;),
ay(w,2l,), dan ay (p;zl,) maka W,,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan ru-
mus bobot sisi w,, dan rumus label sisi oy dengan syarat batas i, j dan | yang

bersesuaian sebagai berikut:

W2, = {wa, + u(z],7l,); jika j ganjil, 1<i<n, dan 1 <1<k -1}
(825 + 5 + 1) + (Seiltizzy, o I

_ 6k+9l4-3i— 3j+3

— Bkt ;—3@ 7m_|__ J‘;’

W2, = {wa, + as(z],z],); jika j genap, 1<i<n, danl=1
- (!1+2 2126+2%+1m +3) 4 (!i+3!§+i+1m 4 %)
= jz’+4!3.§+3i+2m fe _.’:_’21

WE, = {wa, + a4(1{_1x{10); jika j genap, 1 <2, dan 2<1<k-1
- (‘§i+3}212c—21+5m o) e (§i+9)§—£+3m + )
_ £z+52312c——31+8m+ %1

Wi, = {wa, + ou(z],7],); jika j genap, i =n, dan | =2
= (&H5m + ;) + (Em + 1)
= 2kt 4 3

W3, = {wa, + au(],7l,); jika j genap, i=n, dan 83<1<k—1
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12k— 2! 7 12k—144 ]
= (2=2tTm 4 j) + (F5Em + )

_ 24k— 31+11m_|__;_
WS = {we, + aa(pjzl); jika j ganjil, i genap, dan I =k —1
= (E13m+j + 1) + (E2m + )
= Lokt 4 343
W, = {wa, +a4(pJ:cf,) jika j ganjil, ¢ ganjil, dan l=k —1
= (Sktiz2p 4 g 4 1) + (Y=l 4 1)

30k—:3:-5m 3 33;3

WS = {wq, + cau(p;zl); jika j genap, i=1, dan =k -1
= (£5m +j) + (EEm + 1)
= 1kt8m 4 =
W2, = {Wae+ a4(pjxfl) jika j genap, 1> 2, dan =k -1
= (§t+22!2k+ m+3) (§1+82!k+ m+ %)

_ ks, L 3
Perhatikan Hlmpunan bobot sisi W, = {W2,, WS, Wl ,W2,, W5, W¢,,
we W2 W3 }. Tampak bahwa bobot sisi terkecﬂ terletak pada W}, dan bobot

sisi terbesar terletak pada W2,. Dengan mensubstitusikan nilaii = 1, j = 1
dan ! = 1 pada W/, diperoleh W,, = S2E£mt8 substitusii = 1, j = 3 dan
| = 1 pada W}, diperoleh W,, = 8mitdmil2 substitusii = 1, j = 5danl = 1
pada W], diperoleh W,, = Smktomtld = substitusi | = 3 dan j = m pada
W= dlperoleh Wo, = HmEE3m Dapat dinyatakan W,, membentuk barisan

arltmatlka dengan suku awal #2££3m48 dan beda 3 (tiga), atau dapat dituliskan

Ut 1 = {Gmk+5m+6, 6mk:l-5m+12’ 6mk+5m+18 N 24_mgﬁn_1} Sehmgga terbukti
bahwa pelabelan titik a4(:1:’ ), cu(p;), @ (:cf‘za:f‘o), dan ay (pja:{‘,) adalah pelabelan
tota! super (a, 3)-sisi antimagic jika n = 3, m genap, m > 2,dan k > 4. |

Sebagai ilustrasi, perhatikan pelabelan total super (a,3) pada gabungan
graf banana tree 6 B3 ; seperti tampak pada Gambar 4.9.
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Gambar 4.7: EAVL 6837 dengan d = 2
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Gambar 4.8: Bobot sisi (w) EAVL 6B3 7 dengan d = 2
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3

Gambar 4.9: SEATL graf banana tree 683 7 dengan d


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

Bab 4. Hasil dan Pembahasan 57

4.3 Hasil dan Pembahasan

" Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui batas atas nilai d sehingga
gabungan graf banana tree mB,; mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi
antimagic, selanjutnya akan dicari pelabelan pada graf tersebut dan menen-
tukan konstruksi fungsi bijektifnya. Dari hasil perhitungan diperoleh bahwa
nilai d yang mungkin untuk pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada
gabungan graf banana tree mB,; adalah d € {0,1,2,3}. Setelah menentukan
nilai d, peneliti mencari pelabelan sesuai dengan nilai d yang telah ditentukan

tersebut.

Dari hasil penelitian pada beberapa nilai d diperoleh 2 (dua) lemma dan
4 (empat) teorema baru tentang pelabelan gabungan graf banana tree mBy, y,
yaitu: ada pelabelan titik (mrh=dmntd 1).gjsi antimagic pada gabungan graf
banana tree mB,, ;. jika m dan n ganjil, m > 2, n > 2, dan k > 4; ada pela-
belan total super (émri=3mn+2mid ()_sisj antimagic pada gabungan graf banana
tree mB, jika m dan n ganjil, m > 2, n > 2, dan k > 4; ada pelabelan total
super (ﬁwm, 2)-sisi antimagic pada gabungan graf banana tree mBy

jika m dan n ganjil, m > 2, n > 2, dan k¥ > 4; ada pelabelan total super
| M{t&@ﬂ, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf banana tree mB, jika n
dan k ganjil, m > 2, n > 2, dan k > 4; ada pelabelan titik (3%*, 2)-sisi an-
timagic pada gabungan graf banana tree mBg,k jika n = 3, m genap, m > 2, dan
k > 4; dan ada pelabelan total super (#m&£5m+6 3).sjsi antimagic pada gabun-
gan graf banana tree mB,, ;. jikan = 3, m genap, m > 2, dan k > 4.

Dalam hal ini, seluruh pelabelan hasil penelitian ditemukan dengan meto-
de pendeteksian pola (pattern recognition) yang berarti konstruksi fungsi bijektif
yang dihasilkan, dimulai dengan penentuan pola yang berlaku sampai batas
m, n, dan k yang ditemukan peneliti kemudian baru mengkonstruk fungsi bi-
jektifnya. Hal ini menunjukkan bahwa fungsi bijektif yang dihasilkan tidak
dikembangkan secara induktif melainkan secara deduktif. Penulis memang
tidak menyebutkan cara mengkonstruksi fungsi bijektif dari pelabelan yang
telah ditemukan, akan tetapi pembuktian kebenaran formula/teorema terse-


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

Bab 4. Hasil dan Pembahasan 58

but telah dipaparkan yang kemudian diikuti dengan contoh pelabelan sebagai

visualisasi dari kebenaran teorema. Contoh-contoh pelabelan yang lain juga

telah disajikan dalam lampiran.

Terdapat beberapa pelabelan gabungan graf banana tree yang belum dite-
mukan oleh penulis. Dengan adanya contoh-contoh pelabelan dan penerapan
fungsi bijektif hasil penelitian yang telah ditemukan, diharapkan dapat mem-
bantu peneliti lain yang akan melakukan penelitian yang sejenis. Beberapa
pelabelan yang belum ditemukan oleh penulis disajikan pada open problem
berikut.

Open Problem 4.3.1 pelabelan total super (a, d)-sisi. antimagic pada gabungan graf
banana tree mB,, x untuk d = 0 dan d = 2 dengan m dan n genap;

Open Problem 4.3.2 pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf
banana tree mB,x jikan dan k genap;

Open Problem 4.3.3 pelabelan total super (a, 3)-sisi antimagic pada gabungan graf
banana tree mB, x jika n # 3 dan m ganjil;

Open Problem 4.3.4 pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf-
graf khusus yang lain.
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51 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa:

1. batas atas d pada pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada mB, x
adalah d < 4 dengan d bilangan cacah, sehingga diperoleh d € {0, 1,2, 3}.
Dari nilai d tersebut dapat dibentuk 2 (dua) lemma dan 4 (empat) teorema

baru.

2. fungsi bijektif pelabelan titik (a, d)-sisi antimagic dan total super (a, d)-sisi
antimagic pada mB,, ; dapat ditunjukkan pada pembuktian teorema yang
diberi tanda . Berdasarkan bukti teorema, terlihat bahwa fungsi tersebut
merupakan fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic den-
gan d € {0,1,2,3}. Berikut ini adalah fungsi bijektif dari masing-masing
pelabelan yang ditemukan.

o Fungsi bijektif pelabelan titik (2z2E=2mnt3 1).sisi antimagic pada gabu-
ngan graf banana tree mB,, ;. jika m dan n ganjil, m > 2,n > 2, dank > 4
adalah a;(xf,l) yang disebutkan pada persamaan 4.1 di halaman 35 dan
a;(p;) yang disebutkan pada persamaan 4.2 di halaman 35.

o Fungsi bijektif pelabelan total super (&mrk=3mni2mid 0).sisi antimagic
pada gabungan graf banana tree mB, ; jika m dan n ganjil, m > 2,n > 2,
dank > 4 adalah a; (z?,) yang disebutkan pada persamaan 4.1 di halaman
35, a1(p;) yang disebutkan pada persamaan 4.2 di halaman 35, al(fﬂf,xfcg,o)
yang disebutkan pada persamaan 4.3 di halaman 39, dan «; (pjm'f!t} yang

disebutkan pada persamaan 4.4 di halaman 39.
o Fungsi bijektif pelabelan total super ({=200mE2 9)_sisj antimagic pada
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gabungan graf banana tree mB x jika m dan n ganjil, m > 2, n > 2, dan
k > 4 adalah a; (mfl,) yang disebutkan pada persamaan 4.1 di halaman
35, az(p;) yang disebutkan pada persamaan 4.2 di halaman 35, o (:v,’;',,x{o)
yang disebutkan pada persamaan 4.5 di halaman 42, dan ag(pjx'g'l) yang
disebutkan pada persamaan 4.6 di halaman 42.

» Fungsi bijektif pelabelan total super (@k—'sﬂ‘;’—z)m—“, 1)-sisi antimagic pada
gabungan graf banana tree mB, jika n dan k ganjil, m > 2, n > 2, dan
k > 4 adalah as(mf'l) yang disebutkan pada persamaan 4.7 di halaman
46, as(p;) yang disebutkan pada persamaan 4.8 di halaman 46, as (27,77 )
yang disebutkan pada persamaan 4.9 di halaman 46, dan a3(pj:n{1,) yang
disebutkan pada persamaan 4.10 di halaman 47.

o Fungsi bijektif pelabelan titik (¥%,2)-sisi antimagic pada gabungan
graf banana tree mB,, x jika n = 3, m genap, m > 2, dan k > 4 adalah
ay(z])) yang disebutkan pada persamaan 4.11 di halaman 50 dan ay (p;)
yang disebutkan pada persamaan 4.12 di halaman 50.

e Fungsi bijektif pelabelan total super (6—”1%"&, 3)-sisi antimagic pada
gabungan graf banana tree mB, jikan = 3, m genap, m > 2, dan k > 4
adalah ay(z!)) yang disebutkan pada persamaan 4.11 di halaman 50 dan
ay(p;) yang disebutkan pada persamaan 4.12 di halaman 50, (11/4(27{'1.’3{'0)
yang disebutkan pada persamaan 4.13 di halaman 52, dan o (pjsv:;f't) yang
disebutkan pada persamaan 4.14 di halaman 52.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil dari penelitian diperoleh beberapa fungsi bijektif pela-
belan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf banana tree dengan
syarat batas tertentu, penulis dapat memberikan saran kepada peneliti lain un-
tuk melakukan penelitian tentang pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
pada graf-graf khusus lain atau pada gabungan graf banana tree yang belum
ditemukan penulis seperti terangkum dalam open problem pada bab 4.
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