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MOTTO 

“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya.” 

 

(QS. Al-Baqarah : 286)1 

 

 

“Don’t rush the process. Good things take a time” 

 
1 Al-Baqarah : 286. https://litequran.net/al-baqarah  
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ABSTRACT 

 

Distance irregular labeling is defined as labeling each vertex of a graph with a 

number 1, 2, … , 𝑘, such that the vertex-wights is different. The vertex-wights in this 

labeling is obtained by summing up the labels of the neighboring vertex and the 

vertex's own label. The problem in this labeling is to find the minimum value of the 

largest k labels on a graph which is called the distance irregularity strength and is 

denoted by 𝑑𝑖�̂�(𝐺). This research discusses distance-inclusive irregular vertex 

labeling on mushroom graphs(𝑀𝑟𝑛) and their joins(2𝑀𝑟𝑛). A mushroom graph is 

the result of the attachment of a fan graph and a star graph, while its join of two 

mushroom graph is the union of two equal mushroom graphs. The methods used 

are axiomatic deductive method and pattern detection. The axiomatic deductive 

method is a method that uses definitions and derivation of exiting theorems to prove 

the new theorem of distance irregular labeling on mushroom graph and the join of 

two mushroom graph. The pattern detection method is a technique for finding a 

pattern to formulate an distance irregular labeling pattern. The result of this 

research is to find the value of distance irregularity strength and prove that the 

vertex-wights in the mushroom graph and the join of two mushroom graph has a 

different value. The value of distance irregularity strength on mushroom 

graph(𝑀𝑟𝑛) and the join of two mushroom graph(2𝑀𝑟𝑛) that is 𝑑𝑖�̂�(𝑀𝑟𝑛) = 𝑛 for 𝑛 ≥ 3 and 𝑑𝑖�̂�(2𝑀𝑟𝑛) = 𝑛 + 1 for 3 ≤ 𝑛 ≤ 11. 

 

 Keywords: Distance Irregular Labeling, Distance Irregularity Strength 
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RINGKASAN 

Pelabelan Titik Tak-Teratur Jarak Inklusif pada Graf Mushroom dan 

Gabungannya; Jenni Alfa Nanda Arianti, 201810101094; 2024: 42 Halaman; 

Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas 

Jember. 

Pelabelan graf merupakan pemberian label pada unsur graf, yaitu titik, sisi, 

atau keduanya dengan aturan tertentu. Salah satu pelabelan dengan domain titik 

yaitu pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif. Pelabelan titik tak-teratur jarak 

inklusif merupakan pemberian label pada setiap titik graf dengan bilangan 1, 2, … , 𝑘, sedemikian sehingga bobot yang diperolah pada setiap titik bernilai 

berbeda. Pelabelan ini dikatakan tak-teratur karena label yang diberikan pada setiap 

titik boleh berulang. Bobot titik pada pelabelan ini didapatkan dengan 

menjumlahkan label titik yang bertetangga dengan titik tersebut dan label titik itu 

sendiri. Permasalahan pada pelabelan ini yaitu mencari nilai minimum dari label 𝑘 

terbesar pada sebuah graf. Nilai 𝑘 yang demikian disebut sebagai distance 

irregularity strength dan dinotasikan dengan 𝑑𝑖�̂�(𝐺).  
Pada penelitian ini, akan dicari nilai 𝑑𝑖�̂�(𝐺) pada graf mushroom dan 

gabungannya dengan 𝑛 ≥ 3. Langkah-langkah dalam penelitian ini dimulai dengan 

mencari nilai batas bawah pelabelan tak-teratur titik jarak inklusif. Selanjutnya 

melabeli graf berdasarkan batas bawah. Jika tidak sesuai dengan syarat pelabelan, 

maka menambahkan satu nilai batas bawh sehingga bobotnya berbeda. Kemudian 

membuktikan 𝑑𝑖�̂�(𝐺) dengan membuktikan bahwa nilai bobotnya berbeda 

berdasarkan fungsi yang telah dirumuskan. Penelitian ini mendapatkan hasil bahwa 

nilai ketidakteraturan titik jarak inklusif pada graf mushroom (𝑀𝑟𝑛) adalah 𝑑𝑖�̂�(𝑀𝑟𝑛) = 𝑛 dan gabungan graf mushroom (2𝑀𝑟𝑛) adalah 𝑑𝑖�̂�(2𝑀𝑟𝑛) = 𝑛 + 1 

untuk 3 ≤ 𝑛 ≤ 11.
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BAB 1. PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf merupakan ilmu yang dapat digunakan untuk merepresentasikan 

suatu objek dan hubungan antar objek. Salah satu pembahasan teori graf yaitu 

pelabelan graf. Pelabelan graf merupakan fungsi yang memasangkan elemen graf 

ke himpunan bilangan dengan syarat tertentu. Berdasarkan domainnya, pelabelan 

graf dibagi menjadi pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Pelabelan 

titik (vertex labeling) merupakan pelabelan dari suatu graf yang domainnya berupa 

himpunan titik. Pelabelan sisi (edge labeling) merupakan pelabelan dari suatu graf 

yang domainnya berupa himpunan sisi. Pelabelan total (total labeling) merupakan 

pelabelan dari suatu graf yang domainnya berupa himpunan titik dan sisi. Salah satu 

pelabelan dengan domain titik yaitu pelabelan titik tak-teratur jarak.  

Pelabelan tak-teratur didefinisikan sebagai pemetaan setiap elemen suatu graf 

ke himpunan bilangan bulat yang memungkinkan pengulangan label. Slamin (2017) 

memperkenalkan modifikasi pelabelan tak-teratur yang disebut sebagai pelabelan 

titik tak-teratur jarak non-inklusif. Pelabelan titik tak-teratur jarak non-inklusif 

didefinisikan sebagai pemberian label pada titik dengan himpunan bilangan bulat {1, 2, … , 𝑘} sedemikian sehingga nilai bobot yang dihasilkan di setiap titiknya 

berbeda. Pelabelan ini dikatakan tak-teratur karena pemberian label titiknya boleh 

berulang atau sama dengan label titik lain. Bobot titik pada pelabelan titik tak-

teratur jarak inklusif didapatkan dengan menjumlahkan label titik yang bertetangga. 

Pemberian label pada setiap titik graf dilakukan dengan memperhatikan jarak antar 

titik.  

(Bača et al., 2018) memperkenalkan konsep pelabelan yang disebut dengan 

pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif. Perbedaan antara pelabelan ini dengan 

pelabelan titik tak-teratur jarak non-inklusif terletak pada cara menentukan nilai 

bobot di setiap titiknya. Bobot titik yang terdapat di pelabelan tak-teratur jarak 

inklusif diperoleh dengan menjumlahkan label titik-titik yang bertetangga dengan 

label titik itu sendiri. Permasalahan dalam pelabelan ini adalah melabeli titik-titik 
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dalam graf 𝐺 dengan bilangan bulat 1, 2, 3, … , 𝑘. Nilai 𝑘 yang dipilih adalah 𝑘 yang 

paling minimum, sehingga diperoleh bobot titik yang berbeda. Nilai 𝑘 minimum 

yang demikian disebut dengan nilai kekuatan tak-teratur jarak inklusif (distance 

irregularity strength) dan dinotasikan dengan 𝑑𝑖�̂�(𝐺). 
Penelitian berkaitan dengan pelabelan tak-teratur titik jarak inklusif yang 

telah diteliti sebelumnya yaitu pada graf path oleh (Bong & Lin, 2017) 

menghasilkan nilai 𝑑𝑖�̂�(𝐺) = 𝑛3 + 1 dan graf bintang menghasilkan nilai 𝑑𝑖�̂�(𝐺) =𝑛. (Utami et al., 2018) melakukan penelitian mengenai nilai tak-teratur jarak titik 

pada graf triangular ladder yang menghasilkan nilai 𝑑𝑖�̂�(𝐺) = ⌈(2𝑛+2)5 ⌉. (Halikin et 

al., 2020) mendapatkan nilai tak-teratur jarak titik pada graf firecracker yaitu 𝑑𝑖�̂�(𝐺) = 𝑛 + 1. Penelitian pelabelan tak-teratur jarak titik dilakukan oleh (Susanto 

et al., 2021) pada graf 3𝑆𝑛 yang menghasilkan nilai 𝑑𝑖�̂�(𝐺) = ⌈(3𝑛+1)2 ⌉. (Al’ayyubbi 

, 2022) melakukan penelitian mengenai nilai tak-teratur jarak titik pada graf 

firecracker 𝐹2,𝑛 yang menghasilkan nilai 𝑑𝑖�̂�(𝐺) = 𝑛 + 1. Berdasarkan penelitian 

mengenai pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif pada graf kipas 𝐹𝑛 dan graf 

bintang 𝑆𝑛, penulis ingin melanjutkan penelitian mengenai hasil pelekatan kedua 

graf yaitu pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif pada graf mushroom (𝑀𝑟𝑛). 

1.2 Rumusan Masalah  

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, rumusan masalah pada 

penelitian ini adalah bagaimana pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif pada graf 

mushroom (𝑀𝑟𝑛) dan gabungannya? 

1.3 Batasan Masalah 

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan, batasan masalah yang 

digunakan pada penelitian ini adalah graf mushroom 𝑀𝑟𝑛 dengan 𝑛 ≥ 3 dan 

gabungan graf mushroom 2𝑀𝑟𝑛 yang merupakan gabungan dari dua graf mushroom 

yang sama. 

 

DIGITAL REPOSITORY UNIVERSITAS JEMBER

DIGITAL REPOSITORY UNIVERSITAS JEMBER



3 

 

 

 

1.4 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan, tujuan pada penelitian 

ini yaitu untuk menganalisis pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif pada graf 

mushroom (𝑀𝑟𝑛) dan gabungannya 

1.5 Manfaat Penelitian  

Manfaat yang diperoleh dari adanya penelitian ini adalah sebagai berikut. 

a. Bagi peneliti, diharapkan dengan adanya penelitian ini akan memberikan 

wawasan baru terhadap peneliti lain mengenai pelabelan titik tak-teratur jarak 

inklusif pada graf mushroom (𝑀𝑟𝑛) dan gabungan graf mushroom (2𝑀𝑟𝑛). 
b. Bagi mahasiswa, diharapkan dengan adanya penelitian ini akan menjadi 

referensi tambahan untuk penelitian kelas graf lainnya pada topik pelabelan 

titik tak-teratur jarak inklusif. 
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Konsep Dasar Graf 

Graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan terurut (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)). 𝑉(𝐺) adalah 

himpunan tak kosong yang setiap elemennya disebut dengan titik dan 𝐸(𝐺) adalah 

himpunan dari pasangan tak terurut titik di 𝑉 yang disebut dengan sisi (Chartrand 

et al., 2016). Gambar 2.1 adalah graf 𝐺 yang terdiri dari 6 titik dan 6 sisi dengan 

himpunan titik 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6} dan himpunan sisi 𝐸 ={𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7, 𝑒8}. 
  

 

  

 

 

 

 

Misalkan 𝐺 adalah sebuah graf dan (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐺, titik 𝑢 dan 𝑣 dikatakan 

bertetangga atau adjacent jika terdapat suatu sisi 𝑒 yang menghubungkan titik 𝑢 

dan 𝑣. Titik 𝑣 dikatakan bersisian atau incident dengan sisi 𝑒 jika titik 𝑣 adalah 

ujung dari sisi 𝑒. Himpunan tetangga dari titik 𝑣 pada suatu graf 𝐺 dinotasikan 

dengan 𝑁(𝑣). Gambar 2.1 menunjukkan bahwa titik 𝑣1 bertetangga dengan 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, dan 𝑣5. Titik 𝑣6 bersisian dengan 𝑒8. Suatu sisi yang terbentuk dari satu titik 

yang dihubungkan ke titik itu sendiri disebut dengan gelang (loop). Sisi 𝑒9 
merupakan loop. Derajat dari sebuah titik 𝑣 pada graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝑑𝑒𝑔(𝑣) 
dan didefinisikan sebagai banyaknya sisi yang bersisian dengan titik 𝑣. Titik yang 

memiliki derajat satu disebut daun (leaf) atau titik pendant. Sisi ganda adalah dua 

sisi atau lebih yang menghubungkan dua titik yang sama. Jalan (walk) merupakan 

suatu istilah dalam graf yang didefinisikan sebagai barisan berhingga titik dan sisi 

secara bergantian yang diawali dan diakhiri dengan titik, sedemikian sehingga titik 

yang berurutan dalam barisan tersebut bertetangga. Lintasan (path) adalah suatu 

𝑣2 𝑒1 𝑣1 𝑣3 

𝑒3 

𝑒2 

𝑣5 

𝑣4 𝑣6 

𝑒6 

𝑒4 𝑒7 

𝑒5 

𝑒8 

𝑒9 

Gambar 2.1 Graf dengan 6 titik dan 9 sisi 
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jalan yang semua titiknya berbeda. Jarak (distance) titik 𝑣1 ke titik 𝑣2 adalah 

panjang lintasan terpendek dari titik 𝑣𝑖 ke titik 𝑣𝑗  dan dinotasikan 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗). Graf 𝐺 

dikatakan graf terhubung (connected graph) untuk setiap dua titik pada graf yang 

terdapat lintasan. Sedangkan jika tidak terdapat lintasan yang menghubungan dua 

titik berbeda pada graf 𝐺, maka graf 𝐺 merupakan graf tidak terhubung 

(disconnected graph). 

2.2 Graf Mushroom 

Graf sederhana merupakan graf yang tidak memiliki sisi ganda maupun 

gelang. Graf lintasan (path) adalah graf pohon dengan berderajat titik maksimal 

dua. Graf lintasan dengan 𝑛 titik dinotasikan dengan 𝑃𝑛. Graf lintasan 𝑃𝑛 memiliki 𝑛 titik dan 𝑛 − 1 sisi. Gambar 2.2 merupakan contoh graf lintasan 𝑃3 

  

 

 

Graf bintang (star graph) merupakan suatu graf terhubung yang dibangun 

dari satu titik pusat dengan sejumlah daun pada titik pusat tersebut (Huda & Amri, 

2012). Graf bintang dengan 𝑛 + 1 titik dinotasikan dengan 𝑆𝑛. Graf bintang 𝑆𝑛 

memiliki 𝑛 + 1 titik dan 𝑛 sisi. Gambar 2.3 merupakan contoh graf bintang 𝑆5. 

 

 

 

 

 

 

Graf kipas (fan graph) adalah graf yang didapat dengan menghubungkan 

setiap titik pada graf lintasan dengan sebuah sisi ke satu titik sebagai pusat (Azizah, 

2014). Graf kipas dengan 𝑛 + 1 titik dinotasikan dengan 𝐹𝑛. Graf kipas 𝐹𝑛 memiliki 𝑛 + 1 titik dan 2𝑛 − 1 sisi. Gambar 2.4 merupakan contoh graf kipas 𝐹4. 
 

 

𝑢1 𝑢2  𝑢3 

𝑣 

𝑢1 𝑢2 

𝑢3 𝑢4 

𝑢5 

Gambar 2.2 Graf lintasan 𝑃3 

𝑃3

Gambar 2.3 Graf bintang 𝑆5 

𝑆5
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Graf mushroom merupakan graf yang diperoleh dari hasil melekatkan titik 

pusat graf kipas 𝐹𝑛 dengan titik pusat graf bintang 𝑆𝑛 (Nurhakim, 2020). Graf 

mushroom dengan 2𝑛 + 1 titik dinotasikan 𝑀𝑟𝑛 dengan 𝑛 menyatakan jumlah titik 

berderajat satu. Graf mushroom memiliki 2𝑛 + 1 titik dan 2(𝑛 + 1) sisi. Berikut 

merupakan contoh dari graf mushroom 𝑀𝑟3 dengan 7 titik. 

 

 

 

 

 

 

 

2.3 Gabungan Graf Mushroom 

Operasi graf merupakan suatu cara untuk memeroleh graf baru dengan cara 

mengombinasikan graf. Operasi graf yang digunakan pada penelitian ini, yaitu 

operasi gabungan. Misalkan terdapat dua graf, yaitu graf 𝐹 dan graf 𝐺. Gabungan 

antara graf 𝐹 dan graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝐹 ∪ 𝐺. Graf 𝐹 ∪ 𝐺 didefinisikan 

sebagai graf dengan himpunan titik 𝑉(𝐹 ∪ 𝐺) = 𝑉(𝐹) ∪ 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 𝐸(𝐹 ∪ 𝐺) = 𝐸(𝐹) ∪ 𝐸(𝐺) (Henning & Van Vuuren, 2022). Operasi gabungan graf 

yang digunakan pada penelitian ini yaitu gabungan dari dua graf mushroom yang 

sama. Gambar 2.6 adalah contoh gabungan graf mushroom 𝐹 ∪ 𝐺. 

 

 

𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢4 

𝑣 

𝑣1 𝑣2 𝑣3 

𝑢1 𝑢2 𝑢3 

𝑦 

Gambar 2.4 Graf kipas 𝐹4 

𝐹4

Gambar 2.5 Graf mushroom 𝑀𝑟3 
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Graf 𝐹       Graf 𝐺      Graf 𝐹 ∪ 𝐺 

 

2.4 Pelabelan Titik Tak-Teratur Jarak Inklusif 

Pelabelan suatu graf merupakan fungsi yang memasangkan elemen graf ke 

himpunan bilangan dengan syarat tertentu. Pada pelabelan graf terdapat istilah 

bobot yang merupakan hasil penjumlahan label yang terkait, baik dari himpunan 

titik atau himpunan sisi pada suatu graf (Slamin, 2019). Bobot pada graf dibedakan 

menjadi bobot titik, bobot sisi, dan bobot total. Bobot pada graf 𝐺 dinotasikan 

dengan 𝑤𝑡(𝐺).  
Pelabelan tak-teratur didefinisikan sebagai pemetaan 𝑓: 𝑉(𝐺) → {1,2, … , 𝑘} 

sedemikian sehingga menghasilkan bobot setiap titik berbeda. (Slamin, 2017) 

memperkenalkan modifikasi pelabelan tak-teratur yang disebut sebagai pelabelan 

tak-teratur titik non-inklusif. Pelabelan ini dikatakan tak-teratur karena label setiap 

titiknya boleh berulang. Pelabelan tak-teratur jarak titik non-inklusif didefinisikan 

sebagai pelabelan pada suatu graf 𝐺 dengan memasangkan himpunan titik ke 

bilangan bulat {1, 2, … , 𝑘} sedemikian sehingga bobot titik yang diperoleh 

semuanya berbeda. Misalkan 𝑣 merupakan suatu titik pada graf 𝐺, bobot titik 𝑣 ∈𝑉(𝐺) diperoleh dengan menjumlahkan semua label titik yang bertetangga dengan 

titik tersebut atau dapat dituliskan dalam rumus berikut  𝑤𝑡(𝑣) = ∑ 𝑓(𝑢)𝑢∈𝑁(𝑣)    (2.1) 𝑁(𝑣) merupakan himpunan tetangga titik 𝑣. 

Konsep pelabelan tak-teratur titik kemudian dikembangkan oleh (Bača et al., 

2018 yang selanjutnya disebut dengan pelabelan tak-teratur titik jarak inklusif. 

𝑎1  𝑎2  𝑎𝑛  

𝑏𝑛  𝑏2 𝑏1  

𝑐𝑖  
𝑣1  𝑣2  𝑣𝑛  

𝑢𝑛  𝑢2 𝑢1 

𝑦𝑖  

𝑣1  𝑣2  𝑣𝑛  

𝑢𝑛  𝑢2 𝑢1 

𝑦𝑖  

𝑎1  𝑎2  𝑎𝑛  

𝑏𝑛  𝑏2 𝑏1  

𝑐𝑖  

Gambar 2.6 Gabungan graf mushroom 
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Perbedaan antara pelabelan titik tak-teratur jarak non-inklusif dengan inklusif yaitu 

cara mendapatkan nilai bobot setiap titiknya. Bobot titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) pada pelabelan 

titik tak-teratur jarak inklusif diperoleh dengan menjumlahkan label titik yang 

bertetangga termasuk titik itu sendiri, dapat dituliskan dalam rumus berikut 𝑤𝑡(𝑣) = ∑ 𝑓(𝑢)𝑢∈𝑁(𝑣) + 𝑓(𝑣)   (2.2) 

Himpunan titik graf 𝐺 diberi label bilangan 1, 2, … , 𝑘 dengan nilai 𝑘 sebagai label 

terbesar. Nilai 𝑘 yang disebut sebagai nilai kekuatan tak-teratur titik jarak inklusif 

adalah nilai 𝑘 minimum.  

2.5 Nilai Kekuatan Titik Tak-Teratur Jarak Inklusif 

Nilai kekuatan tak-teratur titik jarak inklusif atau distance irregularity 

strength dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝑑𝑖�̂�(𝐺). Distance irregularity strength 

adalah bilangan bulat positif terkecil dari label terbesar yang digunakan dalam 

pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif pada suatu graf.  

Pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif tidak dapat diterapkan pada semua 

graf. Graf yang tidak dapat dilabeli secara inklusif yaitu graf yang mempunyai 

minimal dua titik dengan himpunan tetangga yang sama termasuk dengan dirinya 

sendiri. Graf yang tidak dapat dilabeli secara inklusif dapat dikatakan bahwa nilai 𝑑𝑖�̂�(𝐺) = ∞. Berikut adalah teorema dalam pelabelan titik tak-teratur jarak 

inklusif. 

Teorema 2.1 Suatu graf 𝐺 berlaku 𝑑𝑖�̂�(𝐺) = ∞ jika dan hanya jika terdapat dua 

titik yang berbeda 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) sehingga 𝑁𝐺[𝑢] = 𝑁𝐺[𝑣] dengan 𝑁𝐺[𝑢] merupakan 

himpunan tetangga titik 𝑣 termasuk titik 𝑣 itu sendiri 

Teorema 2.2 Misalkan 𝐺 adalah sebuah graf terhubung yang mempunyai 𝑛 

titik dengan derajat minimum 𝛿 dan derajat maksimum ∆ dan tidak ada titik yang 

mempunyai tetangga yang sama, maka : 𝑑𝑖�̂�(𝐺) ≥ ⌈𝑛+𝛿∆+1⌉       
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(Susanti et al., 2021) menambahkan batas bahwa untuk graf yang memiliki banyak 

daun 

Teorema 2.3 Misalkan 𝐺 adalah sebuah graf terhubung yang mempunyai 𝑛 titik 

dengan derajat minimum 𝛿 dan derajat maksimum ∆ dan 𝑛𝑖  merupakan banyaknya 

titik berderajat 𝑖 pada 𝐺 untuk setiap 𝛿 ≤ 𝑖 ≤ ∆, maka : 

𝑑𝑖�̂�(𝐺) ≥ 𝑚𝑎𝑥 𝛿≤𝑖≤∆ {⌈𝛿+∑ 𝑛𝑗𝑖𝑗=𝛿𝑖+1 ⌉}     

Berikut merupakan contoh pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif pada graf 

path 𝑃3. Langkah pertama yang dilakukan adalah menghitung nilai batas bawah 

berdasarkan Teorema 2.2. 𝑑𝑖�̂�(𝑃3) ≥ ⌈𝑛 + 𝛿∆ + 1⌉ =  ⌈3 + 12 + 1⌉  = 2 

Selanjutnya melabeli semua titik menggunakan bilangan bulat. Kemudian 

menghitung bobot dengan menjumlahkan label titik yang bertetangga dengan titik 

itu sendiri dan dipilih pelabelan dengan 𝑘 minimum. 

 

(a) 

 

 

(b) 

 

 

Gambar 2.7 (a) nilai 𝑘 yang diperoleh adalah 2, sedangkan (b) nilai 𝑘 yang 

diperoleh adalah 3, dengan label titik berwarna hitam dan bobot titik berwarna 

merah. Pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif adalah pemberian label titik 

sehingga menghasilkan bobot yang berbeda dengan mengambil nilai label titik 

terbesar yang minimum. Oleh karena itu, pada graf path 𝑃3 label terbesar yang 

minimum adalah 2, jadi 𝑑𝑖�̂�(𝑃3) = 2 seperti pada Gambar 2.7 (a). Pelabelan titik 

tak-teratur jarak inklusif graf path 𝑃3 dengan 𝑘 = 2 

3 2 1 

3 6 5 

1 1 2 

3 4 2 

Gambar 2.7 Pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif graf path 𝑃3 (a) 𝑘 =2 dan (b) 𝑘 = 3 
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2.6 Hasil Pelabelan Titik Tak-Teratur Jarak Inklusif Terdahulu 

Pada penelitian sebelumnya, telah didapatkan pelabelan ketakteraturan titik 

jarak inklusif pada beberapa graf yang kemudian dapat digunakan sebagai rujukan 

penelitian ini. Berikut hasil-hasil penelitian terdahulu yang telah dirangkum dan 

disajikan dalam Tabel 2.1 

 Tabel 2.1 Hasil penelitian pelabelan ketakteraturan titik jarak inklusif 

Graf Nilai tak-teratur jarak (𝒅𝒊𝒔(𝑮)) Pustaka 

Graf path 𝑃𝑛 𝑛 ≡ 0 mod 5  

 n3 + 1 

 

 

 

(Bong & Lin, 2017) 

 

 

Graf star 𝑆𝑛 𝑛 

Graf cycle 𝐶𝑛 𝑛 > 13  

 ⌈𝑛2⌉ + 1 

Graf lengkap 𝐾𝑛 𝑛 = 1  𝑛 ≥ 2  

 1 ∞ 

 

 

 

(Bača et al., 2018) Graf roda 𝑊𝑛 𝑛 = 3  𝑛 = 4  𝑛 ≠ 2, 3, 4 mod 5, 𝑛 ≥ 5  

 ∞ 

4 ⌈𝑛 + 23 ⌉ 
Graf triangular ladder 𝐿𝑛 𝑛 = 4  𝑛 ≠ 4 mod 5, 𝑛 ≥ 3  

 3 ⌈(2𝑛 + 2)5 ⌉ 
 

(Utami, 2018) 

Graf firecracker 𝐹𝑛,3 𝑛 ≥ 3  

 𝑛 + 1 

 

 

 

(Halikin, 2020) 

 

 

Graf broom 𝐵𝑟3,𝑚 𝑚 ≥ 2  

 𝑚 

Graf banana tree 𝐵2,𝑚 𝑚 = 3  𝑚 ≥ 4  

 4 𝑚 

Graf identical copies stars 3𝑆𝑛 𝑛 = 3  𝑛 ≥ 4  

 

 6 ⌈3𝑛 + 12 ⌉ 
 

 

(Susanto, 2021) 

Graf firecracker 𝐹2,𝑛 dan 𝐹3,𝑛 

Untuk 𝐹2,𝑛 dengan 𝑛 ≥ 3 

 

 𝑛 + 1 

 

 

(Al’ayyubbi, 2022) 

DIGITAL REPOSITORY UNIVERSITAS JEMBER

DIGITAL REPOSITORY UNIVERSITAS JEMBER



11 

 

 

 

Untuk 𝐹3,𝑛 dengan 𝑛 ≥ 3 ⌈1 + 3𝑛2 ⌉  

Graf persahabatan lengkap 

diperumum 𝐾𝑓𝑚,𝑛 𝑛 ≥ 3  

 

 2(𝑚 − 1) + 𝑛 

 

(Majid, 2023) 

Graf buku 𝐵𝑟𝑚 𝑚 > 3  

 𝑚 

(Wahyu, 2023) 
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BAB 3. METODOLOGI PENELITIAN 

3.1 Metode dan Data Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif 

aksiomatik dan metode pendeteksian pola. 

a. Metode deduktif aksiomatik 

Metode deduktif aksiomatik adalah metode untuk menyelesaikan 

permasalahan dengan membuktikan sebuah kondisi menggunakan beberapa 

teorema yang telah ada. Penggunaan metode ini diawali dengan beberapa definisi. 

Berdasarkan definisi tersebut disusun lemma baru terkait pelabelan titik tak-teratur 

jarak inklusif pada graf mushroom dan gabungannya. Kemudian lemma yang 

dihasilkan dibuktikan secara deduktif. 

b. Metode pendeteksian pola  

Metode pendeteksian pola yaitu metode untuk menemukan pola dari 

pelabelan titik tak-teratur jarak inklusif pada graf mushroom dan gabungannya. 

Penentuan pola diawali dengan graf dari 𝑛 terkecil. Kemudian merumuskan pola 

tersebut menjadi suatu rumus fungsi.  

3.2 Data Penelitian 

Data penelitian yang digunakan adalah graf mushroom (𝑀𝑟𝑛) dan gabungan 

graf mushroom (2𝑀𝑟𝑛) dengan 𝑛 ≥ 3. Himpunan titik graf mushroom (𝑀𝑟𝑛) 
dinotasikan dengan 𝑉(𝑀𝑟𝑛) = {𝑥𝑖 , 𝑧, 𝑦𝑖|1 ≤ i ≤ n}. Gabungan graf mushroom 

(2𝑀𝑟𝑛) mempunyai himpunan titik yaitu 𝑉(2𝑀𝑟𝑛) = {𝑥𝑖 , 𝑧, 𝑦𝑖, 𝑎𝑖, 𝑐, 𝑏𝑖|1 ≤ i ≤ n}. 
Penotasian Graf mushroom (𝑀𝑟𝑛) dan gabungannya dapat dilihat pada Gambar 3.1. 
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(a) 

 

 

 

 

 

 

(b) 

 

 

 

 

3.3 Langkah-Langkah Penelitian 

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Menotasikan titik pada graf mushroom (𝑀𝑟𝑛) dan gabungannya 

2. Mencari nilai batas bawah 𝑑𝑖�̂�(𝐺) berdasarkan Teorema 2.3 

3. Memberi label graf mushroom (𝑀𝑟𝑛) dan gabungannya berdasarkan batas 

bawah yang diperoleh pada langkah 2 sehingga bobot setiap titiknya berbeda 𝑉(𝑀𝑟𝑛) → {1,2,3, … , 𝑑𝑖�̂�(𝐺)} 
4. Jika pelabelan yang digunakan tidak memenuhi syarat pelabelan titik tak-

teratur jarak inklusif, maka kembali ke-langkah 2 dan menambahkan nilai batas 

bawah dengan 𝑑𝑖�̂�(𝐺) = 𝑘 + 1 

5. Menentukan pola pelabelan dan merumuskan bentuk umum pelabelan titik tak-

teratur jarak inklusif graf mushroom (𝑀𝑟𝑛) dan gabungannya 

6. Membuktikan teorema baru nilai 𝑑𝑖�̂�(𝐺) pada graf mushroom (𝑀𝑟𝑛) dan 

gabungannya. 

𝑥1 𝑥2 𝑥𝑛  

𝑦𝑛  𝑦2 𝑦1 

𝑧 

𝑥1 𝑥2 𝑥𝑛  

𝑦𝑛  𝑦2 𝑦1 

𝑧 

𝑎1 𝑎2 𝑎𝑛 

𝑏𝑛  𝑏2 𝑏1 

𝑐 

      Gambar 3.1 Graf mushroom (a) 𝑀𝑟𝑛 dan (b) 2𝑀𝑟𝑛 
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Langkah-langkah penelitian secara singkat diuraikan dalam diagram alir 

Gambar 3.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mulai 

Selesai 

Graf mushroom 

dan gabungannya 

Penotasian graf 

ladder 

Menentukan nilai batas bawah 

pelabelan berdasarkan Teorema 2.3 

Melakukan pelabelan tak 

teratur jarak titik pada graf 𝑀𝑟𝑛 dengan label 1, 2, … , 𝑘 

Menghitung bobot setiap titik 

Bobot setiap titik 

berbeda ? 

Ya  

Tidak 

Menentukan pola & rumus 

umum pelabelan 

Pembuktian teorema baru nilai 

tak-teratur jarak titik 

Menambah nilai 𝑘, 

yaitu 𝑘 =  𝑘 + 1  

     Gambar 3.2 Diagram alir 
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