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Pelabelan graf adalah suatu fungsi yang memetakan himpunan titik atau
sisi dari suatu graf ke suatu bilangan bulat non-negatif. Terdapat beberapa jenis
pelabelan graf, tiga diantaranya yaitu pelabelan harmonis, pelabelan harmonis
ganjil dan pelabelan harmonis genap. Pelabelan harmonis pada graf G merupakan
fungsi injektif f:V(G) - {0,1,2,3,...,q — 1} sedemikian sehingga menghasilkan
fungsi  bijektif  f*:E(G) -»{0,1,2,..,q—1} dengan f*(uv) = f(uw) +
f() (mod q), untuk setiap uv € E(G). Pelabelan harmonis ganjil pada graf G
merupakan fungsi injektif f:V(G) — {0,1,2,3,...,2q — 1} sedemikian sehingga
terdapat fungsi f*(uv) = f(w) + f(v) dengan f*(uv) € {1,3,5, ...,2q — 1} untuk
setiap uv € E(G). Sedangkan pelabelan harmonis genap pada graf G merupakan
fungsi injektif f:V(G) —{0,1,2,...,2q} sedemikian sehingga terdapat fungsi
bijektif f*:E(G) - {0,2,4,...,2q — 2} dengan f*(uv) = f(u) + f(v) (mod 2q)
untuk setiap uv € E(G).

Metode yang digunakan pada penelitian ini yaitu penelitian eksploratif yang
bertujuan menemukan karakteristik dari pelabelan harmonis, harmonis ganjil dan
harmonis genap. Penelitian diawali dengan menganalisis graf sederhana tanpa
lintasan tertutup kemudian menganalisis graf sederhana dengan lintasan tertutup.
Kemudian menganalisis ciri-ciri umum dan altermatif dari pelabelan harmonis,
harmonis ganjil dan harmonis genap. Langkah terakhir, dilakukan pendataan
kembali karakteristik pelabelan harmonis, harmonis ganjil dan harmonis genap
berdasarkan hasil analisis pada metode pertama hingga ketiga. Adapun hasil dari
penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Jika G (p, g) merupakan graf terhubung sederhana dengan p titik dan g sisi dan
merupakan graf harmonis, maka berlaku:

a. Sedikitnya terdapat satu lintasan tertutup yang termuat di G.
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b. Apabila G sebuah cycle, maka p ganjil.

. Misalkan G graf dengan p titik dan g sisi. Diberikan fungsi f merupakan
pelabelan harmonis pada suatu graf G. Jika fungsi g,:V(G) - {0,1,..,q — 1}
dengan g,(uw) = q — f(w)(mod q) untuk setiap u € V(G). Maka g, merupakan
pelabelan harmonis pada graf G.

. Misalkan sebuah fungsi injektif f merupakan pelabelan harmonis pada sebuah
graf G dengan q sisi. Jika fungsi g:V(G) — {0,1,...,q — 1} dengan g,(u) =
f () + k (mod q) untuk setiap u € V(G) dan k € {1,2,3,...,q — 1}. Maka g,
merupakan pelabelan harmonis pada graf G.

. Jika G merupakan graf harmonis ganjil, maka graf G tidak akan memuat C,,, .,
untuk suatun € N.

. Misalkan fungsi f adalah pelabelan harmonis ganjil pada sebuah graf G. Jika
fungsi g, adalah fungsi lain yang merupakan pelabelan harmonis ganjil pada
graf G, maka g, akan selalu mengawetkan ketetanggaan antara label titik O dan
label titik 1.

. Misalkan G graf dengan p titik dan g sisi. Diberikan fungsi f merupakan
pelabelan harmonis ganjil pada suatu graf G. Jika fungsi g;:V(G) -
{0,1, ...,2q — 1} didefinisikan sebagai berikut.

f(w) —1 jika f(u) adalah bilangan ganjil
fw)+1 jika f(u) adalah bilangan genap

gf(u) = {
untuk setiap u € V(G). Maka g, juga merupakan pelabelan harmonis ganjil
pada graf G.
. Misalkan G sebuah graf harmonis genap dengan p titik. Maka semua label
titiknya adalah genap, jika tidak maka semua label titiknya ganijil.
. Misalkan G sebuah graf harmonis genap dengan p titik dan g sisi. Jika p > q,
maka seluruh label titik haruslah genap.
. Misalkan sebuah fungsi injektif f merupakan pelabelan harmonis genap pada
sebuah graf G dengan q sisi. Jika fungsi g,:V(G) — {0,1,...,2q} dengan
gr(w) = f(u) + q (mod 2q) untuk setiap u € V(G). Maka g, merupakan

pelabelan harmonis genap pada graf G.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang
merepresentasikan kumpulan objek diskrit dan hubungan antar objek-objek
tersebut. Objek yang direpretasikan yaitu titik (vertex) dan sisi (edge). Teori graf
pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736 yang ditandai
dengan terpecahkannya masalah jembatan Konigsberg. Seiring waktu teori graf
mengalami perkembangan yang pesat dengan munculnya topik baru yang
berkaitan dengan teori graf, salah satunya adalah pelabelan graf yang untuk
pertama kalinya diperkenalkan oleh Sedlacek pada tahun 1963.

Pelabelan graf merupakan fungsi komponen titik ataupun sisi pada suatu
graf ke bilangan bulat tak negatif yang memenuhi aturan tertentu. Pelabelan graf
dapat berupa pelabelan titik, apabila unsur yang dipetakan merupakan elemen dari
himpunan titik suatu graf, disebut pelabelan sisi apabila unsur yang dipetakan
merupakan elemen himpunan sisi suatu graf dan disebut pelabelan total apabila
unsur yang dipetakan merupakan elemen dari himpunan titik dan sisi suatu graf.
Terdapat beberapa macam jenis pelabelan pada graf, tiga diantaranya vyaitu
pelabelan harmonis, pelabelan harmonis ganjil dan pelabelan harmonis genap.

Pelabelan harmonis pertama kali diperkenalkan oleh R.L. Graham dan
N.J.A. Slone pada tahun 1980. Pelabelan harmonis pada suatu graf G dengan g
sisi didefinisikan sebagai suatu pemetaan satu-satu f dari himpunan titik pada graf
G ke Z,, sedemikian sehingga terdapat korespondensi satu-satu f* dari himpunan
sisi graf G ke himpunan bilangan bulat modulo g sedemikian sehingga untuk
setiap x,y € V(G) akan berlaku f*(xy) = f(x) + f(y)(mod q) dengan f*
merupakan fungsi label sisi pada graf G dan xy merupakan sisi yang
menghubungkan titik x dan y. Sebuah graf ¢ dikatakan graf harmonis jika dapat
dilabeli dengan aturan pelabelan harmonis.

Pelabelan harmonis yang diperkenalkan oleh R.L. Graham dan N.J.A. Slone
menginspirasi pelabelan harmonis ganjil yang diperkenalkan oleh Zhi He Liang

dan Zhan Li Bai pada tahun 2009. Pelabelan harmonis ganjil merupakan aturan



pelabelan yang didefinisikan sebagai pemetaan satu-satu f:V(G) — Z,,,
sedemikian  sehingga  terdapat  korespondensi  satu-satu  f*:E(G) -
{1,3,5,7,...2q — 1} dengan f*(xy) = f(x) + f(y) untuk setiap xy € E(G). Graf
yang dapat dilabeli secara harmonis ganjil disebut dengan graf harmonis ganjil.

Pelabelan harmonis dan harmonis ganjil menginspirasi pelabelan harmonis
genap yang dikenalkan oleh P.B.Sarasija dan R.Binthiya pada tahun 2011.
Pelabelan harmonis genap dapat didefinisikan sebagai pemetaan satu-satu dari
V(G) ke himpunan {0,1,2,...2q} sedemikian sehingga terdapat korespondensi
satu-satu  f*:E(G) — {0,2,4,...2(q —1)}. Graf yang dapat dilabeli secara
harmonis genap disebut graf harmonis genap.

Seiring waktu, penelitian tentang graf harmonis, harmonis ganjil maupun
harmonis genap mengalami perkembangan yang pesat serta memunculkan karya
karya ilmiah terbaru tentang pelabelan graf. Munculnya teorema-teorema terbaru
tentang pelabelan harmonis , harmonis ganjil maupun harmonis genap belum
cukup untuk memudahkan peneliti dalam mengindentifikasi graf-graf yang dapat
dilabeli dengan pelabelan tersebut. Hal ini tentunya menjadi kendala tersendiri
bagi peneliti, sehingga sangat diperlukan sebuah penelitian yang berkaitan dengan
karakteristik suatu pelabelan harmonis, harmonis ganjil, maupun harmonis genap.
Pada penelitian ini akan dibahas tentang sifat-sifat dari pelabelan harmonis,

harmonis ganjil, dan harmonis genap.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah yang akan dikaji pada penelitian ini yaitu menganalisis

karakteristik dari pelabelan harmonis, harmonis ganjil dan harmonis genap.

1.3 Tujuan
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui karakteristik dari

pelabelan harmonis, harmonis ganjil dan harmonis genap.



1.4 Batasan Masalah
Adapun objek yang akan dikaji pada penelitian ini terbatas pada ruang

lingkup pelabelan pada graf terhubung sederhana.

1.5 Manfaat
Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah sebagai berikut :

a. Memberi wawasan lebih mendalam mengenai karakteristik pelabelan
harmonis, harmonis ganjil dan harmonis genap.

b. Menambah referensi serta memudahkan peneliti lain dalam melakukan
penelitian tentang pelabelan harmonis, harmonis ganjil ataupun harmonis
genap.

c. Memberikan motivasi kepada pembaca dan peneliti dalam mengembangkan
penelitian tentang pelabelan harmonis, harmonis ganjil ataupun harmonis

genap.



BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Definisi dan Konsep Dasar Graf

Menurut Slamin (2019), graf tak berarah G adalah pasangan himpunan
(V,E) dengan V merupakan himpunan tak kosong dari elemen-elemen titik dan E
merupakan himpunan (boleh kosong) pasangan tak terurut dari titik yang disebut
dengan sisi. Berdasarkan definisi graf tersebut dapat disimpulkan bahwa suatu
graf dimungkinkan tidak memiliki suatu sisi, namun diharuskan terdapat minimal
satu titik pada suatu graf. Banyaknya titik pada graf disebut order dan banyaknya
sisi pada graf disebut size .Graf yang tidak mempunyai sisi disebut dengan graf
kosong sedangkan graf kosong yang hanya memiliki satu titik disebut graf trivial
(Munir, 2010). Graf trivial dan graf tak kosong yang dibangun dari tiga titik dapat
dilihat pada Gambar 2.1.

(o)

Up
@

V2

(a) Graf trivial (b) Graf tak kosong

Gambar 2.1 Graf trivial dan graf tak kosong

Suatu titik u eV dikatakan bertetangga (adjacent) dengan titik veV ,
apabila terdapat sisi uv € E. Kedua titik u dan v dikatakan bersisian ( incident)
dengan sisi uv. Notasi N(u) digunakan untuk mewakili himpunan semua tetangga
pada titik u. Banyak sisi yang bersisian dengan titik u disebut dengan derajat u
atau dapat kita notasikan deg(u) (Harris et al., 2008).

Apabila terdapat titik yang memiliki derajat nol, maka titik itu disebut

dengan titik terisolasi (isolated vertex), sedangkan titik dengan derajat 1 disebut



dengan titik ujung (pendant) atau daun (leaf). Loop pada suatu graf didefinisikan
sebagai sisi yang menghubungkan suatu titik ke dirinya sendiri, atau dengan kata
lain suatu sisi e e E dikatakan loop apabila e = (v,v). Pada loop suatu titik
berinsiden dua kali sehingga deg(v) = 2 jika v merupakan titik yang memiliki
loop. Pada suatu graf dapat pula terdapat pasangan titik (u, v) yang dihubungkan
dengan lebih dari satu sisi, dan dalam hal ini sisi-sisi yang menghubungkan kedua
titik kita sebut dengan sisi rangkap (multiple edge). Graf yang tidak memuat loop
dan sisi rangkap disebut dengan graf sederhana (Rosen, 2007).

Graf terhubung sederhana dengan p titik dan p — 1 sisi disebut graf pohon.
Oleh karena graf pohon merupakan graf terhubung dan jumlah titik yang dimiliki
lebih banyak dari pada jumlah sisi sehingga tidak dimungkinkan terdapat lintasan
tertutup pada pohon. Selain itu pada graf pohon selalu memiliki minimal 2 titik

yang berderajat 1 yang disebut daun (Harris et al., 2008).

2.2 Fungsi
Menurut Purcel dan Verberg (1987) sebuah fungsi f merupakan suatu
aturan padanan yang menghubungkan setiap objek x yang merupakan elemen dari
suatu himpunan yang disebut daerah asal (domain) dengan sebuah objek tunggal
f(x) yang merupakan elemen dari suatu himpunan yang disebut daerah kawan
(kodomain). Himpunan dari semua objek f(x) disebut dengan daerah hasil fungsi
(range). Berdasarkan sifatnya fungsi dibagi menjadi tiga yaitu fungsi injektif,
surjektif dan bijektif. Misalkan f: A — B adalah suatu fungsi dari himpunan A ke
himpunan B dengan range R, maka ketiga jenis fungsi dapat didefinisikan
sebagai berikut :
a. Fungsi f dikatakan injektif jika setiap x; # x,, maka berlaku f(x;) # f(x,).
b. Fungsi f dikatakan surjektif jika Ry = B.
c. Fungsi f dikatakan bijektif jika f bersifat injektif sekaligus bersifat
surjektif.



2.3 Pelabelan Graf

Menurut Wallis (2001), pelabelan graf adalah suatu fungsi yang memetakan
himpunan titik atau sisi dari suatu graf ke suatu bilangan bulat non-negatif. Yang
memenuhi aturan tertentu. Pelabelan graf dibagi menjadi tiga berdasarkan unsur
yang dilabeli yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Pelabelan
graf merupakan pelabelan titik (vertex labelling) apabila daerah asal dari fungsi
merupakan himpunan titik, dan disebut pelabelan sisi (edge labelling) apabila
daerah asal dari fungsi merupakan himpunan sisi, dan disebut pelabelan total (total
labelling) apabila daerah asal fungsi merupakan gabungan dari himpunan titik dan
sisi. Terdapat beberapa pelabelan graf, beberapa diantaranya yaitu pelabelan

harmonis, pelabelan harmonis ganjil dan pelabelan harmonis genap.

2.3.1 Pelabelan Harmonis

Menurut R.L. Graham dan N.J.A. Slone (1980), suatu graf G dengan g sisi
dikatakan harmonis jika terdapat fungsi injektif f:V(G) - {0,1,2,3,...,q — 1}
sedemikian sehingga menghasilkan fungsi bijektif f*:E(G) - {0,1,2,...,q — 1}
dengan f*(uv) = f(u) + f(v) (mod q), untuk setiap uv € E(G). Salah satu jenis
graf yang harmonis adalah graf tangga L, (n = 2), yang memiliki 2n titik dan
3n — 2 sisi. Berikut diperlihatkan pelabelan harmonis dari graf tangga L. pada
Gambar 2.2.

Gambar 2.2 Pelabelan harmonis pada graf tangga Ls

2.3.2 Pelabelan Harmonis Ganjil
Pelabelan harmonis ganjil pertama kali diperkenalkan oleh Liang dan Bai

pada tahun 2009. Sebuah graf G dengan g sisi dikatakan harmonis ganjil jika



terdapat fungsi injektif f yang memetakan setiap elemen di V(G) ke himpunan
bilangan bulat non-negatif yang kurang dari 2q — 1 atau dapat kita tuliskan
f:v(G)—-1{0,1,2,3,...,2qg — 1} sedemikian sehingga terdapat fungsi f*(uv) =
f() + f(v) dengan f*(uv) € {1,3,5,...,2q — 1} untuk setiap uv € E(G). Salah
satu teorema tentang pelabelan harmonis ganjil pada suatu graf adalah sebagai
berikut.

Teorema 2.1. (Liang dan Bai, 2009)

a. Jika G adalah graf harmonis ganjil, maka G merupakan graf bipartit.

b. Jika graf G dengan p titik dan g sisi merupakan harmonis ganjil, maka
berlaku 2,/q < p < 2q — 1.

Pujiwati et al. (2020) menyatakan bahwa salah satu jenis graf yang
merupakan graf harmonis ganjil adalah graf bintang ganda S, ,,. Graf bintang
ganda S, ,, memiliki n +m + 2 titik dan n +m + 1 sisi. Berikut diperlihatkan

pelabelan harmonis ganjil dari graf bintang ganda S, , pada Gambar 2.3.

12 16 15 11
13 11
8e_ 9 L7 15 .
4907 5 W\ f 0 373

Gambar 2.3 Pelabelan harmonis ganjil pada graf bintang ganda S, 4

2.3.3 Pelabelan Harmonis Genap

Graf G(p,q) didefinisikan sebagai sebuah graf sederhana yang memiliki p
titik dan q sisi. Graf G(p, q) dikatakan harmonis genap, apabila terdapat fungsi
injektif f:V(G) - {0,1,2,...,2q} sedemikian sehingga terdapat fungsi bijektif
f“E(G) - {0,2,4,..,2g — 2} dengan f*(uv) = f(u)+ f(v) (mod 2q) untuk
setiap uv € E(G) (Sarasija dan Binthiya, 2011).

Salah satu jenis graf yang merupakan harmonis genap adalah graf bipartit

lengkap K, ,. Graf bipartit lengkap K, memiliki m +n titik dan mn sisi.



Berikut diperlihatkan pelabelan harmonis genap dari graf bipartit lengkap K, ; dan
K33 pada Gambar 2.4.

(a) graf bipartit lengkap K 3 (b) graf bipartit lengkap K3 3

Gambar 2.4 Pelabelan harmonis genap pada graf K 3 dan K3 5



BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan pada penelitian ini yaitu penelitian eksploratif yang
bertujuan menemukan permasalahan baru ataupun hal-hal yang ingin diketahui
oleh peneliti. Selain itu dilakukan juga studi literatur terkait pelabelan harmonis,
harmonis ganjil dan pelabelan harmonis genap. Dalam penelitian ini, peneliti
ingin menemukan karakteristik dari pelabelan harmonis, harmonis ganjil dan

harmonis genap.

3.2 Rancangan Penelitian

Adapun rancangan penelitian yang akan dilakukan adalah sebagai berikut :

a. Menganalisis graf sederhana tanpa lintasan tertutup

b. Menganalisis graf sederhana dengan lintasan tertutup

c. Menganalisis ciri-ciri umum dan altermatif dari pelabelan harmonis,
harmonis ganjil dan harmonis genap

d. Mendata kembali karakteristik pelabelan harmonis, harmonis ganjil dan
harmonis genap berdasarkan hasil analisis pada metode pertama hingga

ketiga.



BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Karakteristik suatu pelabelan graf dapat ditinjau dari sifat fungsi pelabelan
yang dikaitkan dengan karakteristik graf yang sesuai. Penulis melakukan
eksplorasi terhadap sifat pelabelan harmonis, harmonis ganjil dan harmonis genap
yang berkaitan dengan sifat graf yang bersesuaian. Berdasarkan hasil ekplorasi
diperoleh beberapa teorema yang berkaitan dengan karakteristik pelabelan

harmonis, harmonis ganjil dan harmonis genap.

4.1 Karakteristik Pelabelan Harmonis

Sebuah graf dikatakan harmonis apabila dapat dilabeli dengan aturan
pelabelan harmonis. Terdapat beberapa teorema yang berkaitan dengan pelabelan
harmonis yang akan dijelaskan pada bagian ini. Berikut merupakan teorema-

teorema pelabelan harmonis.

Teorema 4.1. Jika G(p,q) merupakan graf terhubung sederhana dengan p titik
dan dan q sisi dan merupakan graf harmonis, maka berlaku:
a. Sedikitnya terdapat satu lintasan tertutup yang termuat di G.

b. Apabila G sebuah cycle, maka p ganjil.

Bukti :

a. Andaikan graf G graf terhubung dan tidak memiliki lintasan tertutup maka G
merupakan graf pohon, sehingga akan terdapat g sisi dan p = q + 1 titik.
Oleh karena G graf harmonis, maka akan selalu terdapat fungsi injektif
f:V(G)-{0,1,2,3,..,q — 1} yang memiliki kardinalitas |K;| =gq. Oleh
karena banyak titik dari graf G adalah p = q+ 1> q = |K;|, maka akan
selalu ada satu titik yang tidak terpetakan sehingga tidak dimungkinkan
terdapat fungsi injektif f. Hal ini kontradiksi dengan G graf harmonis yang
selalu memiliki fungsi injektif f:V(G) - {0,1,2,3,...,q — 1}. Sehingga

haruslah terdapat sedikitnya satu lintasan tertutup pada graf G.
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Misalkan G = C, graf cycle. Andaikan p genap, maka p = 2n untuk suatu n
bilangan bulat. Karena f*:E(C,) - {0,1,2,..,2n — 1} merupakan fungsi

bijektif, maka jumlah dari semua label sisi adalah 0 +1+2 + ... + 2n —

1 = w = —n (mod2n) = n(mod2n). Jika jumlahan semua

label sisi pada C,, adalah m maka m = n (mod 2n). Oleh karena label sisi
diperoleh dari penjumlahan label titik yang incident dengan sisi tersebut,
maka tanpa mengurangi keumuman dari pemberian label titik — tiiknya,
dengan memisalkan label titik — titiknya adalah ay,a;,a,,as, ..., a_2, ap_y
diperoleh m=(a,+a;)+(a, +a,)+(@,+as)+ -+ (-1 +a) =
2(ap% a; +a, t - aypep= 20001204 20— 1) = 2= 1) -
(2n) = 0 (mod 2n). Hal ini kontradiksi dengan m = n (mod 2n) sehingga
haruslah p ganjil.

Teorema 4.2. Misalkan G graf dengan p titik dan g sisi. Diberikan fungsi f
merupakan pelabelan harmonis pada suatu graf G. Jika fungsi g,:V(G) -
{0,1,..,q — 1} dengan g,(u) = q — f(u)(mod q) untuk setiap u € V(G). Maka

gr merupakan pelabelan harmonis pada graf G.

Bukti. Misalkan fungsi f merupakan pelabelan harmonis pada suatu graf G. Maka
f merupakan fungsi injektif dari V(G) ke {0, 1,2, ...,q — 1}. Untuk membuktikan
bahwa g, adalah pelabelan harmonis pada graf G, maka akan ditunjukkan bahwa
gy adalah fungsi injektif dari himpunan V(G) ke himpunan {0,1,2,..,q — 1}
sedemikian sehingga label sisinya memenuhi himpunan {0, 1,2, ...,q — 1}.

Pertama, ambil sembarang u, v € V(G) yang memenuhi

gf(u) — gf(v)
q — f(w(mod q) = q — f(v)(mod q)
f)(mod q) = f(v)(mod q)

Karena f(uw), f(v) < q, maka f(u) = f(v). Karena f fungsi injektif maka u = v,
sehingga terbukti bahwa g, adalah fungsi injektif.
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Selanjutnya akan dibuktikan bahwa untuk setiap sisi uv € E(G)
mendapatkan label yang berbeda dari {0,1,2,...,q — 1} dengan aturan g;(uv) =
9r@) + gy () (mod q).

grv) =gy + gy (v) (mod q)

= ((a - @) (mod @) + (q — f(¥) (mod ))) (mod q)
= (¢ - fw) + (g = f())(mod q)

=2q = (f(W) + f(»)) (mod q)

=2q — f"(uv) (mod q)

= —f"(uv) (mod q)

Bentuk akhir dari persamaan menyatakan bahwa g; merupakan invers
penjumlahan dari f* pada himpunan bilangan bulat modulo q. Hal tersebut
menunjukkan bahwa setiap sisi uv € E(G) mendapatkan label yang berbeda dari
{0,1,2,...,q — 1}. Karena g, adalah fungsi injektif dan terdapat fungsi bijektif
97 E(G) > {01,2,..,q—1} dengan gr(uv) = gr(u) + gs(v) (mod q), maka
terbukti bahwa g, merupakan pelabelan harmonis pada graf G.

Sebagai contoh, pada Gambar 4.1 (a) diberikan pelabelan harmonis pada
graf roda W,. Selanjutnya jika graf roda W, pada Gambar 4.1 (a) menggunakan
pelabelan harmonis dengan fungsi g,(u) = q — f(u)(mod q), maka akan berlaku

pola seperti pada Gambar 4.1 (b).

1
(@) (b)

Gambar 4.1 Pelabelan harmonis dengan fungsi f dan g¢(u) = q — f(w)(mod q)
pada graf roda W,
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Teorema 4.3. Misalkan sebuah fungsi injektif f merupakan pelabelan harmonis
pada sebuah graf G dengan g sisi. Jika fungsi g;:V(G) - {0,1, ...,q — 1} dengan
gr(w) = f(w) + k (mod q) untuk setiap u € V(G) dan k€({1,2,3,..,q—1}

Maka g, merupakan pelabelan harmonis pada graf G.

Bukti. Terlebih dahulu akan dibuktikan bahwa g, adalah fungsi injektif dari
himpunan V(G) ke himpunan {0,1,2, ...,q — 1}
Ambil sembarang u,v € V(G) dan sembarang k €{1,2,3,..,q—1} yang
memenuhi
grw) = g5 (v)
f@) + k (mod q) = f(v) + k (mod q)
f@(mod q) = f(v) (mod q)
Karena f(u), f(v) < q, maka f(u) = f(v). Karena f fungsi injektif maka u = v,
sehingga terbukti bahwa g, adalah fungsi injektif.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa fungsi gf:E(G) - {0,1,2,..,q — 1}
dengan g;(uv) = gr(w) + g(v) (mod q) untuk setiap sisi uv € E(G) merupakan
fungsi bijektif.

Terlebih dahulu akan dibuktikan bahwa gy merupakan fungsi injektif.
Ambil sembarang uv,u,v, € E(G) dan sembarang k € {1,2,3,...,q — 1} yang
memenuhi

g7 (wv) = g; (4evg) . ()
Berikut akan dijabarkan fungsi pada ruas kiri dari persamaan (i).

gruv) =gy + gy(v) (mod q)

= ((f(u) + k (mod q)) + (f(v) + k (mod q))) (mod q)
= (f@ +k+ f(v) + k)(mod q)

= () + f@)) + 2k ) (mod q)

= (f(u) + f(v))(mod q) + 2k (mod q)

= f*(uv) + 2k (mod q)

Selanjutnya akan dijabarkan fungsi pada ruas kanan dari persamaan (i).
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95 ovo) = gr(uo) + g5 (o) (mod q)

= (f(uo) + k (mod q)) + (f(vo) + k (mod q))(mod q)

= (f(uo) + k + f(vp) + k )(mod q)

= ((F(uo) + F(v9)) + 2k ) (mod q)

= (f (o) + f(v5))(mod q) + 2k (mod q)

= f"(uovy) + 2k (mod q)
Berdasarkan hasil penjabaran untuk ruas Kiri dan kanan dari persamaan (i),
diperoleh bentuk persamaan sebagai berikut.

f*(uv) + 2k (mod q) = f*(ugvy) + 2k (mod q)

f*(uv)(mod q) = £ (ugv,) (mod q)

Karena f*(uv), f*(uyvy) < q, maka f*(uv) = f*(uqv,). Karena f* fungsi injektif
maka uv = ugv,, sehingga terbukti bahwa g adalah fungsi injektif. Karena f~
juga merupakan fungsi surjektif maka f*(E(G)) ={0,1,2, ...,q — 1}. Selanjutnya
karena g; merupakan fungsi yang bersesuaian dengan fungsi f*, maka fungsi g;
juga merupakan fungsi surjektif. Berdasarkan pernyataan bahwa g; adalah fungsi
injektif sekaligus fungsi surjektif, maka disimpulkan g7 adalah fungsi bijektif.

Karena g, adalah fungsi injektif dan terdapat fungsi bijektif g;:E(G) -
{0,1,2,..,q — 1} dengan g;(uv) = g(u) + gs(v) (mod q), maka terbukti bahwa
g merupakan pelabelan harmonis pada graf G.

Sebagai contoh, pada Gambar 4.2 (a) diberikan pelabelan harmonis dengan
fungsi f pada graf petersen dengan 10 titik dan 15 sisi. Selanjutnya jika graf
Petersen pada Gambar 4.2 (a) menggunakan pelabelan harmonis dengan fungsi
gr(w) = q — f(w)(mod q) dengan fungsi g,(u) = f(w) + k (mod q), maka akan
berlaku pola seperti pada Gambar 4.2 (b).
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Gambar 4.2 Pelabelan harmonis dengan fungsi f dan fungsi g;(u) = f(w) + k (mod q)
untuk k = 5 pada graf petersen dengan 10 titik dan 15 sisi

4.2 Karakteristik Pelabelan Harmonis Ganjil

Suatu graf harmonis ganjil merupakan graf bipartit yang dapat dilabeli
dengan aturan pelabelan harmonis ganjil. Berikut merupakan beberapa teorema
karakteristik pelabelan harmonis ganjil.

Teorema 4.4. Jika G merupakan graf harmonis ganjil, maka graf G tidak akan

memuat C,,,,,, Untuk suatun € N.

Bukti. Berdasarkan Teorema 2.1 tentang graf harmonis ganjil, maka ¢ merupakan
graf bipartit. Andaikan G memuat C,, ., karena G merupakan graf bipartit maka
titik — titik pada graf dapat dipartisi menjadi 2 himpunan berbeda yang saling
berelasi. Selanjutnya akan dipartisi pada bagian yang memuat C,,,,;. Misalkan
titik — titik yang membatasi C,,,,, adalah v,,v,,vs, ..., v,,,.,. Tanpa mengurangi
keumuman titik vy, v,,vs, ..., V5,4, akan dipartisi menjadi 2 himpunan yang
berbeda vyaitu A ={v,, v, ..,v,} dan B = {v,41,Vniz - Vans1}- Tanpa
mengurangi keumuman pula, misalkan v, berelasi dengan v,,; dan v,,,, v,
berelasi dengan v, dan v, .5 begitu seterusnya sedemikian sehingga v,, berelasi
dengan v,,, dan v,,.,. Terlihat bahwa v,,,, dan v,, ., hanya akan berelasi dengan

satu buah titik. Karena C,,,; merupakan lintasan tertutup, maka v,,, akan
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berelasi dengan v,,.,. Hal ini kontradiksi karena v,,, dan v,,,, berada pada
himpunan yang sama. Jadi haruslah graf G tidak akan memuat C,,,, ;.

Lemma 4.1. Misalkan fungsi f adalah pelabelan harmonis ganjil pada sebuah graf
G. Jika fungsi g, adalah fungsi lain yang merupakan pelabelan harmonis ganjil
pada graf G, maka g, akan selalu mengawetkan ketetanggaan antara label titik 0

dan label titik 1.

Bukti. Pelabelan harmonis ganjil pada graf G tentunya memiliki label 1 pada
salah satu sisi pada graf. Karena g, adalah fungsi lain yang merupakan pelabelan
harmonis ganjil pada graf ¢, maka g, juga akan menghasilkan label 1 pada salah
satu sisi pada graf tersebut. Karena sifat pelabelan dari graf harmonis ganjil tidak
menggunakan bilangan modulo, maka label 1 hanya akan diperoleh dari
penjumlahan 0 dan 1. Hal ini menunjukkan bahwa haruslah fungsi g,

mengawetkan ketetanggan antara label titik 0 dan label titik 1 pada graf G.

Teorema 4.5. Misalkan G graf dengan p titik dan q sisi. Diberikan fungsi f
merupakan pelabelan harmonis ganjil pada suatu graf G. Jika fungsi g,:V(G) -
{0,1, ...,2q — 1} didefinisikan sebagai berikut.

fw) —1 jika f(u) adalah bilangan ganjil

gr) = {f(u) +1 jika f(u) adalah bilangan genap

untuk setiap u € V(G). Maka g, juga merupakan pelabelan harmonis ganjil pada

graf G.

Bukti. Untuk membuktikan bahwa g, adalah pelabelan harmonis ganjil pada graf
G, akan ditunjukkan bahwa g, adalah fungsi injektif dari V(G) ke {0,1, ...,2q —
1}. Berdasakan definisi fungsi g¢, nilai gr(u) adalah ganjil jika dan hanya jika
f(u) benilai genap dan sebaliknya g,(u) bernilai genap jika dan hanya jika f(u)

benilai ganjil.
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Pertama, ambil sembarang u,v € V(G) yang memenuhi gr(u) = g(v).
Misalkan f(u) ganjil sedemikian sehingga g.(u) bernilai genap. Karena g.(u)
bernilai genap, maka g,(v) juga genap sehingga f(v) bernilai ganjil. Selanjutnya
akan dilanjutkan pembuktian apakah g, merupakan fungsi injektif.

gf(u) = gf(v)
fW-1=f) -1

f@ =7
Jika f(u) genap sedemikian sehingga g,(u) bernilai ganjil. Karena g (u)

bernilai ganjil, maka g.(v) juga ganjil sehingga f(v) bernilai genap. Selanjutnya
akan dilanjutkan  pembuktian apakah g, merupakan fungsi injektif.
9r@) = g;(v)
fW+1=fw+1
fw =fw)

Karena f adalah fungsi injektif, maka u =wv. Karena untuk gr(u) = g;(v)
diperoleh u = v, maka dapat disimpulkan bahwa g bersifat injektif.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa fungsi g::E(G) - {1,3,...,2q — 1} dengan
gr(wv) = gr(w) + gy (v) untuk setiap sisi uv € E(G) merupakan fungsi bijektif.
Karena g7 (uv) akan dipetakan ke himpunan bilangan ganjil, maka salah satu dari
gr(u) atau g,(v) merupakan bilangan ganjil dan yang lain merupakan bilangan
genap. Berdasakan definisi fungsi g, nilai g.(u) adalah ganjil jika dan hanya jika
f(u) benilai genap dan sebaliknya g.(u) bernilai genap jika dan hanya jika f(u)
benilai ganjil. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan g.(u) bilangan ganjil dan
gr(v) bilangan genap, sedemikian sehingga nilai f(u) dan f(v) masing — masing
merupakan bilangan genap dan bilangan ganjil.
grw) =grw) + g )

=(fW-D+F@+1)

=fw-1+f(w)+1

=fw+f)

= f(uw)
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Karena f* merupakan fungsi bijektif yang memetakan setiap uv € E(G) ke
himpunan { 1,3, ..., 2q — 1}, maka g7 juga merupakan fungsi bijektif. Berdasarkan
pernyataan bahwa g, adalah fungsi injektif dan terdapat fungsi g;:E(G) -
{1,3,...,2q — 1} yang merupakan fungsi bijektif, maka terbukti g, merupakan
pelabelan harmonis ganjil pada graf G.

Sebagai contoh, pada Gambar 4.3 (a) diberikan pelabelan harmonis ganjil
pada graf bintang Sg. Selanjutnya jika graf bintang Sg; pada Gambar 4.3 (a)
menggunakan pelabelan harmonis ganjil dengan fungsi g,(u), maka akan berlaku

pola seperti pada Gambar 4.3 (b).

9 8
(@) (b)
Gambar 4.3 Pelabelan harmonis ganjil dengan fungsi f* dan g, pada graf bintang Sg

4.3 Karakteristik Pelabelan Harmonis Genap
Sebuah graf G dikatakan harmonis genap apabila himpunan titik dan sisi pada

graf dapat dilabeli dengan aturan pelabelan harmonis genap.

Lemma 4.2. Misalkan G sebuah graf harmonis genap dengan p titik. Maka semua

label titiknya adalah genap, jika tidak maka semua label titiknya ganjil.

Bukti. Andaikan pada graf G memiliki p — k titik berlabel ganjil dan k -buah titik
berlabel genap. Karena graf G merupakan graf terhubung, maka akan terdapat titik
berlabel ganjil yang bertetangga dengan titik berlabel genap sehingga
menyebabkan label sisi yang ber—incident dengan kedua titik tersebut berlabel
ganjil. Begitu pula apabila graf G memiliki p — k titik berlabel genap dan k—buah
titik berlabel ganjil, akan didapatkan setidaknya satu sisi berlabel ganjil. Hal ini
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kontradiksi dengan definisi pelabelan harmonis genap, sehingga haruslah p titik
pada graf G semuanya berlabel ganjil atau semuanya berlabel genap.

Corollary 4.1. Misalkan G sebuah graf harmonis genap dengan p titik dan g sisi.

Jika p > q, maka seluruh label titik haruslah genap.

Bukti. Karena p > q dan graf G merupakan graf terhubung, maka p = q + 1.
Misalkan fungsi injektif f:V(G) - {0,1, ...,2q} merupakan pelabelan harmonis
genap pada graf G. Berdasarkan definisi fungsi f, diperoleh bahwa label ganjil
pada kodomain ada sebanyak g sedangkan label genap ada sebanyak q + 1.
Karena f adalah fungsi injektif dan akibat dari Lemma 4.2, maka haruslah semua

label titik pada graf G adalah genap.

Teorema 4.6. Misalkan sebuah fungsi injektif f merupakan pelabelan harmonis
genap pada sebuah graf G dengan q sisi. Jika fungsi g,:V(G) = {0,1,...,2q}
dengan gf(u) = f(u) + q (mod 2q) untuk setiap u € V(G). Maka g, merupakan

pelabelan harmonis genap pada graf G.

Bukti. Untuk membuktikan bahwa g, merupakan pelabelan harmonis genap pada
graf G, terlebih dahulu akan dibuktikan bahwa g, adalah fungsi injektif.
Ambil sembarang u, v € V(G) yang memenuhi
gr) = gr()
f@) + g (mod 2q) = f(v) + q (mod 2q)
f@(mod 2q) = f(v)(mod 2q)
Karena f(u), f(v) < 2q, maka f(u) = f(v). Hal ini menunjukkan bahwa u = v,
sehingga terbukti bahwa g, adalah fungsi injektif.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa terdapat fungsi bijektif gr:E(G) -
{0,2,...,2q — 2} dengan g (uv) = gs(u) + g(v) (mod 2q) untuk setiap sisi uv €
E(G).

grw) = gr(w) + gr(v) (mod 2q)
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= (f(u) + g (mod Zq)) + (f(v) + g(mod 2q))(mod 2q)
=(fW +q+fW) + q)(mod 2q)

= (f@) + f(v) + 2q) (mod 2q)

= f(w + f(v) (mod 2q)

= f*(uw)

Karena f* merupakan fungsi bijektif yang memetakan setiap uv € E(G) ke
himpunan {0, 2, ...,2q — 2}, maka gy juga merupakan fungsi bijektif. Berdasarkan
pernyataan bahwa g, adalah fungsi injektif sedemikian sehingga terdapat fungsi
bijektif g7, maka terbukti g, merupakan pelabelan harmonis genap pada graf G.

Sebagai contoh, pada Gambar 4.4 (a) diberikan pelabelan haramonis genap
dengan fungsi f pada graf cycle Cs. Selanjutnya jika graf cycle Cs pada Gambar
4.4 (a) menggunakan pelabelan harmonis genap dengan fungsi gr(u), maka akan

berlaku pola seperti pada Gambar 4.4 (b).

Gambar 4.4 Pelabelan haramonis genap dengan fungsi f dan fungsi g, pada graf cycle C;



BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Adapun yang dapat disimpulkan pada penelitian ini yaitu, pada graf
harmonis memiliki karakter sedikitnya memuat satu kintasan tertutup. Pada graf
harmonis ganjil memiliki karakter tidak memuat cycle ganjil. Sedangkan pada
graf harmonis genap memiliki karakter semua titiknya akan berlabel ganjil atau
semua titiknya berlabel genap. Selain itu pada graf harmonis genap akan berlaku
semua titik harus berlabel genap apabila pada graf G (p, q) berlaku p > gq.

Pelabelan harmonis, harmonis ganjil dan harmonis genap tidaklah unik,
sehingga akan terdapat fungsi lain yang juga berlaku pada graf yang sama.
Adapun pada graf harmonis didapat dua buah fungsi lain yang merupakan
pelabelan harmonis dan berlaku pada suatu graf yang sama. Fungsi tersebut
adalah gf(u) = q — f(u) (mod q) dan gy(u) = f(u) + k (mod q) untuk setiap
titik w € V(G) dan k € {1,2,3,..,q — 1} . Graf harmonis ganjil juga memiliki
fungsi pelabelan selain fungsi f dengan syarat utama mengawetkan ketetanggan
label titik O dan 1. Pada graf harmonis ganjil didapatkan satu alternatif fungsi
pelabelan yaitu fungsi sepotong-sepotong g,(v) = f(v) — 1 untuk titik berlabel
ganjil dan g;(v) = f(v) + 1 untuk titik berlabel genap. Sedangkan pada graf

harmonis genap juga diperoleh sebuah alternatif fungsi pelabelan harmonis genap
yaitu g-(v) = f(v) + q (mod 2q).

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian pada bab sebelumnya, penulis memberi saran
pada peneliti selanjutnya untuk mengembangkan penelitian ini dengan
menggunakan teorema terbaru pada hasil penelitian ini. Hal ini disarankan agar
mempermudah dalam menganalisis graf yang akan ditentukan dalam penelitian
pelabelan harmonis, harmonis ganjil dan harmonis genap. Penulis juga
menyarankan supaya peneliti selanjutnya lebih berfokus pada sifat dasar yang

dimiliki dari suatu graf dan juga fungsi pelabelan yang digunakan.
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