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INTEGRAL

1.1 Pengertian Integral
Di Kelas Xl, kalian telah mempelajari konsep turunan. Pemahaman
tentang konsep turunan ini dapat kalian gunakan untuk memahami konsep

integral. Untuk itu, coba tentukan turunan fungsi berikut. Perhatikan bahwa
fungsi ini memiliki bentuk umum f(x)=2x>. Setiap fungsi ini memiliki
turunan f'(x) =6x* . Jadi, turunan fungsi f(x)=2x> adalah f'(x)=6x".
Menentukan fungsi f(x) dari f'(x), berarti menentukan antiturunan dari
f'(x) . Sehingga, integral merupakan antiturunan (antidiferensial) atau operasi
invers terhadap diferensial. Jika f(x) adalah fungsi umum yang bersifat
f'(x)=f(x), maka f(x) merupakan antiturunan atau integral dari

F'(x)=f(x).

1.2 Integral Tak Tentu
1.2.1 Pengertian Integral Tak Tentu
Pengintegralan fungsi f(x) yang ditulis sebagai If(x)dx disebut
integral tak tentu dari f(x). Jika F(x) anti turunan dari f(x), maka
J' f (x)dx = F(x) + ¢, dengan c adalah konstanta.

Ada dua jenis integral tak tentu yang akan dipelajari pada bagian
ini yaitu integral tak tentu dari fungsi aljabar dan integral tak tentu dari
fungsi trigonometri.

a. Rumus Dasar Integral Tak Tentu dan Fungsi Aljabar

Sekarang, perhatikan turunan fungsi-fungsi berikut.

e 0,(x)=x,didapat g,'(x)=1.

Jadi, jika g,'(x) =1

maka,
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9,09 = g," (X
X =Ildx

<—>J'1dx:x
1., .. .
b gz(x)=EX ) dldapatg2 (x)=x

Jadi, jika g,"'(x) = x

maka,
9,0 =g, (x)dx
1.,
Ex :jxdx
<—>jxdx=1x2

2

Dari uraian ini, tampak bahwa jika g'(x)=x", maka

n+l

g(x) = € X" +cC atau dapat dituliskan

n+1
n 1 n+l
J.x dx=——x""+c¢c,n=1.
n+1

Sebagai contoh, turunan fungsi f(x) =2x° +c adalah f'(x) =4x.
Ini berarti, antiturunan dari f'(x) = 4x adalah f(x)=2x*+catau

dituliskan If'(x)dx=2x2+c. Uraian ini menggambarkan

hubungan berikut. Jika f'(x)=x", maka
f(x)= ilxr”1 +c,n=1ldengan ¢ suatu konstanta. Misalnya k
n+

konstanta real sembarang, f(x) dan g(x) merupakan fungsi yang
dapat diintegralkan, maka akan berlaku:
1. J. dx=x+c

Pembuktian:
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Misal: y =X

dy =1dx — ay =1
dx
Sehingga
_[dx =Iﬂdx
dx

=y+¢C

=X+¢C
Jadi, jdx =X+C

jk- f(x)dx:kjf(x)dx keR
Pembuktian: menggunakan kesamaan
Misal: y = F(x)

dy = f(x)dxaﬂ: f(x)

dx
Sehingga
dy
k- f(x)dx = | k—=dx

[l 109dx = [k

=jkdy
=ky+c
=K-F(X)+C i, 1)

Misal: y = F(X)
dy = f(x)dx—>ﬂ: f(x)
dx
Sehingga
dy
k| f(x)dx=k|—d
J. (x)dx Idx X

:kjdy

=k(y+c)
=Ky +kc
=K-F(X)+C e 2)
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Dari  persamaan 1) dan  2)  terbukti  bahwa
j k- f(x)dx = kj f (x)dx
3, j [ (x)  g(x)]dx :j f (x)dx + j g(x)dx
Pembuktian:
e Misal: y=F(x)+G(x)
dy = (£00+ 909N > L = 1(x)+ 9%

Sehingga

j[f(x)+ g(x)Jx =j%dx =jdy =y+c=F(X)+G(X)+C ..

Misal: w= F(x) dan z =G(x)

dw = f(x)dx—>d—W= f(x)
dx

dz = g(x)dx a% = g(X)
Sehingga
If(x)dx+J.g(x)dx:IZ—de+I%dx

X dx
=Idw+jdz
=W+C+Z+C

=W+Z+2C
=F(X)+G(x)+C ..2)

Dari persamaan 1) dan 2) terbukti bahwa
j [f (%) + g(x)]dx = j f (x)dx + j g(x)dx )
e Misal: y=F(x)—G(x)
dy = (£00 - g9 > 2 = 1(x) - 9(x)

Sehingga
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j[f(x)- g(x)Jdx :J%dx :_[dy =y+c=F(X)=G(X)+¢C ..4)

Misal: w= F(x) dan z =G(x)

dw = f(x)dx—>d—W: f(x)
dx

dz = g(x)dx —> % =g(x)
Sehingga
J.f(x)dx—jg(x)dx:ji—wdx—j%dx
X dx

=J'dw—.[dz
=W+C—(z+¢)

=W-12
=F(X)+G(x)+cC ,c=0

Dari persamaan 4) dan 5) terbukti bahwa

j [f () — g(x)]dx = j f (x)dx — j g(x)dx ..6)
Jadi, dari 3) dan 6) terbukti bahwa

j [f (x)+g(x)]dx = j f (x)dx + j g(x)dx

4 axn:ixm—l_i_c
n+1

Pembuktian:

Misal: y =x° dan n=p-1
dy = px"dx —>ﬂ= xPdx

Sehingga,

.5)
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e (A 0Y
Jaxp dx_ja )

:%Idy

~2(y+c)
p

:E(Xp +C)
p

a c
=—xP+—=

Y p

_qxr.4c
p

Substitusikan n=p -1

nN=p-1->p=n+l

_ a
axldx =—xP +C
p

a
<—>Iax”dx — Bl g C
n+1

Jadl, terbukti bahwa [ ax” 8 ymige
n+1

Latihan Soal!

1) Selesaikan integral berikut!
a '[x3dx
3
b. szdx
C. IZ-‘{/Fdx
d. J'(6x2 +2x—3)dx
Penyelesaian:

a. jxsdx:ix?’”+c=lx4+c
3+1
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—+1
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Il

~ |
>
NN
+
(]

d. .|.(6x2 +ox-3)x = J'6x2dx+J‘2xdx—.[3dx

:(ix2+1 +cj+(ix1+1 +cj—(3x+c)
2+1 1+1

=2x3+x*-3x+3c

=2x3+x*-3x+C

b. Rumus Integral Tak Tentu dari Fungsi Trigonometri
Untuk memahami integral dari fungsi trigonometri, dibutuhkan
pemahaman yang baik mengenai turunan trigonometri. Agar kamu
lebih memahaminya, perhatikan tabel turunan fungsi trigonometri

berikut:

Tabel 1 Turunan Fungsi Trigonometri

f (x) f'(x)
sin X COS X
COoS X —sin x
tan x sec® x
sec X tan x - sec x
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cot x —csc? x

CSC X —CcotX-cscx

Berdasarkan tabel di atas, rumus dasar pengintegralan

trigonometri adalah sebagai berikut.

1. jcosxdx=sin X+¢C

Pembuktian:

Misal: y =sin X
L = COS X
dx

Sehingga,

fcosxdx=j%dx=jdy=y+c=sin X+C

Jadi, terbukti bahwa J'cos xdx =sin x+¢

2, J'sin xdX = —COS X + C

Pembuktian:

Misal: Yy = COS X
ﬂ:—sinxe—ﬂzsinx
dx dx

Sehingga,

.[sin xdx:j—%dx:—_[dy:—y+c=—cosx+c

Jadi, terbukti bahwa J'sin XdX = —CcoSX+C

3. jsecz xdx = tan X + ¢

Pembuktian:

Misal: y =tanx
dy _ 1
dx cos® x

Sehingga,
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-[coslz de:j%dx:jdy:y+c:tanx+c

Jadi, terbukti bahwa Isecz xdx = tan x + ¢

'[cscz xdx = —cotX + ¢

Pembuktian:
Misal: y = cot X
Yoo o vy 1
dx  sin®x dx sin’x
Sehingga,

Isinlz de:j—%dx=—Idy:—y+c=—cotx+c

Jadi, terbukti bahwa jcsc2 XdX = —cotx+c

.[tanx-secxdx=secx+c

Pembuktian:

Misal: y =secXx
dy =tan x - sec x
dx

Sehingga,

_[tanx-secxdx:j%dx:jdy: y+C=Secx+c
X

Jadi, terbukti bahwa Itan X-secxdx =secx+c

.[cotx-cscxdx=—cscx+c

Pembuktian:

Misal: y =—CSCX
ay = COt X - CSC X
dx

Sehingga,

.[cotx-cscxdx:jj—ydx:jdy:y+c:—cscx+c
X
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Jadi, terbukti bahwa jcot X-CSCXdX =—CcSCX+C

Contoh:

1. Selesaikanlah .[sin axdx

2. Selesaikanlah Isin(ax+ b)dx

Penyelesaian:

1. Isin axdx
Misal: u = ax
ol =aeodx= Ll
dx
Sehingga,

] . du
Ism axdx = | sinu—
a

1.
== |sinudu
2
:i(—cosu)+c
a

1
=——CoSsu+cC
a

1
=——Cosax+cC
a

Jadi, |sin axdx = —Ecosax +cC

a
2. [sin(ax+b)dx
Misal: u=ax+b
du du
—=aedx=—
dx a

Sehingga,
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[ sin(ax+b)dx = [sin el
a
1.
:gjsm udu
= 1(—cosu) +cC
a
1
=——CO0SuU-+C¢C
a
1
= —gcos(ax+b) +C
Jadi, [sin(ax+b)dx = — cos(ax+b) +¢
a

Berdasarkan contoh dari fungsi trigonometri diatas, maka

rumus-rumus tersebut dapat diperluas menjadi :

a. Icos(ax +blx = ésin(ax +b)4 ¢

b. .[sin(ax+b)jx = —écos(ax+b)+c

C. .[secz(ax+b)dx :étan(ax+b)+c
d. Itan(ax +b)-sec(ax +b)dx = isec(ax +b)+c
e. Icscz(ax+b)dx =—§cot(ax+b)+c

f .[cot(ax +b)-csc(ax +b)dx = —é csc(ax +b)+c

Latihan Soal!

Selesaikan integral berikut!

1. I(Zsin X + 3)dx
2. J'secz 2X —1dx

3. Isin 2 xdx

11
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4. [(sin x+cos x)* dx

5. jsin 4x - cos 2xdx

Penyelesaian:

1. I(Zsin X +3)dx = 2Isin xdx+.|.3dx =-2C0SX+3X+C

2. J'sec2 2x —1dx = J-sec2 2xdx—j1dx ~Lianox—x+c
2
3. Isin 2 xdx = J.(l—lcoﬂxjdx = lx—lsin 2X+C
2 2 2 4
4, j(sin x+cosx)’dx = J.(sin2 X + 25in XC0S X + 05 X)
:j(1+ 2sin XCos X)
:I(1+sin 2x)
= x—30052x+c
2
5. fsin 4x-cos2xdx = J%(sin 6X +sin 2x Jdx
e/ .
:EI(S'” 6X +sin 2x Jdx

:1 —lcos6x—30052x +C
2L 6 2

= —i0036x—3c052x+c
12 4

1.2.2 Penerapan Integral Tak Tentu
Integral tak tentu dapat digunakan untuk menyelesaikan

permasalahan-permasalahan di bawah ini.

1. Untuk menentukan suatu fungsi jika turunan dari fungsinya
diberikan.
2. Untuk menentukan posisi, kecepatan, dan percepatan suatu

benda pada waktu tertentu.

12
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Misalnya s menyatakan posisi benda, kecepatan benda dinyatakan
dengan v, dan percepatan benda dinyatakan dengan a. Hubungan

anatara s, v, dan a adalah sebagai berikut.

ds dv
v =—,sehingga s = | vdt dan a = —, sehingga v = | adt
g st s i on o 1 sninga v

Latihan Soal!

1. Diketahui f'(x)=6x"-10x+3 dan f(-1)=2. Tentukan f(x)!

2. Sebuah benda bergerak pada garis lurus dengan percepatan a yang
memenuhi persamaan a =2t—1, a dalam m/s®dan t dalam detik.
Jika kecepatan awal benda v =5m/sdan posisi benda saat t=6
adalah s=92 m, maka tentukan persamaan posisi benda tersebut saat t
detik!
Penyelesaian:

1. f'(x)=6x*-10x+3

f(x) = J'(Gx2 —10x +3)dx
=2x° -5x% +3x+¢

f(-)=2—> f(-) =2(-1)°-5-D>+3(-1)+c

2 =2(-1)-5-3+¢c
2 =-2-8+¢C

2 =-10+c

2+10 =c

c =12

oo f(x) =2x% —5x% +3x+12

2. a=2t-1
v :'[adt
= [ (2t -1)at
=t’-t+c

Kecepatan awal benda 5m/s, artinya saat t=0 nilai v=5

13
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Vico =3

0°-0+c =5
o =5

Sehingga, v=t> —t+5

S =Ivdt
= [t ~t+5)t
=lﬁ—1¢?+a+d
3 2
Untuk
1 .. 1,
S,_s =92 — s(6) :gw)—§®)+a®+d
92 =72-18+30+d
92 =84 +d
d =8

Jadi, persamaan posisi benda tersebut saat t detik dirumuskan dengan

s=1p Ly isi.g
3 2

1.3 Integral Tentu
Jika fungsi y = f (x) kontinu pada interval a < x <b, maka:

T f(x)dx = F(x)], = F(b) - F(a)

a

dengan F(x)adalah anti turunan dari f (x)dalam a < x <b. Bentuk integral
di atas disebut integral tertentu dengan a sebagai batas bawah dan b sebagai
batas atas. Definisi integral di atas dikenal sebagai Teorema Dasar Kalkulus.
Misalnya f(x) dan g(x) merupakan fungsi-fungsi kontinu dalam interval
tertutup [a,b] , maka integral tertentu memenuhi sifat-sifat umum sebagai

berikut.

14
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a

[feo=0

a

=

N

b b
: _[k - f(X)dx = kj f (x)dx, k =konstanta

w

. j[f (x) £ g(x)]dx = j f (X)dx + j g(x)dx

SN

. T f(x)dx = —j f (x)dx

ol

: _T f (x)dx +j f(x)dx = j f (x)dx

Latihan Soal!

1. Hituglah hasil integral berikut

a. Izedx

b. [ (2sin x +6cos x)dx

[N

NN

k
2. JikaJ'(Zx —5)dx =18 untuk k > 0 maka tentukan nilai k + 1!
1

Penyelesaian:
1. Hasil perhitungan

3 3 1 3
a' .[6x2dx:6fx2dx:6-—x3}
3
0 0

0

T

(2sin x +6cosx)dx = —2cosx +6sin x]*,
2

N

b.

NN

:6[1-33—1-03}:6-(9—0):54
3 3

15
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-[-2cof 27 | |- 2cof - 7 o[- |

~(-v2+3v2)-(0-6)

—6+242
k
2. [(2x-5)ix=18

1

x? —5xJ 18
(k2 -5k)-(1-5) =18
k? -5k +4-18 =0
k? —5k —14 =0
(k-7)k+2) =0

Diperoleh k = 7 (memenuhi) atau k = —2 (tidak memenuhi)

makanilaik+1=7+1=8.

1.4 Teknik-Teknik Pengintegralan
Sering kita jumpai fungsi-fungsi yang akan diintegralkan tidak sesuai
dengan rumus dasar integral dan tidak sedikit fungsi tersebut diberikan dalam
bentuk yang sangat rumit. Pada subbab ini kita akan membahas dua teknik
pengintegralan untuk menyelesaikan integral dengan fungsi seperti itu, yaitu
integral subtitusi dan integral parsial.
1.4.1 Bentuk Subtitusi-1

Tidak semua bentuk pengintegralan bisa dikerjakan dengan

menggunakan rumus J.ax”dx = ilxn+1 + c.Banyak bentuk-bentuk yang
n+

kelihatannya rumit, sehingga tidak bisa diselesaikan dengan rumus di atas.
Karena itu dibutuhkan suatu cara lain untuk menyelesaikannya.Pada bagian ini
akan dibahas teknik integrasi yang disebut metode substitusi. Konsep dasar
dari metode ini adalah dengan mengubah integral yang kompleks menjadi
bentuk yang lebih sederhana. Bentuk umum integral substitusi adalah sebagai
berikut.

16
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I{f(u):—ﬂdx = [ f(u)du

Latihan Soal!

1. I(Sx —2)*dx

2. J.(x2 ~1)(x+3)°dx

Penyelesaian:

1. [(5x—2)dx
Misal: u=5x-2

du :5dx—>dx:%du

Sehingga

I(Sx—z)gdx =ju3%du =%Iu3du =%[%u4j+c =%(5x—2)4 +C

Jadi, j(sx_z)3dx=2_10(5x_z)4+c

2. j(x2—1Xx+3)5dx
Misal: u=x+3—>x=u-3
dx=du
Sehingga
I(xz ~1)(x+3)dx ((u—3)2 —l)JSdX
(u? - 6u +8u’dx
(u” — 6u°® +8u® Jdx

Il
| |k ™ ™ —

c
oo
|
[
c
.
+
[
c
(o2}
+
o

7 6

Jadi, I(xz—1Xx+3)5dx:%(x+3)8—g(x+3)7+g(x+3)6+c
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142 Integral yang Memuat Bentuk va> —x* , Ja? +x*, Vx* —a’

Untuk menyelesaikan pengintegralan yang memuat bentuk-bentuk

JaZz—x?, Ja?+x?, dan vx2—a?, kita menggunakan teknik integral

substitusi trigonometri.
Tabel 2 Tabel Subtitusi Lanjutan

Bentuk Substitusi Hasil

va? —x? X =asing va® —x? =acosd

va +x? X =atané va? +x? =asecé

[x? g2 X = asecd Vx*—a® =atané

Pembuktian:
1. Bentuk va? —x°
Misal:

(i) x=asin 9,—££0££
2 2

% =acosf <> dx =acos&d@

do
(i) va?-x? =/a? —(asin 6)’
=+a?—-a’sin’é
:w/azil—sinzei
=+/a%cos? o

=acosd

Jadi, va® —x? =acosd
2. Bentuk va? + x?

Misal:
(i) x= atanf-— <<=
2 2
3—2 —asec’ 0 <> dx=asec’ &g

(ii) va?+x? =,/a’ +(atan )’
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=+a?+a’*tan?0
:w/azil+tan20i
=+/a’sec’ @

=asecHd

Jadi, va®+x? = asecé
3. Bentuk Vx* —a?

Misal:

(i) x=asecd,—

N

<9<
2

dx

@ =atan@-secd <& dx =atan@-secado

(i) Vx*-a’ = /(aseco)’ —a?
=+a’tsec’f-a’
= Ja?(sec?6-1)

=+a’tan’ @
=atand
Jadi, Vx* —a® =atané

Latihan Soal!

1
V4 —x?

Penyelesaian:

dx

=
Oy N

1. Misal: x=2sin@ — sin ezg

dx =2cos@ d&

Batas integral
Tabel 3 Batas Integral

X 0

0 0

N YN
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1.5 Integral Parsial
Apabila kamu menemukan bentuk integral yang tidak bisa diselesaikan
dengan integral subtitusi, mungkin permasalahan tersebut dapat diselesaikan
dengan subtitusi ganda yang lebih dikenal sebagai integral parsial. Perhatikan
uraian berikut.

Misalnya, y =u-v, dengan y,u, dan v fungsi dari x, maka.

OI—y:u'-v+u-v'

dx

oy _ CORe
dx dx dx
OI—y:i(v-du+u-dv)
dx dx
dy=v-du+u-dv
J'dy =Ivdu+judv

Vo= Ivdu + _[udv
uv = Jvdu + .[udv
Iudv = uv—jvdu
Jadi, dari uraian di atas dapat kita ambil kesimpulan bahwa rumus integral
parsial adalah sebagai berikut

judv = uv—jvdu
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Latihan Soal!

1. J.x2 cos xdx

Penyelesaian:

1. J.x2 cos xdx

Misal: u=x? — du = 2xdx
V = Sin X — dv = cos xdx

Sehigga
judv = uv—jvdu

> [xPcosxdx = x”sin x— [ (sin x)(2x)dx
= x%sin x — 2J. (sin x)(x )dx
= x?sin X — 2(— XCOS X +sin X)+C
= X2 sin X + 2XC0oS X — 2sin X +C

1.6 Beberapa Penggunaan Integral Tertentu
1.6.1 Luas Daerah antara Kurva dan Sumbu X
Misalkan S adalah daerah yang dibatasi oleh kurva y = f(x),
sumbu X, garis x=a, dan garis x=bdengan f(x)>O0pada (a,b)

maka luas daerah S dapat ditentukan dengan rumus:
b
L8 j f (x)dx

Pembuktian:

Misalkan salah satu potongan persegi panjang tersebut diberi nama
PP’Q’Q dengan koordinat titik P(x,y). Lebar persegi panjang P’Q’
dinamakan ox, serta luas PP’Q’Q dinamakan oL. Luas persegi

panjang adalah px1, maka &L =y &
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o P& y)

L A

0 a Q' dx P b
!

Gambar 1 Luas Daerah antara Kurva dan Sumbu X
(Sumber: KTSP 2006)

Jumlah luas persegi panjang dari x=asampai dengan x=Db dapat

dinyatakan dengan: Luas total ="y, &x,
i=1

dengan n adalah banyak persegi panjang. Perhitungan luas total akan
akurat jika oxyang dipilih sangat kecil hingga mendekati nol, yaitu

dalam sebuah limit. Jadi,
Luas total = lim IZ:l: Y, &,

Bentuk di atas dapat dituliskan sebagai bentuk integral:
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Latihan Soal!
1. Tentukan luas daerah antara kurva y = x* , sumbu X, x=-1dan x=1!

Penyelesaian:

Gambar 2 Kurva y = x°

0 . 0 1:

L:—Ix3dx+jx3dx=—Fx4} +Fx4} =—(0—1j+(l—0j=lsatuan
W] 5 4 nav. . 4 4 2

luas.

. 1
Jadi, luas daerah tersebut adalah E satuan luas.

2. Hitunglah luas daerah di bawah sumbu X yang dibatasi oleh kurva
y=4-2x, sumbu X, dan garis x=4.

Penyelesaian:

Perhatikan Gambar di bawah ini, daerah yang diarsir di bawah sumbu X

merupakan luas daerah yang dicari, yaitu
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y=4-2x

A
v

Gambar 3 Kurvay =4 —2Xdan x =4

4

L=~ (4—2x)x

2

(—4+2x)dx

Il
T — s

L Vi xz];1
—4.4+4%)-(-42+2?)
~16+16)—(-8+4)

Il
—_—~

Il
N

Jadi, luasnya adalah 4 satuan luas.

1.6.2 Luas Daerah antara Dua Kurva

Misalkan S adalah daerah yang dibatasi oleh kurva y, = f(x),
y, =g(x), garis x=a, dan garis x =bseperti gambar di bawah ini,

maka luas daerah
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A
Y
R/ ylzf(x)
S
777
Q\ Y, :g(X)
T S
0 a b X,

Gambar 4 Luas Daerah antara Dua Kurva

P

—

TURS LTUQP

f (x)dx —_T g(x)dx

{(x)-g(x)jdx

D —— T D —T

Luas daerah S dapat ditentukan dengan cara sebagai berikut.
Jadi, luas daerah yang dibatasi oleh kurva y, = f(x), y, = g(x),

dari x=a sampai x=b ditentukan dengan  rumus:

dengan f(x)>g(x) dalam interval a<x<b.

Latihan Soal!
1. Tentukan luas daerah antara kurva y = x> +3x dan y=2x+ 2!

Penyelesaian:
Titik potong kedua kurva yaitu

X* +3x=2x+2 < (x+2)(x-1)=0 < x=-2atau x =1
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20—

Gambar 5 Kurva y = x> +3x dan Y =2X + 2

L= j[(2x+2)—(x2+3x) = j(Z—x—xz)dx:4%satuan luas.

_2 -2
Jadi, luas daerah tersebut adalah 4% satuan luas.

1.6.3 Volume Benda Putar
1.6.3.1 Volume Benda Putar Yang Dibatasi Oleh Satu Kurva
Mengelilingi Sumbu X

4y

\

Gambar 6 Kurva Mengelilingi Sumbu X
(Sumber: KTSP 2006)

Volume benda putar dari daerah yang diputar sejauh 360°

mengelilingi sumbu X

b 2
Vv :n_[(f(x)) dx
atau

b
V= 72'.[ y*dx
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1.6.3.2 Volume Benda Putar Yang Dibatasi Oleh Satu Kurva
Mengelilingi Sumbu Y

Gambar 7 Kurva Mengelilingi Sumbu Y
(Sumber: KTSP 2006)

Apabila daerah yang dibatasi oleh kurva x = f(y), x=a,

dan garis x=Dbyang diputar mengelilingi sumbu Y sebesar
360°. Dengan cara yang sama seperti pada waktu menentukan
volume benda putar sebuah bidang yang diputar mengelilingi

sumbu X, dapat dirumuskan untuk &V yaitu:
é\/ = ZﬂXZi §)li
i=1

dengan n adalah banyak persegi panjang. Perhitungan luas
total akan akurat jika oxyang dipilih sangat kecil hingga

mendekati nol, yaitu dalam sebuah limit. Jadi,
n
i 2.
Luas total —(Isl%;m( i O,

Bentuk di atas dapat dituliskan sebagai bentuk integral:

d

d
V. = nj(g(y))zdy atau V = nj x?dy

c
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1.6.3.3 Volume Benda Putar Yang Dibatasi Oleh Dua Kurva
Mengelilingi Sumbu X

AY y, = fv)

¥, = 8(x)

X

Gambar 8 Dua Kurva Mengelilingi Sumbu X
(Sumber: KTSP 2006)

Misalkan f dan g merupakan fungsi yang kontinu dan non
negative sedemikian sehingga f(x)>g(x) untuk [a,b] . L
adalah daerah yang dibatasi y, = f(x), y, =g(x), dari x=a
sampai x=b_  Volume benda putar dari daerah antara dua

kurva yang diputar sejauh 360° mengelilingi sumbu X maka
dapat dinyatakan dengan  bentuk sebagai  berikut.

b

Vv :nj{fz(x)—gz(x)}dx atau V :ﬂi(ylz - yzz)dx

a

1.6.3.4 Volume Benda Putar Yang Dibatasi Oleh Dua Kurva
Mengelilingi Sumbu Y

4
k
o fmmew
! | =10
=
—+ ¥
] "

Gambar 9 Dua Kurva Mengelilingi Sumbu Y
(Sumber: Google)
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Volume benda putar dari daerah antara dua kurva yang
diputar ~ sejaun  360°  mengelilingi  sumbu Y

d

ﬁj{f 2(y)-g?(y)dy atau V = 7Z']|‘ (xl2 - xzz)dy

c

\Y

Latihan Soal!

1. Hitunglah volume benda putar yang terjadi, jika daerah
yang dibatasi oleh kurva y=x+1x=0,x=2,dan
diputar mengelilingi sumbu X sejauh 360°.

Penyelesaian:

) dx

(x2 +2X +1)dx

=T

Il
S

] Ot N O N Oy
[EEN —
>
+
(BN

26)
=7T| —
3

26
= ? 7 satuan volume

2. Tentukan volume benda putar, jika daerah yang dibatasi
oleh grafik f(x)=4—x?, sumbu X, dan sumbu Y diputar

360° apabila diputar terhadap sumbu X.

Penyelesaian:
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2

V=rx (4—x2)dx

(16 —8x%+x* )jx

T

] Ot O N

2
=7 16x—§x3+1x5}
7 3" s

=7 [16(2)— §(2)3 + 1(2)*") - OJ

3 5
ST 32—%+gj
g 5
256
=—z
15

Jadi, volume benda putar tersebut adalah %ﬂ' satuan volume.

1.7 Aplikasi Integral dalam Kehidupan Sehari-hari
Definisi Integral adalah kebalikan dari diferensial. Apabila Kkita
mendiferensiasi kita mulai dengan suatu pernyataan dan melanjutkannya
untuk mencari turunannya. Apabila kita mengintergrasikan,kita mulai dengan
turunannya dan kemudian mencari peryataan asal integral ini. Lambang

integral adalah
_[ f(x)dx = F(x)+C

Integral dalam kehidupan sehari-hari sangatlah luas cangkupannya seperti
digunakan di bidang teknologi,fisika,ekonomi,matematika,teknik dan bidang-
bidang lain. Adapun uraiannya sebagai berikut:

1. Bidang Teknologi

Integral sering digunakan untuk memecahkan persoalan yang berhubungan

dengan volume, panjang kurva, memperkirakan populasi, keluaran

kardiak, usaha, gaya dan surplus konsumen.
2. Bidang Ekonomi
Penerapan integral dalam bidang ekonomi yaitu:
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e Untuk menentukan persamaan-persamaan dalam perilaku ekonomi.
e Untuk mencari fungsi konsumsi dari fungsi konsumsi marginal.
3. Bidang Matematika

Penerapan integral dalam bidang matematika yaitu:

e Untuk menentukan luas suatu bidang.

e Untuk menentukan volume benda putar dan menentukan panjang

busur.
4. Bidang Fisika

Penerapan integral dalam bidang fisika yaitu:

e Untuk menganalisis rangkaian listrik arus AC.

e Untuk menganalisis medan magnet pada kumparan.

e Untuk menganalisis gaya-gaya pada struktur pelengkung.

5. Bidang Teknik

Penerapan integral dalam bidang teknik yaitu:

e Untuk mengetahui volume benda putar

e Untuk mengetahui luas daerah pada kurva.

Contoh integral dalam kehidupan sehari-hari, dapat kita ketahui dari
kecepatan sebuah motor pada waktu tertentu, dan posisi perpindahan benda itu
pada setiap waktu. Untuk menemukan hubungan ini kita memerlukan proses
integral (antidiferensial), contoh lain yaitu setiap gedung Petronas di Kuala
Lumpur atau gedung-gedung bertingkat di Jakarta. Semakin tinggi bangunan
semakin kuat angin yang menghantamnya. Karenanya bagian atas bangunan
harus dirancang berbeda dengan bagian bawah. Untuk menentukan rancangan

yang tepat, dipakailah integral.
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