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RINGKASAN

Karakterisasi Unity Subring Proper Non Trivial Pada Ring (Zn,+,×); Sonia

Nurdiansa, 161810101049; 2020; 60 halaman; Jurusan Matematika Fakultas

Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember.

Struktur aljabar adalah cabang ilmu matematika yang mempelajari tentang

himpunan dan operasi. Secara garis besar struktur aljabar dibagi menjadi dua yaitu

teori grup dan teori ring. Teori grup adalah sebuah himpunan tak kosong dengan suatu

opersi biner yang memenuhi aksioma grup. Sedangkan teori ring adalah sebuah

himpunan tak kosong dengan dua opersi biner yang memenuhi aksioma ring.

Suatu subset pada ring yang memenuhi semua aksioma ring disebut subring.

Subring dibagi menjadi dua yaitu subring proper dan subring improper. Subring proper

dibagi menjadi dua yaitu subring proper trivial dan subring proper non trivial. Subring

proper trivial adalah subring yang hanya memiliki elemen identitas (0), sedangkan

subring proper non trivial adalah subring dengan elemen identitas dan elemen yang

lain dan tidak sama dengan ring. Subring improper adalah subring yang elemennya

sama dengan ring. Unity adalah elemen satuan dalam ring. Sebuah ring belum tentu

memiliki unity. Unity dalam suatu ring adalah tunggal. Wijaya (2010) mengatakan

bahwa sebuah ring Z dengan operasi penjumlahan dan perkalian biasa adalah ring

dengan unity (memiliki identitas perkalian) 1. Dari deskripsi subring, bahwasannya

subring memiliki semua aksioma ring tetapi belum tentu memiliki unity. Jika subring

dari ring (Zn,+,×) memiliki unity yang sama dengan ringnya maka dapat dikatakan

subring tersebut adalah subring improper karena mengandung unity 1 yang mana 1

adalah generator dari ring (Zn,+,×). Jadi jika ada subring proper non trivial dari ring

(Zn,+,×) memiliki unity maka unitinya bukan 1.

Pada penelitian ini, akan dicari karakterisasi unity subring proper non trivial pada

ring (Zn,+,×). Pada penelitian ini subring dibangun oleh
〈
2l
〉

pada ring (Zn,+,×)
dengan n = m2l, m adalah bilangan ganjil kurang dari 10, l adalah bilangan bulat

positif. Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan

bahwa untuk subring
〈
2l
〉

pada ring (Z1·2l ,+,×) adalah subring proper trivial. Untuk

subring
〈
2l
〉

pada ring (Z3·2k ,+,×) penentuan unity dibagi menjadi dua, yaitu l ganjil
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dan l genap. Untuk l ganjil, l = 2k + 1 dengan k adalah suatu bilangan bulat non

negatif, unity berada pada 2 · 22k+1. Sedangkan l genap, l = 2k + 2 dengan k adalah

suatu bilangan bulat non negatif, unity berada pada 22k+2. Untuk subring
〈
2l
〉

pada

ring (Z5·2l ,+,×) penentuan unity dibagi menjadi empat, yaitu l = 4k + 1, l = 4k +

2, l = 4k + 3, dan l = 4k + 4 dengan k adalah suatu bilangan bulat non negatif.

Untuk l = 4k + 1 unity berada pada 3 · 24k+1. Untuk l = 4k + 2 unity berada pada

4 · 24k+2. Untuk l = 4k + 3 unity berada pada 2 · 24k+3. Dan untuk k = 4l + 4 unity

berada pada 24k+4. Untuk subring
〈
2l
〉

pada ring (Z7·2l ,+,×) penentuan unity dibagi

menjadi tiga, yaitu l = 3k + 1, l = 3k + 2, dan l = 3k + 3 dengan k adalah suatu

bilangan bulat non negatif. Untuk l = 3k + 1 unity berada pada 4 · 23k+1. Untuk

l = 3k + 2 unity berada pada 2 · 23k+2. Dan untuk l = 3k + 3 unity berada pada 23k+4.

Untuk subring
〈
2l
〉

pada ring (Z9·2l ,+,×) penentuan unity dibagi menjadi enam, yaitu

l = 6k + 1, l = 6k + 2, l = 6k + 3, l = 6k + 4, l = 6k + 5, dan l = 6k + 6 dengan k

adalah suatu bilangan bulat non negatif. Untuk l = 6k + 1 unity berada pada 5 · 26k+1.

Untuk l = 6k + 2 unity berada pada 7 · 26k+2. Untuk l = 6k + 3 unity berada pada

8 · 26k+3. Untuk l = 6k+ 4 unity berada pada 4 · 26k+4. Untuk l = 6k+ 5 unity berada

pada 2 · 26k+5. Dan untuk l = 6k + 6 unity berada pada 26k+6.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan. Matematika

bukanlah sebuah ilmu yang bisa berdiri sendiri melainkan dibentuk atau sebagai

induk dari beberapa cabang ilmu lainnya seperti aritmatika, geometri, aljabar,

trigonometri, dan lain-lain. Matematika dapat diartikan sebagai cara berpikir atau

bernalar. Matematika dapat digunakan saat menentukan apakah pilihan itu benar

atau salah, atau paling tidak ada kemungkinan yang benar. Salah satu cabang ilmu

matematika adalah aljabar. Aljabar berasal dari bahasa arab Al-Jabr yang artinya

pengumpulan bagian-bagian yang rusak. Aljabar adalah salah satu cabang matematika

ynag mempelajari tentang penyelesaian masalah menggunakan simbol-simbol sebagai

pengganti konstanta dan variabel.

Salah satu cabang dari aljabar adalah struktur aljabar. Struktur aljabar adalah

cabang ilmu matematika yang mempelajari tentang himpunan dan operasi. Operasi

yang dimaksud adalah operasi biner. Operasi biner adalah sebuah aturan yang bersifat

tertutup dan memiliki ketunggalan hasil. Secara garis besar struktur aljabar dibagi

menjadi dua yaitu teori grup dan teori ring. Teori grup adalah sebuah himpunan tak

kosong dengan sebuah operasi biner yang memenuhi aksioma grup. Aksioma grup

tersebut adalah tertutup, asosiatif, memiliki elemen identitas, dan setiap elemen dalam

himpunan tersebut memiliki invers. Karena himpunan tak kosong tersebut dengan

operasi biner maka aksioma tertutup dan asosiatif sudah terpenuhi. Jadi himpunan tak

kosong dengan operasi biner hanya memerlukan ada elemen identitas dan setiap

elemen dalam himpunan tersebut memiliki invers untuk menjadi sebuah grup.

Teori ring adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner. Ring adalah

grup abelian dengan operasi biner kedua memenuhi aksioma tertutup, asosiaif, dan

distributif kiri kanan. Suatu ring dengan operasi kedua bersifat komutatif disebut ring
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komutatif. Suatu ring dengan identitas operasi kedua (satuan) disebut ring dengan

unity. Jika ada himpunan H subset ring R dan H memenuhi sifat-sifat aksioma ring,

H juga memiliki operasi yang sama dengan ring R maka H disebut subring. Jika

sebuah subring sama dengan ringnya maka subring tersebut dinamakan dengan

subring tidak sejati atau improper. Sedangkan subring yang tidak sama dengan

ringnya dinamakan subring sejati atau proper. Subring proper dibagi menjadi dua

yaitu subring proper trivial (hanya memuat elemen identitas) dan subring proper non

trivial (terdiri dari elemen identitas dan elemen yang lain).

Wijaya (2010) mengatakan bahwa sebuah ring Z dengan operasi penjumlahan

dan perkalian biasa adalah ring dengan unity (memiliki identitas perkalian) 1. Dari

deskripsi subring, bahwasannya subring memiliki seluruh aksioma ring tetapi belum

tentu memiliki unity. Jika subring dari ring (Zn,+,×) memiliki unity yang sama

dengan ringnya maka dapat dikatakan subring tersebut adalah subring improper

karena mengandung unity 1 yang mana 1 adalah generator dari ring (Zn,+,×). Jadi

jika ada subring proper non trivial dari ring (Zn,+,×) memiliki unity maka unitinya

bukan 1. Dari latar belakang di atas, penulis tertarik untuk mengkaji karakterisasi

unity subring proper non trivial pada ring (Zn,+,×).

1.2 Rumusan Masalah

Dari latar belakang di atas dapat dirumuskan masalah pada peneitian ini

adalah bagaimana cara mengkarakterisasi unity subring proper non trivial pada ring

(Zn,+,×).

1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah dari penelitian ini adalah ring (Zn,+,×) dengan n = m2l, m

adalah bilangan ganjil kurang dari 10, l adalah bilangan bulat positif, dan subring yang

dibangun oleh
〈
2l
〉
.
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1.4 Tujuan Penelitian

Dari rumusan masalah di atas tujuan dari penelitian ini untuk mendapatkan

karakterisasi unity subring proper non trivial pada ring (Zn,+,×).

1.5 Manfaat

1.5.1 Penulis

Manfaat bagi penulis adalah menambah wawasan tentang unity subring proper

non trivial pada ring (Zn,+,×).

1.5.2 Pembaca

Manfaat bagi pembaca adalah sebagai bahan tambahan perkuliahan struktur

aljabar tentang unity proper non trivial pada ring (Zn,+,×).
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Himpunan dan Operasi

Himpunan adalah kumpulan suatu objek yang mempunyai ciri dan karakteristik

yang sama dan dapat terdefinisikan dengan baik (well defined). Objek-objek ini

biasa disebut dengan anggota atau unsur atau elemen dari himpunan tersebut. Suatu

himpunan biasanya dinotasikan dengan huruf kapital/besar, misalkan A,B,C dan

lain-lain. Sedangkan huruf kecil menotasikan unsur-unsur atau anggota-anggota dari

himpunan tersebut, misalkan a, b, c, dan lain-lain. Misalkan x adalah anggota dari

himpunan A maka dinotasikan dengan x ∈ A dan misalkan y bukan anggota dari

himpunan A maka dinotasikan y /∈ A. Sedangkan himpunan yang tidak memiliki

anggota disebut dengan himpunan kosong dan dinotasikan dengan � atau {} (Masoed,

2013).

Masoed pada tahun 2013 mengatakan bahwa misalkan Z merupakan sebuah

himpunan dan jika untuk setiap a, b ∈ Z dan b 6= 0, maka terdapat q, r ∈ Z

sedemikian sehingga a = bq + r, dengan 0 ≤ r < |b|. Bilangan bulat q dan

r ditentukan secara tunggal oleh a dan b yang diperlukan. Selanjutnya a disebut

bilangan yang dibagi, b disebut pembagi, q disebut hasil bagi, dan r disebut sisa.

Prihandoko pada tahun 2016 mengatakan bahwa fungsi adalah pemetaan φ dari

himpunan A ke himpunan B adalah suatu aturan yang memetakan setiap elemen

dari A dengan tepat satu elemen dari B. Secara notasi dapat dinyatakan bahwa

φ : A→ B merupakan sebuah fungsi jika ∀a ∈ A,∃!b ∈ B, φ(a) = b. Sehingga untuk

menunjukkan bahwa suatu aturan merupakan fungsi maka perlu dibuktikan bahwa

∀a1, a2 ∈ A, a1 = a2 ⇒ φ(a1) = φ(a2). Secara umum fungsi dapat didefinisikan

sebagai berikut.

Definisi 2.1. Suatu fungsi atau pemetaan φ dari himpunan A ke himpunan B adalah

suatu aturan yang memasangkan setiap elemen dari A dengan tepat satu elemen di B.

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


5

Definisi 2.2. Suatu fungsi dari himpunan A ke himpunan B dikatakan satu-satu

jika setiap elemen di B memiliki paling banyak satu elemen dari A yang dipetakan

kepadanya dan dikatakan onto jika setiap elemen di B memiliki paling sedikit satu

elemen dari A yang dipetakan kepadanya.

Dengan demikian teknis untuk menunjukkan kedua predikat fungsi tersebut

adalah sebagai berikut.

1. Untuk menunjukkan bahwa φ adalah satu-satu, maka harus ditunjukkan bahwa

φ(a1) = φ(a2) berimplikasi a1 = a2.

2. Untuk menunjukkan bahwa φ adalah onto, maka harus ditunjukkan bahwa ∀b ∈

B, ∃a ∈ A 3 φ(a) = b (Prihandoko, 2016).

Prihandoko pada tahun 2016 mengatakan bahwa suatu operasi biner pada sebuah

himpunan S diartikan sebagai sebuah aturan yang memasangkan setiap pasangan

terurut elemen-elemen S, (a, b) dengan suatu elemen dalam S. Persoalan ini

menunjukkan bahwa sebuah himpunan S tertutup di bawah operasi biner. Artinya, jika

a, b ∈ S dan ∗ merupakan suatu operasi biner pada S sedemikian sehingga a ∗ b = c

maka haruslah c ∈ S. Selain itu juga suatu istilah pasangan terurut memegang peranan

sangat penting, sebab elemen yang dipasangkan dengan (a, b) belum tentu sama

dengan elemen yang dipasangkan dengan (b, a). Secara umum operasi biner dapat

didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.3. Suatu operasi biner pada suatu himpunan S dimaksudkan sebagai sebuah

aturan yang memasangkan setiap pasangan terurut elemen-elemen S,(a, b) dengan

suatu elemen dalam S.

2.2 Teori Grup

Suatu struktur aljabar merupakan suatu sistem yang memiliki dua unsur utama

yang berisi sebuah himpunan serta operasi biner yang dapat didefinisikan di dalamnya.
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Sistem yang terdiri dari sebuah himpunan tak kosong G dan sebuah operasi biner ∗

yang dapat didefinisikan di dalamnya dapat disebut grupoid. Jika suatu operasi biner

dalam grupoid tersebut bersifat asosiatif, maka sistem tersebut dapat dikatakan menjadi

sebuah semi grup. Semi grup yang memuat elemen identitas yaitu sebuah elemen e

sedemikian hingga untuk setiap a ∈ G berlaku a ∗ e = e ∗ a = a, dapat dikatakan

sebagai monoid. Jika setiap elemen dalam monoid memiliki invers, yaitu untuk setiap

a ∈ G, ∃a−1 ∈ G sedemikian hingga a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e, maka sistem yang

baru disebut grup (Prihandoko, 2016). Secara umum grup dapat didefinisikan sebagai

berikut.

Definisi 2.4. Misalkan G merupakan sebuah himpunan tak kosong serta operasi biner

∗ dinotasikan sebagai (G, ∗) dapat didefinisikan sebagai suatu grup apabila memenuhi

aksioma-aksioma berikut.

a. Operasi ∗ pada G bersifat tertutup. Berarti ∀x, y ∈ G, berlaku x ∗ y ∈ G.

b. Operasi ∗ pada G bersifat asosiatif. Berarti ∀x, y, z ∈ G, berlaku x ∗ (y ∗ z) =

(x ∗ y) ∗ z.

c. G memuat elemen identitas. ∃e ∈ G dan ∀x ∈ G sedemikian sehingga berlaku

x ∗ e = e ∗ x = x.

d. Setiap elemen di G memiliki invers di G. ∀x ∈ G,∃x−1 ∈ G sedemikian

sehingga x−1 ∗ x = x ∗ x−1 = e.

Maya pada tahun 2016 mengatakan bahwa identitas dan invers dalam suatu grup

adalah tunggal. Misalkan e1 dan e2 masing-masing adalah elemen identitas di dalam

grup (G, ∗). Karena e1 adalah elemen indentitas dan e2 adalah suatu elemen di dalam

(G, ∗), diperoleh e1 ∗ e2 = e1. Karena e2 adalah elemen indentitas dan e1 adalah

suatu elemen di dalam (G, ∗), diperoleh e1 ∗ e2 = e2. Dengan demikian diperoleh

e1 = e1 ∗ e2 = e2. Jadi, terbukti bahwa elemen identitas di grup (G, ∗) tunggal. Ambil
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sebarang a ∈ (G, ∗). Misal b1 dan b2 masing-masing adalah elemen di dalam (G, ∗)

yang merupakan invers dari a. Hal ini berarti a ∗ b1 = e dan a ∗ b2 = e. Perhatikan

bahwa b1 = b1 ∗ e

= b1 ∗ (a ∗ b2)

= (b1 ∗ a) ∗ b2
= e ∗ b2
= b2

sehingga terbukti bahwa invers setiap elemen di dalam (G, ∗) tunggal. Dari uraian

diatas mengasilkan teorema sebagai berikut.

Teorema 2.1. Jika (G, ∗) grup, maka :

a. elemen identitas di dalam (G, ∗) tunggal;

b. invers setiap elemen di dalam (G, ∗) tunggal.

Lolang pada tahun 2013 mengatakan bahwa jika suatu grup (G, ∗) bersifat

komutatif atau ∀x, y ∈ G berlaku x ∗ y = y ∗ x grup (G, ∗) disebut grup komutatif

atau abelian. Secara umum dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.5. Misalkan (G, ∗) merupakan sebuah grup dengan operasi biner ∗. Grup

(G, ∗) disebut grup komutatif atau abelian jika operasi biner ∗ bersifat komutatif yaitu,

∀x, y ∈ G berlaku x ∗ y = y ∗ x.

Lolang pada tahun 2013 mengatakan bahwa Zn, himpunan bilangan bulat

modulo n, dengan operasi penjumlahan (+) adalah grup abelian. Contoh untuk n = 4,

grup (Z4,+) = {0, 1, 2, 3}.
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Gambar 2.1 Operasi penjumlahan pada grup (Z4,+)

Dari Gambar 2.1 diketahui bahwa untuk setiap a, b ∈ Z4

berlaku a+ b = b+ a.

Prihandoko pada tahun 2016 mengatakan bahwa misalkan G adalah grup. Jika

ada suatu himpunan tak kosong H ⊆ G dan H memiliki semua sifat grup maka H

disebut subgrup. Secara umum subgrup dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.6. Misalkan (G, ∗) merupakan sebuah grup dengan operasi biner ∗ dan H

suatu subset tak kosong dari G. H disebut subgrup dari G jika dan hanya jika (H, ∗)

membentuk sebuah grup.

2.3 Teori Ring

Jika suatu struktur aljabar yang mengandung sebuah himpunan dan dua

operasi biner maka struktur aljabar tersebut dinamakan ring dengan memenuhi

aksioma-aksioma yang berlaku.

Definisi 2.7. Sebuah ring (R,+, ·) adalah sebuah himpunan R dengan dua operasi

biner, penjumlahan (+) dan perkalian (·), yang didefinisikan pada R dan untuk setiap

a, b, c ∈ R memenuhi aksioma-aksioma berikut.

a. a+ b ∈ R

b. a+ (b+ c) = (a+ b) + c
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c. ∃0 ∈ R,3 ∀a ∈ R,0 + a = a+ 0 = a

d. ∀a ∈ R,(−a) ∈ R,∈ a+ (−a) = (−a) + a = 0

e. a+ b = b+ a

f. a · b ∈ R

g. a · (b · c) = (a · b) · c

h. a · (b+ c) = (a · b) + (a · c), dan (a+ b) · c = (a · c) + (b · c)

Prihandoko pada tahun 2010 mengatakan bahwa misalkan R, ∗,× adalah ring.

Jika ada a ∈ R dan a×a = a maka a disebut elemen idempoten. Secara umum elemen

idempoten didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.8. Misalkan (R,+, ·) adalah sebuah ring dan ∃a ∈ R, a dinamakan elemen

idempoten jika dan hanya jika a · a = a.

Subiono pada tahun 2012 mengatakan bahwa Zn, himpunan bilangan bulat

modulo n, dengan operasi penjumlahan (+) dan perkalian (×) adalah sebuah ring.

Contoh ring (Z6,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

(a) Operasi penjumlahan pada Z6
(b) Operasi perkalian pada Z6

Gambar 2.2 Operasi biner pada Z6

Dari Gambar 2.2 (b) diketahui bahwa 1 dan 4 adalah elemen idempoten pada ring

(Z6,+,×).

Prihandoko pada tahun 2016 mengatakan bahwa misalkan R adalah grup. Jika
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ada suatu himpunan tak kosong S ⊆ R dan S memiliki semua sifat ring maka S disebut

subring. Secara umum subring dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.9. Misalkan (R,+, ·) adalah sebuah ring dan S suatu subset tak kosong R.

S disebut subring R jika dan hanya jika (S,+, ·) membentuk sebuah ring.

Setiap ring R setidaknya memuat dua subring yaitu pada R sendiri dan {0}.

Jika sebuah subring sama dengan ringnya maka subring tersebut dinamakan dengan

subring tidak sejati atau improper. Sedangkan subring yang tidak sama dengan

ringnya dinamakan subring sejati atau proper. Subring proper dibagi menjadi dua

yaitu subring proper trivial (hanya memuat elemen identitas) dan subring proper non

trivial (terdiri dari elemen identitas dan elemen yang lain) (Prihandoko, 2016).

Misalkan S adalah suatu subset pada ring R, S disebut subring pada R jika S

juga memenuhi semua aksioma R. Dalam kapasitasnya sebagai subset ring R, S telah

mewarisi aksioma-aksioma 2, 5, 7, dan 8 dalam definisi ring, sehingga selanjutnya

yang perlu diselidiki adalah apakah S dapat memenuhi aksioma-aksioma ring ke

1, 3, 4, dan 6. Selanjutnya karena sebuah subring dapat pula dianggap sebagai sebuah

subgrup terhadap operasi penjumlahan, maka dapat pula ditunjukkan bahwa jika

dalam S memenuhi ∀a, b ∈ S , (a − b) ∈ S maka S akan memenuhi aksioma ring

ke 1, 3 dan 4, sehingga aksioma-aksioma yang harus dipenuhi oleh sebuah subset

untuk menjadi sebuah subring hanya ∀a, b ∈ S, (a − b) ∈ S dan ∀a, b ∈ S,a.b ∈ S

(Prihandoko, 2016). Mengakibatkan membentuk teorema subgrup sebagai berikut.

Teorema 2.2. Misalkan (R,+, ·) adalah sebuah ring dan S suatu subset tak kosong R.

S disebut subring R jika memenuhi :

a. ∀a, b ∈ S, a− b ∈ S

b. ∀a, b ∈ S, a · b ∈ S

Subiono pada tahun 2016 mengatakan bahwa misalkan R adalah ring dan I

adalah suatu himpunan tak kosong dari R. Subhimpunan I disebut ideal dari R apabila
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I adalah subring dan ∀x ∈ I,∀r ∈ R berlaku rx ∈ I dan xr ∈ I . Secara umum ideal

didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.10. Suatu subring N dari ring R yang bersifat aN ⊆ N dan Nb ⊆ N ,

∀a, b ∈ R, N disebut ideal.

Setiap ring R memiliki paling tidak dua macam ideal, yaitu ideal improper R

dan ideal trivial {0}. Suatu ideal N pada ring R dikatakan ideal proper non trivial jika

N 6= R dan N 6= {0} (Prihandoko, 2016).

Misalkan suatu ring (R,+,×) dan 〈r〉 adalah kelipatan (+) semua r, 〈r〉 =

{pr|p ∈ R} dengan sebarang elemen p ∈ R. Jika ∀x, y ∈ 〈r〉 dipilih beberapa a, b ∈ R

yang memenuhi x = ar dan y = br yang mengakibatkan x−y = ar− br = (a− b)r ∈

〈r〉 dan xy = arbr = (arb)r ∈ 〈r〉 menurut Teorema 2.2 maka 〈r〉 adalah subring.

Untuk sebarang q ∈ R dan sebarang x = pr ∈ 〈r〉 didapat qx = q(pr) = (qp)r ∈ 〈r〉

dan xq = (pr)q = (rp)q = r(pq) ∈ 〈r〉 menurut Definisi 2.10 mengakibatkan 〈r〉

adalah ideal. Subiono pada tahun 2016 mengatakan bahwa 〈r〉 adalah ideal utama

(principal ideal). Secara umum ideal utama dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.11. Misalkan R adalah ring komutatif. Untuk sebarang r ∈ R dan 〈r〉 =

{ar|a ∈ R} selanjutnya 〈r〉 disebut ideal utama.

Misalkan (Z,+,×) adalah ring. Contoh ideal utama dalam (Z,+,×) adalah

〈2〉 = {a × 2|a ∈ Z} = 2Z yaitu himpunan semua bilangan genap merupakan ideal

dalam (Z,+,×).

Wijaya pada tahun 2010 mengatakan bahwa jika suatu ring (R, ∗,×) dengan

operasi × bersifat komutatif atau ∀x, y ∈ R, x× y = y× x maka ring (R, ∗,×) adalah

ring komutatif. Ring komutatif (R, ∗,×) dengan operasi × memiliki elemen satuan

maka elemen satuan tersebut adalah unity. Secara umum unity dapat didefinisikan

sebagai berikut.
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Definisi 2.12. Misalkan (R,+, ·) adalah ring. Unity adalah elemen satuan dalam ring.

Andaikan 1 adalah unity dalam ring (R,+, ·), sehingga ∀a ∈ R berlaku a·1 = a = 1·a.

Unity adalah elemen satuan dalam ring. Sebuah ring yang memiliki unity

disebut ring dengan unity. Misalkan 1 adalah unity di ring (R,+, .), untuk setiap

a ∈ R berlaku a.1 = 1.a = a. Oleh sebab itu unity pasti elemen idempoten,

sedangkan elemen idempoten belum tentu unity. Istilah unity hanya digunakan pada

satuan, sedangkan jika yang ditulis hanya identitas maka yang dimaksud adalah

identitas penjumlahan. Wijaya pada tahun 2010 mengatakan bahwa unity dalam suatu

ring adalah tunggal. Dengan kata lain, jika 1 adalah unity di ring (R,+, .) maka tidak

ada unsur lain di R (selain 1) yang juga merupakan unity. Misalkan 1 dan 1∗ keduanya

merupakan unity di ring (R,+, .). Pandang perkalian 1.1∗. Dengan memandang 1

sebagai unity diperoleh 1.1∗ = 1. Sedangkan jika 1∗ yang dipandang sebagai unitynya

maka 1.1∗ = 1, akibatnya 1 = 1∗.
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode pada penelitian ini menggunakan penelitian eksploratif. Penelitian

eksploratif adalah salah satu jenis penelitian yang bertujuan untuk menemukan

problematik-problematik baru atau menggali hal-hal yang ingin diketahui peneliti.

Dalam penelitian ini, peneliti ingin meneliti karakterisasi unity subring proper non

trivial pada ring (Zn,+,×).

3.2 Rancangan Penelitian

a. Menentukan n pada ring (Zn,+,×), n = m2k, m adalah bilangan ganjil kurang

dari 10 dan l adalah bilangan bulat positif.

b. Membentuk subring dengan generator
〈
2l
〉
.

c. Menentukan elemen idempoten dalam subring.

d. Periksa satu per satu apakah elemen idempoten tersebut adalah unity pada

subring.

e. Jika elemen idempoten itu unity maka subringnya memiliki unity, jika tidak maka

subringnya tidak memiliki unity.

Langkah-langkah rancangan penelitian lebih jelasnya pada Gambar 3.1.
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Gambar 3.1 Rancangan Penelitian
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Unity adalah elemen satuan pada ring. Setiap ring belum tentu memiliki unity.

Ring yang memiliki unity disebut ring dengan unity. Ring pada (Zn,+,×) memiliki

unity 1. Jika subring pada ring (Zn,+,×) memiliki unity 1 maka subring tersebut

adalah subring improper karena 1 adalah generator pada (Zn,+,×). Dari uraian di

atas penulis ingin mengetahui apakah subring proper non trivial pada ring (Zn,+,×)

memiliki unity atau tidak, jika memiliki unity maka penulis ingin mengkarakterisasi

unity subring proper non trivial pada ring (Zn,+,×).

Ring (Zn,+,×) adalah ring dengan anggota bilangan bulat modulo n,

(Zn,+,×) = {0, 1, 2, · · ·, n − 1}. Ambil 2l ∈ Z untuk l bilangan bulat positif.

Menurut Definisi 2.11
〈
2l
〉

adalah ideal utama yang dibangun oleh
〈
2l
〉
. Karena

〈
2l
〉

adalah ideal utama, menurut Definisi 2.10
〈
2l
〉

adalah subring.

4.1 Subring
〈
2l
〉

pada ring (Z1·2l ,+,×)

Ring (Z1·2l ,+,×) beranggotakan {0, 1, 2, · · ·, 2l − 1}. Subring
〈
2l
〉

pada ring

(Z1·2k ,+,×) adalah {0} karena 2k mod 2k adalah 0. Dengan demikian subring
〈
2l
〉

pada ring (Z1·2k ,+,×) adalah subring proper trivial dan tidak dibahas.

4.2 Subring
〈
2l
〉

pada ring (Z3·2l ,+,×)

Ring (Z3·2l ,+,×) beranggotakan {0, 1, 2, · · ·, 3 · 2l − 1}. Subring
〈
2l
〉

pada

ring (Z3·2k ,+,×) adalah {0, 2l, 2 · 2l}. Untuk menentukan unity subring
〈
2l
〉

pada ring

(Z3·2l ,+,×) dibagi menjadi dua, yaitu untuk l ganjil dan l genap.

Untuk l ganjil, l = 2k + 1 dengan k adalah bilangan bulat non negatif, subring〈
22k+1

〉
= {0, 22k+1, 2 · 22k+1} akan dicari elemen idempoten. Langkah selanjutnya

akan ditunjukkan apakah 22k+1 adalah elemen idempoten subring
〈
22k+1

〉
pada ring

(Z3·22k+1 ,+,×) dengan cara 22k+1 · 22k+1 = 22k+1 mod 3 · 22k+1.

Bukti :

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


16

24k+2 = 22k+1 · 4 · 22k−1

= 3 · 22k+1 · 22k−1 + 22k+1 · 22k−1

= 3 · 22k+1 · 22k−1 + 3 · 22k+1 · 22k−3 + 22k+1 · 22k−3

= 3·22k+1 ·22k−1+3·22k+1 ·22k−3++3·22k+1 ·22k−5+···+3·22k+1 ·21+22k+1 ·21

= 3 · 22k+1(22k−1 + 22k−3 + 22k−5 + · · ·+ 2) + 22k+1 · 2

Karena 22k+1 · 22k+1 6= 22k+1 mod 3 · 22k+1, berarti 22k+1 bukanlah elemen idempoten

subring
〈
22k+1

〉
pada ring (Z3·22k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 ·22k+1 adalah elemen idempoten subring〈
22k+1

〉
pada ring (Z3·22k+1 ,+,×) dengan cara 2·22k+1·2·22k+1 = 2·22k+1 mod 3·22k+1.

Bukti :

24k+4 = 22k+1 · 2 · 4k+1

= 3 · 22k+1 · 2 · 4k + 22k+1 · 2 · 4k

= 3 · 22k+1 · 2 · 4k + 3 · 22k+1 · 2 · 4k−1 + 22k+2 · 4k−1

= 3·22k+1 ·2·4k+3·22k+1 ·2·4k−1+22k+1 ·2·4k−2+···+3·22k+1 ·2·40+22k+1 ·2·40

= 3 · 22k+1(4k · 2 + 4k−1 · 2 + 4k−2 · 2 + · · ·+ 40 · 2) + 22k+1 · 2 · 40

= 3 · 22k+1(4k · 2 + 4k−1 · 2 + 4k−2 · 2 + · · ·+ 2) + 22k+2

Jadi, terbukti bahwa 2 ·22k+1 ·2 ·22k+1 = 2 ·22k+1 mod 3 ·22k+1 ini berarti 22k+2 adalah

elemen idempoten subring
〈
22k+1

〉
pada ring (Z3·22k+1 ,+,×).

Elemen idempoten subring
〈
22k+1

〉
pada ring (Z3·22k+1 ,+,×) berada di 2 ·

22k+1. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 22k+2 adalah unity subring
〈
22k

〉
pada

ring (Z3·22k+1 ,+,×). Akan ditunjukkan 22k+1 · 2 · 22k+1 = 22k+1 mod 3 · 22k+1.

Bukti :

24k+3 = 22k+1 · 4k+1

= 3 · 22k+1 · 4k + 22k+1 · 4k

= 3 · 22k+1 · 4k + 3 · 22k+1 · 4k−1 + 22k+1 · 4k−1

= 3 · 22k+1 · 4k + 3 · 22k+1 · 4k−1 + 22k+1 · 4k−2 + · · ·+ 3 · 22k+1 · 40 + 22k+1 · 40

= 3 · 22k+1(4k + 4k−1 + 4k−2 + · · ·+ 40) + 22k+2 · 40
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= 3 · 22k+1(4k + 4k−1 + 4k−2 + · · ·+ 1) + 22k+1

Jadi, terbukti bahwa 22k+1·2·22k+1 = 22k+1 mod 3·22k+1 ini berarti 2·22k+1 adalah unity

dari subring
〈
2k+1

〉
pada ring (Z3·2k+1 ,+,×). Contoh untuk k = 0, l = 2 · 0 + 1 = 1.

Ring (Z3·21 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5} dan subring 〈21〉 = {0, 2, 4}. Unity dari subring

〈21〉 adalah 4 karena 2 · 4 = 8 = 2 mod 3 · 2 dan 4 · 4 = 16 = 4 mod 3 · 2.

Untuk l genap, l = 2k + 2 dengan k adalah bilangan bulat non negatif, subring〈
22k+2

〉
= {0, 22k+2, 2 · 22k+2} akan dicari elemen idempoten. Langkah selanjutnya

akan ditunjukkan apakah 22k+2 adalah elemen idempoten subring
〈
22k+2

〉
pada ring

(Z3·22k+2 ,+,×) dengan cara 22k+2 · 22k+2 = 22k+2 mod 3 · 22k+1.

Bukti :

24k+4 = 22k+2 · 4k+1

= 3 · 22k+2 · 4k + 22k+2 · 4k

= 3 · 22k+2 · 4k + 3 · 22k+2 · 4k−1 + 22k+2 · 4k−1

= 3 · 22k+2 · 4k + 3 · 22k+2 · 4k−1 + 22k+2 · 4k−2 + · · ·+ 3 · 22k+2 · 40 + 22k+2 · 40

= 3 · 22k+2(4k + 4k−1 + 4k−2 + · · ·+ 40) + 22k+2 · 40

= 3 · 22k+2(4k + 4k−1 + 4k−2 + · · ·+ 1) + 22k+2

Jadi, terbukti bahwa 22k+2 ·22k+2 = 22k+2 mod 3 ·22k+2 ini berarti 22k+2 adalah elemen

idempoten subring
〈
22k+1

〉
pada ring (Z3·22k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 ·22k+2 adalah elemen idempoten subring〈
22k+2

〉
pada ring (Z3·22k+2 ,+,×) dengan cara 2·22k+2·2·22k+2 = 2·22k+2 mod 3·22k+2.

Bukti :

24k+6 = 4 · 22k+2 · 22k+2

= 3 · 22k+2 · 22k+2 + 22k+2 · 22k+2

= 3 · 22k+2 · 22k+2 + 3 · 22k+2 · 22k + 22k+2 · 22k

= 3 ·22k+2 ·22k+2+3 ·22k+2 ·22k+3 ·22k+2 ·22k−2+ · · ·+3 ·22k+2 ·20+22k+2 ·20

= 3 · 22k+2(22k+2 + 22k + 22k−2 + · · ·+ 1) + 22k+2

Karena 2 · 22k+2 · 2 · 22k+2 6= 22k+2 mod 3 · 22k+2, berarti 22k+2 bukanlah elemen
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idempoten subring
〈
22k+2

〉
pada ring (Z3·22k+2 ,+,×).

Elemen idempoten subring
〈
22k+2

〉
pada ring (Z3·22k+2 ,+,×) berada di 22k+2.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 22k+2 adalah unity subring
〈
22k+2

〉
pada ring

(Z3·22k+1 ,+,×). Akan ditunjukkan 2 · 22k+2 · 22k+2 = 2 · 22k+2 mod 3 · 22k+2.

Bukti :

24k+5 = 22k+2 · 2 · 4k+1

= 3 · 22k+2 · 2 · 4k + 22k+2 · 2 · 4k

= 3 · 22k+2 · 2 · 4k + 3 · 22k+2 · 2 · 4k−1 + 22k+2 · 2 · 4k−1

= 3·22k+2 ·2·4k+3·22k+2 ·2·4k−1+22k+2 ·2·4k−2+···+3·22k+2 ·2·40+22k+2 ·2·40

= 3 · 22k+2(2 · 4k + 2 · 4k−1 + 2 · 4k−2 + · · ·+ 2 · 40) + 22k+2 · 2 · 40

= 3 · 22k+2(2 · 4k + 2 · 4k−1 + 2 · 4k−2 + · · ·+ 2) + 2 · 22k+2

Jadi, terbukti bahwa 2·22k+2·22k+2 = 2·22k+2 mod 3·22k+2 ini berarti 22k+2 adalah unity

dari subring
〈
2k+2

〉
pada ring (Z3·2k+2 ,+,×). Contoh untuk k = 0, l = 2 · 0 + 2 = 2.

Ring (Z3·22 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, · · ·, 10, 11} dan subring 〈22〉 = {0, 4, 8}. Unity

dari subring 〈22〉 adalah 4 karena 4 · 4 = 16 = 4 mod 3 · 22 dan 8 · 4 = 32 = 8 mod

3 · 22.

4.3 Subring
〈
2l
〉

pada ring (Z5·2l ,+,×)

Ring (Z5·2l ,+,×) beranggotakan {0, 1, 2, · · ·, 5 ·2l−1}. Subring
〈
2l
〉

pada ring

(Z5·2l ,+,×) adalah {0, 2l, 2 · 2l, 3 · 2l, 4 · 2l}. Untuk menentukan unity subring
〈
2l
〉

pada ring (Z5·2l ,+,×) dibagi menjadi empat, yaitu l = 4k+1, l = 4k+2, l = 4k+3,

dan l = 4k + 4 dengan k adalah bilangan bulat non negatif.

Untuk l = 4k + 1, subring
〈
24k+1

〉
= {0, 24k+1, 2 · 24k+1, 3 · 24k+1, 4 · 24k+1}

akan dicari elemen idempoten. Langkah selanjutnya akan ditunjukkan apakah 24k+1

adalah elemen idempoten subring
〈
24k+1

〉
pada ring (Z5·24k+1 ,+,×) dengan cara 24k+1·

24k+1 = 24k+1 mod 5 · 24k+1.

Bukti :

28k+2 = 8 · 24k+1 · 24k−2
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= 5 · 24k+1 · 24k−2 + 3 · 24k+1 · 24k−2

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k−2 + 5 · 24k+1 · 24k−3 + 24k+1 · 24k−3

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k−2 + 5 · 24k+1 · 24k−3 + 5 · 24k+1 · 24k−6 + 3 · 24k+1 · 24k−6

= 5 ·24k+1 ·3 ·24k−2+5 ·24k+1 ·24k−3+5 ·24k+1 ·24k−6+5 ·24k+1 ·24k−7+ · · ·+

5 · 24k+1 · 21 + 24k+1 · 21

= 5 · 24k+1(24k−2 + 24k−3 + 24k−6 + 24k−7 + · · ·++2) + 2 · 24k+1

Karena 24k+1 · 24k+1 6= 24k+1 mod 5 · 24k+1, berarti 24k+1 bukanlah elemen idempoten

subring
〈
24k+1

〉
pada ring (Z5·24k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 ·24k+1 adalah elemen idempoten subring〈
24k+1

〉
pada ring (Z5·24k+1 ,+,×) dengan cara 2·24k+1·2·24k+1 = 2·24k+1 mod 5·24k+1.

Bukti :

4 · 28k+2 = 8 · 24k+1 · 24k

= 5 · 24k+1 · 24k + 3 · 24k+1 · 24k

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k + 5 · 24k+1 · 24k−1 + 24k+1 · 24k−1

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k + 5 · 24k+1 · 24k−1 + 5 · 24k+1 · 24k−4 + 3 · 24k+1 · 24k−4

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k + 5 · 24k+1 · 24k−1 + 5 · 24k+1 · 24k−4 + 5 · 24k+1 · 24k−5

+ · · ·+5 · 24k+1 · 20 + 3 · 24k+1 · 20

= 5 · 24k+1(24k + 24k−1 + 24k−4 + 24k−5 + · · ·+ 1) + 3 · 24k+1

Karena 2 · 24k+1 · 2 · 24k+1 6= 2 · 24k+1 mod 5 · 24k+1, berarti 2 · 24k+1 bukanlah elemen

idempoten subring
〈
24k+1

〉
pada ring (Z5·24k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 3 ·24k+1 adalah elemen idempoten subring〈
24k+1

〉
pada ring (Z5·24k+1 ,+,×) dengan cara 3·24k+1·3·24k+1 = 3·24k+1 mod 5·24k+1.

Bukti :

9 · 28k+2 = 18 · 24k+1 · 24k

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k + 3 · 24k+1 · 24k

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k + 5 · 24k+1 · 24k−1 + 24k+1 · 24k−1

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k + 5 · 24k+1 · 24k−1 + 5 · 24k+1 · 24k−4 + 3 · 24k+1 · 24k−4
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= 5 ·24k+1 ·3 ·24k+5 ·24k+1 ·24k−1+5 ·24k+1 ·24k−4+ · · ·+5 ·24k+1+3 ·24k+1

= 5 · 24k+1(3 · 24k−1 + 24k−4 + 24k−5 + · · ·+ 23 + 1) + 3 · 24k+1

Jadi, terbukti bahwa 3 · 24k+1 · 3 · 24k+1 = 3 · 24k+1 mod 5 · 24k+1 ini berarti 3 · 24k+1

adalah elemen idempoten subring
〈
24k+1

〉
pada ring (Z5·24k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 4 ·24k+1 adalah elemen idempoten subring〈
24k+1

〉
pada ring (Z5·24k+1 ,+,×) dengan cara 4·24k+1·4·24k+1 = 4·24k+1 mod 5·24k+1.

Bukti :

16 · 28k+2 = 8 · 24k+1 · 24k+1

= 5 · 24k+1 · 24k+1 + 3 · 24k+1 · 24k+1

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k+1 + 5 · 24k+1 · 24k + 24k+1 · 24k

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k+1 + 5 · 24k+1 · 24k + 5 · 24k+1 · 24k−3 + 3 · 24k+1 · 24k−3

= 5 ·24k+1 ·3 ·24k+1+5 ·24k+1 ·24k+5 ·24k+1 ·24k−3+5 ·24k+1 ·24k−4+ · · ·+

5 · 24k+1 · 20 + 24k+1 · 20

= 5 · 24k+1(24k + 24k−1 + 24k−4 + 24k−5 + · · ·++1) + 24k+1

Karena 4 · 24k+1 · 4 · 24k+1 6= 2 · 24k+1 mod 5 · 24k+1, berarti 2 · 24k+1 bukanlah elemen

idempoten subring
〈
24k+1

〉
pada ring (Z5·24k+1 ,+,×).

Elemen idempoten subring
〈
24k+1

〉
pada ring (Z5·24k+1 ,+,×) berada di 3·24k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 3 · 24k+1 adalah unity subring
〈
24k+1

〉
pada ring

(Z5·24k+1 ,+,×). Akan ditunjukkan 24k+1 · 3 · 24k+1 = 24k+1 mod 5 · 24k+1.

Bukti :

3 · 28k+2 = 6 · 24k+1 · 24k

= 5 · 24k+1 · 24k + 24k+1 · 24k

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k + 5 · 24k+1 · 24k−3 + 3 · 24k+1 · 24k−3

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k + 5 · 24k+1 · 24k−3 + 5 · 24k+1 · 24k−4 + 24k+1 · 24k−4

= 5 ·24k+1 ·3 ·24k+5 ·24k+1 ·24k−3+5 ·24k+1 ·24k−4+5 ·24k+1 ·24k−5+ · · ·+

5 · 24k+1 · 20 + 24k+1 · 20

= 5 · 24k+1(24k + 24k−3 + 24k−4 + 24k−5 + · · ·++1) + 24k+1
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Jadi, terbukti bahwa 24k+1 · 3 · 24k+1 = 24k+1 mod 5 · 24k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 2 · 24k+1 · 3 · 24k+1 = 2 · 24k+1 mod 5 · 24k+1.

Bukti :

6 · 28k+2 = 6 · 24k+1 · 24k+1

= 5 · 24k+1 · 24k+1 + 24k+1 · 24k+1

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k+1 + 5 · 24k+1 · 24k−2 + 3 · 24k+1 · 24k−2

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k+1 + 5 · 24k+1 · 24k−2 + 5 · 24k+1 · 24k−3 + 24k+1 · 24k−3

= 5 ·24k+1 ·3 ·24k+1+5 ·24k+1 ·24k−2+5 ·24k+1 ·24k−3+5 ·24k+1 ·24k−6+ · · ·+

5 · 24k+1 · 21 + 24k+1 · 21

= 5 · 24k+1(24k+1 + 24k−2 + 24k−3 + 24k−6 + · · ·++2) + 2 · 24k+1

Jadi, terbukti bahwa 24k+1 · 3 · 24k+1 = 24k+1 mod 5 · 24k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 4 · 24k+1 · 3 · 24k+1 = 4 · 24k+1 mod 5 · 24k+1.

Bukti :

12 · 28k+2 = 6 · 24k+1 · 24k+2

= 5 · 24k+1 · 24k+2 + 24k+1 · 24k+2

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k+2 + 5 · 24k+1 · 24k−1 + 3 · 24k+1 · 24k−1

= 5 · 24k+1 · 3 · 24k+2 + 5 · 24k+1 · 24k−1 + 5 · 24k+1 · 24k−2 + 24k+1 · 24k−2

= 5 ·24k+1 ·3 ·24k+2+5 ·24k+1 ·24k−1+5 ·24k+1 ·24k−2+5 ·24k+1 ·24k−5+ · · ·+

5 · 24k+1 · 22 + 24k+1 · 22

= 5 · 24k+1(24k+2 + 24k−1 + 24k−2 + 24k−5 + · · ·++4) + 4 · 24k+1

Jadi, terbukti bahwa 44k+1 ·3 ·24k+1 = 44k+1 mod 5 ·24k+1 berarti 3 ·24k+1 adalah unity

dari subring
〈
24k+1

〉
pada ring (Z5·24k+1 ,+,×). Contoh untuk k = 0, l = 4 · 0+ 1 = 1,

ring (Z5·21 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} dan subring 〈21〉 = {0, 2, 4, 6, 8}. Unity

dari subring 〈21〉 adalah 6 karena 6 · 6 = 36 = 6 mod 5 · 2, 2 · 6 = 12 = 2 mod 5 · 2 ,

4 · 6 = 24 = 4 mod 5 · 2 dan 8 · 6 = 48 = 8 mod 5 · 2.

Untuk l = 4k+2, subring
〈
24k+2

〉
= {0, 24k+2, 2 ·24k+2, 3 ·24k+2, 4 ·24k+2} akan

dicari elemen idempoten. Langkah-langkah pencarian idempoten melalui manipulasi
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aljabar seperti pencarian pada l = 4k + 1.

24k+2 · 24k+2 = 5 · 24k+2(24k−1 + 24k−2 + 24k−5 + 24k−6 + · · ·+ 22) + 4 · 24k+2

2 · 24k+2 · 2 · 24k+2 = 5 · 24k+2(24k+1 + 24k + 24k−3 + 24k−4 + · · ·+ 1) + 24k+2

3 · 24k+2 · 3 · 24k+2 = 5 · 24k+2(3 · 24k+1 + 24k + 24k−3 + 24k−4 + · · ·+ 1) + 24k+2

4 · 24k+2 · 4 · 24k+2 = 5 · 24k+2(3 · 24k+2 +3 · 24k−2 +3 · 24k−6 + · · ·+3 · 22) + 4 · 24k+2

Elemen idempoten berada pada 4 · 24k+2 karena 4 · 24k+2 · 4 · 24k+2 = 4 · 24k+2 mod

5 · 24k+2. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 4 · 24k+2 adalah unity pada subring〈
24k+2

〉
. Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen tak nol dengan 4 · 24k+2

menghasilkan elemen tersebut mod 5 · 24k+2.

24k+2 · 4 · 24k+2 = 5 · 24k+2(24k+1 + 24k + 24k−3 + 24k−4 + · · ·+ 1) + 24k+2

2 · 24k+2 · 4 · 24k+2 = 5 · 24k+2(24k+2 + 24k+1 + 24k−2 + 24k−3 + · · ·+ 2) + 24k+2

3 · 24k+2 · 4 · 24k+2 = 5 · 24k+2(24k+3 + 24k + 24k−1 + 24k−4 + · · ·+ 1) + 3 · 24k+2

Karena elemen tak nol subring
〈
24k+2

〉
dikalikan dengan 4·24k+2 menghasilkan elemen

tersebut mod 5 · 24k+2. Jadi, terbukti bahwa 4 · 24k+2 adalah unity subring
〈
24k+2

〉
.

Contoh untuk k = 0, l = 4 · 0+ 2 = 2. Ring (Z5·22 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, · · ·, 18, 19}

dan subring 〈22〉 = {0, 4, 8, 12, 16}. Unity dari subring 〈22〉 adalah 16 karena 16 · 16 =

256 = 16 mod 5 · 22, 4 · 16 = 64 = 4 mod 5 · 22 , 8 · 16 = 128 = 8 mod 5 · 22, dan

12 · 16 = 192 = 12 mod 5 · 22.

Untuk l = 4k+3, subring
〈
24k+3

〉
= {0, 24k+3, 2 ·24k+3, 3 ·24k+3, 4 ·24k+3} akan

dicari elemen idempoten. Langkah-langkah pencarian idempoten melalui manipulasi

aljabar seperti pencarian pada l = 4k + 1.

24k+3 · 24k+3 = 5 · 24k+3(3 · 24k−1 + 3 · 24k−5 + 3 · 24k−9 + · · ·+ 3 · 23) + 8 · 24k+2

2 · 24k+3 · 2 · 24k+3 = 5 · 24k+3(3 · 24k+1 +3 · 24k−3 +3 · 24k−7 + · · ·+3 · 21) + 2 · 24k+2

3 · 24k+3 · 3 · 24k+3 = 5 · 24k+3(3 · 24k+3 +24k+2 +24k−1 +24k−2 + · · ·+22) + 2 · 24k+2

4·24k+3 ·4·24k+3 = 5·24k+3(3·24k+3+3·24k−1+3·24k−5+3·24k−9+···+3·23)+8·24k+2

Elemen idempoten berada pada 2 · 24k+3 karena 2 · 24k+3 · 2 · 24k+3 = 2 · 24k+3 mod

5 · 24k+3. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 · 24k+3 adalah unity pada subring
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〈
24k+3

〉
. Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen tak nol dengan 2 · 24k+3

menghasilkan elemen tersebut mod 5 · 24k+3.

24k+3 · 2 · 24k+3 = 5 · 24k+3(3 · 24k +3 · 24k−4 +3 · 24k−8 +3 · 24k−12 + · · ·+3)+ 24k+2

3 · 24k+3 · 2 · 24k+3 = 5 · 24k+3(24k+3 + 24k + 24k−1 + 24k−4 + · · ·+ 1) + 3 · 24k+3

4·24k+3 ·2·24k+3 = 5·24k+3(3·24k+2+3·24k−2+3·24k−6+3·24k−10+···+4)+4·24k+2

Karena elemen tak nol subring subring
〈
24k+3

〉
dikalikan dengan 2·24k+3 mengahsilkan

elemen tersebut mod 5 · 24k+3. Jadi, terbukti bahwa 2 · 24k+3 adalah unity subring〈
24k+3

〉
. Contoh untuk k = 0, l = 4 ·0+3 = 3. Ring (Z5·23 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, · ·

·, 38, 39} dan subring 〈23〉 = {0, 8, 16, 24, 32}. Unity dari subring 〈23〉 adalah 16

karena 16 · 16 = 256 = 16 mod 5 · 23, 8 · 16 = 128 = 8 mod 5 · 23, 24 · 16 = 384 = 24

mod 5 · 23 dan 32 · 16 = 512 = 32 mod 5 · 23.

Untuk l = 4k+4 subring
〈
24k+4

〉
= {0, 24k+4, 2 ·24k+4, 3 ·24k+4, 4 ·24k+4} akan

dicari elemen idempoten. Langkah-langkah pencarian idempoten melalui manipulasi

aljabar seperti pencarian pada l = 4k + 1.

24k+4 · 24k+4 = 5 · 24k+4(3 · 24k + 3 · 24k−4 + 3 · 24k−8 + · · ·+ 3) + 24k+4

2 · 24k+4 · 2 · 24k+4 = 5 · 24k+4(3 · 24k+2 +3 · 24k−2 +3 · 24k−6 + · · ·+3 · 22) + 4 · 24k+4

3 · 24k+4 · 3 · 24k+4 = 5 · 24k+4(3 · 24k+3 +24k+2 +24k−1 +24k−2 + · · ·+22) + 4 · 24k+4

4 · 24k+4 · 4 · 24k+4 = 5 · 24k+4(3 · 24k+4 + 3 · 24k + 3 · 24k−4 + · · ·+ 3 · 20) + 24k+4

Elemen idempoten berada pada 24k+4 karena 24k+4 · 24k+4 = 24k+4 mod 5 · 24k+4.

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 24k+4 adalah unity pada subring
〈
24k+4

〉
. Cara

menunjukannya adalah mengalikan elemen tak nol dengan 24k+4 menghasilkan elemen

tersebut mod 5 · 24k+4.

2 · 24k+4 · 24k+4 = 5 · 24k+4(3 · 24k+1 + 3 · 24k−3 + 3 · 24k−7 + · · ·+ 3 · 21) + 2 · 24k+4

3 · 24k+4 · 24k+4 = 5 · 24k+4(24k+3 + 24k + 24k−1 + 24k−4 + · · ·+ 1) + 3 · 24k+4

4 · 24k+4 · 24k+4 = 5 · 24k+4(3 · 24k+2 + 3 · 24k−2 + 3 · 24k−6 + · · ·+ 3 · 22) + 4 · 24k+4

Karena elemen tak nol subring
〈
24k+4

〉
dikalikan dengan 24k+4 menghasilkan elemen

tersebut mod 5 · 24k+4. Jadi, terbukti bahwa 24k+4 adalah unity dari subring
〈
24k+4

〉
.
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Contoh untuk k = 0, l = 4 ·0+4 = 4. Ring (Z5·24 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, · · ·, 78, 79}

dan subring 〈23〉 = {0, 16, 32, 48, 64}. Unity dari subring 〈23〉 adalah 16 karena

16 · 16 = 256 = 16 mod 5 · 24, 32 · 16 = 512 = 32 mod 5 · 24, 48 · 16 = 768 = 48 mod

5 · 23 dan 64 · 16 = 1024 = 64 mod 5 · 24.

4.4 Subring
〈
2l
〉

pada ring (Z7·2k ,+,×)

Ring (Z7·2l ,+,×) beranggotakan {0, 1, 2, · · ·, 7 · 2l − 1}. Subring
〈
2l
〉

pada

ring (Z7·2l ,+,×) adalah {0, 2l, 2 · 2l, 3 · 2l, 4 · 2l, 5 · 2l, 6 · 2l}. Untuk menentukan unity

subring
〈
2l
〉

pada ring (Z7·2l ,+,×) dibagi menjadi tiga, yaitu l = 3k + 1, l = 3k + 2,

dan l = 3k + 3 dengan k adalah bilangan bulat non negatif.

Untuk l = 3k + 1, subring
〈
23k+1

〉
= {0, 23k+1, 2 · 23k+1, 3 · 23k+1,

4 · 23k+1, 5 · 23k+1, 6 · 23k+1} akan dicari elemen idempoten. Langkah selanjutnya

akan ditunjukkan apakah 23k+1 adalah elemen idempoten subring
〈
23k+1

〉
pada ring

(Z7·23k+1 ,+,×) dengan cara 23k+1 · 23k+1 = 23k+1 mod 7 · 23k+1.

Bukti :

26k+2 = 7 · 23k+1 · 23k−2 + 23k+1 · 23k−2

= 7 · 23k+1 · 23k−2 + 7 · 23k+1 · 23k−5 + 23k+1 · 23k−5

= 7 · 23k+1 · 23k−2 + 7 · 23k+1 · 23k−5 + 7 · 23k+1 · 23k−8 + 23k+1 · 23k−8

= 7 ·23k+1 ·23k−2+7 ·23k+1 ·23k−5+7 ·23k+1 ·23k−8+ · · ·+7 ·23k+1 ·21+23k+1 ·21

= 7 · 23k+1(23k−1 + 23k−4 + 23k−7 + · · ·+ 21) + 2 · 23k+1

Karena 23k+1 · 23k+1 6= 23k+1 mod 7 · 23k+1, berarti 23k+1 bukanlah elemen idempoten

subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 · 23k+1 adalah elemen idempoten

subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×) dengan cara 2 · 23k+1 · 2 · 23k+1 = 2 · 23k+1

mod 7 · 23k+1.

Bukti :

4 · 26k+2 = 7 · 23k+1 · 23k + 23k+1 · 23k

= 7 · 23k+1 · 23k + 7 · 23k+1 · 23k−3 + 23k+1 · 23k−3
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= 7 · 23k+1 · 23k + 7 · 23k+1 · 23k−3 + 7 · 23k+1 · 23k−6 + 23k+1 · 23k−6

= 7 ·23k+1 ·23k+7 ·23k+1 ·23k−3+7 ·23k+1 ·23k−6+ · · ·+7 ·23k+1 ·20+23k+1 ·20

= 7 · 23k+1(23k + 23k−3 + 23k−6 + · · ·+ 1) + 23k+1

Karena 2 · 23k+1 · 2 · 23k+1 6= 2 · 23k+1 mod 7 · 23k+1, berarti 2 · 23k+1 bukanlah elemen

idempoten subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 3 · 23k+1 adalah elemen idempoten

subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×) dengan cara 3 · 23k+1 · 3 · 23k+1 = 3 · 23k+1

mod 7 · 23k+1.

Bukti :

9 · 26k+2 = 7 · 23k+1 · 23k+1 + 23k+1 · 23k+1

= 7 · 23k+1 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k−2 + 23k+1 · 23k−2

= 7 · 23k+1 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k−2 + 7 · 23k+1 · 23k−5 + 23k+1 · 23k−5

= 7·23k+1 ·23k+1+7·23k+1 ·23k−2+7·23k+1 ·23k−5+···+7·23k+1 ·21+23k+1 ·21

= 7 · 23k+1(23k+1 + 23k−2 + 23k−5 + · · ·+ 2) + 2 · 23k+1

Karena 3 · 23k+1 · 3 · 23k+1 6= 3 · 23k+1 mod 7 · 23k+1, berarti 3 · 23k+1 bukanlah elemen

idempoten subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 4 · 23k+1 adalah elemen idempoten

subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×) dengan cara 4 · 23k+1 · 4 · 23k+1 = 4 · 23k+1

mod 7 · 23k+1.

Bukti :

26k+6 = 7 · 23k+1 · 23k+2 + 23k+1 · 23k+2

= 7 · 23k+1 · 23k+2 + 7 · 23k+1 · 23k−1 + 23k+1 · 23k−1

= 7 · 23k+1 · 23k+2 + 7 · 23k+1 · 23k−1 + 7 · 23k+1 · 23k−4 + 23k+1 · 23k−4

= 7 ·23k+1 ·23k+2+7 ·23k+1 ·23k−1+7 ·23k+1 ·23k−4+ · · ·+7 ·23k+1 ·22+23k+1 ·22

= 7 · 23k+1(23k+2 + 23k−1 + 23k−4 + · · ·+ 22) + 4 · 23k+1

Jadi, terbukti bahwa 4 · 23k+1 · 4 · 23k+1 = 4 · 23k+1 mod 7 · 23k+1 ini berarti 4 · 23k+1

adalah elemen idempoten subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×).
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Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 5 · 23k+1 adalah elemen idempoten

subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×) dengan cara 5 · 23k+1 · 5 · 23k+1 = 5 · 23k+1

mod 7 · 23k+1.

Bukti :

25 · 26k+2 = 7 · 23k+1 · 3 · 23k+1 + 4 · 23k+1 · 23k+1

= 7 · 23k+1 · 3 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k + 23k+1 · 23k

= 7 · 23k+1 · 3 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k + 7 · 23k+1 · 23k−3 + 23k+1 · 23k−3

= 7·23k+1·3·23k+1+7·23k+1·23k+7·23k+1·23k−3+···+7·23k+1·20+23k+1·20

= 7 · 23k+1(3 · 23k+1 + 23k + 23k−3 + · · ·+ 1) + 23k+1

Karena 5 · 23k+1 · 5 · 23k+1 6= 7 · 23k+1 mod 7 · 23k+1, berarti 5 · 23k+1 bukanlah elemen

idempoten subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 6 · 23k+1 adalah elemen idempoten

subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×) dengan cara 6 · 23k+1 · 6 · 23k+1 = 6 · 23k+1

mod 7 · 23k+1.

Bukti :

36 · 26k+2 = 7 · 23k+1 · 5 · 23k+1 + 23k+1 · 23k+1

= 7 · 23k+1 · 5 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k−2 + 23k+1 · 23k−2

= 7 · 23k+1 · 5 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k−2 + 7 · 23k+1 · 23k−5 + 23k+1 · 23k−5

= 7·23k+1·5·23k+1+7·23k+1·23k−2+7·23k+1·23k−5+···+7·23k+1·21+23k+1·21

= 7 · 23k+1(5 · 23k+1 + 23k−2 + 23k−5 + · · ·+ 2) + 2 · 23k+1

Karena 6 · 23k+1 · 6 · 23k+1 6= 6 · 23k+1 mod 7 · 23k+1, berarti 6 · 23k+1 bukanlah elemen

idempoten subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×).

Elemen idempoten subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×) berada di

4 · 23k+1. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 4 · 23k+1 adalah unity subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×). Akan ditunjukkan 23k+1 · 4 · 23k+1 = 23k+1 mod 7 · 23k+1.

Bukti :

4 · 26k+2 = 7 · 23k+1 · 23k + 23k+1 · 23k
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= 7 · 23k+1 · 23k + 7 · 23k+1 · 23k−3 + 23k+1 · 23k−3

= 7 · 23k+1 · 23k + 7 · 23k+1 · 23k−3 + 7 · 23k+1 · 23k−6 + 23k+1 · 23k−6

= 7 ·23k+1 ·23k+7 ·23k+1 ·23k−3+7 ·23k+1 ·23k−6+ · · ·+7 ·23k+1 ·20+23k+1 ·20

= 7 · 23k+1(23k + 23k−3 + 23k−6 + · · ·+ 1) + 23k+1

Jadi, terbukti bahwa 23k+1 · 4 · 23k+1 = 23k+1 mod 7 · 23k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 2 · 23k+1 · 4 · 23k+1 = 2 · 23k+1 mod 7 · 23k+1

Bukti :

8 · 26k+2 = 7 · 23k+1 · 23k+1 + 23k+1 · 23k+1

= 7 · 23k+1 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k−2 + 23k+1 · 23k−2

= 7 · 23k+1 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k−2 + 7 · 23k+1 · 23k−5 + 23k+1 · 23k−5

= 7·23k+1 ·23k+1+7·23k+1 ·23k−2+7·23k+1 ·23k−5+···+7·23k+1 ·21+23k+1 ·21

= 7 · 23k+1(23k+1 + 23k−2 + 23k−5 + · · ·+ 2) + 2 · 23k+1

Jadi, terbukti bahwa 2 · 23k+1 · 4 · 23k+1 = 2 · 23k+1 mod 7 · 23k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 3 · 23k+1 · 4 · 23k+1 = 3 · 23k+1 mod 7 · 23k+1

Bukti :

12 · 26k+2 = 7 · 23k+1 · 23k+1 + 5 · 23k+1 · 23k+1

= 7 · 23k+1 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k + 3 · 23k+1 · 23k

= 7 · 23k+1 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k + 7 · 23k+1 · 23k−2 + 5 · 23k+1 · 23k−2

= 7·23k+1·23k+1+7·23k+1·23k+7·23k+1·23k−2+7·23k+1·23k−3+3·23k+1·23k−3

= 7 · 23k+1 · 23k+1+7 · 23k+1 · 23k +7 · 23k+1 · 23k−2+7 · 23k+1 · 23k−3+ · · ·+

7 · 23k+1 · 20 + 3 · 23k+1 · 20

= 7 · 23k+1(23k+1 + 23k + 23k−2 + 23k−3 + · · ·+ 1) + 3 · 23k+1

Jadi, terbukti bahwa 3 · 23k+1 · 4 · 23k+1 = 3 · 23k+1 mod 7 · 23k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 5 · 23k+1 · 4 · 23k+1 = 5 · 23k+1 mod 7 · 23k+1

Bukti :

20 · 26k+2 = 7 · 23k+1 · 23k+2 + 3 · 23k+1 · 23k+2

= 7 · 23k+1 · 23k+2 + 7 · 23k+1 · 23k + 5 · 23k+1 · 23k
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= 7 · 23k+1 · 23k+2 + 7 · 23k+1 · 23k + 5 · 23k+1 · 23k−1 + 3 · 23k+1 · 23k−1

= 7·23k+1·23k+2+7·23k+1·23k+5·23k+1·23k−1+7·23k+1·23k−3+5·23k+1·23k−3

= 7 · 23k+1 · 23k+2+7 · 23k+1 · 23k +5 · 23k+1 · 23k−1+7 · 23k+1 · 23k−3+ · · ·+

7 · 23k+1 · 20 + 5 · 23k+1 · 20

= 7 · 23k+1(23k+2 + 23k + 23k−1 + 23k−3 + · · ·+ 1) + 5 · 23k+1

Jadi, terbukti bahwa 5 · 23k+1 · 4 · 23k+1 = 5 · 23k+1 mod 7 · 23k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 6 · 23k+1 · 4 · 23k+1 = 6 · 23k+1 mod 7 · 23k+1

Bukti :

24 · 26k+2 = 7 · 23k+1 · 23k+2 + 5 · 23k+1 · 23k+2

= 7 · 23k+1 · 23k+2 + 7 · 23k+1 · 23k+1 + 3 · 23k+1 · 23k+1

= 7 · 23k+1 · 23k+2 + 7 · 23k+1 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k−1 + 5 · 23k+1 · 23k−1

= 7 · 23k+1 · 23k+2 + 7 · 23k+1 · 23k+1 + 7 · 23k+1 · 23k−1 + 7 · 23k+1 · 23k−2+

3 · 23k+1 · 23k−2

= 7 ·23k+2 ·23k+1+7 ·23k+1 ·23k+1+7 ·23k+1 ·23k−1+7 ·23k+1 ·23k−2+ · · ·+

7 · 23k+1 · 21 + 3 · 23k+1 · 21

= 7 · 23k+1(23k+2 + 23k+1 + 23k−1 + 23k−2 + · · ·+ 2) + 6 · 23k+1

Jadi, terbukti bahwa 6 · 23k+1 · 4 · 23k+1 = 6 · 23k+1 mod 7 · 23k+1 berarti 4 · 23k+1

adalah unity dari subring
〈
23k+1

〉
pada ring (Z7·23k+1 ,+,×). Contoh untuk

k = 0, l = 3 · 0 + 1 = 1. Ring (Z7·21 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, · · ·, 12, 13} dan subring

〈21〉 = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12}. Unity dari subring 〈21〉 adalah 8 karena 8 · 8 = 64 = 8

mod 7 · 21, 2 · 8 = 16 = 2 mod 7 · 21, 4 · 8 = 32 = 4 mod 7 · 21, 6 · 8 = 48 = 6 mod

7 · 21, 10 · 8 = 80 = 10 mod 7 · 21, dan 12 · 8 = 96 = 12 mod 7 · 21.

Untuk l = 3k + 2, subring
〈
23k+2

〉
= {0, 23k+2, 2 · 23k+2, 3 · 23k+2,

4 · 23k+2, 5 · 23k+2, 6 · 23k+2} akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah

pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada l = 3k + 1.

23k+2 · 23k+2 = 7 · 23k+2(23k−1 + 23k−4 + 23k−7 + · · ·+ 21) + 4 · 23k+2

2 · 23k+2 · 2 · 23k+2 = 7 · 23k+2(23k+1 + 23k−2 + 23k−5 + · · ·+ 21) + 2 · 23k+1
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3 · 23k+2 · 3 · 23k+2 = 7 · 23k+2(23k+2 + 23k−1 + 23k−4 + · · ·+ 4) + 4 · 23k+1

4 · 23k+2 · 4 · 23k+2 = 7 · 23k+2(23k+3 + 23k + 23k−3 + · · ·+ 1) + 23k+2

5 · 23k+2 · 5 · 23k+2 = 7 · 23k+2(3 · 23k+2 + 23k+1 + 23k−2 + · · ·+ 2) + 2 · 23k+1

6 · 23k+2 · 6 · 23k+2 = 7 · 23k+2(5 · 23k+2 + 23k−1 + 23k−4 + · · ·+ 4) + 4 · 23k+2

Elemen idempoten berada pada 2 · 23k+2 karena 2 · 23k+2 · 2 · 23k+2 = 2 · 23k+2

mod 7 · 23k+2. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 · 23k+2 adalah unity

pada subring
〈
23k+2

〉
. Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen

tak nol dengan 2 · 23k+2 menghasilkan elemen tersebut mod 7 · 23k+2.

23k+2 · 2 · 23k+2 = 7 · 23k+2(23k + 23k−3 + 23k−6 + · · ·+ 1) + 23k+2

3 · 23k+2 · 2 · 23k+2 = 7 · 23k+2(23k+1 + 23k + 23k−2 + 23k−3 + · · ·+ 1) + 3 · 23k+2

4 · 23k+2 · 2 · 23k+2 = 7 · 23k+2(23k+2 + 23k−1 + 23k−4 + · · ·+ 4) + 4 · 23k+2

5 · 23k+2 · 2 · 23k+2 = 7 · 23k+2(23k+2 + 23k + 23k−1 + 23k−3 + · · ·+ 1) + 5 · 23k+2

6 · 23k+2 · 2 · 23k+2 = 7 · 23k+2(23k+2 + 23k+1 + 23k−1 + 23k−2 + · · ·+ 2) + 6 · 23k+2

Karena elemen tak nol subring
〈
23k+2

〉
dikalikan dengan 2 · 23k+2 menghasilkan

elemen tersebut mod 7 · 23k+2. Jadi, terbukti bahwa 2 · 23k+2 adalah unity dari

subring
〈
23k+1

〉
. Contoh untuk k = 0, l = 3 · 0 + 2 = 2. Ring (Z7·21 ,+,×) =

{0, 1, 2, 3, 4, 5, · · ·, 26, 27} dan subring 〈22〉 = {0, 4, 8, 12, 16, 20, 24}. Unity dari

subring 〈22〉 adalah 8 karena 8 · 8 = 64 = 8 mod 7 · 22, 4 · 8 = 32 = 4 mod 7 · 21,

12 · 8 = 96 = 12 mod 7 · 22, 16 · 8 = 128 = 16 mod 7 · 22, 20 · 8 = 160 = 20 mod

7 · 22, dan 24 · 8 = 192 = 24 mod 7 · 22.

Untuk l = 3k + 3, subring
〈
23k+3

〉
= {0, 23k+3, 2 · 23k+3, 3 · 23k+3,

4 · 23k+3, 5 · 23k+3, 6 · 23k+3} akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah

pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada l = 3k + 1.

23k+3 · 23k+3 = 7 · 23k+3(23k + 23k−3 + 23k−6 + · · ·+ 1) + 23k+3

2 · 23k+3 · 2 · 23k+3 = 7 · 23k+3(23k+2 + 23k−1 + 23k−4 + · · ·+ 22) + 4 · 23k+1

3 · 23k+3 · 3 · 23k+3 = 7 · 23k+3(23k+3 + 23k−1 + 23k−4 + · · ·+ 4) + 4 · 23k+1

4 · 23k+3 · 4 · 23k+3 = 7 · 23k+3(23k+4 + 23k+1 + 23k−2 + · · ·+ 2) + 2 · 23k+3
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5 · 23k+3 · 5 · 23k+3 = 7 · 23k+3(3 · 23k+3 + 23k+2 + 23k−1 + · · ·+ 4) + 4 · 23k+1

6 · 23k+3 · 6 · 23k+3 = 7 · 23k+3(5 · 23k+3 + 23k + 23k−3 + · · ·+ 1) + 23k+3

Elemen idempoten berada pada 23k+3 karena 23k+3 · 23k+3 = 23k+3 mod

7 · 23k+3. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 23k+3 adalah unity pada

subring
〈
23k+3

〉
. Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen

tak nol dengan 23k+3 menghasilkan elemen tersebut mod 7 · 23k+3.

2 · 23k+3 · 23k+3 = 7 · 23k+3(23k+1 + 23k−2 + 23k−5 + · · ·+ 2) + 2 · 23k+3

3 · 23k+3 · 23k+3 = 7 · 23k+3(23k+1 + 23k + 23k−2 + 23k−3 + · · ·+ 1) + 3 · 23k+3

4 · 23k+3 · 23k+3 = 7 · 23k+3(23k+2 + 23k−1 + 23k−4 + · · ·+ 4) + 4 · 23k+3

5 · 23k+3 · 23k+3 = 7 · 23k+3(23k+2 + 23k + 23k−1 + 23k−3 + · · ·+ 1) + 5 · 23k+3

6 · 23k+3 · 23k+3 = 7 · 23k+3(23k+2 + 23k+1 + 23k−1 + 23k−2 + · · ·+ 2) + 6 · 23k+3

Karena elemen tak nol subring
〈
23k+3

〉
dikalikan dengan 23k+3 menghasilkan elemen

tersebut mod 7 · 23k+3. Jadi, terbukti bahwa 23k+3 adalah unity dari subring
〈
23k+3

〉
.

Contoh untuk k = 0, l = 0 · +3 = 3. Ring (Z7·23 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, · · ·, 54, 55}

dan subring 〈23〉 = {0, 8, 16, 24, 32, 40, 48}. Unity dari subring 〈23〉 adalah 8 karena

8 · 8 = 64 = 8 mod 7 · 23, 16 · 8 = 128 = 16 mod 7 · 23, 24 · 8 = 192 = 24 mod 7 · 23,

32 · 8 = 256 = 32 mod 7 · 23, 40 · 8 = 320 = 40 mod 7 · 23, dan 48 · 8 = 384 = 48

mod 7 · 23.

4.5 Subring
〈
2l
〉

pada ring (Z9·2l ,+,×)

Ring (Z9·2l ,+,×) beranggotakan {0, 1, 2, · · ·, 9 ·2l−1}. Subring
〈
2l
〉

pada ring

(Z9·2l ,+,×) adalah {0, 2l, 2 ·2l, 3 ·2l, 4 ·2l, 5 ·2l, 6 ·2l, 7 ·2l, 8 ·2l}. Untuk menentukan

unity subring
〈
2l
〉

pada ring (Z7·2l ,+,×) dibagi menjadi enam, l = 6k + 1, l =

6k+2, l = 6k+3, l = 6k+4, l = 6k+5, dan l6k+6 dengan k adalah bilangan bulat

non negatif.

Untuk l = 6k + 1, subring
〈
26k+1

〉
= {0, 26k+1, 2 · 26k+1, 3 · 26k+1, 4 · 26k+1,

5·26k+1, 6·26k+1, 7·26k+1, 8·26k+1} akan dicari elemen idempoten. Langkah selanjutnya

akan ditunjukkan apakah 26k+1 adalah elemen idempoten subring
〈
26k+1

〉
pada ring
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(Z9·26k+1 ,+,×) dengan cara 26k+1 · 26k+1 = 26k+1 mod 9 · 26k+1.

Bukti :

212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k−3 + 7 · 26k+1 · 26k−3

= 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 5 · 26k+1 · 26k−4

= 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 9 · 26k+1 · 26k−5 + 26k+6 · 26k−5

= 9·26k+1·26k−3+9·26k+1·26k−4+9·26k+1·26k−5+9·26k+1·26k−9+7·26k+1·26k−9

= 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 9 · 26k+1 · 26k−5 + 9 · 26k+1 · 26k−9+

9 · 26k+1 · 26k−10 + 5 · 26k+1 · 26k−10

= 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 9 · 26k+1 · 26k−5 + 9 · 26k+1 · 26k−9+

9 · 26k+1 · 26k−10 + 9 · 26k+1 · 26k−11 + 26k+1 · 26k−11

= 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 9 · 26k+1 · 26k−5 + 9 · 26k+1 · 26k−9+

9 · 26k+1 · 26k−10 + 9 · 26k+1 · 26k−11 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 21 + 26k+1 · 21

= 9 ·26k+1(26k−3+26k−4+26k−5+26k−9+26k−10+26k−11+ · · ·+1)+2 ·26k+1

Karena 26k+1 · 26k+1 6= 26k+1 mod 9 · 26k+1, berarti 26k+1 bukan elemen idempoten

subring
〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 ·26k+1 adalah elemen idempoten subring〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×) dengan cara 2·26k+1·2·26k+1 = 2·26k+1 mod 9·26k+1.

Bukti :

4 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k−1 + 7 · 26k+1 · 26k−1

= 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 5 · 26k+1 · 26k−2

= 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 26k+5 · 26k−3

= 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−7+

7 · 26k+5 · 26k−7

= 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−7+

9 · 26k+1 · 26k−8 + 5 · 26k+1 · 26k−8

= 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−7+

9 · 26k+1 · 26k−8 + 9 · 26k+1 · 26k−9 + 26k+1 · 26k−9
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= 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−7+

9 · 26k+1 · 26k−8 + 9 · 26k+1 · 26k−9 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 23 + 26k+1 · 23

= 9 ·26k+1(26k−1+26k−2+26k−3+26k−7+26k−8+26k−9+ · · ·+8)+8 ·26k+1

Karena 2 · 26k+1 · 2 · 26k+1 6= 2 · 26k+1 mod 9 · 26k+1, berarti 2 · 26k+1 bukan elemen

idempoten subring
〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 3 ·26k+1 adalah elemen idempoten subring〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×) dengan cara 3·26k+1·3·26k+1 = 3·26k+1 mod 9·26k+1.

Bukti :

9 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k+1 + 0

Karena 3·26k+1 ·3·26k+1 adalah kelipatan 9·26k+1 mengakibatkan 3·26k+1 ·3·26k+1 = 0

mod 9 · 26k+1 maka, 3 · 26k+1 bukan elemen idempoten subring
〈
26k+1

〉
pada ring

(Z9·26k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 3 ·26k+1 adalah elemen idempoten subring〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×) dengan cara 4·26k+1·4·26k+1 = 4·26k+1 mod 9·26k+1.

Bukti :

16 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k+1 + 7 · 26k+1 · 26k+1

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 5 · 26k+1 · 26k

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 26k+1 · 26k−1

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−5+

7 · 26k+1 · 26k−5

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−5+

9 · 26k+1 · 26k−6 + 5 · 26k+1 · 26k−6

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−5+

9 · 26k+1 · 26k−6 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 20 + 5 · 26k+1 · 20

= 9 · 26k+1(26k+1 + 26k + 26k−1 + 26k−5 + 26k−6 + · · ·+ 1) + 5 · 26k+1

Karena 4 · 26k+1 · 4 · 26k+1 6= 4 · 26k+1 mod 9 · 26k+1, berarti 4 · 26k+1 bukanlah elemen

idempoten subring
〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×).
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Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 5 ·26k+1 adalah elemen idempoten subring〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×) dengan cara 5·26k+1·5·26k+1 = 5·26k+1 mod 9·26k+1.

Bukti :

25 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k+2 + 7 · 26k+1 · 26k+1

= 9 · 26k+1 · 26k+2 + 9 · 26k+1 · 26k + 5 · 26k+1 · 26k

= 9 · 26k+1 · 26k+2 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 26k+1 · 26k−1

= 9 · 26k+1 · 26k+2 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−5+

7 · 26k+1 · 26k−5

= 9 · 26k+1 · 26k+2 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−5+

9 · 26k+1 · 26k−6 + 5 · 26k+1 · 26k−6

= 9 · 26k+1 · 26k+2 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−5+

9 · 26k+1 · 26k−6 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 20 + 5 · 26k+1 · 20

= 9 · 26k+1(26k+2 + 26k + 26k−1 + 26k−5 + 26k−6 + · · ·+ 1) + 5 · 26k+1

Jadi, terbukti bahwa 5 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 5 · 26k+1 mod 9 · 26k+1 ini berarti 5 · 26k+1

adalah elemen idempoten subring
〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 6 ·26k+1 adalah elemen idempoten subring〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×) dengan cara 6·26k+1·6·26k+1 = 6·26k+1 mod 9·26k+1.

Bukti :

36 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k+3 + 0

Karena 6·26k+1 ·6·26k+1 adalah kelipatan 9·26k+1 mengakibatkan 6·26k+1 ·6·26k+1 = 0

mod 9 · 26k+1 maka, 6 · 26k+1 bukanlah elemen idempoten subring
〈
26k+1

〉
pada ring

(Z9·26k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 7 ·26k+1 adalah elemen idempoten subring〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×) dengan cara 7·26k+1·7·26k+1 = 7·26k+1 mod 9·26k+1.

Bukti :

49 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 5 · 26k+1 + 4 · 26k+1 · 26k+1

= 9 · 26k+1 · 5 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 7 · 26k+2 · 26k−1
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= 9 · 26k+1 · 5 · 26k+1 +9 · 26k+1 · 26k−1 +9 · 26k+1 · 26k−2 +5 · 26k+1 · 26k−2

= 9 · 26k+1 · 5 · 26k+1+9 · 26k+1 · 26k−1+9 · 26k+1 · 26k−2+9 · 26k+1 · 26k−3+

26k+1 · 26k−3

= 9 · 26k+1 · 5 · 26k+1+9 · 26k+1 · 26k−1+9 · 26k+1 · 26k−2+9 · 26k+1 · 26k−3+

9 · 26k+1 · 26k−7 + 7 · 26k+1 · 26k−7

= 9 · 26k+1 · 5 · 26k+1+9 · 26k+1 · 26k−1+9 · 26k+1 · 26k−2+9 · 26k+1 · 26k−3+

9 · 26k+1 · 26k−7 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 23 + 26k+2 · 23

= 9 · 26k+1(5 · 26k+1 +26k−1 +26k−2 +26k−3 +26k−7 + · · ·+8)+ 8 · 26k+1

Karena 7 · 26k+1 · 7 · 26k+1 6= 7 · 26k+1 mod 9 · 26k+1, berarti 7 · 26k+1 bukanlah elemen

idempoten subring
〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 8 ·26k+1 adalah elemen idempoten subring〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×) dengan cara 8·26k+1·8·26k+1 = 8·26k+1 mod 9·26k+1.

Bukti :

64 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 7 · 26k+1 + 26k+1 · 26k+1

= 9 · 26k+1 · 7 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 7 · 26k+1 · 26k−3

= 9 · 26k+1 · 7 · 26k+1 +9 · 26k+1 · 26k−3 +9 · 26k+1 · 26k−4 +5 · 26k+1 · 26k−4

= 9 · 26k+1 · 7 · 26k+1+9 · 26k+1 · 26k−3+9 · 26k+1 · 26k−4+9 · 26k+1 · 26k−5+

26k+1 · 26k−5

= 9 · 26k+1 · 7 · 26k+1+9 · 26k+1 · 26k−3+9 · 26k+1 · 26k−4+9 · 26k+1 · 26k−5+

9 · 26k+1 · 26k−9 + 7 · 26k+1 · 26k−9

= 9 · 26k+1 · 7 · 26k+1+9 · 26k+1 · 26k−3+9 · 26k+1 · 26k−4+9 · 26k+1 · 26k−5+

9 · 26k+1 · 26k−9 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 21 + 26k+1 · 21

= 9 · 26k+1(7 · 26k+1 +26k−3 +26k−4 +26k−5 +26k−9 + · · ·+2)+ 2 · 26k+1

Karena 8 · 26k+1 · 8 · 26k+1 6= 8 · 26k+1 mod 9 · 26k+1, berarti 8 · 26k+1 bukanlah elemen

idempoten subring
〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×).

Elemen idempoten subring
〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×) berada di 5·26k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 5 · 26k+1 adalah unity subring
〈
26k+1

〉
pada ring
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(Z9·26k+1 ,+,×). Akan ditunjukkan 26k+1 · 5 · 26k+1 = 2 · 26k+1 mod 9 · 26k+1.

Bukti :

5 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k + 26k+1 · 26k

= 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 7 · 26k+1 · 26k−4

= 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 9 · 26k+1 · 26k−5 + 5 · 26k+1 · 26k−5

= 9·26k+1 ·26k+9·26k+1 ·26k−4+9·26k+1 ·26k−5+9·26k+1 ·26k−6+26k+1 ·26k−6

= 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 9 · 26k+1 · 26k−5 + 9 · 26k+1 · 26k−6+

9 · 26k+1 · 26k−10 + 7 · 26k+1 · 26k−10

= 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 9 · 26k+1 · 26k−5 + 9 · 26k+1 · 26k−6+

9 · 26k+1 · 26k−10 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 20 + 26k+1 · 20

= 9 · 26k+1(26k + 26k−4 + 26k−5 + 26k−6 + 26k−10 + · · ·+ 1) + 26k+1

Jadi, terbukti bahwa 26k+1 · 5 · 26k+1 = 26k+1 mod 9 · 26k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 2 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 2 · 26k+1 mod 9 · 26k+1

Bukti :

10 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k+1 + 26k+1 · 26k+1

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 7 · 26k+1 · 26k−3

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 5 · 26k+1 · 26k−4

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 9 · 26k+1 · 26k−5+

26k+1 · 26k−5

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 9 · 26k+1 · 26k−5+

9 · 26k+1 · 26k−9 + 7 · 26k+1 · 26k−9

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4 + 9 · 26k+1 · 26k−5+

9 · 26k+1 · 26k−9 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 21 + 26k+1 · 21

= 9 · 26k+1(26k+1 + 26k−3 + 26k−4 + 26k−5 + 26k−9 + · · ·+ 2) + 2 · 26k+1

Jadi, terbukti bahwa 2 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 2 · 26k+1 mod 9 · 26k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 3 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 3 · 26k+1 mod 9 · 26k+1

Bukti :
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15 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k+1 + 6 · 26k+1 · 26k+1

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 3 · 26k+1 · 26k

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 3 · 26k+1 · 26k−2

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−4+

3 · 26k+1 · 26k−4

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−4+

9 · 26k+1 · 26k−6 + 3 · 26k+1 · 26k−6

= 9 · 26k+1 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−4+

9 · 26k+1 · 26k−6 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 20 + 3 · 26k+1 · 20

= 9 · 26k+1(26k+1 + 26k + 26k−2 + 26k−4 + 26k−6 + · · ·+ 1) + 3 · 26k+1

Jadi, terbukti bahwa 3 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 3 · 26k+1 mod 9 · 26k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 4 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 4 · 26k+1 mod 9 · 26k+1

Bukti :

20 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k+2 + 26k+1 · 26k+2

= 9 · 26k+1 · 26k+2 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 7 · 26k+1 · 26k−2

= 9 · 26k+1 · 26k+2 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 5 · 26k+1 · 26k−3

= 9 · 26k+1 · 26k+2 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4+

26k+1 · 26k−4

= 9 · 26k+1 · 26k+2 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4+

9 · 26k+1 · 26k−8 + 7 · 26k+1 · 26k−8

= 9 · 26k+1 · 26k+2 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3 + 9 · 26k+1 · 26k−4+

9 · 26k+1 · 26k−8 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 22 + 26k+1 · 22

= 9 · 26k+1(26k+2 + 26k−2 + 26k−3 + 26k−4 + 26k−8 + · · ·+ 4) + 4 · 26k+1

Jadi, terbukti bahwa 4 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 4 · 26k+1 mod 9 · 26k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 6 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 6 · 26k+1 mod 9 · 26k+1

Bukti :

30 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1 + 3 · 26k+1 · 26k+1
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= 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 3 · 26k+1 · 26k−1

= 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1 +9 · 26k+1 · 26k−1 +9 · 26k+1 · 26k−3 +3 · 26k+1 · 26k−3

= 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1+9 · 26k+1 · 26k−1+9 · 26k+1 · 26k−3+9 · 26k+1 · 26k−5+

3 · 26k+1 · 26k−5

= 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1+9 · 26k+1 · 26k−1+9 · 26k+1 · 26k−3+9 · 26k+1 · 26k−5+

9 · 26k+1 · 26k−7 + 3 · 26k+1 · 26k−7

= 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1+9 · 26k+1 · 26k−1+9 · 26k+1 · 26k−3+9 · 26k+1 · 26k−5+

9 · 26k+1 · 26k−7 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 21 + 3 · 26k+1 · 21

= 9 · 26k+1(3 · 26k+1 +26k−1 +26k−3 +26k−5 +26k−7 + · · ·+2)+ 6 · 26k+1

Jadi, terbukti bahwa 6 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 6 · 26k+1 mod 9 · 26k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 7 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 7 · 26k+1 mod 9 · 26k+1

Bukti :

35 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1 + 8 · 26k+1 · 26k+1

= 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 7 · 26k+1 · 26k

= 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 5 · 26k+1 · 26k−1

= 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2+

26k+1 · 26k−2

= 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2+

9 · 26k+1 · 26k−6 + 7 · 26k+1 · 26k−6

= 9 · 26k+1 · 3 · 26k+1 + 9 · 26k+1 · 26k + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2+

9 · 26k+1 · 26k−6 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 20 + 7 · 26k+2 · 20

= 9 · 26k+1(3 · 26k+1 + 26k + 26k−1 + 26k−2 + 26k−6 + · · ·+ 1) + 7 · 26k+1

Jadi, terbukti bahwa 7 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 7 · 26k+1 mod 9 · 26k+1.

Selanjutnya akan ditunjukkan 8 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 8 · 26k+1 mod 9 · 26k+1

Bukti :

40 · 212k+2 = 9 · 26k+1 · 26k+3 + 26k+1 · 26k+3

= 9 · 26k+1 · 26k+3 + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 7 · 26k+1 · 26k−1
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= 9 · 26k+1 · 26k+3 + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 5 · 26k+1 · 26k−2

= 9 · 26k+1 · 26k+3 + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3+

26k+1 · 26k−3

= 9 · 26k+1 · 26k+3 + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3+

9 · 26k+1 · 26k−7 + 7 · 26k+1 · 26k−7

= 9 · 26k+1 · 26k+3 + 9 · 26k+1 · 26k−1 + 9 · 26k+1 · 26k−2 + 9 · 26k+1 · 26k−3+

9 · 26k+1 · 26k−7 + · · ·+ 9 · 26k+1 · 23 + 26k+1 · 23

= 9 · 26k+1(26k+3 + 26k−1 + 26k−2 + 26k−3 + 26k−7 + · · ·+ 8) + 8 · 26k+1

Jadi, terbukti bahwa 8 · 26k+1 · 5 · 26k+1 = 8 · 26k+1 mod 9 · 26k+1 berarti 5 · 26k+1

adalah unity dari subring
〈
26k+1

〉
pada ring (Z9·26k+1 ,+,×). Contoh untuk k = 0, l =

6 · 0 + 1 = 1. Ring (Z9·21 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, · · ·, 16, 17} dan subring 〈21〉 =

{0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}. Unity dari subring 〈21〉 adalah 10 karena 10 · 10 = 100 =

10 mod 9 · 21, 2 · 10 = 20 = 2 mod 9 · 21, 4 · 10 = 40 = 4 mod 9 · 21, 6 · 10 = 60 = 6

mod 9 · 21, 8 · 10 = 80 = 8 mod 9 · 21, 12 · 10120 = 12 mod 9 · 21, 14 · 10 = 140 = 14

mod 9 · 21, dan 16 · 10 = 160 = 16 mod 9 · 21.

Untuk l = 6k + 2, subring
〈
26k+2

〉
= {0, 26k+2, 2 · 26k+2, 3 · 26k+2, 4 · 26k+2,

5 · 26k+2, 6 · 26k+2, 7 · 26k+2, 8 · 26k+2} akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah

pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada l = 6k + 1.

26k+2 ·26k+2 = 9·26k+2(26k−2+26k−3+26k−4+26k−8+26k−9+26k−10+···+2)+4·26k+2

2·26k+2·2·26k+2 = 9·26k+2(26k+26k−1+26k−2+26k−6+26k−7+26k−8+···+1)+7·26k+2

3 · 26k+2 · 3 · 26k+2 = 9 · 26k+2 · 26k+2 + 0

4·26k+2 ·4·26k+2 = 9·26k+2(26k+2+26k+1+26k+26k−4+26k−5+26k−6+···+1)+26k+2

5·26k+2 ·5·26k+2 = 9·26k+2(26k+3+26k+1+26k+26k−4+26k−5+26k−6+···+1)+26k+2

6 · 26k+2 · 6 · 26k+2 = 9 · 26k+2 · 26k+4 + 0

7 ·26k+2 ·7 ·26k+2 = 9 ·26k+2(5 ·26k+2+26k+26k−1+26k−2+26k−6+ · · ·+1)+7 ·26k+2

8·26k+2 ·8·26k+2 = 9·26k+2(7·26k+2+26k−2+26k−3+26k−4+26k−8+···+4)+4·26k+2

Elemen idempoten subring
〈
26k+2

〉
berada pada 7 · 26k+2 karena 7 · 26k+2 · 7 · 26k+2 =
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7 · 26k+2 mod 9 · 26k+2. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 7 · 26k+2 adalah unity

subring
〈
26k+2

〉
. Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen tak nol dengan

7 · 26k+2 menghasilkan elemen tersebut mod 7 · 26k+2.

26k+2 · 7 · 26k+2 = 9 · 26k+2(26k+1 + 26k + 26k−4 + 26k−5 + 26k−6 + · · ·+ 1) + 26k+2

2 ·26k+2 ·7 ·26k+2 = 9 ·26k+2(26k+2+26k+1+26k−3+26k−4+26k−5+ · · ·+2)+2 ·26k+2

3 · 26k+2 · 7 · 26k+2 = 9 · 26k+2(26k+3+26k+26k−2+26k−4+26k−6+ · · ·+1)+3 · 26k+2

4·26k+2 ·7·26k+2 = 9·26k+2(3·26k+2+26k−2+26k−3+26k−4+26k−8+···+4)+4·26k+2

5·26k+2·7·26k+2 = 9·26k+2(3·26k+2+26k+1+26k+26k−1+26k−5+26k−6+···+1)+5·26k+2

6·26k+2 ·7·26k+2 = 9·26k+2(4·26k+2+26k+1+26k−1+26k−3+26k−5+···+2)+6·26k+2

8·26k+2 ·7·26k+2 = 9·26k+2(3·26k+3+26k−1+26k−2+26k−3+26k−7+···+8)+8·26k+2

Karena elemen tak nol subring
〈
26k+2

〉
dikalikan dengan 7·26k+2 menghasilkan elemen

tersebut mod 9 · 26k+2. Jadi, terbukti bahwa 7 · 26k+2 adalah unity dari subring
〈
26k+2

〉
.

Contoh untuk k = 0, l = 6 · 0+ 2 = 2. Ring (Z9·22 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, · · ·, 34, 35}

dan subring 〈22〉 = {0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32}. Unity dari subring 〈22〉 adalah 28

karena 28 ·28 = 784 = 28 mod 9 ·22, 4 ·28 = 112 = 4 mod 9 ·22, 8 ·28 = 224 = 8 mod

9 ·22, 12 ·28 = 336 = 12 mod 9 ·22, 16 ·28 = 448 = 16 mod 9 ·22, 20 ·28 = 560 = 20

mod 9 · 22, 24 · 28 = 672 = 24 mod 9 · 22, dan 32 · 28 = 896 = 32 mod 9 · 22.

Untuk l = 6k + 3, subring
〈
26k+3

〉
= {0, 26k+3, 2 · 26k+3, 3 · 26k+3, 4 · 26k+3,

5 · 26k+3, 6 · 26k+3, 7 · 26k+3, 8 · 26k+3} akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah

pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada l = 6k + 1.

26k+3 ·26k+3 = 9·26k+3(26k−1+26k−2+26k−3+26k−7+26k−8+26k−9+···+8)+8·26k+3

2·26k+3·2·26k+3 = 9·26k+3(26k+1+26k+26k−1+26k−5+26k−6+26k−7+···+1)+5·26k+3

3 · 26k+3 · 3 · 26k+3 = 9 · 26k+3 · 26k+3 + 0

4 · 26k+3 · 4 · 26k+3 = 9 · 26k+3(26k+3+26k+2+26k+1+26k−3+26k−4+26k−5+ · · ·+2)

+2 · 26k+3

5 · 26k+3 · 5 · 26k+3 = 9 · 26k+3(26k+4+26k+2+26k+1+26k−3+26k−4+26k−5+ · · ·+2)

+2 · 26k+3
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6 · 26k+3 · 6 · 26k+3 = 9 · 26k+3 · 26k+5 + 0

7·26k+3·7·26k+3 = 9·26k+3(5·26k+3+26k+1+26k+26k−1+26k−5+26k−6+···+1)+5·26k+3

8·26k+3 ·8·26k+3 = 9·26k+3(7·26k+3+26k−1+26k−2+26k−3+26k−7+···+8)+8·26k+3

Elemen idempoten subring
〈
26k+3

〉
berada pada 8 · 26k+3 karena 8 · 26k+3 · 8 · 26k+3 =

8 · 26k+3 mod 9 · 26k+3. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 8 · 26k+3 adalah unity

subring
〈
26k+3

〉
. Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen tak nol dengan

8 · 26k+3 menghasilkan elemen tersebut mod 9 · 26k+3

26k+3 ·8 ·26k+3 = 9 ·26k+3(26k+2+26k+1+26k+26k−4+26k−5+26k−6+ · · ·+1)+26k+3

2 · 26k+3 · 8 · 26k+3 = 9 · 26k+3(26k+3+26k+2+26k+1+26k−3+26k−4+26k−5+ · · ·+2)

+2 · 26k+3

3·26k+3·8·26k+3 = 9·26k+3(26k+3+26k+2+26k+26k−2+26k−4+26k−6+···+1)+3·26k+3

4·26k+3 ·8·26k+3 = 9·26k+3(3·26k+3+26k+3+26k−2+26k−3+26k−4+···+4)+4·26k+3

5·26k+3·8·26k+3 = 9·26k+3(26k+5+26k+1+26k+26k−1+26k−5+26k−6+···+1)+5·26k+3

6·26k+3 ·8·26k+3 = 9·26k+3(5·26k+3+26k+1+26k−1+26k−3+26k−5+···+2)+6·26k+3

7 ·26k+3 ·8 ·26k+3 = 9 ·26k+3(3 ·26k+4+26k+26k−1+26k−2+26k−6+ · · ·+1)+7 ·26k+3

Karena elemen tak nol subring
〈
26k+3

〉
dikalikan dengan 8·26k+3 menghasilkan elemen

tersebut mod 9 · 26k+3. Jadi, terbukti bahwa 8 · 26k+3 adalah unity dari subring
〈
26k+3

〉
.

Contoh untuk k = 0, l = 6 · 0 + 3 = 3, ring (Z9·23 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, · · ·, 70, 71}

dan subring 〈23〉 = {0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64}. Unity dari subring 〈23〉 adalah 64

karena 64 ·64 = 4096 = 64 mod 9 ·23, 8 ·64 = 512 = 8 mod 9 ·23, 16 ·64 = 1024 = 16

mod 9 · 23, 24 · 64 = 1536 = 64 mod 9 · 23, 32 · 6 = 20484 = 32 mod 9 · 23,

40 ·64 = 2560 = 40 mod 9 ·23, 48 ·64 = 3072 = 48 mod 9 ·23, dan 56 ·64 = 3584 = 56

mod 9 · 23.

Untuk l = 6k + 4, subring
〈
26k+4

〉
= {0, 26k+4, 2 · 26k+4, 3 · 26k+4, 4 · 26k+4,

5 · 26k+4, 6 · 26k+4, 7 · 26k+4, 8 · 26k+4} akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah

pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada l = 6k + 1.

26k+4 ·26k+4 = 9 ·26k+4(26k+26k−1+26k−2+26k−6+26k−7+26k−8+ · · ·+1)+7 ·26k+4
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2·26k+4 ·2·26k+4 = 9·26k+4(26k+2+26k+1+26k+26k−4+26k−5+26k−6+···+1)+26k+4

3 · 26k+4 · 3 · 26k+4 = 9 · 26k+4 · 26k+4 + 0

4 · 26k+4 · 4 · 26k+4 = 9 · 26k+4(26k+4+26k+3+26k+2+26k−2+26k−3+26k−4+ · · ·+4)

+4 · 26k+4

5 · 26k+4 · 5 · 26k+4 = 9 · 26k+4(26k+5+26k+3+26k+2+26k−2+26k−3+26k−4+ · · ·+4)

+4 · 26k+4

6 · 26k+4 · 6 · 26k+4 = 9 · 26k+4 · 26k+6 + 0

7·26k+4·7·26k+4 = 9·26k+4(5·26k+4+26k+2+26k+1+26k+26k−4+26k−5+26k−6+···+1)

+26k+4

8 ·26k+4 ·8 ·26k+4 = 9 ·26k+4(7 ·26k+4+26k+26k−1+26k−2+26k−6+ · · ·+1)+1 ·26k+4

Elemen idempoten subring
〈
26k+4

〉
berada pada 4 · 26k+4 karena 4 · 26k+4 · 4 · 26k+4 =

4 · 26k+4 mod 9 · 26k+4. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 4 · 26k+4 adalah unity

subring
〈
26k+4

〉
.

26k+4 ·4 ·26k+4 = 9 ·26k+4(26k+2+26k+1+26k+26k−4+26k−5+26k−6+ · · ·+1)+26k+4

2 · 26k+4 · 4 · 26k+4 = 9 · 26k+4(26k+3+26k+2+26k+1+26k−3+26k−4+26k−5+ · · ·+2)

+2 · 26k+4

3·26k+4·4·26k+4 = 9·26k+4(26k+4+26k+2+26k+26k−2+26k−4+26k−6+···+1)+3·26k+4

5·26k+4·4·26k+4 = 9·26k+4(26k+5+26k+1+26k+26k−1+26k−5+26k−6+···+1)+5·26k+4

6 ·26k+4 ·4 ·26k+4 = 9 ·26k+4(26k+5+26k+3+26k+1+26k−1+26k−3+ · · ·+2)+6 ·26k+4

7 ·26k+4 ·4 ·26k+4 = 9 ·26k+4(3 ·26k+4+26k+26k−1+26k−2+26k−6+ · · ·+1)+7 ·26k+4

8·26k+4 ·4·26k+4 = 9·26k+4(3·26k+4+26k+3+26k−1+26k−2+26k−3+···+8)+8·26k+4

Karena elemen tak nol subring
〈
26k+4

〉
dikalikan dengan 4·26k+4 menghasilkan elemen

tersebut mod 9 · 26k+4. Jadi, terbukti bahwa 4 · 26k+4 adalah unity dari subring
〈
26k+4

〉
.

Contoh untuk k = 0, l = 6·0+4 = 4. Ring (Z9·24 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, ···, 142, 143}

dan subring 〈24〉 = {0, 16, 32, 48, 64, 80, 96, 112, 128}. Unity dari subring 〈24〉 adalah

64 karena 64 · 64 = 4096 = 64 mod 9 · 24, 16 · 64 = 1024 = 16 mod 9 · 24,

32 · 64 = 2048 = 32 mod 9 · 24, 48 · 64 = 3072 = 48 mod 9 · 24, 80 · 64 = 5120 = 80
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mod 9 · 24, 96 · 64 = 6144 = 96 mod 9 · 24, 112 · 64 = 7164 = 112 mod 9 · 24 , dan

128 · 64 = 8192 = 128 mod 9 · 24.

Untuk l = 6k + 5 subring
〈
26k+5

〉
= {0, 26k+5, 2 · 26k+5, 3 · 26k+5, 4 · 26k+5,

5 · 26k+5, 6 · 26k+5, 7 · 26k+5, 8 · 26k+5} akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah

pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada l = 6k + 1.

26k+5 · 26k+5 = 9 · 26k+5(26k+1 + 26k + 26k−1 + 26k−5 + 26k−6 + · · ·+ 1) + 7 · 26k+5

2 · 26k+5 · 2 · 26k+5 = 9 · 26k+5(26k+3+26k+2+26k+1+26k−3+26k−4+26k−5+ · · ·+2)

+2 · 26k+5

3 · 26k+5 · 3 · 26k+5 = 9 · 26k+5 · 26k+5 + 0

4 · 26k+5 · 4 · 26k+5 = 9 · 26k+5(26k+5+26k+4+26k+3+26k−1+26k−2+26k−3+ · · ·+8)

+8 · 26k+5

5 · 26k+5 · 5 · 26k+5 = 9 · 26k+5(26k+6+26k+4+26k+3+26k−1+26k−2+26k−3+ · · ·+8)

+8 · 26k+5

6 · 26k+5 · 6 · 26k+5 = 9 · 26k+5 · 26k+7 + 0

7 ·26k+5 ·7 ·26k+5 = 9 ·26k+5(5 ·26k+5+26k+3+26k+2+26k+1+26k−3+26k−4+26k−5+

· · ·+ 2) + 2 · 26k+5

8·26k+5·8·26k+5 = 9·26k+5(7·26k+5+26k+1+26k+26k−1+26k−5+26k−6+···+1)+5·26k+5

Elemen idempoten subring
〈
26k+5

〉
berada pada 2 · 26k+5 karena 2 · 26k+5 · 2 · 26k+5 =

2 · 26k+5 mod 9 · 26k+5. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 · 26k+5 adalah unity

subring
〈
26k+5

〉
.

26k+5 ·2 ·26k+5 = 9 ·26k+5(26k+2+26k+1+26k+26k−4+26k−5+26k−6+ · · ·+1)+26k+5

3·26k+5·2·26k+5 = 9·26k+5(26k+4+26k+2+26k+26k−2+26k−4+26k−6+···+1)+3·26k+5

4 · 26k+5 · 2 · 26k+5 = 9 · 26k+5(26k+4+26k+3+26k+2+26k−2+26k−3+26k−4+ · · ·+4)

+4 · 26k+5

5·26k+5·2·26k+5 = 9·26k+5(26k+5+26k+1+26k+26k−1+26k−5+26k−6+···+1)+5·26k+5

6 ·26k+5 ·2 ·26k+5 = 9 ·26k+5(26k+5+26k+3+26k+1+26k−1+26k−3+ · · ·+2)+6 ·26k+5

7·26k+5·2·26k+5 = 9·26k+5(26k+5+26k+4+26k+26k−1+26k−2+26k−6+···+1)+7·26k+5

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


43

8 · 26k+5 · 2 · 26k+5 = 9 · 26k+5(26k+5+26k+4+26k+3+26k−1+26k−2+26k−3+ · · ·+8)

+8 · 26k+5

Karena elemen tak nol subring
〈
26k+5

〉
dikalikan dengan 2·26k+5 menghasilkan elemen

tersebut mod 9 · 26k+5. Jadi, terbukti bahwa 2 · 26k+5 adalah unity dari subring
〈
26k+5

〉
.

Contoh untuk k = 0, l = 6 · 0 + 5 = 5. Ring (Z9·25 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, · ·

·, 286, 287} dan subring 〈25〉 = {0, 32, 64, 96, 128, 160, 192, 224, 256}. Unity dari

subring 〈25〉 adalah 64 karena 64 · 64 = 4096 = 64 mod 9 · 25, 32 · 64 = 2048 = 32

mod 9 ·25, 96 ·64 = 6144 = 96 mod 9 ·25, 128 ·64 = 8192 = 128 mod 9 ·25, 160 ·64 =

10240 = 160 mod 9 · 25, 192 · 64 = 12288 = 192 mod 9 · 25, 224 · 64 = 14336 = 224

mod 9 · 25, dan 256 · 64 = 16384 = 256 mod 9 · 25.

Untuk l = 6k + 6 subring
〈
26k+6

〉
= {0, 26k+6, 2 · 26k+6, 3 · 26k+6, 4 · 26k+6,

5 · 26k+6, 6 · 26k+6, 7 · 26k+6, 8 · 26k+6} akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah

pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada l = 6k + 1.

26k+6 ·26k+6 = 9 ·26k+6(26k+2+26k+1+26k+26k−4+26k−5+26k−6+ · · ·+1)+26k+6

2 · 26k+6 · 2 · 26k+6 = 9 · 26k+6(26k+4+26k+3+26k+2+26k−2+26k−3+26k−4+ · · ·+4)

+4 · 26k+6

3 · 26k+6 · 3 · 26k+6 = 9 · 26k+6 · 26k+6 + 0

4·26k+6 ·4·26k+6 = 9·26k+6(26k+6+26k+5+26k+4+26k+26k−1+26k−2+26k−6+···+1)

+7 · 26k+6

5·26k+6 ·5·26k+6 = 9·26k+6(26k+7+26k+5+26k+4+26k+26k−1+26k−2+26k−6+···+1)

+7 · 26k+6

6 · 26k+6 · 6 · 26k+6 = 9 · 26k+6 · 26k+8 + 0

7 ·26k+6 ·7 ·26k+6 = 9 ·26k+6(5 ·26k+6+26k+4+26k+3+26k+2+26k−2+26k−3+26k−4+

· · ·+ 4) + 4 · 26k+6

8 · 26k+6 · 8 · 26k+6 = 9 · 26k+6(7 · 26k+6+26k+2+26k+1+26k +26k−4+26k−5+26k−6+

· · ·+ 1) + 26k+6

Elemen idempoten subring
〈
26k+6

〉
berada pada 26k+6 karena 26k+5 ·26k+5 = 26k+5 mod
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9 · 26k+6. Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 26k+6 adalah unity subring
〈
26k+6

〉
.

2·26k+6·26k+6 = 9·26k+6(26k+3+26k+2+26k+1+26k−3+26k−4+26k−5+···+2)+2·26k+6

3·26k+6 ·26k+6 = 9·26k+6(26k+4+26k+2+26k+26k−2+26k−4+26k−6+···+1)+3·26k+6

4·26k+6·26k+6 = 9·26k+6(26k+4+26k+3+26k+2+26k−2+26k−3+26k−4+···+4)+4·26k+6

5·26k+6 ·26k+6 = 9·26k+6(26k+5+26k+1+26k+26k−1+26k−5+26k−6+···+1)+5·26k+6

6 · 26k+6 · 26k+6 = 9 · 26k+6(26k+5+26k+3+26k+1+26k−1+26k−3+ · · ·+2)+6 · 26k+6

7·26k+6 ·26k+6 = 9·26k+6(26k+5+26k+4+26k+26k−1+26k−2+26k−6+···+1)+7·26k+6

8·26k+6·26k+6 = 9·26k+6(26k+5+26k+4+26k+3+26k−1+26k−2+26k−3+···+8)+8·26k+6

Karena elemen tak nol subring
〈
26k+6

〉
dikalikan dengan 26k+6 menghasilkan elemen

tersebut mod 9 · 26k+6. Jadi, terbukti bahwa 26k+6 adalah unity dari subring
〈
26k+6

〉
.

Contoh untuk k = 0, l = 6·0+6 = 6. Ring (Z9·26 ,+,×) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, ···, 574, 575}

dan subring 〈26〉 = {0, 64, 128, 192, 256, 320, 384, 448, 512}. Unity dari subring 〈26〉

adalah 64 karena 64 · 64 = 4096 = 64 mod 9 · 26, 128 · 64 = 8192 = 128 mod 9 · 26,

192 · 64 = 12288 = 192 mod 9 · 26, 256 · 64 = 16384 = 256 mod 9 · 26, 320 · 64 =

20480 = 320 mod 9 · 26, 384 · 64 = 24576 = 384 mod 9 · 26, 448 · 64 = 28672 = 448

mod 9 · 26 , dan 512 · 64 = 32768 = 512 mod 9 · 26.
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BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan

bahwa untuk subring
〈
2l
〉

pada ring (Z1·2l ,+,×) adalah subring proper trivial. Untuk

subring
〈
2l
〉

pada ring (Z3·2k ,+,×) penentuan unity dibagi menjadi dua, yaitu l ganjil

dan l genap. Untuk l ganjil, l = 2k + 1 dengan k adalah suatu bilangan bulat non

negatif, unity berada pada 2 · 22k+1. Sedangkan l genap, l = 2k + 2 dengan k adalah

suatu bilangan bulat non negatif, unity berada pada 22k+2.

Untuk subring
〈
2l
〉

pada ring (Z5·2l ,+,×) penentuan unity dibagi menjadi

empat, yaitu l = 4k + 1, l = 4k + 2, l = 4k + 3, dan l = 4k + 4 dengan k adalah

suatu bilangan bulat non negatif. Untuk l = 4k + 1 unity berada pada 3 · 24k+1. Untuk

l = 4k + 2 unity berada pada 4 · 24k+2. Untuk l = 4k + 3 unity berada pada 2 · 24k+3.

Dan untuk k = 4l + 4 unity berada pada 24k+4.

Untuk subring
〈
2l
〉

pada ring (Z7·2l ,+,×) penentuan unity dibagi menjadi tiga,

yaitu l = 3k + 1, l = 3k + 2, dan l = 3k + 3 dengan k adalah suatu bilangan bulat non

negatif. Untuk l = 3k + 1 unity berada pada 4 · 23k+1. Untuk l = 3k + 2 unity berada

pada 2 · 23k+2. Dan untuk l = 3k + 3 unity berada pada 23k+4.

Untuk subring
〈
2l
〉

pada ring (Z9·2l ,+,×) penentuan unity dibagi menjadi

enam, yaitu l = 6k+ 1, l = 6k+ 2, l = 6k+ 3, l = 6k+ 4, l = 6k+ 5, dan l = 6k+ 6

dengan k adalah suatu bilangan bulat non negatif. Untuk l = 6k + 1 unity berada pada

5 · 26k+1. Untuk l = 6k+ 2 unity berada pada 7 · 26k+2. Untuk l = 6k+ 3 unity berada

pada 8 · 26k+3. Untuk l = 6k + 4 unity berada pada 4 · 26k+4. Untuk l = 6k + 5 unity

berada pada 2 · 26k+5. Dan untuk l = 6k + 6 unity berada pada 26k+6.
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5.2 Saran

Berdasarkan hasil dari penelitian mengenai karakterisasi unity subring proper

non trivial pada ring (Zn,+,×), maka penulis memberikan saran kepada pembaca

untuk mengembangkan penelitian mengenai karakterisasi unity subring proper non

trivial pada ring (Zn,+,×) denagn n yang berbeda.
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