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RINGKASAN

Karakterisasi Unity Subring Proper Non Trivial Pada Ring (Z,,+, x); Sonia
Nurdiansa, 161810101049; 2020; 60 halaman; Jurusan Matematika Fakultas

Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember.

Struktur aljabar adalah cabang ilmu matematika yang mempelajari tentang
himpunan dan operasi. Secara garis besar struktur aljabar dibagi menjadi dua yaitu
teori grup dan teori ring. Teori grup adalah sebuah himpunan tak kosong dengan suatu
opersi biner yang memenuhi aksioma grup. Sedangkan teori ring adalah sebuah
himpunan tak kosong dengan dua opersi biner yang memenuhi aksioma ring.

Suatu subset pada ring yang memenuhi semua aksioma ring disebut subring.
Subring dibagi menjadi dua yaitu subring proper dan subring improper. Subring proper
dibagi menjadi dua yaitu subring proper trivial dan subring proper non trivial. Subring
proper trivial adalah subring yang hanya memiliki elemen identitas (0), sedangkan
subring proper non trivial adalah subring dengan elemen identitas dan elemen yang
lain dan tidak sama dengan ring. Subring improper adalah subring yang elemennya
sama dengan ring. Unity adalah elemen satuan dalam ring. Sebuah ring belum tentu
memiliki unity. Unity dalam suatu ring adalah tunggal. Wijaya (2010) mengatakan
bahwa sebuah ring Z dengan operasi penjumlahan dan perkalian biasa adalah ring
dengan unity (memiliki identitas perkalian) 1. Dari deskripsi subring, bahwasannya
subring memiliki semua aksioma ring tetapi belum tentu memiliki unity. Jika subring
dari ring (Z,,, +, x ) memiliki unity yang sama dengan ringnya maka dapat dikatakan
subring tersebut adalah subring improper karena mengandung unity 1 yang mana 1
adalah generator dari ring (Z,,, +, X ). Jadi jika ada subring proper non trivial dari ring
(Zy,, +, x) memiliki unity maka unitinya bukan 1.

Pada penelitian ini, akan dicari karakterisasi unity subring proper non trivial pada
ring (Zy, +, x). Pada penelitian ini subring dibangun oleh (2') pada ring (Z,, +, x)
dengan n = m2', m adalah bilangan ganjil kurang dari 10, [ adalah bilangan bulat
positif. Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan
bahwa untuk subring <21> pada ring (Z, .91, +, X ) adalah subring proper trivial. Untuk
subring (2') pada ring (Zz.ox, +, X) penentuan unity dibagi menjadi dua, yaitu  ganjil
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dan [ genap. Untuk [ ganjil, [ = 2k + 1 dengan £ adalah suatu bilangan bulat non
negatif, unity berada pada 2 - 22!, Sedangkan [ genap, [ = 2k + 2 dengan k adalah
suatu bilangan bulat non negatif, unity berada pada 2%**2. Untuk subring <2l> pada
ring (Zs.ot, +, X ) penentuan unity dibagi menjadi empat, yaitu [ = 4k + 1,1 = 4k +
2,1 = 4k + 3, dan [ = 4k + 4 dengan k adalah suatu bilangan bulat non negatif.
Untuk [ = 4k + 1 unity berada pada 3 - 2***1. Untuk [ = 4k + 2 unity berada pada
4 - 2*%+2 Untuk [ = 4k + 3 unity berada pada 2 - 2***3, Dan untuk k¥ = 4/ + 4 unity
berada pada 2**™*. Untuk subring (2') pada ring (Zy.51, 4, x) penentuan unity dibagi
menjadi tiga, yaitu [ = 3k + 1,1 = 3k + 2, dan [ = 3k + 3 dengan £ adalah suatu
bilangan bulat non negatif. Untuk [ = 3k + 1 unity berada pada 4 - 23**!, Untuk
| = 3k + 2 unity berada pada 2 - 232, Dan untuk [ = 3k + 3 unity berada pada 23*+4,
Untuk subring (2') pada ring (Zg.51, +, x ) penentuan unity dibagi menjadi enam, yaitu
[=06k+1,l=6k+2,]l=6k+3,]l =6k+4,l =6k + 5,dan [ = 6k + 6 dengan k
adalah suatu bilangan bulat non negatif. Untuk [ = 6k -+ 1 unity berada pada 5 - 265+,
Untuk | = 6k + 2 unity berada pada 7 - 26*"2, Untuk | = 6k + 3 unity berada pada
8 - 20k+3 Untuk | = 6k + 4 unity berada pada 4 - 26**4, Untuk [ = 6k + 5 unity berada
pada 2 - 2545 Dan untuk [ = 6k + 6 unity berada pada 26++¢,
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan. Matematika
bukanlah sebuah ilmu yang bisa berdiri sendiri melainkan dibentuk atau sebagai
induk dari beberapa cabang ilmu lainnya seperti aritmatika, geometri, aljabar,
trigonometri, dan lain-lain. Matematika dapat diartikan sebagai cara berpikir atau
bernalar. Matematika dapat digunakan saat menentukan apakah pilihan itu benar
atau salah, atau paling tidak ada kemungkinan yang benar. Salah satu cabang ilmu
matematika adalah aljabar. Aljabar berasal dari bahasa arab Al-Jabr yang artinya
pengumpulan bagian-bagian yang rusak. Aljabar adalah salah satu cabang matematika
ynag mempelajari tentang penyelesaian masalah menggunakan simbol-simbol sebagai
pengganti konstanta dan variabel.

Salah satu cabang dari aljabar adalah struktur aljabar. Struktur aljabar adalah
cabang ilmu matematika yang mempelajari tentang himpunan dan operasi. Operasi
yang dimaksud adalah operasi biner. Operasi biner adalah sebuah aturan yang bersifat
tertutup dan memiliki ketunggalan hasil. Secara garis besar struktur aljabar dibagi
menjadi dua yaitu teori grup dan teori ring. Teori grup adalah sebuah himpunan tak
kosong dengan sebuah operasi biner yang memenuhi aksioma grup. Aksioma grup
tersebut adalah tertutup, asosiatif, memiliki elemen identitas, dan setiap elemen dalam
himpunan tersebut memiliki invers. Karena himpunan tak kosong tersebut dengan
operasi biner maka aksioma tertutup dan asosiatif sudah terpenuhi. Jadi himpunan tak
kosong dengan operasi biner hanya memerlukan ada elemen identitas dan setiap
elemen dalam himpunan tersebut memiliki invers untuk menjadi sebuah grup.

Teori ring adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner. Ring adalah
grup abelian dengan operasi biner kedua memenuhi aksioma tertutup, asosiaif, dan

distributif kiri kanan. Suatu ring dengan operasi kedua bersifat komutatif disebut ring
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komutatif. Suatu ring dengan identitas operasi kedua (satuan) disebut ring dengan
unity. Jika ada himpunan H subset ring R dan H memenuhi sifat-sifat aksioma ring,
H juga memiliki operasi yang sama dengan ring R maka / disebut subring. Jika
sebuah subring sama dengan ringnya maka subring tersebut dinamakan dengan
subring tidak sejati atau improper. Sedangkan subring yang tidak sama dengan
ringnya dinamakan subring sejati atau proper. Subring proper dibagi menjadi dua
yaitu subring proper trivial (hanya memuat elemen identitas) dan subring proper non
trivial (terdiri dari elemen identitas dan elemen yang lain).

Wijaya (2010) mengatakan bahwa sebuah ring Z dengan operasi penjumlahan
dan perkalian biasa adalah ring dengan unity (memiliki identitas perkalian) 1. Dari
deskripsi subring, bahwasannya subring memiliki seluruh aksioma ring tetapi belum
tentu memiliki unity. Jika subring dari ring (Z,, +, x) memiliki unity yang sama
dengan ringnya maka dapat dikatakan subring tersebut adalah subring improper
karena mengandung unity 1 yang mana 1 adalah generator dari ring (Z,, +, x). Jadi
jika ada subring proper non trivial dari ring (Z,,, +, x ) memiliki unity maka unitinya
bukan 1. Dari latar belakang di atas, penulis tertarik untuk mengkaji karakterisasi

unity subring proper non trivial pada ring (Z,, +, X).

1.2 Rumusan Masalah
Dari latar belakang di atas dapat dirumuskan masalah pada peneitian ini

adalah bagaimana cara mengkarakterisasi unity subring proper non trivial pada ring

(Zy, +, X).

1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah dari penelitian ini adalah ring (Z,,, +, x ) dengan n = m2!, m

adalah bilangan ganjil kurang dari 10, [ adalah bilangan bulat positif, dan subring yang
dibangun oleh <2l>.
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1.4 Tujuan Penelitian
Dari rumusan masalah di atas tujuan dari penelitian ini untuk mendapatkan

karakterisasi unity subring proper non trivial pada ring (Z,,, +, X).

1.5 Manfaat
1.5.1 Penulis
Manfaat bagi penulis adalah menambah wawasan tentang unity subring proper

non trivial pada ring (Z,,, +, X).

1.5.2 Pembaca
Manfaat bagi pembaca adalah sebagai bahan tambahan perkuliahan struktur

aljabar tentang unity proper non trivial pada ring (Z,, +, X).
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Himpunan dan Operasi

Himpunan adalah kumpulan suatu objek yang mempunyai ciri dan karakteristik
yang sama dan dapat terdefinisikan dengan baik (well defined). Objek-objek ini
biasa disebut dengan anggota atau unsur atau elemen dari himpunan tersebut. Suatu
himpunan biasanya dinotasikan dengan huruf kapital/besar, misalkan A, B,C' dan
lain-lain. Sedangkan huruf kecil menotasikan unsur-unsur atau anggota-anggota dari
himpunan tersebut, misalkan a, b, ¢, dan lain-lain. Misalkan = adalah anggota dari
himpunan A maka dinotasikan dengan x € A dan misalkan y bukan anggota dari
himpunan A maka dinotasikan y ¢ A. Sedangkan himpunan yang tidak memiliki
anggota disebut dengan himpunan kosong dan dinotasikan dengan ¢ atau {} (Masoed,
2013).

Masoed pada tahun 2013 mengatakan bahwa misalkan Z merupakan sebuah
himpunan dan jika untuk setiap a,b € Z dan b # 0, maka terdapat ¢,r € Z
sedemikian sehingga a = bg + r, dengan 0 < r < |b|. Bilangan bulat ¢ dan
r ditentukan secara tunggal oleh a dan b yang diperlukan. Selanjutnya a disebut
bilangan yang dibagi, b disebut pembagi, ¢ disebut hasil bagi, dan r disebut sisa.

Prihandoko pada tahun 2016 mengatakan bahwa fungsi adalah pemetaan ¢ dari
himpunan A ke himpunan B adalah suatu aturan yang memetakan setiap elemen
dari A dengan tepat satu elemen dari B. Secara notasi dapat dinyatakan bahwa
¢ : A — B merupakan sebuah fungsi jika Va € A,3!b € B, ¢(a) = b. Sehingga untuk
menunjukkan bahwa suatu aturan merupakan fungsi maka perlu dibuktikan bahwa
Vaj,as € Aya; = az = ¢(a1) = ¢(az). Secara umum fungsi dapat didefinisikan

sebagai berikut.

Definisi 2.1. Suatu fungsi atau pemetaan ¢ dari himpunan A ke himpunan B adalah

suatu aturan yang memasangkan setiap elemen dari A dengan tepat satu elemen di B.
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Definisi 2.2. Suatu fungsi dari himpunan A ke himpunan B dikatakan satu-satu
Jjika setiap elemen di B memiliki paling banyak satu elemen dari A yang dipetakan
kepadanya dan dikatakan onto jika setiap elemen di B memiliki paling sedikit satu

elemen dari A yang dipetakan kepadanya.

Dengan demikian teknis untuk menunjukkan kedua predikat fungsi tersebut

adalah sebagai berikut.

1. Untuk menunjukkan bahwa ¢ adalah satu-satu, maka harus ditunjukkan bahwa

¢(a1) = ¢(az) berimplikasi a; = as.

2. Untuk menunjukkan bahwa ¢ adalah onto, maka harus ditunjukkan bahwa Vb €
B,3a € A 3 ¢(a) = b (Prihandoko, 2016).

Prihandoko pada tahun 2016 mengatakan bahwa suatu operasi biner pada sebuah
himpunan S diartikan sebagai sebuah aturan yang memasangkan setiap pasangan
terurut elemen-elemen S, (a,b) dengan suatu elemen dalam S. Persoalan ini
menunjukkan bahwa sebuah himpunan S tertutup di bawah operasi biner. Artinya, jika
a,b € S dan * merupakan suatu operasi biner pada S sedemikian sehingga a * b = ¢
maka haruslah ¢ € S. Selain itu juga suatu istilah pasangan terurut memegang peranan
sangat penting, sebab elemen yang dipasangkan dengan (a,b) belum tentu sama
dengan elemen yang dipasangkan dengan (b,a). Secara umum operasi biner dapat

didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.3. Suatu operasi biner pada suatu himpunan S dimaksudkan sebagai sebuah
aturan yang memasangkan setiap pasangan terurut elemen-elemen S,(a,b) dengan

suatu elemen dalam S.

2.2 Teori Grup
Suatu struktur aljabar merupakan suatu sistem yang memiliki dua unsur utama

yang berisi sebuah himpunan serta operasi biner yang dapat didefinisikan di dalamnya.
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Sistem yang terdiri dari sebuah himpunan tak kosong G dan sebuah operasi biner
yang dapat didefinisikan di dalamnya dapat disebut grupoid. Jika suatu operasi biner
dalam grupoid tersebut bersifat asosiatif, maka sistem tersebut dapat dikatakan menjadi
sebuah semi grup. Semi grup yang memuat elemen identitas yaitu sebuah elemen e
sedemikian hingga untuk setiap a € G berlaku a * ¢ = e * a = a, dapat dikatakan
sebagai monoid. Jika setiap elemen dalam monoid memiliki invers, yaitu untuk setiap
a € G, Ja=! € G sedemikian hingga a * a™! = a~! x a = e, maka sistem yang

baru disebut grup (Prihandoko, 2016). Secara umum grup dapat didefinisikan sebagai

berikut.

Definisi 2.4. Misalkan G merupakan sebuah himpunan tak kosong serta operasi biner
* dinotasikan sebagai (G, %) dapat didefinisikan sebagai suatu grup apabila memenuhi

aksioma-aksioma berikut.
a. Operasi x pada G bersifat tertutup. BerartiVz,y € G, berlaku x xy € G.

b. Operasi x pada G bersifat asosiatif. BerartiNVx,y, z € G, berlaku x x (y x z) =

¢. G memuat elemen identitas. de € G dan Vx € G sedemikian sehingga berlaku

r*xe=e*xT =2T.

d. Setiap elemen di G memiliki invers di G. Vx € G,3x~! € G sedemikian

1 1

sehinggax™ xx=x*xx " =e.

Maya pada tahun 2016 mengatakan bahwa identitas dan invers dalam suatu grup
adalah tunggal. Misalkan e; dan e; masing-masing adalah elemen identitas di dalam
grup (G, x). Karena e; adalah elemen indentitas dan e, adalah suatu elemen di dalam
(G, %), diperoleh e; * e = e;. Karena e, adalah elemen indentitas dan e; adalah
suatu elemen di dalam (G, ), diperoleh e; * e = e5. Dengan demikian diperoleh

e1 = e1 x e3 = e9. Jadi, terbukti bahwa elemen identitas di grup (G, *) tunggal. Ambil
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sebarang a € (G,*). Misal b; dan b, masing-masing adalah elemen di dalam (G, *)
yang merupakan invers dari a. Hal ini berarti @ « b; = e dan a * by = e. Perhatikan

bahwa b; = b; x ¢

= by * (a * by)
= (by *a) % by
=ex*x by

— b,

sehingga terbukti bahwa invers setiap elemen di dalam (G, *) tunggal. Dari uraian

diatas mengasilkan teorema sebagai berikut.
Teorema 2.1. Jika (G, %) grup, maka :

a. elemen identitas di dalam (G, *) tunggal;

b. invers setiap elemen di dalam (G, *) tunggal.

Lolang pada tahun 2013 mengatakan bahwa jika suatu grup (G, ) bersifat
komutatif atau Vx,y € G berlaku x x y = y % x grup (G, *) disebut grup komutatif

atau abelian. Secara umum dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.5. Misalkan (G, *) merupakan sebuah grup dengan operasi biner . Grup
(G, x) disebut grup komutatif atau abelian jika operasi biner * bersifat komutatif yaitu,

Va,y € G berlaku x * y = y * .

Lolang pada tahun 2013 mengatakan bahwa Z,, himpunan bilangan bulat
modulo n, dengan operasi penjumlahan (+) adalah grup abelian. Contoh untuk n = 4,

grup (Z4,+) = {0, 1,2, 3}.
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Cad | b ) b | = | |-
Cad | b=d | = | | =
e | fad | B | = |
| = | e | B | B
Pl | =2 | = | el | e

Gambar 2.1 Operasi penjumlahan pada grup (Z4, +)

Dari  Gambar 2.1 diketahui bahwa untuk setiap «a,b € Zy
berlaku a + b = b+ a.

Prihandoko pada tahun 2016 mengatakan bahwa misalkan G adalah grup. Jika
ada suatu himpunan tak kosong H C G dan H memiliki semua sifat grup maka H

disebut subgrup. Secara umum subgrup dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.6. Misalkan (G, x) merupakan sebuah grup dengan operasi biner x dan H
suatu subset tak kosong dari G. H disebut subgrup dari G jika dan hanya jika (H, *)

membentuk sebuah grup.

2.3 Teori Ring
Jika suatu struktur aljabar yang mengandung sebuah himpunan dan dua
operasi biner maka struktur aljabar tersebut dinamakan ring dengan memenuhi

aksioma-aksioma yang berlaku.

Definisi 2.7. Sebuah ring (R, +,-) adalah sebuah himpunan R dengan dua operasi
biner, penjumlahan (+) dan perkalian (-), yang didefinisikan pada R dan untuk setiap
a,b,c € R memenuhi aksioma-aksioma berikut.

a a+beR

b.a+(b+c)=(a+b)+c
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c. 0eR>3Vae RO+a=a+0=a
d Yae R(—a) e RRea+(—a)=(—a)+a=0
e.at+tb=0b+a
fa-beR
g a-(b-c)=(a-b)-c
h.a-(b+c)=(a-b)+(a-c),dan(a+b)-c=(a-c)+ (b-c)
Prihandoko pada tahun 2010 mengatakan bahwa misalkan R, *, x adalah ring.

Jika ada a € R dan a X a = a maka a disebut elemen idempoten. Secara umum elemen

idempoten didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.8. Misalkan (R, +, ) adalah sebuah ring dan 3a € R, a dinamakan elemen

idempoten jika dan hanya jika a - a = a.

Subiono pada tahun 2012 mengatakan bahwa Z,,, himpunan bilangan bulat
modulo n, dengan operasi penjumlahan (+) dan perkalian (x) adalah sebuah ring.

Contoh ring (Zg, +, x) = {0,1,2,3,4,5}.

T o [t ]2z [3 [4 |5 x |0 |1 |2 |3 |4 |5
0 1o 1 > 3 3 R 0 |0 0 0 0 0 0
111 > 3 1 c 0 1 |0 1 2 3 4 5
2 |2 3 4 L 0 1 210 2 4 0 2 4
3 |3 4 5 0 1 2 3 0 3 0 3 0 3
4 |4 5 1 0 2 3 4 1] 4 2 0 4 2
515 0 1 2 3 4 g 0 5 4 3 2 1

(a) Operasi penjumlahan pada Zg (b) Operasi perkalian pada Zg

Gambar 2.2 Operasi biner pada Zg

Dari Gambar 2.2 (b) diketahui bahwa 1 dan 4 adalah elemen idempoten pada ring
(Z(;, +, X )
Prihandoko pada tahun 2016 mengatakan bahwa misalkan R adalah grup. Jika


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

10

ada suatu himpunan tak kosong S C R dan S memiliki semua sifat ring maka .S disebut

subring. Secara umum subring dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.9. Misalkan (R, +, -) adalah sebuah ring dan S suatu subset tak kosong R.
S disebut subring R jika dan hanya jika (S, +, -) membentuk sebuah ring.

Setiap ring R setidaknya memuat dua subring yaitu pada R sendiri dan {0}.
Jika sebuah subring sama dengan ringnya maka subring tersebut dinamakan dengan
subring tidak sejati atau improper. Sedangkan subring yang tidak sama dengan
ringnya dinamakan subring sejati atau proper. Subring proper dibagi menjadi dua
yaitu subring proper trivial (hanya memuat elemen identitas) dan subring proper non
trivial (terdiri dari elemen identitas dan elemen yang lain) (Prihandoko, 2016).

Misalkan S adalah suatu subset pada ring R, S disebut subring pada R jika S
juga memenuhi semua aksioma . Dalam kapasitasnya sebagai subset ring R, S telah
mewarisi aksioma-aksioma 2,5,7, dan 8 dalam definisi ring, sehingga selanjutnya
yang perlu diselidiki adalah apakah S dapat memenuhi aksioma-aksioma ring ke
1,3,4, dan 6. Selanjutnya karena sebuah subring dapat pula dianggap sebagai sebuah
subgrup terhadap operasi penjumlahan, maka dapat pula ditunjukkan bahwa jika
dalam S memenuhi Va,b € S, (a —b) € S maka S akan memenuhi aksioma ring
ke 1,3 dan 4, sehingga aksioma-aksioma yang harus dipenuhi oleh sebuah subset
untuk menjadi sebuah subring hanya Va,b € S, (a — b) € S dan Va,b € S,ab € S

(Prihandoko, 2016). Mengakibatkan membentuk teorema subgrup sebagai berikut.

Teorema 2.2. Misalkan (R, +, -) adalah sebuah ring dan S suatu subset tak kosong R.

S disebut subring R jika memenuhi :
a. Ya,be S;a—be S

b. Ya,be S;a-be S

Subiono pada tahun 2016 mengatakan bahwa misalkan R adalah ring dan [

adalah suatu himpunan tak kosong dari /2. Subhimpunan / disebut ideal dari 12 apabila
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I adalah subring dan Vx € I,Vr € R berlaku rx € [ dan xr € [. Secara umum ideal

didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.10. Suatu subring N dari ring R yang bersifat aN C N dan Nb C N,
VYa,b € R, N disebut ideal.

Setiap ring R memiliki paling tidak dua macam ideal, yaitu ideal improper R
dan ideal frivial {0}. Suatu ideal N pada ring R dikatakan ideal proper non trivial jika
N # R dan N # {0} (Prihandoko, 2016).

Misalkan suatu ring (R, +, x) dan (r) adalah kelipatan (+) semua r, (r) =
{pr|p € R} dengan sebarang elemen p € R. Jika Vz,y € (r) dipilih beberapa a,b € R
yang memenuhi x = ar dan y = br yang mengakibatkan x —y = ar —br = (a —b)r €
(r) dan zy = arbr = (arb)r € (r) menurut Teorema 2.2 maka (r) adalah subring.
Untuk sebarang ¢ € R dan sebarang x = pr € (r) didapat gz = q(pr) = (gp)r € (r)
dan xq = (pr)q = (rp)g = r(pq) € (r) menurut Definisi 2.10 mengakibatkan (r)
adalah ideal. Subiono pada tahun 2016 mengatakan bahwa (r) adalah ideal utama

(principal ideal). Secara umum ideal utama dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.11. Misalkan R adalah ring komutatif. Untuk sebarang r € R dan (r) =

{ar|a € R} selanjutnya (r) disebut ideal utama.

Misalkan (Z, +, x) adalah ring. Contoh ideal utama dalam (Z, +, x) adalah
(2) = {a x 2|a € Z} = 27 yaitu himpunan semua bilangan genap merupakan ideal
dalam (Z, +, x).

Wijaya pada tahun 2010 mengatakan bahwa jika suatu ring (R, %, X) dengan
operasi x bersifat komutatif atau V., y € R, x X y = y X x maka ring (R, *, X ) adalah
ring komutatif. Ring komutatif (R, *, X) dengan operasi x memiliki elemen satuan
maka elemen satuan tersebut adalah unity. Secara umum unity dapat didefinisikan

sebagai berikut.
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Definisi 2.12. Misalkan (R, +, -) adalah ring. Unity adalah elemen satuan dalam ring.
Andaikan 1 adalah unity dalam ring (R, +, -), sehinggaVa € R berlakua-1 = a = 1-a.

Unity adalah elemen satuan dalam ring. Sebuah ring yang memiliki unity
disebut ring dengan unity. Misalkan 1 adalah unity di ring (R,+,.), untuk setiap
a € R berlaku a.1 = l.a = a. Oleh sebab itu unity pasti elemen idempoten,
sedangkan elemen idempoten belum tentu unity. Istilah unity hanya digunakan pada
satuan, sedangkan jika yang ditulis hanya identitas maka yang dimaksud adalah
identitas penjumlahan. Wijaya pada tahun 2010 mengatakan bahwa unity dalam suatu
ring adalah tunggal. Dengan kata lain, jika 1 adalah unity di ring (R, +, .) maka tidak
ada unsur lain di R (selain 1) yang juga merupakan unity. Misalkan 1 dan 1* keduanya
merupakan unity di ring (R, +,.). Pandang perkalian 1.1*. Dengan memandang 1
sebagai unity diperoleh 1.1* = 1. Sedangkan jika 1* yang dipandang sebagai unitynya
maka 1.1* = 1, akibatnya 1 = 1*.
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode pada penelitian ini menggunakan penelitian eksploratif. Penelitian
eksploratif adalah salah satu jenis penelitian yang bertujuan untuk menemukan
problematik-problematik baru atau menggali hal-hal yang ingin diketahui peneliti.
Dalam penelitian ini, peneliti ingin meneliti karakterisasi unity subring proper non

trivial pada ring (Z,, +, X).

3.2 Rancangan Penelitian
a. Menentukan n pada ring (Z,, +, x ), n = m2¥, m adalah bilangan ganjil kurang

dari 10 dan [ adalah bilangan bulat positif.
b. Membentuk subring dengan generator <21>.
c. Menentukan elemen idempoten dalam subring.

d. Periksa satu per satu apakah elemen idempoten tersebut adalah unity pada

subring.

e. Jika elemen idempoten itu unity maka subringnya memiliki unity, jika tidak maka

subringnya tidak memiliki unity.

Langkah-langkah rancangan penelitian lebih jelasnya pada Gambar 3.1.
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Masuklkan Eing
Zpn= m2*, m adalah
bilangan ganpl kurang

dari 10 dan ! adalah
bilangan tulat positif

Bentuk subring dengan
generator < 20 =

L

Tentukan elemen
1dempoten

|

Penksa seluruh elemen

dengan mengalilan

elemen idempoten

Elemen

idempoten S
. —>/  tidak dengan
=unity .
uty

Subring

dengan unity

Gambar 3.1 Rancangan Penelitian
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Unity adalah elemen satuan pada ring. Setiap ring belum tentu memiliki unity.
Ring yang memiliki unity disebut ring dengan unity. Ring pada (Z,, +, x) memiliki
unity 1. Jika subring pada ring (Z,,+, x) memiliki unity 1 maka subring tersebut
adalah subring improper karena 1 adalah generator pada (Z,,+, x). Dari uraian di
atas penulis ingin mengetahui apakah subring proper non trivial pada ring (Z,,, +, X )
memiliki unity atau tidak, jika memiliki unity maka penulis ingin mengkarakterisasi
unity subring proper non trivial pada ring (Z,,, +, x).

Ring (Z,,+, x) adalah ring dengan anggota bilangan bulat modulo n,
(Zy,+,%x) = {0,1,2,- - -,n — 1}. Ambil 2! € Z untuk [ bilangan bulat positif.
Menurut Definisi 2.11 (2') adalah ideal utama yang dibangun oleh (2'). Karena (2')

adalah ideal utama, menurut Definisi 2.10 (2') adalah subring.

4.1 Subring (2') pada ring (Z, .5, +, X)
Ring (Z,.51, +, x) beranggotakan {0,1,2,- - -,2" — 1}. Subring (2') pada ring
(Zy.9¢, +, x) adalah {0} karena 2¥ mod 2* adalah 0. Dengan demikian subring (2')

pada ring (7.9, +, X ) adalah subring proper trivial dan tidak dibahas.

4.2 Subring (2') pada ring (Z3, +, X)

Ring (Zs., +, X) beranggotakan {0,1,2,- - -,3 - 2" — 1}. Subring (2') pada
ring (Zs.ox, +, x) adalah {0, 2!, 2- 2'}. Untuk menentukan unity subring (2') pada ring
(Zs3.91,+, x) dibagi menjadi dua, yaitu untuk [ ganjil dan [ genap.

Untuk [ ganjil, [ = 2k 4 1 dengan £ adalah bilangan bulat non negatif, subring
221y = {0,221 2 . 221} akan dicari elemen idempoten. Langkah selanjutnya
akan ditunjukkan apakah 2***! adalah elemen idempoten subring (2°*1) pada ring
(Zs.92x41, +, x ) dengan cara 22FF1 . 221 = 92k+1 mod 3 . 22k +1,

Bukti :
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9dk+2 _ 92k+1 | 4 . 92k—1
_ 3. 92K+ 921 | 92+l 92k-1
_ 392K+ 92%—1 | g 92kt 923 | 92k+l  92%k-3
_ 3.92k+1 921 3 92k+1 92k-3 4 13 0%k+1 92k=5 | 1 3 92k+1 91 | 92k+1 ol
— 3.2+ (921 | 92k 4 9%k—5 | .4 9) | 9%+l .9
Karena 22F+1 . 2241 £ 92k+1 mod 3 - 22F+1, berarti 22%*! bukanlah elemen idempoten
subring (2%*1) pada ring (Zs.g2e+1, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2-22*+! adalah elemen idempoten subring
(22+1) padaring (Zgg2e+1, +, x ) dengan cara 2-22471.2.22 1 — 2.92k1 mod 3.226+1,
Bukti :
odkt4 _ 92ktl o ghtl

_ 3,926+ 9. gk | 92+l 9 gk
_3.92kHl 9. gk | 3. 02k+1 9 gk—1 | 92k+2  gk-1
_ 3.92k+1.9 gk 4 3.92k+1 .9 gh—1 | 92k+1 9 gk—2 1 1 3.9%+1.9,40 4 92k+1,9. 40
— 3. 02H(gk 9 | 4Rl 0 4 4F2.9 4 ... | 40.0) 4 92k 9. 40
=3 2% (4F . 2 4 4F71. 2 4 4F2 . 0 .. 4 D) 4 2242
Jadi, terbukti bahwa 2 - 226+1.2.22k+1 — 9. 92k+1 mod 3. 226+ jnj berarti 22#2 adalah
elemen idempoten subring (221 pada ring (Zs.g21+1, +, X).

Elemen idempoten subring (2**™) pada ring (Zjg2r+1,+, X) berada di 2 -
22k+1 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 2**2 adalah unity subring (22*) pada
ring (Zg.92x+1, +, X ). Akan ditunjukkan 221 . 2. 226+ = 92k+1 moq 3 . 92RF1,

Bukti :
odk+3 _ 92k+1 | ghtl
_ 3. 92K+ gk 4 92+l 4k
_ 392K+l gk 4 3. 92+l gh—1 4 92+l | gk—1
3. 92ktl gk 4 g 92kl gh—1 4 92K+l gk=2 4 3 92k+l 40 4 92K+l 4O
3. 02HL(gh | 4Rl gE2 4y 40) | 92kt 40
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— 3. 92kl (gk 4 4Rl gk ) g 2k

Jadi, terbukti bahwa 22++1.2.22k+1 — 92k+1 mod 3.22k+1 inj berarti 2-22*+1 adalah unity
dari subring (2"*') pada ring (Z3 41, +, X). Contoh untuk k = 0,1 =2-0+1 = 1,
Ring (Zsz.01,+, x) = {0,1,2,3,4,5} dan subring (2') = {0,2,4}. Unity dari subring
(2') adalah 4 karena2-4 =8 =2mod 3-2dan4-4 = 16 = 4 mod 3 - 2.

Untuk [ genap, [ = 2k + 2 dengan k adalah bilangan bulat non negatif, subring
(22k+2) = {0,222 2 . 22672} akan dicari elemen idempoten. Langkah selanjutnya
akan ditunjukkan apakah 2**2 adalah elemen idempoten subring (2°*2) pada ring
(Zg.92k42, +, x ) dengan cara 22F+2 . 22k+2 — 92k+2 g 3 . 22k+1,

Bukti :
odk+d _ 92k+2 | ght1
_ 3. 9242 gk 4 92k+2 4k
_3.9%k+2 gk | g 9242 gk—1 | 92k+2  gh-1
—3.92k+2 gk 4 3. 92K+ gh—1 | 02k+2  gh—2 | ... 4 3. 92k+2 40 | 92k+2 4O
— 3. 0242(gk | 4Rl 4 gE=2 4y 40) | 92kH2 . 40
— 3. 92 2(gk 4 gk g2 4L )y 92k
Jadi, terbukti bahwa 22++2 . 22842 — 92k+2 mod 3. 22542 inj berarti 222 adalah elemen
idempoten subring (2%1) pada ring (Z3 g2t41, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2-22#+2 adalah elemen idempoten subring

(22M+2) padaring (Zyg2e+2, 4, x ) dengan cara 2-2%2.2.2%+2 — 2.92k2 mod 3.2%+2,

Bukti :

24k+6 —WAY 22k+2 . 22k+2
—3h 22k+2 . 22k+2 + 22k+2 . 22k+2
=3. 22k+2 . 22k+2 +3. 22k+2 . 22k + 22k+2 . 22k
=3. 22k+2 . 22k+2 +3. 22k+2 . 22k +3. 22k+2 . 22k—2 4.3 22k+2 .90 + 22k+2 .90
—3. 22k+2(22k+2 4 92k 4 92k—2 e 1) 4 92k+2

Karena 2 - 22k+2 . 2. 22k42 L 92642 mod 3 - 22542 berarti 22**2 bukanlah elemen
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idempoten subring (2%*2) pada ring (Zz.g21+2, +, X).

Elemen idempoten subring (22"+?) pada ring (Zsg2r+2, +, X ) berada di 22++2,
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 2%%2 adalah unity subring (22"+?) pada ring
(Zs.92x41, +, x ). Akan ditunjukkan 2 - 222 . 2242 — 9. 92k+2 o 3 . 22FF2,

Bukti :
9dk+5 _ 92k+2 | o | gh+1

_3.92K42 9. gk | 9242 9 4k

_3.92k42 9. 4k | 3.92k+2 o gk—1 4 92k+2 o gk-1

_ 3.92k+2.9. 4k 1 3.92k+2 .9 gh—1 | 92k+2 9 k-2 .. 1 3.92k+2,9 40 4 92k+2 9,40

—3.902(2 . 4F 4 9. 4R1 {0 4R34 9. 40) 4 9242 9 40

— 3. 02420 4k 1 2. 4kl 4 9. 4F2 ... 4 9) 4 2. 9%+
Jadi, terbukti bahwa 2.22k+2.22k42 — 9.92k+2 mod 3.226+2 ini berarti 22*2 adalah unity
dari subring (2*%) pada ring (Z3 +2, +, x). Contoh untuk k = 0,1 =2-0+2 = 2.
Ring (Zs.02,+, x) = {0,1,2,3,4,5,- - -,10,11} dan subring (22) = {0, 4, 8}. Unity
dari subring (2?) adalah 4 karena 4 -4 = 16 = 4 mod 3 - 22 dan 8 - 4 = 32 = 8 mod
322

4.3 Subring (2') pada ring (Z;., +, X)

Ring (Zs .1, +, X ) beranggotakan {0, 1,2, ---,5-2' —1}. Subring (2') pada ring
(Zs.1, +, x) adalah {0,2',2 - 2,3 - 2,4 - 2'}. Untuk menentukan unity subring (2')
padaring (Zs.51, +, X ) dibagi menjadi empat, yaitu [ = 4k + 1,1 = 4k + 2,1 = 4k + 3,
dan | = 4k + 4 dengan k adalah bilangan bulat non negatif.

Untuk | = 4k + 1, subring (24+1) = {0,241 2. 24k+1 3. g8k+l 4. pdk+l}
akan dicari elemen idempoten. Langkah selanjutnya akan ditunjukkan apakah 24%+!
adalah elemen idempoten subring (2**™) pada ring (Zs gar+1, +, X ) dengan cara 24+
9Uk+1 _ 94k+1 10 5 . 94k+1

Bukti :

28k+2 —=8. 24k+1 . 24k—2
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_ 5.9tk 9dk=2 | g odk+l  odk—2

_ 5. 98kl g 9dk—2 | 5 odk+l 9dk—3 | 9+l  9dk—3

_ 5.9tk 3. 0h=2 | 5 9dk+l odk—3 | 5 odk+l olk—6 4 3 odk+l  olk—6

_ 5.kl g otk—2 | 5 okl 9dk—3 | 5 odk+l 9dk—6 4 5 odk+l odk-T | |

5. 94k+1 9l | odktl ol

— 5. Uk T1(91h=2 | 0th=3 4 ofk—6 | 9tk=T | . 4 L 9) 1 9. gtktl
Karena 2441 . 2441 £ 94k+1 mod 5 . 241 berarti 24%*! bukanlah elemen idempoten
subring (21} pada ring (Zs.gur+1, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2-2%+! adalah elemen idempoten subring
(24%1) pada ring (Zs gar+1, +, X ) dengan cara 2. 24%F1.2.246+1 = 2.24++1 mod 5.244F1,
Bukti :

4. 98k+2 _ g odktl  odk

_ 5. 9%kt otk | 3. odk+1  odk

_ 5.9kt 3.0k | 5 odktl odk—1 | odk+1  odk-1

_ 5. 9fktl 3. otk | 5 oktl 9dk—1 | 5 odk+l gdk—4 | 3 odk+l  odk—4

_ 5. 9%+l g otk | 5 odktl odk—1 | 5 odktl odk—4 | 5 odk+l  odk—5

G...45. M+l 90 | 3 odktl 90

— 5. QUL (Q4 4 okl | odk—4 | otk=5 | | 1) 4 3. 9kt
Karena 2 - 24FF1. 2. 24k+1 o£ 9. 94k+1 mod 5. 24K+1 berarti 2 - 2%+1 bukanlah elemen
idempoten subring (2**1) pada ring (Zs gur+1, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 3 -2%+! adalah elemen idempoten subring
(2%%+1) padaring (Zs.gu+1, 4, x ) dengan cara 3-2*F71.3.24 1 — 3.2k mod 5.2+,
Bukti :

. 98k+2 _ g . 9kt ok
_ 5.9tk 3. 0tk | 3. otk+l  olk
_ 5.9tk 3.9tk | 5. otktl odk—1 | odk+l odk-1
_ 5. oMkt 3.0tk | 5. odktl  9dk—1 | 5 odk+l 9dk—4 | g odk+l  odk—4
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_ 5.9+, g 90k | 5 odktl 9tk—1 | 5 odk+l odk—4 5 odk+l | g odk+l
— 5. ik (3. Mk | 9thd | odk—h |y 93 | 1) 4 3. ¥kl
Jadi, terbukti bahwa 3 - 24+1 . 3. 2%+ — 3. 24%+1 mod 5 . 241 inj berarti 3 - 24F+1
adalah elemen idempoten subring (2**™) pada ring (Zs.gur+1, +, X).
Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 4 - 2%+! adalah elemen idempoten subring
(2%%+1) padaring (Zsgu+1, 4, x ) dengan cara 4-2'F1.4.29F1 — 4.24k1 mod 5.21+1,

Bukti :

16 . 28k+2 — g . 94k+1 . odkt1
_ 5. 9fktl  odktl 4 g 9dk+l  odk+l
_ 5.9kt 3. odktl 4 5 odk+l otk | odk+1  odk
_ 5.9tk 3. otktl 4 5 odk+l otk | 5 okl 94k-3 | 3 odk+l  odk-3
_ 5. 98kl g odktl | 5 odk+1 9k 4 5 odk+l odk=3 5 odk+1 otk—4 4
5. 9k+1 . 90 | 9k+l 90
— 5. Uk t1(4k | gth1 4 odk—4 | 9tk—5 | . 4 L 1) | gtktl
Karena 4 - 246+1 . 4. 9441 £ 9. 94k+1 ;mod 5 - 24+1 berarti 2 - 24%+1 bukanlah elemen
idempoten subring (2**™) pada ring (Zs ger+1, +, X).

Elemen idempoten subring (2*¥*1) pada ring (Zs g1x+1, +, X ) berada di 3-2%+1,
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 3 - 2***1 adalah unity subring (2***') pada ring
(Zs.9ax41, +, x ). Akan ditunjukkan 24%+1 . 3. 24k+1 — 24k+1 ;mod 5 . 24k+1,

Bukti :
3. 98k+2 _ . odkt1 . odk
_ 5. 9tk+l otk 4 odk+l otk
_ 5.0kt g 94k | 5 odk+1 odk—3 | 3 odk+l  odk—3
_ 5.9kt 3.0tk | 5. odktl odk—3 | 5 odktl odk—4 | odk+1 otk
_ 5. 0Mk+1 .3 98k | 5 odktl 9dk—3 | 5 odk+l odk—4 | 5 odk+l odk—5 | . |
5. 94k+1 90 | odk+l 90
— 5. Uk t1(9%k | 9th=8 | odk—4 | 9tk—5 | 4 | 1) | gtktl
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Jadi, terbukti bahwa 241 . 3. 24+l — 94k+1 ;64 5. 24k+1
Selanjutnya akan ditunjukkan 2 - 2441 . 3. 24k+1 — 9. 94k+1 o 5. 24k+1

Bukti :

6. 98k+2 — . 9ak+1 . odk+1
_ 5. o%k+1 |, odktl | 9dktl  odk+
_ 5. ofktl 3. otktl 4 5 odktl otk—2 4 3 odk+l  gdk-2
_ 5. otktl g otktl 4 5 odktl 9dk-2 4 5 odk+l 9ak-3 | odk+l  odk-3
_ 5.04k+1, 3. 94k+1 4 5 94k+1 9dk-2 | 5. odk+1 94k—3 | 5 odk+l 9dk—6 4 . .y
5. 94+l gl | odk+l ol
5. ik HL(QUk L | 9ih2 4 odk—3 | olk—6 . L9} | 9 okl
Jadi, terbukti bahwa 246+1 . 3. 24k+1 — 94k+1 o 5 . 24k+1
Selanjutnya akan ditunjukkan 4 - 24%+1 . 3. 2%+1 — 4. 94k+1 mod 5 . 24K+,

Bukti :

19 . 98k+2 _ . 9ak+1 | 9dk+2

— 5.0kl 9tk+2 | okt | odk+2

_ 5.9%+1 3. 98k+2 | 5 odktl  9tk—1 | 3 odk+l  odk—1

_ 5.04k+l . g 9dk+2 | 5 9tk+l 9dk—1 | 5 olk+l 9dk—2 4 odk+l  odk—2

_ 5.9%+1.3,94k+2 | 5 odk+1 94k—1 | 5 odk+1 94k—2 | 5 odk+1 94k-5 4 .y

5. o4kt 92 | odk+l 92

— 5. UkF1(Ik42 4 gtk=1 4 odk=2 | otk=5 | 4 44y 4 4. gtk
Jadi, terbukti bahwa 44+1. 3. 24641 — 44k+1 mod 5. 24+ berarti 3 - 24571 adalah unity
dari subring (2%*!) pada ring (Zs.qax+1, 4, x). Contoh untuk k =0,/ =4-0+1 =1,
ring (Zs.1, +, x) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dan subring (2') = {0, 2,4, 6,8}. Unity
dari subring (2') adalah 6 karena 6 -6 = 36 = 6mod 5-2,2-6 =12 =2mod 5 - 2,
4-6=24=4mod5-2dan8-6 =48 =8 mod 5 - 2.

Untuk [ = 4k+2, subring (24%+2) = {0, 24#+2 2.24kF2 3.91k+2 4. 24h+2} akan

dicari elemen idempoten. Langkah-langkah pencarian idempoten melalui manipulasi
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aljabar seperti pencarian pada [ = 4k + 1.

QU2 Ukt _ 5 gWk42(94h—1 4 9dk=2 | otk=5 4 odk—6 | | 92} | 4 odkt2

0. 9Ut2 9. 9lkt2 _ 5 olht2(lktl | otk 4 odk=3 | oth—d | .. 4 1) | okt
3.9W+2 . 3. 9lkt2 _ 5 9tht2(3 . oMkl | gtk | 9th-8 4 ofk—d | | ) 4 otk

4. 9WH2 4 oMt 5 dkt2(3.04hH2 | 3. 04k | 3. 0Mh6 .| 3. 92) 44 okt
Elemen idempoten berada pada 4 - 24572 karena 4 - 242 . 4 . 2442 — 4. 24%+2 mod
5 - 2%%+2 Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 4 - 24**2 adalah unity pada subring
(2%++2) " Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen tak nol dengan 4 - 242
menghasilkan elemen tersebut mod 5 - 2442,

QU2 4 9Ukt2 _ 5 otk t2(9uktl | otk 4 o83 | oth—d | 4 1) | 9tkt2

0.9 H2 4. tkt2 _ 5 gih+2(9kt2 | otktl | 9dk=2 | oth=3 4 . | 9) | oth+2

3. 9H2 4 oMkt 5 9tht2(9ht3 4 odk | otk 4 otk—d 4 | 1) | 3. odk+2
Karena elemen tak nol subring (2%*2) dikalikan dengan 4-2'**2? menghasilkan elemen
tersebut mod 5 - 2*2 Jadi, terbukti bahwa 4 - 2**2 adalah unity subring (2'%2).
Contoh untuk & = 0,0 =4-04 2 = 2. Ring (Zs.92,+, x) ={0,1,2,3,4,5,---,18,19}
dan subring (2?) = {0,4,8,12,16}. Unity dari subring (2?) adalah 16 karena 16 - 16 =
256 = 16 mod 5-2%,4-16 =64 = 4mod 5-2%,8-16 = 128 = 8 mod 5 - 22, dan
1216 = 192 = 12 mod 5 - 2°.

Untuk [ = 4k+3, subring (24%+3) = {0, 24#+3 2.24k+3 3.21k+3 4.24k+5} akan
dicari elemen idempoten. Langkah-langkah pencarian idempoten melalui manipulasi
aljabar seperti pencarian pada [ = 4k + 1.

QU8 . QUk+3 _ 5 ik t3(3. 94k | 3 9tk5 4 3 o#=9 | . 4 3. 93) | g. 0tht2

0. W3 0 ki3 _ 5. 9tkt3(3. 9thtl | 3. 9%—3 4 3. 0uh=T | 4 3 01} 0. 9tkt?
3.Mk+3 3. oM+3 _ 5 olk43(3. oMkH3 | odk42 | odk—l 4 odk—2 | | 92y o ok
4.2W+3. 4 9 5 oMk+3 (3,908 | 3 9dk—1 4 3 0dk—5 4 3 04k=9 | | 3.93) g okt
Elemen idempoten berada pada 2 - 24%+3 karena 2 - 24%+3 . 2. 2443 — 9. 9443 pod

5 - 2%+3 Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 - 24**3 adalah unity pada subring
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(2%++3) . Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen tak nol dengan 2 - 243
menghasilkan elemen tersebut mod 5 - 2443,

QU+ 9 Mkt _ 5 oWk+3(3. 9tk | 3. oMh—d | 3 9h=8 | g olk—12 4 3) 4 otkt2
3.9 H3 . 9. 9lkt3 _ 5 otht3(4kt3 | otk | otk L otk—d | 4 1) 4 3. 4k+3
494689 98 _ 5.k t3(3.94kH2 4 3 942 4 3 94k—6 4 3 98k—10 | 4 4) | 4 okt
Karena elemen tak nol subring subring (2**3) dikalikan dengan 2-2%*3 mengahsilkan
elemen tersebut mod 5 - 2%*3, Jadi, terbukti bahwa 2 - 243 adalah unity subring
(24%+3) Contoh untuk k = 0,1 = 4-0+ 3 = 3. Ring (Zs.03, +, x) = {0,1,2,3,4,5, -
-,38,39} dan subring (23) = {0,8,16,24,32}. Unity dari subring (2%) adalah 16
karena 16 - 16 = 256 = 16 mod 5-23,8-16 = 128 = Smod 5- 23,24 - 16 = 384 = 24
mod 5 - 23 dan 32 - 16 = 512 = 32 mod 5 - 23.

Untuk [ = 4k +4 subring (2*¥7) = {0, 244 2.24k+4 3.24k+4 4. 24k+4} akan
dicari elemen idempoten. Langkah-langkah pencarian idempoten melalui manipulasi
aljabar seperti pencarian pada [ = 4k + 1.

QU4 Qikd _ 5 giktd(3 . otk 4 3 ot~ | g oMh-8 | . | 3y otktd

9.9+ g 9tktd _ 5 9tkt4(3.98H2 4 3. oMk=2 | 3. 08h=6 | .. 4 3.92) | 4. 9%+
3. QM+ 3. gtk _ 5 odkta (3. gtktd 4 otkt2 4 okl 4 9th=2 4 | 92} | 4. 9tktd
4.9 4 oM td _ 5 gthta(3 . 9tHd 4 3 otk | 3. 9th—4 | 3. 90) 4 otk
Elemen idempoten berada pada 244 karena 24+ . 24k+4 — 94k+4 moq 5 . 24+,
Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2'*™* adalah unity pada subring (2***). Cara
menunjukannya adalah mengalikan elemen tak nol dengan 2**** menghasilkan elemen
tersebut mod 5 - 24+4,

0. gtk gtktd _ 5 olkt4(3 . gthtl 3 08k=3 | 3 9dk—T | . 4 3. 91y 9. gtk
3. W+t kit _ 5 otk (ki3 | otk 4 odk—1 | oth—d | . 4 1) 4 3. %+

4. QU QUA 5 ik tA(3 9Mht2 | 3 9tk 4 3 9tk6 4 3. 92} 4 4. 9t
Karena elemen tak nol subring (2%*%) dikalikan dengan 2**** menghasilkan elemen

tersebut mod 5 - 2%+ Jadi, terbukti bahwa 2%** adalah unity dari subring (24%+*).
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Contoh untuk k = 0,1 = 4-0+4 = 4. Ring (Zsa1, +, x) = {0,1,2,3,4,5,---,78, 79}
dan subring (23) = {0,16,32,48,64}. Unity dari subring (2%) adalah 16 karena
16-16 = 256 = 16 mod 5-2%,32-16 = 512 = 32 mod 5 - 24, 48 - 16 = 768 = 48 mod
5-2%dan 64 - 16 = 1024 = 64 mod 5 - 2*.

4.4 Subring (2') pada ring (Z.y., +, X)

Ring (Zz.5,+, X) beranggotakan {0,1,2,- - -, 7 - 2" — 1}. Subring (2') pada
ring (Zr.51, +, x ) adalah {0,2',2-2!,3.2! 4.2! 5.2! 6.2/}, Untuk menentukan unity
subring (2') pada ring (Zy.51, +, X ) dibagi menjadi tiga, yaitu | = 3k + 1,1 = 3k + 2,
dan [ = 3k + 3 dengan £ adalah bilangan bulat non negatif.

Untuk [ = 3k + 1, subring (23+1) = {0,23%F1 2 . 23k+l 3 . 93k+l
4 . 23kFL 5 . 93k+L 6 . 23K+ gkan dicari elemen idempoten. Langkah selanjutnya
akan ditunjukkan apakah 2°*! adalah elemen idempoten subring (2°**1) pada ring
(Zy.93141, +, x ) dengan cara 23++1 . 23541 — 93k+1 mod 7. 23k+1,

Bukti :

Q6k+2 _ 7 . 93k+1 | 93k—2 | o3k+1  93k-2
_ 7. 93k+1 93k—2 | 7 93k+1  93k—5 | 93K+l  93k—5
_ 7. 93K+l 93k—2 | 7 93K+l 93k—5 | 7. 93k+l, 93k—8 | 93K+l  o3k—8
_ 7.93k+1 93k=2 | 7. 93k+1 93k—5 4 7 93K+l 93k—8 | ... 4 7.93k+1 ol 4 93k+1 gl
— 7. 8KHI (93K | 93k 4 93k=T 4 | o1} 4 9. 98kl
Karena 23F+1 . 23k+1 o£ 93k+1 mod 7 . 23+1, berarti 23**! bukanlah elemen idempoten
subring (2%*1) pada ring (Z;.gse+1, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 - 23**1 adalah elemen idempoten
subring (2°1) pada ring (Zg.gs+1, 4, X ) dengan cara 2 - 235+1 . 2. 231 — 9. 93k+
mod 7 - 23+,

Bukti :
4.90k+2 _ 7 93K+l 93k | 93K+l , o3k

=7. 23k+1 . 23k + 7. 23k+1 . 23k—3 + 23k+1 . 23k—3
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_ 793K+l 93k 4 7 93k+l 93k—3 | 7 o3k+l 93k—6 | odk+l  93k—6

_ 7.93k+1 93k 4 7 93k+1 93k—3 | 7 93k+1 93k—6 | | 7.93k+] 90 4 93k+1 90

— 7. 93k F1(93k | 93k 4 98K-6 | | 1) 4 93K+l
Karena 2 - 23k+1. 2. 23k+1 o£ 9. 93k+1 mod 7. 23%+L berarti 2 - 23*+! bukanlah elemen
idempoten subring (2%*1) pada ring (Zr.gs+1, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 3 - 23**1 adalah elemen idempoten

subring (2%*1) pada ring (Zr.gsr+1, +, X ) dengan cara 3 - 235F1 . 3. 23k+1 — 3. 23k +1
mod 7 - 23+,

Bukti :

9. 26k+2 7. 23k+1 . 23k+1 & 23k+1 . 23k+1

gy 23k+1 . 23k+1 1L 23k+1 5 23k—2 + 23k+1 . 23k—2

— 93k+1 | 93k+1 4+ 7. 93k+1 | 93k—2 7. 93k+1 | 93k=5 + 93k+1 | 93k=5

=L 23k+1 _23k’+1 +7. 23k+1 . 23k—2_|_7_23k+1 .23k—5 L +7.23k+1 91 +23k+1 .91

— G 23k+1(23k+1 + 23k72 + 231@75 al . 2) Pl 2. 23k+1
Karena 3 - 236+1 . 3. 23k+1 £ 3. 93k+1 ;mod 7 - 235+1 berarti 3 - 2°**! bukanlah elemen
idempoten subring (2**™) pada ring (Z;.gse+1, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 4 - 23**1 adalah elemen idempoten

subring (2°*1) pada ring (Zg.gs+1, 4, X ) dengan cara 4 - 235+1 . 4. 23K+ — 4. 93k +
mod 7 - 23k+1,

Bukti :

Q6k+6 _ 7. 93K+l 93k+2 | 93K+l | o3k+2
_ 7. 93k+1  93k+2 | 7 93k+1  93k—1 4 93k+1  93k-1
_ 793K+l 93k+2 | 7 93K+l 93k—1 4 7 93K+l o3k—d 4 93K+l  o3k—4
_ 7.3k 93k42 | 7, 93k+1 93k—1 | 7 93K+l 93k—4 | | 7.93k+1, 92 | o3kt o2
— 7. Q3RHI(Q3RF2 | 93k-1 | 93k—d 4 . 4 92) 4 4 93kl
Jadi, terbukti bahwa 4 - 2351 . 4 . 23k+1 — 4. 23k+1 ;mod 7 . 23541 inj berarti 4 - 23++1

adalah elemen idempoten subring (2°*™1) pada ring (Z;.g3x+1, +, X ).


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

26

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 5 - 23**1 adalah elemen idempoten
subring (2°%1) pada ring (Zq.gs+1, 4, X ) dengan cara 5 - 235+1 . 5. 231 — 5. 93k+1
mod 7 - 23+,

Bukti :
25 . 26k+2 =7. 23k+1 Po; 23k+1 T 4 - 23k’+1 . 23k+1
=7. 23k+1 .3. 23k+1 + 7. 23k+1 i 23k + 23k+1 . 23k
— 23k+1 .3. 23k+1 + 7 23k+1 k 23k + el 23k+1 A 23k73 + 23k+1 A 23]6*3
il 7_23k+1 _3.23k+1_'_7.23k+1 .23k+7.23k+1 _23k—3+_ X __,_7_23k+1 .20+23k+1 _20
—fiT 23k+1<3 . 23k+1 + 23k =y 23k—3 et 1) b 23k:+1
Karena 5 - 23FF1 . 5. 236+ o£ 7. 938+ mod 7. 23%+L berarti 5 - 23**! bukanlah elemen
idempoten subring (2%*1) pada ring (Zr .41, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 6 - 22**! adalah elemen idempoten
subring (2%%*1) pada ring (Z;.gsx+1, 4, X ) dengan cara 6 - 235+1 . 6. 23¢F1 = G . 23k+1
mod 7 - 23K +L,

Bukti :
36 - 26k:+2 = 23k+1 .5. 23k+1 L 23k+1 i 23k+1
= 7e 23k+1 .5 23k+1 o 7. 23k+1 4 23k72 + 23k+1 . 23k72
= 23k+1 .5 23k+1 + 7 23k+1 _ 23k—2 s 7 23k+1 g 23k—5 + 23k+1 ; 23k—5
— 7_23k‘+1'5_23k+1+7.23k+1_23k‘—2+7_23k‘+1'2316—5_1__.,+7_23k+1.21+23k‘+1.21
=78 23k+1<5 . 23k+1 P 23k—2 + 23k—5 S 2) 1S 2. 23k+1
Karena 6 - 2351 . 6. 238+ o£ 6. 238+ mod 7 - 23%+L berarti 6 - 23**! bukanlah elemen
idempoten subring (2%*™) pada ring (Z;.gse+1, +, X ).

Elemen idempoten subring (23"+!) pada ring (Zg.gsr+1,+, x) berada di
4 - 23%+1 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 4 - 2°*™1 adalah unity subring (2%*1)
pada ring (Zq.g311, +, X ). Akan ditunjukkan 235+1 . 4 . 231 — 93k+1 o 7. 23K+

Bukti :

4 - 26k+2 =7. 23k+1 . 23k + 23k+1 . 23k
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_ 7. 93k+1 93k 4 7 o3k+1 93k—3 | 93k+l  93k—3
_ 793K+l 93k 4 7 o3ktl 93k—3 | 7 o3ktl 93k—6 | odk+l  o3k—6
_ 7.93k+1 93k | 7. 93k+1 93k—3 | 7, 93k+1,93k—6 ..y 7.93k+1 90 | 93k+1 90
— 7. Q3KHI (93K 4 933 4 93k=6 | . 4 1) | 93kl
Jadi, terbukti bahwa 23%+1 . 4 . 23k+1 — 93k+1 164 7. 23k+1
Selanjutnya akan ditunjukkan 2 - 231 . 4 . 23k+1 — 9. 93k+1 mod 7. 23k+1

Bukti :

8. 96k+2 _ 7. 93k+1  93k+1 4 93k+1  93k+l
— 23k:+1 . 23k+1 7. 23k+1 . 23k—2 4 23k+1 . 23k—2
— 23k+1 . 23k+1 ef 23k+1 . 23k72 b 23k+1 . 23]{?75 1L 23k+1 . 23]675
= 78 23k+1 _23k+1 +7_23k+1 . 23k—2+7_23k+1 .2316—5_'_ . +7.23k+1 91 +23k+1 91
— 23k+1(23k+1 4 93k—2 4 93k—5 et 2) My 93k+1
Jadi, terbukti bahwa 2 - 2341 . 4. 23k+1 — 9. 23k+1 ;mod 7. 23k+1,
Selanjutnya akan ditunjukkan 3 - 23F+1 . 4. 23k+1 — 3. 93k+1 ppq 7 . 23k+1
Bukti :
12 . 26k:+2 = 23k+1 . 23k+1 +5. 23k+1 I 23k+1
= 7e 23k+1 . 23k+1 g 23k+1 ' 23k SR 23k+1 . 23k
= 23k+1 . 23k+1 + 7. 23k+1 . 23k + 7. 23k+1 . 23k—2 +5. 23k+1 . 23k—2
— 7_23k+1,23k+1_'_7.23k+1_23k+7,23k+1_23k—2+7_23k’+1,23k—3+3,23k+1_23k—3
— 7.93k+1, 93k+1 4 7. 93k+1 93k | 7. 93k+1, 93k—2 7. 93k+1 . 93k—3 4 . .|
7. 23k+1 . 20 +3. 23k+1 . 20
_ 7. 23k‘+1<23k+1 4 23k T 23k—2 L 23k—3 g 1) 4 3. 23k+1
Jadi, terbukti bahwa 3 - 23k+1 . 4. 23k+1 — 3. 93k+] ;g 7. 23k+1,
Selanjutnya akan ditunjukkan 5 - 231 . 4 . 23k+1 — 5. 93k+1 mod 7. 23k+1
Bukti :
20 - 26k+2 =7. 23k+1 . 23k+2 4 3. 23k+1 . 23k:+2

=7. 23k+1 . 23k+2 + 7. 23k+1 . 23k +5. 23k+1 . 23k
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_ 7.3kl 93k+2 7 o3k+1 93k 4 5. 93kl 93k—1 4 3. o3k+1  93k—1
— 7.93k+1 93k+2 | 7.93k+1 93k | 5 93k+1 93k—1 | 7.93k+1 93k—3 | 5. 93k+1 93k—3
_ 793kl 932 | 7 o3k+1 o3k | 5. 93kl 93k—1 7 93kt 93k=3
7.93k+1 90 | 5 93k+1 90
— 7. Q3KFL(93KH2 | 93k | 98K-1 | 93k . | 1) 4 5. 93kt
Jadi, terbukti bahwa 5 - 23kF1 . 4. 23k+1 — 5. 93k+1 ;g 7. 23k+1
Selanjutnya akan ditunjukkan 6 - 231 . 4 . 23k+1 = 6. 23k+1 mod 7 . 23k+1
Bukti :
94 . 96k+2 _ 7 93k+1  93k+2 | 5 o3k+1 , 93k+2
_ 7. 93k+1  93k42 | 7 o3k+1  93k+l | g o3k+1  93k+1
_ 7. 93K+l g3k+2 | 7 93K+l Q3k+1 4 7 93K+l 93k—1 4 5 93k+l , 93k—1
_ 7. 93K+ 93k+2 | 7 o3k+l 93K+l | 7 o3k+l 93k-1 | 7. o3k+1 93k-2
3. 93k+1 , 93k—2
_ 7.93k+2 93K+l | 7 o3k+1 93K+l | 7 o3k+1 93k—1 7 o3k+1 93k—2 4 . |
7.93k+1 9ol 4 3 93k+l ol
— 7. 93KFL(93hH2 | 93kl 4 93k—1 | 93K | . | 9y | . 93kt
Jadi, terbukti bahwa 6 - 23++1 . 4 . 23k+1 — @ . 23k+1 mod 7 . 235+1 perarti 4 - 235+1
adalah unity dari subring (2%*') pada ring (Zrgs1,+,x).  Contoh untuk
k=0,l=3-0+1=1.Ring (Z7.0,+,x) ={0,1,2,3,4,5,- - -,12,13} dan subring
(21 = {0,2,4,6,8,10,12}. Unity dari subring (2') adalah 8 karena 8 - 8 = 64 = 8
mod7-2,2-8=16=2mod7-2,4-8=32=4mod7-2',6-8 =48 = 6 mod
7-21,10-8=80=10mod 7-2',dan 12-8 = 96 = 12 mod 7 - 2%
Untuk | = 3k + 2, subring (2%+2) = {0,2%%F2 2 . 23k+2 3 . 23k+2
4 . 23k+2 5 . 23k42 6 . 23k+21 akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah
pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada [ = 3k + 1.
93K+2 . 98+2 _ 7 g3K+2(93k—1 | 93k 4 93T | . 91) | 4 93k+2
0. 93H2 9. 93kt2 _ 7 o3kt2(93kHl | 93k 4 935 | | oly 4 9. 93kl
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3. 932 3. 9342 7 93kt2(93kt2 | o3kl 4 93k | |4y 4 4. o3kl
4. Q324 932 7 9329343 4 o3k | 933 4 4 1) 4 93k+2
5. 93425 g3kt _ 7. g3kt2(3. 93kt 4 93Kt 4 93k-2 4 4 9) 9. 93kl
6. 23K F2 . 6. 93KH2 — 7. 93k t2(5 . 9342 4 93kl 4 o8k—d || g) 4 4. 93k+?
Elemen idempoten berada pada 2 - 2%%%2 karena 2 - 2342 . 2 . 23k+2 — 9 . 93k+2
mod 7 - 23%*2  Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 - 23**2 adalah unity
pada subring <23k+2>. Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen
tak nol dengan 2 - 232 menghasilkan elemen tersebut mod 7 - 23%+2,
93k+2 . 9. 93k+2 7. 93k+2(93k | 933 | 93k—6 | . 4 1) 4 93k+2
3.93K42 9 93kt2 _ 7. 93kt2(3KH1 4 93k 4 93k=2 4 93k-3 4 . 4 1) | 3. 93k+2
4. 9342 .9 9342 7 93kt2(3k42 | 93kl 4 93k—d | 4 4y | 4. 93k+?
5. 932 9. 932 7 g3kt2(93kH2 | o8k 4 93k—1 | 938 | .. 4 1) 4 5. 93k
6. 23642 . 9. 93kH2 — 7 93kH2(3KH2 4 93K+ 4 93k—1 4 93k=2 4 4 9) 4 G 93k+2
Karena elemen tak nol subring (2%%2?) dikalikan dengan 2 - 232 menghasilkan
elemen tersebut mod 7 - 23+2. Jadi, terbukti bahwa 2 - 23%*2 adalah unity dari
subring (2°*1). Contoh untuk k¥ = 0,1 = 3-0+ 2 = 2. Ring (Z7a1,+, X) =
{0,1,2,3,4,5,- - -,26,27} dan subring (2%) = {0,4,8,12,16,20,24}. Unity dari
subring (2?) adalah 8 karena 8 - 8 = 64 = 8 mod 7 -2%,4-8 = 32 = 4 mod 7 - 2,
12-8 =96 =12mod 7-22, 16 -8 = 128 = 16 mod 7 - 22, 20 - 8 = 160 = 20 mod
7-22,dan 24 -8 = 192 = 24 mod 7 - 22.

Untuk | = 3k + 3, subring (2%+3) = {0,23++3 2 . 23k¥3 3 . 28k+3
4 . 23KH3 5 . 23kH3 6 . 23k+31 akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah
pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada [ = 3k + 1.
Q3K+ 93kt _ 7 93k+3(93k 4 93K=3 | 936 | .. 4 1) | 93k+3
9. 933 o g3kt3 _ 7 o3kt3(3kH2 | 93kl | 93k~ | | 92) | 4. 98kl
3. 99643 . 3. 93kt3 — 7. 93kHB(3KHB 4 93k— 4 93k—d . g) 4 4. 93k
4. 9343 4. 93RS — 7 93kB(3KH4 4 93KHL 4 93K-2 4 4 9y 4 o 3kt3
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5. 938 5. 938 — 7. g3kt8(3. 933 | 93kt2 4 93kl L 44y 4 4. o3k
6. 233 . G. 933 7 93kE3(5 . 9343 | 93k | 93K 4 | 1) | 93k+3

Elemen idempoten berada pada 233 karena 23%+3 . 23k+3  —  23k+3 mod
7 - 2343 Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 233 adalah unity pada
subring ~ (2%%73), Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen
tak nol dengan 2%73 menghasilkan elemen tersebut mod 7 - 23%F3,
9. 933 . 933 _ 7 03K+B(93kHl 4 93K-2 L 93k—5 | .. 4 9y 4 9. 98k+3

3. 93K+ g3kt 7 93htB(93kt1 4 93k | 03K-2 | 93K-8 4 4 1)y 3.9+

4. 93k+3 . 933 _ 7 g3k+B(93kH2 | o3kl 4 93k—d | . 4 4y 4 4. 93k+3

5. 933 93 _ 7 03KtB(93kt2 4 3k 4 93k—1 | 93k-3 4 . 4 1) | 5. 93kt

6. 23k+3 . 9343 — 7. 93K+ (93kH2 | 3K+ 4 931 | 93k=2 4 . | 9) 1 (. 93+3
Karena elemen tak nol subring (2%3%) dikalikan dengan 233 menghasilkan elemen
tersebut mod 7 - 235+3. Jadi, terbukti bahwa 2°**% adalah unity dari subring (2%%+%).
Contoh untuk £ = 0,/ = 0 - +3 = 3. Ring (Z7.03, +, x) ={0,1,2,3,4,5,- - -, 54,55}
dan subring (23) = {0, 8,16, 24, 32, 40, 48}. Unity dari subring (23) adalah 8 karena
8-8=64=8mod7-2%16-8 =128 =16mod 7-23,24-8 =192 = 24 mod 7 - 23,
32-8 =256 =32mod 7-23 40 -8 = 320 = 40 mod 7 - 23, dan 48 - 8 = 384 = 48
mod 7 - 23.

4.5 Subring (2') pada ring (Zg.5, +, X)

Ring (Zg.5, +, X ) beranggotakan {0, 1,2, ---,9-2' —1}. Subring (2') pada ring
(Zg.91,+, x ) adalah {0,2',2-2!, 3.2 4.2! 5.2! 62! 7-2! 8.2}, Untuk menentukan
unity subring (2') pada ring (Zyo, +, x) dibagi menjadi enam, | = 6k + 1,1 =
6k + 2,1l = 6k+3,l = 6k +4,l = 6k + 5, dan [6k + 6 dengan £ adalah bilangan bulat
non negatif.

Untuk | = 6k + 1, subring (26571 = {0,200+ 2. 26k+1 3. 96K+ 4. o6k+L
5.26k+1 6.26k+1 7.96k+1 8.96k+11 akan dicari elemen idempoten. Langkah selanjutnya

akan ditunjukkan apakah 2°*! adalah elemen idempoten subring (26*') pada ring
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(Zg.g6x41, +, x ) dengan cara 261 . 26k+1 — 90k+1 mod g . 26k+1,

Bukti :

212k+2 =9. 26k+1 . 26k73 + 7. 26k+1 . 26k73

=9. 26k+1 . 26k—3 +9. 26k+1 . 26k—4 +5. 26k+1 3 26k—4

=9. 96k+1 | 96k—3 +9. 96k+1 | 9bk—4 19. 96k+1 | 96k—5 4 96k+6 | 96k—5

— 9‘26k+1_26k—3+9.26k+1'26k—4+9_26k+1_26k—5+9_26k+1'26k—9+7_26k+1.26k—9

=9. 96k+1 | 96k—3 i OF 96k+1

9. 26k+1 X 26k—10 +5- 26k+1 .

— Q. 26k:+1 . 26k—3 +9. 26k+1
9. 26k+1 . 26]6710 LTl 26k+1
—=9. 96k+1 | 96k—3 +9. 96k+1

9. 96k+1 | 96k—10 1+9. 96k+1

26k—10

i 26k74 +9. 26k+1 . 26k75 N (08 26k+1 . 26]6*9_{_

L 96k—4 | g . 9bk+1  96k—5 | . 96k+l  96k—0_
. Q6k—11 | 9bk+1 , g6k—11

L 96k—4 4 g . 96k+1  9b6k—5 | . 96k+1  96k—9_
L 96k—=11 . 4 . 96k+l. 9l | 96ktl 9l

=9. 26k+1(26k—3 + 26k—4 + 26k—5 + 26k—9 + 26k—10 L 26k—11 S 1) +92. 26k+1

Karena 26F+1 . 26k+1 o£ 96k+1 mod 9 . 26k+1 berarti 265+1 bukan elemen idempoten

subring (261 pada ring (Zg.gsr+1, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2-25%+1 adalah elemen idempoten subring

(26F1) pada ring (Zg.ger+1, +, X ) dengan cara 2-261.2.265+1 — 2.26k+1 mod 9.20k+1,

Bukti :

4. 212k+2 =9. 26k+1
— Q. 26l<:+1
=9. 26k+1

— 0. 26k+1

& 26k+5 .

_ . 96k+1
9. 26k+1
=9. 26k+1

9. 26k’+1

L 96k=1 | 7 9bk+1
L 96k—1 4 q . 96k+1
L 96k—1 | g . 9bk+1
L 96k=1 | . 9bk+1

26k—7

L 96k—1 | g . 9bk+1
L Q6k—8 4 5 9bk+1
L 96k=1 | g . 96k+1
. Q6k=8 4 g 9bk+1

26k—1

X 26k—2 +5. 26k+1 A
. 26k72 +9. 26k+1 .

. 26k—2 +9. 261€+1

. 26k72 +9. 26k+1

26k—8

. 96k—2 +9. 96k+1

26k—2

26k73 + 26k+5 A 26]6*3

X 26k—3 +9. 26k+1 . 26k—7+

. 26]’6*3 +9. 26k+1 . 26k77_’_

. 96k—3 +9. 96k+1 | 26k—7+

26k—9 + 26k+1 . 26k—9
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=9. 26k+1 . 26k—1 +9. 26k+1 . 26k—2 +9. 26k+1 . 26k—3 +9. 26k+1 . 26k—7+

9. 26k+1 . 26k—8 +9. 26k:+1 . 26k—9 L...49. 26k‘+1 .93 + 26k+1 .93

— 9.26k+1(26k71 _{_261672+26k73+26k77+26k78_’_26k79_|__'__+_8)_’_8'26k+1

Karena 2 - 26k+1 . 2. 96k+1 £ 9. 96k+1 mod 9 . 26K+ berarti 2 - 26#+! bukan elemen

idempoten subring (2571) pada ring (Zg.gsr+1, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 3-2%*+1 adalah elemen idempoten subring

(26F1) pada ring (Zg.ger+1, +, X ) dengan cara 3-201.3.266+1 = 3.26k+1 mod 9. 20k,

Bukti :

9. 212k+2 =9. 26k+1 ) 26k:+1 +0

Karena 3-20%+1.3.26F1 adalah kelipatan 9-25**! mengakibatkan 3-26++1.3.26k+1 =

mod 9 - 267 maka, 3 - 2% bukan elemen idempoten subring (2%*1) pada ring

(Z9.26k+1 ; +, X )

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 3-2%**1 adalah elemen idempoten subring

(26F1) pada ring (Zg.ger+1, +, X ) dengan cara 4-26+1.4.266+1 = 4.26k+1 mod 9. 26k,

Bukti :
16 - 212k+2 =9. 26k‘+1 h
=9. 26k+1

— Q. 96k+1

=9. 26k:+1 .
7. 96k+1

=9. 96k+1

9. 26k+1
— Q. 26k:+1

9. 26k+1 B

26k+1 i, 26k+1 .

. 26k+1 +9. 26k+1

. 26k+1 +9. 26k+1

96k+1 +9. 96k+1

26k—5

26k+1 +9. 26k+1 X
" 26k—6 +5- 26k+1 .
. 26k+1 4+9. 26k+1

26k+1

4 26k +5. 26k+1 " 26k
.96k | . 96k+1 96k—1 4 obk+1  96k—1
. 96k i (8 96k+1 | 96k—1 +9. 96k+1 26k—5+

26k +9. 26k+1 . 26]971 +9. 26k+1 . 26]6*5_{_

26k—6

. 26k: +9. 26k:+1 . 26k:—1 49. 26k:+1 . 26k:—5+

26k76+‘__+9‘26k+1.20+5‘26k+1.20
=9. 26k+1(26k+1 + 26k + 26k—1 + 26k—5 + 26k—6 4+t 1) +5. 26k+1

Karena 4 - 26F+1 . 4. 26k+1 £ 4. 96k+1 mod 9 - 26k+1 berarti 4 - 26¥+1 bukanlah elemen

idempoten subring (25*1) pada ring (Zg.gsr+1, +, X).
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Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 5-26*+1 adalah elemen idempoten subring
(2641 padaring (Zg.gor+1, +, x ) dengan cara 5-20671.5.20k+1 — 5.96k+1 mod 9.26k+1,
Bukti :

95 . Q12k+2 _ . 9bk+L  9bk+2 4 7 9O0k+1  gfk+1
_ Q. 9bkHL  9bk+2 4 . 90kt obk | 5 obk+1 96k
_ Q. 96kl 90k+2 | g 9bk+1 90k 4 g gbk+1  gfk—1 4 obk+1  9k—1
_ Q. oOk+1 , 96k+2 4 g 9Bk+1 96k | g . 96k+l  gfk—1 4 g 9bk+1  ofk—5
7. 96k+1  9bk—5
_ . 9bk+l  96k+2 | g obk+l 96k | . 96k+l  96k—1 | . 9Bk+1  9fk—5
Q. 96k+1 , 9Bk—6 | 5 obk+1  9Bk—6
_ Q. oOkt1 , 9bk+2 4 g 9Bk+1 96k | g 96k+l  gfk—1 4 g 96k+1  ofk—5 4
Q. 9Bk+1  96k—6 4 .. 4 g.96k+l 90 4 5. 9bk+l 90
— . 9BkH1(6k+2 | obk | 96k—1 | 9Bk—5 | 96k=6 4 ... | 1) | 5. 90kt
Jadi, terbukti bahwa 5 - 26k+1 . 5. 96k+1 — 5. 96k+1 ;j19d 9 . 26k+1 jnj berarti 5 - 265+1
adalah elemen idempoten subring (26*1) pada ring (Zg.ger+1, +, X ).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 6-26%+! adalah elemen idempoten subring
(26+1) pada ring (Zg.ger-+1, +, X ) dengan cara 6-2651.6.265+1 = 6.26-1 mod 9. 26+
Bukti :

36 . 912k+2 _ g . 96k+1  96k+3 4 ()

Karena 6-2°%F1.6.26F1 adalah kelipatan 9-25*"! mengakibatkan 6-26%1.6.26k+1 = (
mod 9 - 26°*! maka, 6 - 26*! bukanlah elemen idempoten subring (2°*!) pada ring
(Zg.gon+1, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 7-26%+1 adalah elemen idempoten subring
(26F1) pada ring (Zg.ger+1, +, X ) dengan cara 7-261.7.26k+1 — 7.26k+1 mod 9. 2601,
Bukti :

49 . 91242 _ g 90k+1 5 9bk+l | 4 ofk+1 96kt

=9. 26k+1 .5 26k+1 +9. 26k+1 . 26k—1 4+ 7. 26k+2 . 26k—1
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_ Q. 9bk+l 5 oBk+l | g 9kt gbk—1 4 (. 90k+l 96k—2 | 5 obk+1 o6k-2
Q. 90k+1 5. 90kt 4 g gbkt1 obk—1 | . 96kt 96k—2 4 o obk+1 96k—3_
6k+1 | 96k—3
_ Q. 90k+1 5. 90K+l 4 g gbk+1 obk—1 | . 96k+l 96k—2 | g ofk+1 96k—3
Q. 96k+1  9Bk—T | 7 obk+1  96k-T
_ Q. 90k+1 5. 9bk+1 4 g 90kt 96k—1 | . 96k+l 96k—2 | ( obk+1, o6k—3
Q. 96k+1  96k=T | 4 g.96k+1 93 | ofk+2 93
— Q. 98kH1(5. Q6K+ | 96k—1 4 9Bk—2 4 9Bk | 96K=T | .. 4 g) 4 8. 96kl
Karena 7 - 20k+1 . 7. 96k+1 £ 7. 96k+1 ;mod 9 . 20k+1 berarti 7 - 265+1 bukanlah elemen
idempoten subring (25*1) pada ring (Zg gor+1, +, X).

Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 8 -26*+1 adalah elemen idempoten subring
(261 padaring (Zg.goe+1, +, x ) dengan cara 8-2061.8.20k1 — 8.26k+1 mod 9.26k+1,
Bukti :

G4 . 912K+2 _ g 9bk+1 7 9bk+1 | bkt | gfk+1
_ Q. 90kt 7 gbk+l 4 g 9bk+l  gBk—3 4 7 obk+l  g6k—3
_ Q. 96K+l 7 obk+l | g 96k+l g6k—3 | g . 9bk+l 96k—d 4 5 obk+l o6k
_ Q. 9bk+l 7. 9bk+l 4 g 9bk+l 96k—3 | . 96k+1 obk—d | q obk+1 obk—5
96k+1 . 96k—5
_ Q. 96kl 7 90kt 4 g obk+1 g6k—3 | . 96kt 9bk—4 4 o obk+1 96k—5_
Q. 90K+ . 96k=9 | 7 gbk+1 , 96k
Q. 96k+1 7 90k+l 4 g gbk+1 96k—3 | . 90k+l  96k—4 | g oBk+1 96k—5
Q. 96k+1  96k=9 | . 4 g . 9bk+l ol | obk+l ol
— Q. 98kH1(7. 98K+ | 96k=3 | 9Bk—4 4 9BK5 | 96K=9 | . 4 9) 4 9. 96k+l
Karena 8 - 265+ . 8. 26k+1 o£ 8. 96k+1 mod 9 - 26k+L berarti 8 - 26#*! bukanlah elemen
idempoten subring (2571) pada ring (Zg.gsx+1, +, X).
Elemen idempoten subring (2°*™) pada ring (Zg.qex+1, +, X ) berada di 5- 256+,

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 5 - 2°*1 adalah unity subring (26*!) pada ring
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(Zg.g6x41, +, x ). Akan ditunjukkan 26F+1 . 5. 26k+1 — 9. 96k+1 mod 9 . 26kF1,
Bukti :
5.9126+2 _ g, obk+1  obk | oBk+1 , o0k
_ Q. 90k+1 96k 4 g gfk+1  90k—4 | 7 ofk+1  90k—4
_ .96kt 9bk 4 g 9bk+1 96k~ | g ofk+1 96k—5 | 5 obk+l  96k-5
— 0.96k+1,96k 1 g.96k+1,96k—4 | g 9Bk+1,96k—5 | §.96k-+1,96k—6 | 96k-+1,96k—6
_ . 9bk+l 96k | . gfk+1  9fk—d | g . 9bk+l . 96k—5 4 g 90k+l  90k—6
Q. 96k+1 . QBk—10 4 7 obk+1  96k—10
_ . 9bkHl 96k | . 9bk+1  9bk—d | g . 9bk+1  96k—5 4 g 96k+l  90k—6
Q. 906K+ 96k=10 | . 4 . 96k+tl 90 | 96k+l 90
Q. 96kF1(96k | 9Bk~ 4 96k=5 | 9Bk—6 | 96K—10 . | 1) 4 96k+1
Jadi, terbukti bahwa 265+1 . 5. 26k+1 — 96k+1 ;q 9 . 26k+1
Selanjutnya akan ditunjukkan 2 - 26F+1 . 5. 26k+1 — 9. 96k+1 ppq 9 . 20k+1

Bukti :

10 - 212K+2 — g . 9Bk+1 _ 96k+1 | gfk+1 | 96k+1
_ Q. 96k+L , 9Bk+l | . 9Bk+1 , 9Bk—3 | 7 ofk+1  ofk—3
— Q. 90K+l 9bk+1 4 g 90k+l, 9Bk—3 4 . 90k+1, gfk—d | 5 obk+1  o6k—d
_ Q. oBk+1  gBk+1 4 . gBk+1  9Bk—3 | (. gBk+1  gfk—d | (. 9bk+1  oBk—5 1
6k+1 | 96k—5
_ . 98K+, 96kl 4 . 9bk+l | 96k—3 4 . ofk+l  96k—4 4 g gBk+1, 96k—5
Q. 96k+1  9Bk=9 | 7 obk+1  96k—9
_ Q. oBk+1  gBk+1 4 gBk+1  9Bk—3 | . 9Bk+1  gfk—d | (. 9bk+1  gBk—5 1
. 96k+1  96k=9 | . 4 g . 9bk+l ol | obk+l ol
— . 9BkH1(6kH1 | 9Bk 4 6k~ | 9Bk—5 | 96K 4 . | 9) | . Gktl
Jadi, terbukti bahwa 2 - 26k+1 . 5. 26k+1 — 9. 96k+1 154 9 . 20k+1
Selanjutnya akan ditunjukkan 3 - 26k+1 . 5. 26k+1 — 3. 96k+1 ppd 9 . 20k+1

Bukti :
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15 - 212k+2 =9. 26k+1
=9. 26k+1
=9. 26k+1

— Q. 96k+1

3. 96k+1 |

=9. 26k+1
9. 26k+1
—0Q. 26k+1

9. 26k+1 A

L Q6k+1 |G 96kt
L 96k+1 | g 9bk+1
Q6K+l | g . 9bk+1
L Q6k+1 | g . 96kt

26k—4

. 26k+1 +9. 26k+1

) 26k76 +3. 26k+1 .

X 26k+1 +9. 26k+1

36

26k+1

. 26k +3. 26k:+1 . 26k
. 26k +9. 26k+1 . 26k72 +3. 26k+1 . 26k72

26k + 9. 26k+1 X 26k—2 + 9. 26k+1 . 26k—4_|_

. 261: +9. 26k+1 . 26k—2 +9. 26k+1 . 26k—4+

26]6*6

X 26k 0 26k+1 X 26k—2 +9. 26k+1 X 26k—4_|_

26]6—6_'_._'+9'26k+1.20+3.26k+1.20
=9. 26k+1(26k+1 ¥ 26k + 26k72 + 26]674 oy 26k76 4+ . 1) +3. 26k+1

Jadi, terbukti bahwa 3 - 26k+1 . 5. 26k+1 — 3. 96k+1 154 9 . 20k+1

Selanjutnya akan ditunjukkan 4 - 26k+1 . 5. 26k+1 — 4. 96k+1 ppd 9 . 20k+1

Bukti :

20 - 212k+2 =9. 26k+1 . 26k+2 oL 26k+1 | 26k+2

=9. 26k+1 A 26k+2 + 9h 26k+1 X 26k—2 + 26k+1 X 26k—2

—fg 26k+1 h 26k+2 +9. 26k+1 . 26k—2 +9. 26k:+1 . 26k—3 +5- 26k+1 . 26k—3

=9. 26k+1 . 26k+2 E ) 26k+1 A 26]{72 +9. 26k+1 . 26]973 +9. 26k+1 . 26k74_’_

9bk+1 | 9bk—4

=9. 96k+1 | 96k+2 +9. 96k+1 | 96k—2 +9. 96k+1  96k—3 +9. 96k+1 26k—4+

9. 26k+1 . 26k—8 . 26k+1 1 26k—8

=9. 26k+1 r 26k+2 +9. 26k+1 . 26]672 +9. 26k+1 . 26k73 +9. 26k+1 . 26]674_{_
9. 26k+1 " 26k—8 SN S | 26k+1 I 22 L 26k+1 X 22

—9. 26k+1<26k’+2 + 26k—2 4 26k:—3 4 26k—4 4 26k:—8 Y - 4) 4. 26k:+1

Jadi, terbukti bahwa 4 - 26k+1 . 5. 26k+1 — 4. 96k+1 ;o 9 . 20k+1

Selanjutnya akan ditunjukkan 6 - 26k+1 . 5. 26k+1 — G . 96k+1 ppd 9 . 20k+1

Bukti :

30 - 212k+2 =9. 26k+1 .3. 26k+1 +3. 26k’+1 . 26k+1
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_ Q. 90kHL 3. gBk+1 4 g 9bk+l  gfk—1 | 3 obk+1 96kl
_ Q. 9bk+l g obk+l | g 96kt obk—1 4 (. 90k+l 96k=3 | g obk+l 96k-3
_ . 9Bk+1, 3. 9bk+l 4 g 90kt 96k—1 | . 96k+l 96k—3 | q obk+1 obk—5
3. 9bk+1 , o6k—5
_ Q. 96k+1 .3 90kt 4 g obk+1 obk—1 | . 96kt 96k—3 4 o obk+1 96k—5_
Q. 9Ok+L . 96k=T | 3 9bk+1 , 96k—T
_ Q. 96k+1 3. 90k+1 4 g obk+1 o6k—1 | . 96k+l 96k—3 | g oBk+1 96k—5
Q. 96k+1  9Bk—T | . 4 g.9bk+l ol | 3. obk+l ol
— Q. 90kH1(3. 90K+ | 96k—1 | 96k—8 4 9BK-5 | 96k=T | ... 4 9) 4 .26k
Jadi, terbukti bahwa 6 - 26k+1 . 5. 26k+1 — . 26k+1 mod 9 . 26k+1
Selanjutnya akan ditunjukkan 7 - 26k+1 . 5. 96k+1 — 7. 96k+1 ppq 9 . 20k+1
Bukti :
35. 912642 _ g, 90k+1 , 3 96k+1 | g, gfk-+1  96k+1
_ Q. 90kt 3. o6k+1 4 g 9bk+l 96k | 7 o6k+l o6k
_ Q. 96kt 3. 9fk+1 4 g 90k+l  9bk | g . gfk+1 96k—1 | 5 ofk+1  96k-1
_ Q. 9bkt1 . 3. 96kt 4 g obkt1, 96k 4 . 96k+l 9bk—1 | g obk+1  ofk—2.y
6k+1 | 96k—2
_ Q. 96k+l . 3. 96kt 4 g obk+1, 96k | (. 96K+l 96k—1 | g obk+1  ofk—2
G . 96k+1  9Bk—6 | 7 obk+1  96k—6
_ . 90k+l . 3. 96kt 4 . 9bk+l 96k 4 (. 96K+l 9Bk—1 | g 96k+1  g6k—2
Q. 96k+1  9Bk—6 | .. 4 g 9bk+l 00 | 7. 9o6k+2 90
— Q. Q6K¥1 (3. 96kH1 | 9Bk | 96kl | 96k 4 96k=6 4 . 4 1) 4 7.6k
Jadi, terbukti bahwa 7 - 26k+1 . 5. 96k+1 — 7. 96k+1 ;jod g . 26k+1
Selanjutnya akan ditunjukkan 8 - 26F1 . 5. 26k+1 — 8. 96k+1 mod 9 . 26k+1
Bukti :
40 - 212642 g . 90K+ | 9Bk+3 4 96K+l o6k+3

=9. 26k+1 . 26k+3 +9. 26k’+1 . 26k—1 4+ 7. 26k+1 . 26k—1
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— Q. 90k+1, 9Bk+3 | g, 9bk+1 96kl | . 06k+l  96k—2 | 5 . 9B+l 96k—2
_ Q. 96k+L, 9bk+3 | g 96k+1 , 9Bk—1 | 96k+1 96k—2 | g . 6k+1 96k—3 |
o6k+1 . 96k—3
_ 9. 96k+L, 96k+3 | g, 96k+1 , 9Bk—1 | q . 96k+1 96k—2 | g 6k+1 96k—3 |
Q. 96k+1 , 96k—T | 7 96k+1 , 96k—T
_ Q.96+l 96k+3 | g 96k+1 . 96k—1 | (. 96k+1 96k—2 | g 6k+1 Q6k—3
9. 96k+1 , 96k=T L ... 1 g.96k+l 93 4 obk+l 93
— Q. OKF1(6k+3 4 g6k—1 4 96k=2 | 9Bk=3 | 96k=T 4 ... 4 g} | §. 96kl
Jadi, terbukti bahwa 8 - 20k+1 . 5. 26k+1 — 8. 96k+1 ;mod 9 . 26k+1 perarti 5 - 26k+1
adalah unity dari subring (2°*') pada ring (Zg.gex+1, +, x ). Contoh untuk k = 0,1 =
6-0+1=1. Ring (Zgo1,+,x) = {0,1,2,3,4,5,- - - 16,17} dan subring (2') =
{0,2,4,6,8,10,12,14, 16}. Unity dari subring (2') adalah 10 karena 10 - 10 = 100 =
10mod9-21,2-10=20=2mod 9-2',4-10 =40 =4mod9-2',6-10 =60 = 6
mod9-2',8-10 =80 =8mod9-2',12-10120 = 12mod 9 - 2%, 14 - 10 = 140 = 14
mod 9 - 2%, dan 16 - 10 = 160 = 16 mod 9 - 2'.
Untuk | = 6k + 2, subring (26672) = {0,26k+2 2. 26k+2 3. 96k+2 4 . o6k+2
5. 20kF2 6. 6k+2 7. 96k+2 8. 96k+21 akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah
pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada [ = 6k + 1.
QO +2, 96k +2 — . 96k+2(0k=2 | 9Bk—3 | 96k—4 4 9Bk—8 | g6k=9 4 96k—10 | ... 4 9) 1 4 96k+2
9.96K+2.9.96k+2 — §.96k+2(96k | 96k—1 4 96k=2 | 96k—6 4 96k=T | 9Bk=8 | .. 4 1) | 7.96k+2
3.90k+2 3. 96k+2 _ ., 96k+2 , 96k+2 | ()
490642, 4 90k+2 — . 90k+2(96k+2 4 96k+1 4 96k 4 96k—4 4 96k—5 | 96k—6 | .. 4 1) 96k+2
5.90k+2.5.96k+2 — . 90k+2(90k+3 | 9Bk+1 | 96k | 96k—4 4 96k—5 4 96k—6 1 .. | 1) | 96k+2
6. 20k+2 . 6. 96k+2 _ . 96k+2 , 96k+d | ()
7.00k2. 7. Q0K+2 — . 96k+2(5. Q0k+2 | 96k | 9Ok—1 | 90k—2 4 96k—6 4 .. 1) | 7. Q0k+2
820428 96k+2 — .90k +2(7. 90k +2 | 9Bk—2 | 9Bk—3 | 9Bk—1 | 9Bk—8 1. | 4}y 4.96k+2

Elemen idempoten subring (25%+2) berada pada 7 - 2642 karena 7 - 20k+2 . 7. 26k+2 —


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

39

7 - 20642 mod 9 - 2652 Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 7 - 26¥+2 adalah unity
subring <26k+2>. Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen tak nol dengan
7 - 26K%2 menghasilkan elemen tersebut mod 7 - 265+2,
Q6K+ .7 9Ok+2 — . gOK+2(98kH1 4 o6k 4 9Bk—d | 96k=5 4 g6k—6 | . | 1) 4 o0K+2
9.96k+2 7. 90k+2 _ . 9BkH2(Q6k+2 4 g6k+1 | 96k—3 | 9Bk—d | 9Bk—5 | 4 0 4 . 90kt
3.96k42 7. Q6k+2 _ g 96k+2(90k+3 4 96k | 96k—2 | g6k—4 | 96k=6 4 . | 1) 3.90k+2
4.96k+2.7.96k+2 _ .98k +2(3. 96K+ 4 96k—2 | 96k—3 | obk—4 4 96K—8 4 .. | 4) 4 4.06k+2
5-00k+2.7.96k+2  .06k+2(3.06k+2 | 9Bk+1 | g6k | 96k—1 | 9Bk—5 | g6k—6 4 . 4 1) 5.90k+2
6. 20k+2.7.96k42 — . 90k+2(4. 90K+ 4 g6k+1 | 9k—1 | 96k—3 4 96k=5 1 ... | 9y 4 §.0k+2
8.90k+2.7. 9642 _ . 90k+2(3. 90K+ 4 96k—1 | 9k—2 | 96k—3 4 96k=T 1 ... | g) 4 §.0k+2
Karena elemen tak nol subring (25%+2) dikalikan dengan 7-2°*"2 menghasilkan elemen
tersebut mod 9 - 265+2. Jadi, terbukti bahwa 7 - 2°*72 adalah unity dari subring (26%+2).
Contoh untuk & = 0,1 = 6-0+ 2 = 2. Ring (Zg.92, +, x) ={0,1,2,3,4,5,---, 34,35}
dan subring (22) = {0,4,8,12, 16,20, 24,28, 32}. Unity dari subring (2?) adalah 28
karena 28-28 = 784 = 28 mod 9-22,4-28 = 112 = 4 mod 9-22, 8-28 = 224 = 8 mod
9.22,12-28 =336 = 12mod 9-22, 16-28 = 448 = 16 mod 9- 22, 20- 28 = 560 = 20
mod 922,24 -28 = 672 = 24 mod 9 - 22, dan 32 - 28 = 896 = 32 mod 9 - 2.
Untuk | = 6k + 3, subring (26573) = {0, 20+F3 2. 26k+3 3. 6k+3 4. o6k+3
5.20k+3 6. 96k+3 7. 90k+3 8. 96k+3Y akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah
pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada [ = 6k + 1.
OBk +3. Q6K+ _ . 96k+3(96k—1 4 96k—2 | 96k—3 4 96k—T | 96k—8 4 96k—9 | | 8) 1 g.96k+3
0.90k+3.9.96k+3 — .90k+3(Q0k+1 | 96k | 9k—1 4 96k—5 | 96k—6 | 96k—T 4 .t 1)y 5 90kt
3. 96k+3 g 9fk+3 _ (. 96k+3  96k+3 | ()
4.96K+3 4. QOKF3 — . QOKF3(6K+3 4 9k+2 4 9Bkl 4 96k—3 4 9bk—4 | 96k—5 | ... | 9)
19 . 96k+3
B 20k+3 . 5. Q0K+ — g Q0K+ (0k+4 4 9Bk+2 4 9Bkl 4 96k—3 | 9bk—4 | 96k=5 | ... | 9)
19 96k+3
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6. 20k+3 . . 96k+3 _ (. 96k+3  96k+5 | ()
7.065+8.7.96k+8 _ .06k+3 (506543 | 9Bkl | 96k | 96k—1 | 9Bk—5 | 96k—6 4y 1) 5.96k+3
8.90kH3 8. 06K+ _ 0. 96k+3(7.96k+3 | 9Bk—1 4 96k—2 | 96k—8 4 96k—T | . | 8) | g 96k+3
Elemen idempoten subring (25%+%) berada pada 8 - 2053 karena 8 - 263 . 8 . 20k+3 —
8 - 26F+3 mod 9 - 26543, Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 8 - 2653 adalah unity
subring <26k+3>. Cara menunjukkannya adalah mengalikan elemen tak nol dengan
8 - 26k+3 menghasilkan elemen tersebut mod 9 - 26++3
O6K+8 g 96K — . 96k+3(6k+2 | 9bk+1 4 96k | 9Bk—4 4 96k—5 | 96k—6 | . 1) 96k+3
9. 9Bk+3 . 8. 9BkH3 — . 96k+3(9BkHS | 96K+2 | 9Bk+1 4 96k—8 | 96k—d 4 96k—5 | ... | 9)
9. 96k+3

3.96k+3.8.96k+3 _ . 96k+3(96k+3 4 9Bk+2 4 9Bk | 9Bk—2 4 9Bk—4 4 9Bk—6 1 | 1) | 3.06k+3
496K+ 8. 90K — 0.90k+3(3.96k+3 | 96K+ 4 96k—2 | 96k—3 4 9Bk—4 | .| 4) 4 4.96k+3
5.90k+8.8.96k+3 — . 9Bk+3(Q6Kk+5 | 96k+1 4 9Bk 4 96k—1 96k—5 | 96k—6 1 .t 1)y 5 96k+3
6. 20k+3.8.96k+3 — .98k +3(5. Q6K+ 4 96k+1 | 96k—1 | 96k—3 4 96k=5 4 .| 9) 4 §.0k+3
7.96k+3 .8 96k+3 — 98kt (3.96k+4 | 9Bk | 96kl 4 96k—2 | 9Bk—6 | . | 1) 4 7.96k+3
Karena elemen tak nol subring (25%+%) dikalikan dengan 8-2°*3 menghasilkan elemen
tersebut mod 9 - 26543, Jadi, terbukti bahwa 8 - 2°*3 adalah unity dari subring (26%+%).
Contoh untuk k£ = 0,/ =6 -0+ 3 = 3, ring (Zg.93, +, x) ={0,1,2,3,4,5,---,70,71}
dan subring (23) = {0, 8, 16, 24, 32,40, 48, 56, 64}. Unity dari subring (23) adalah 64
karena 64 -64 = 4096 = 64 mod 9-23,8-64 = 512 = Smod 9-23, 16-64 = 1024 = 16
mod 9 -23 24-64 = 1536 = 64 mod 9 - 23 32-6 = 20484 = 32 mod 9 - 23,
40-64 = 2560 = 40 mod 9-23, 48-64 = 3072 = 48 mod 9- 23, dan 56-64 = 3584 = 56
mod 9 - 23.

Untuk | = Gk + 4, subring (256+4) = {0, 26k+4 2. 26k+4 3. 96K+ 4 . g6k+4
5. 20k+4 . o6kt 7. 90k+4 8. 96k+4Y akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah
pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada [ = 6k + 1.

26k+4'26k+4 — 9_26k+4(26k+26k—1 +26k—2+26k—6+26k—7+26k—8_i_. X +1) +7_26k+4
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0.96k+4.9 96K+ _ 0 9Bk4(Q6k+2 4 9Bk 4 9Bk | 96k~ | 9Bk 4 9Bk—6 4 | 1)y 9Bkt

3. 96k g 9bktd _ g obk+d  9bk+d | ()

4.0k 4 QOkA . g0k (k4 | 9Ok+3 | 9Bk+2 4 9Bk—2 4 o6k—3 | o6k~ | .. | 4)
4. bkt

B 9Ok+e 5. g0k t4 g g6kt (k45 4 9Bk+3 4 9Bk+2 4 96k=2 | 96k | o6k~ 1 ... | 4)
4. Bkt

6. o6k+e . G . 9k+d _ g obk+4  96k+6 | ()

7.90kH4. 7,96k 4 _ 0.96k+4 (5. 06k+4 | 96k+2 | 96k +1 4 9Bk | 96k—4 | 96k—5 | 96k—6 ¢ 4 1)

| obk-+4

8.26k+4.g. 96k _ . 9Bk+4(7. 9Bk | 96k | 9Bk—1 | 96k—2 4 96K—6 4 .. | 1) .96k

Elemen idempoten subring (26%+4) berada pada 4 - 267 karena 4 - 20k . 4. 26k+4 —

4 - 25k+4 mod 9 - 265+4  Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 4 - 264 adalah unity

subring (26FF1).

QB4 4. 9Ok +4 — g 9BkH4(6k+2 4 96K+1 4 96k 4 96k—4 | 96k | 96k—6 | .| 1) 6k+4

0.6k 4. Q6k+4 — 06k +4(96h+8 | 9Bkt2 | 9Bkl | 06k—3 4 obk—4 | 9Bk—5 | .. 4 0)
19 . 9bk+4

3.96k+4. 4. 06k 4 _ .6k+4(96k+4 | 96k +2 | 96k | 96k—2 4 96k~ | 96K—6 | .| 1) | 3.96k+4

5.96k+4. 408k 4 _ .9Bk+4(96k+5 | 9bk+1 | 96k 96k—1 4 96k—5 4 96k—6 4 .y 1) 4 5.6k

6. 26K+4. 4. 96K+ — . 9Bk+4(Q0KH5 4 96K+3 4 g6k+1 4 gbk—1 | 96k—3 | . 4 0 | .96k

7.96k+4 . 4 9BkH4 _ g 9Bk (3. 96k 4 96k | 9bk—1 4 96k—2 4 96k—6 4 .. | 1) | 7.96k+4

8.90k+4. 4. 96k+4 _ . 9Bk+4 (3. 90k+4 4 96k+3 | 9Bk—1 | 96k—2 4 96k—3 4 . | g) 4 g 6kt

Karena elemen tak nol subring (25%+4) dikalikan dengan 4-2°*"* menghasilkan elemen

tersebut mod 9 - 265+, Jadi, terbukti bahwa 4 - 2°*7 adalah unity dari subring (26+*).

Contohuntuk k£ = 0,1 = 6-0+4 = 4. Ring (Zg.o1, +, x)={0,1,2,3,4,5,---, 142,143}

dan subring (2) = {0, 16, 32,48,64, 80,96, 112, 128}. Unity dari subring (2*) adalah

64 karena 64 - 64 = 4096 = 64 mod 9 - 2% 16 - 64 = 1024 = 16 mod 9 - 2*,

32-64 =2048 = 32mod 9- 2%, 48 - 64 = 3072 = 48 mod 9 - 24, 80 - 64 = 5120 = 80
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mod 9-2% 96-64 = 6144 = 96 mod 9 - 2%, 112 - 64 = 7164 = 112mod 9 - 2* , dan
128 - 64 = 8192 = 128 mod 9 - 2*.

Untuk | = 6k + 5 subring (20F75) = {0, 26545 2. 26KF5 3. 0k+5 4 . 6k+5
5. 20k+5 6. 96kH5 7. 90k+5 8. 96k+5Y akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah
pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada [ = 6k + 1.
QOk+5 . 9Bk+5 — g . 90k+5(0k+1 4 96k | 96k—1 4 96k=5 | 96k—6 L ... 4 1) 4 7. Q0k+5
9.00k+5 . 9. 96k+5 — . QOk+5(Q6k+3 | 96k+2 | 9Bk+1 4 96k—3 | 9Bk—4 4 96k=5 | ... | 9)

49 . 96k+5

3. 26k+5 . 38 26k+5 =9. 26k+5 . 26k+5 40

4. 906k+5 4. 90k+5 — 9. 26k+5(26k+5 + 96k+4 + 96k+-3 e 26k—1 + 96k—2 + 96k—3 4 - N 8)
+8. 26k+5

5. 26k+5 5. 26k+5 =9. 26k+5<26k+6 + 26k+4 T 26k+3 . 26k—1 s 26k—2 4 26k—3 et 8)
+8- 26k+5

6 - 26k+5 -6 - 26k+5 =9. 26k+5 ! 26k+7 L0

rde 26k+5 7. 26k+5 =9. 26k+5 (5 . 26kr+5 1] 26k‘+3 . 26k+2 o 26k+1 alf 26k—3 4 26k—4 + 26k—5_|_

Ceo 4 2) 2. 2BkHS
8-26k+5'8'26k+5 — 9_26k+5(7_26k+5+26k+1+26k+26k71+26k75_’_26k76+‘”_’_1)_+_5_26k+5
Elemen idempoten subring (25%+5) berada pada 2 - 26575 karena 2 - 26+ . 2. 20k+5 —
2 . 2065 mod 9 - 2655 Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 2 - 26¥+5 adalah unity
subring (265},
26k+5 . b 26k+5 =9. 26k+5 (26k+2 + 26k+1 + 26k + 26k74 «d 261@75 + 26k76 4. f i 1) + 26k+5
3_261@—}—5_2,261@-&-5 — 9_26k+5(26k+4+26k+2+26k+26k—2+26k—4+26k—6+_._+1>+3_26k+5
4. 26k+5 .. 26k’+5 =9. 26k+5<26k’+4 + 26k+3 + 26k+2 + 26k:—2 4 26k—3 it 26k—4 NI 4)
+4 . 26k+5
5_26k+5_2_26k+5 — 9‘26k+5(26k+5_‘_26k+1+26k+26k—1+26k—5+26k—6+‘._+1)_‘_5_26k+5
6- 96k+5 .9 96k+5 _ 9. 26k+5(26k+5 + 96k+3 + 96k+1 + 96k—1 4 96k—3 et 2) 16- 96k+5
7_26k+5'2_26k+5 — 9'26k+5(26k+5+26k+4+26k+26k—1+26k—2+26k—6+'._+1>_|_7'26k+5
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8. 20K+5 .9 96k+5 — g QBk+5(Q6K+5 | gBk+4 y 9Bk+3 4 9Bk—1 4 96k=2 | 96k=3 4 ... | §)
1. 9Bkt

Karena elemen tak nol subring (25%+%) dikalikan dengan 2-2°**° menghasilkan elemen

tersebut mod 9 - 265+5_ Jadi, terbukti bahwa 2 - 2°*5 adalah unity dari subring (26%+°).

Contoh untuk £ = 0,1 = 6 -0+ 5 = 5. Ring (Zg.5,+, x) = {0,1,2,3,4,5,- -

-,286, 287} dan subring (2°) = {0,32,64,96,128,160,192,224,256}. Unity dari

subring (2°) adalah 64 karena 64 - 64 = 4096 = 64 mod 9 - 2°, 32 - 64 = 2048 = 32

mod 9-25,96-64 = 6144 = 96 mod 9-2°, 128-64 = 8192 = 128 mod 9-2°, 160-64 =

10240 = 160 mod 9 - 25, 192 - 64 = 12288 = 192 mod 9 - 2°, 224 - 64 = 14336 = 224

mod 9 - 2°, dan 256 - 64 = 16384 = 256 mod 9 - 2°.

Untuk | = 6k + 6 subring (26+76) = {0, 26546 2. 26K+6 3. 96k+6 4 . 6k+6

5. 20k+6 6. 96k+6 7. 96k+6 8. 96k+6Y akan dicari elemen idempoten. Langkah-langkah

pencarian idempoten melalui manipulasi aljabar seperti pencarian pada | = 6k + 1.

QOk+6 . QOK+6 — . 9OK+6(Q6K+2 | 9Bk+1 4 96k | g6k—d 4 9Bk=5 | 96k=6 | ... | 1) 4 96k+6

9. 90K+6. 9 9Bk+6 — g Q6K+6(6k+4 | g6K+3 | 9Bk+2 4 9Bk—2 4 96k=3 | g6k 1 .. | 4)
14 . 9Bk+6

3. 90k+6 . 3. 96k+6 _ . 96k+6 , 96k+6 | ()

4.96K+6 4. 96K+6 — . 96k+6(96k+6 4 96k+5 4 96k+4 4 96k 4 96k—1 4 96k=2 | 96k=6 | .. 4 1)
17 9Bk+6

5. Q0k+6. . 90k +6 — . 90k+6(9OKHT | 96K+ 4 g6k+4 4 96k | 9Bk—1 | 96k=2 4 96k—6 4 ... | 1)
17 . 96k+6

6. 26k+6 . G . 96k+6 _ g . 96k+6  96k+8 | ()

7.90k+6 .77 90k+6 . 9Ok+6 (5. 96k+6 | 96k+4 | 96k+3 | 96k+2 4 9Bk—2 4 96k—3 | 96k—4 |
C g 4) 4 4. 26k

8. 20K+6 . g 96k+6 — . Q6K+6(7. QOK+6 4 9Bk+2 4 9Bk+1 4 96k | 96k—4 | 96k—5 | 96k
S 1) 4 2Bk

Elemen idempoten subring (2°6) berada pada 26/¢ karena 26++2.26k+5 — 2645 mod
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9 - 26F¥6, Selanjutnya akan ditunjukkan apakah 25576 adalah unity subring (26++).

2.96k+6.96k+6 — . Q6k-+(Q6k+3_| 9Bk~+2 4 oBk-+1 4 96k—3 4 96k—4 4 96k=51 .. 4 94 9.96k+6
3.00k+6.96k+6 _ . Q6k+0(Q6k+4 | 96k+2 4 9Bk 4 9Bk—2 | 96k—d 4 96k—6 | ... | 1)1 3.90k+6
4.96k+6.96k+6 — .06k+6(Q6k-+4y 90k+3 | 96k+2 4 96k—2 | 96k—3 4 96k—4 | ... | 1)1 4.06k+6
5 Q0k+6.96k+6 — 0. 90k+6(0k+5 4 o6k+1 4 96k | 90k—1 4 96k=5 4 96k—6 4 ... 1 1) 4 5.6k+6

1

6 - 26k+6 . QBKH6 — (. 96K+6(9Bk+5 | 96K+3 | 9Bkl 4 96kl | 96k=3 4 | 0y | G.96k+6
7.06K+6.96k+6 _ . 6k-+6(96h+5 | 9Bk 4 96k | 96k~ | 96k—2 | 9Bk—6 4 . 1) 4 7.96k+6
8.26KH6.96KH6 — . 96k+6(6k+5 4 96k+4 | 9Bk+3 | 96k—1 4 96k | 96k—3 | Q) | 8 96K+
Karena elemen tak nol subring (256) dikalikan dengan 26"*6 menghasilkan elemen
tersebut mod 9 - 265+6. Jadi, terbukti bahwa 26**¢ adalah unity dari subring (26%+).
Contoh untuk & = 0,1 = 6-046 = 6. Ring (Zg.ss, +, x) = {0, 1,2, 3,4, 5, ---, 574, 575}
dan subring (2°) = {0, 64,128,192, 256, 320, 384, 448, 512}. Unity dari subring (2°)
adalah 64 karena 64 - 64 = 4096 = 64 mod 9 - 26, 128 - 64 = 8192 = 128 mod 9 - 25,
192 - 64 = 12288 = 192 mod 9 - 25, 256 - 64 = 16384 = 256 mod 9 - 2°, 320 - 64 =
20480 = 320 mod 9 - 25, 384 - 64 = 24576 = 384 mod 9 - 26, 448 - 64 = 28672 = 448
mod 9 - 26, dan 512 - 64 = 32768 = 512 mod 9 - 25.
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BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan
bahwa untuk subring <2l> pada ring (Z,.o1, +, X ) adalah subring proper trivial. Untuk
subring (2') pada ring (Zz.ox, +, X) penentuan unity dibagi menjadi dua, yaitu  ganjil
dan [ genap. Untuk [ ganjil, [ = 2k + 1 dengan £ adalah suatu bilangan bulat non
negatif, unity berada pada 2 - 227!, Sedangkan [ genap, | = 2k + 2 dengan k adalah
suatu bilangan bulat non negatif, unity berada pada 22++2.

Untuk subring (2') pada ring (Zs.,+, x) penentuan unity dibagi menjadi
empat, yaitu [ = 4k + 1,1l = 4k + 2,1 = 4k + 3, dan [ = 4k + 4 dengan k adalah
suatu bilangan bulat non negatif. Untuk [ = 4k + 1 unity berada pada 3 - 2***!, Untuk
| = 4k + 2 unity berada pada 4 - 2**2, Untuk | = 4k + 3 unity berada pada 2 - 24++3,
Dan untuk & = 4/ + 4 unity berada pada 24+4,

Untuk subring <21> pada ring (Z;.51, +, X ) penentuan unity dibagi menjadi tiga,
yaitul = 3k + 1,1 = 3k + 2, dan | = 3k + 3 dengan £ adalah suatu bilangan bulat non
negatif. Untuk [ = 3k + 1 unity berada pada 4 - 23!, Untuk [ = 3k + 2 unity berada
pada 2 - 2372 Dan untuk [ = 3k + 3 unity berada pada 23+,

Untuk subring (2') pada ring (Zg.y,+, x) penentuan unity dibagi menjadi
enam, yaitu [ = 6k +1,l =6k +2,l =6k +3,l =6k +4,l =6k +5,dan! = 6k +6
dengan £ adalah suatu bilangan bulat non negatif. Untuk [ = 6k + 1 unity berada pada
5-20k+1 Untuk | = 6k + 2 unity berada pada 7 - 2652, Untuk | = 6k + 3 unity berada
pada 8 - 265+3 Untuk [ = 6k + 4 unity berada pada 4 - 264, Untuk [ = 6k + 5 unity
berada pada 2 - 26*+°, Dan untuk [ = 6k -+ 6 unity berada pada 2°¢+9.
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5.2 Saran

Berdasarkan hasil dari penelitian mengenai karakterisasi unity subring proper
non trivial pada ring (Z,,+, x), maka penulis memberikan saran kepada pembaca
untuk mengembangkan penelitian mengenai karakterisasi unity subring proper non

trivial pada ring (Z,, +, X ) denagn n yang berbeda.
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