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ABSTRAK 

Misalkan 𝐺 adalah pasangan dua himpunan (𝑉, 𝐸) dengan himpunan titik 𝑉 

dan himpunan sisi 𝐸. Pewarnaan yang tepat dari suatu graf 𝐺 adalah pewarnaan titik 

sedemikian sehingga tidak ada dua titik yang bertetangga memiliki warna yang 

sama. Salah satu contoh adalah b-Coloring merupakan pewarnaan graf yang 

mengharuskan setiap kelas warna memiliki setidaknya satu titik yang bertetangga 

dengan semua kelas warna lainnya. b-Chromatic number merupakan bilangan 

terbesar 𝑘 yang menunjukkan bahwa suatu graf memiliki b-coloring dengan 𝑘 

warna dan dilambangkan dengan 𝜑(𝐺). Salah satu operasi graf yaitu operasi comb 

titik dinotasikan dengan 𝐺 ⊳𝑜 𝐻 adalah graf yang diperoleh melalui penggandaan 

graf 𝐻 sampai banyaknya graf 𝐻 sama dengan kardinalitas titik pada graf 𝐺. 

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan b-chromatic number dari hasil b-

coloring pada graf hasil operasi comb graf lintasan yang menghasilkan tujuh 

teorema baru diantaranya graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚, graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚, graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, graf 

𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, graf  𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, dan graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 

Kata kunci: b-coloring, operasi comb titik, graf lintasan, b-chromatic number 
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RINGKASAN 

Analisis b-Coloring pada Graf Hasil Operasi Comb Graf Lintasan; Angelita 

Oktavia Permadi; 210210101034; 2025; 43 halaman; Program Studi Pendidikan 

Matematika, Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember. 

 

Penelitian ini membahas salah satu topik dalam bidang teori graf, khususnya 

pada pewarnaan graf yaitu b-coloring. Pewarnaan graf adalah pemetaan dari 

elemen-elemen suatu graf terhadap 𝑘 warna dengan mengikuti aturan tertentu. b-

Coloring merupakan perwarnaan dari titik-titik 𝐺 sedemikian sehingga setiap kelas 

warna memiliki setidaknya satu titik yang bertetangga dengan semua kelas warna 

lainnya. b-Chromatic number dari sebuah graf 𝐺 dilambangkan dengan 𝜑(𝐺) 

adalah bilangan terbesar 𝑘 sedemikian sehingga 𝐺 memiliki b-coloring dengan 𝑘 

warna. Teori graf juga mengenal tentang adanya operasi graf yakni suatu cara untuk 

mendapatkan graf baru dengan melakukan suatu jenis operasi tertentu terhadap dua 

atau lebih graf sehingga menghasilkan graf yang berbeda dari graf pembentuknya. 

Salah satu operasi graf yaitu operasi comb titik yang dinotasikan dengan 𝐺 ⊳𝑜 𝐻 

adalah graf yang diperoleh melalui penggandaan graf 𝐻 sampai banyaknya graf 𝐻 

sama dengan kardinalitas titik pada graf 𝐺. Graf operasi comb titik memiliki satu 

titik pelekatan sehingga mempermudah proses pencarian b-chromatic number. 

Graf yang diteliti dalam skripsi ini adalah graf hasil operasi comb graf 

lintasan. Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk mendapatkan b-chromatic 

number dari hasil b-coloring pada graf hasil operasi comb graf lintasan. Penelitian 

ini memperoleh tujuh teorema sebagai berikut: 

i. b-Chromatic number pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 2,𝑚 ≥ 3 adalah 

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = {

3, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 = 3
4, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛,𝑚 = 3         

𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 = 4 
5, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4

 

ii. b-Chromatic number pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6 adalah 

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = 5 
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iii. b-Chromatic number pada graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 adalah 

𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4 

iv. b-Chromatic number pada graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 2 adalah 

𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {
4, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 ≥ 2
5, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2

 

v. b-Chromatic number pada graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2 adalah 

𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6 

vi. b-Chromatic number pada graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 2 adalah 

𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {
6, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 ≥ 2
7, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2

 

vii. b-Chromatic number pada graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3 adalah 

𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 8 
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 DAFTAR NOTASI  

𝐺  = Graf 𝐺 

∈  = Menyatakan elemen 

𝑉(𝐺)  = Himpunan titik pada Graf 𝐺 

𝐸(𝐺)  = Himpunan sisi pada Graf 𝐺 

|𝑉(𝐺)|  = Kardinalitas titik pada Graf 𝐺 

|𝐸(𝐺)|  = Kardinalitas sisi pada Graf 𝐺 

𝑣𝑖  = Titik ke−𝑖 pada Graf 𝐺 

𝑒𝑖  = Sisi ke−𝑖 pada Graf 𝐺 

𝑑(𝑣)  = Derajat suatu titik  

∆(𝐺) = Derajat terbesar dari Graf 𝐺 

𝑃𝑛  = Graf lintasan dengan 𝑛 titik 

𝐶𝑛   = Graf lingkaran dengan 𝑛 titik 

𝐻𝑛  = Graf tangga dengan 2𝑛 titik 

𝑆𝐿𝑛   = Graf tangga miring dengan 2𝑛 titik 

𝑃𝑇𝐿𝑛 = Graf tangga prisma dengan 2𝑛 − 1 titik 

𝐷𝐿𝑛 = Graf tangga permata dengan 4𝑛 titik 

𝐿𝑆𝑃𝑛 = Graf tangga segitiga pita dengan 3𝑛 + 1 titik 

⊳𝑜 = Operasi comb titik 

𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚   = Operasi comb pada 𝑃𝑛 dengan penempelan titik pada 𝑣3 𝑃𝑚 

𝑃𝑛 ⊳𝑣6 𝐶𝑚 = Operasi comb pada 𝑃𝑛 dengan penempelan titik pada 𝑣6 𝐶𝑚 

𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 = Operasi comb pada 𝐶𝑛 dengan penempelan titik pada 𝑣1 𝑃𝑚 

𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 = Operasi comb pada 𝑆𝐿𝑛 dengan penempelan titik pada 𝑣1 𝑃𝑚 

𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 = Operasi comb pada 𝑃𝑇𝐿𝑛 dengan penempelan titik pada 𝑣1 𝑃𝑚 

𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝐵𝑡𝑚 = Operasi comb pada 𝐷𝐿𝑛 dengan penempelan titik pada 𝑣1 𝑃𝑚 

𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐵𝑡𝑚 = Operasi comb pada 𝐿𝑆𝑃𝑛 dengan penempelan titik pada 𝑣1 𝑃𝑚 

𝜒(𝐺)  = Chromatic number dari Graf 𝐺 

𝜑(𝐺)  = b-Chromatic number dari Graf 𝐺 
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BAB 1. PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Pada tahun 1736, seorang ahli matematikawan Swiss bernama Leonhard Eular  

memperkenalkan teori graf untuk pertama kalinya yakni upaya dalam pemecahan 

masalah tentang jembatan Königsberg. Setelah lebih dari satu abad, perkembangan 

teori graf mengalami kemajuan hingga tahun 1976, Wolfgang Haken dan Kenneth 

Apple berhasil menyelesaikan Four-Colour Conjecture yang berkaitan dengan 

penggunaan empat warna pada peta sehingga tidak ada dua wilayah yang 

berbatasan memiliki warna yang sama. Mereka menggunakan kombinasi teknik 

teori graf dan komputasi sehingga penelitian mereka adalah salah satu pembuktian 

matematika paling terkenal yang melibatkan komputasi. Secara sederhana, suatu 

graf dapat direpresentasikan secara visual dengan menyatakan objek sebagai titik 

(vertex), sedangkan hubungan antara objek satu dengan objek lain 

direpresentasikan sebagai sisi (edge). Menurut Manongga (2013), graf digunakan 

untuk menggambarkan berbagai macam struktur yang ada, seperti: struktur 

organisasi, rute transportasi, dan berbagai bagan sistem penjadwalan mata kuliah. 

Hal ini merupakan salah satu penerapan dari metode atau konsep teori graf. 

Teori graf mengalami perkembangan yang sangat luas, salah satu konsep pada 

teori graf yang sangat diminati adalah pewarnaan graf. Pewarnaan graf adalah salah 

satu cara pelabelan pada graf dengan memberikan warna yang berbeda pada titik 

atau sisi atau wilayah yang bertetangga. Terbagi menjadi tiga jenis pewarnaan graf 

yaitu pewarnaan titik, pewarnaan sisi, dan pewarnaan wilayah. Pewarnaan titik 

adalah proses memberikan warna yang berbeda pada titik yang saling bertetangga 

sehingga tidak ada dua titik yang bertetangga memiliki warna yang sama. Banyak 

warna minimal yang bisa digunakan untuk mewarnai titik-titik pada suatu graf 

disebut bilangan kromatik. Pada pewarnaan graf, terdapat banyak sekali macam 

cara pewarnaan dan tentunya selalu berkembang dengan temuan-temuan baru 

sepanjang waktu. 

Pewarnaan b-coloring merupakan salah satu contoh kajian dalam pewarnaan 

graf yaitu pada pewarnaan titik dan menarik untuk diteliti. b-Coloring pada graf 𝐺 
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adalah metode pewarnaan dari titik-titik graf tersebut sedemikian hingga setiap 

kelas warna memiliki setidaknya satu titik yang bertetangga dengan semua kelas 

warna lainnya (Irving & Manlove, 1999). Kelas warna merupakan himpunan titik 

yang memiliki warna sama. Konsep b-coloring memiliki keterkaitan dengan 

permasalahan pewarnaan graf umum seperti chromatic number (bilangan 

kromatik). Salah satu masalah dalam mengkaji b-coloring yaitu bagaimana 

menentukan bilangan kromatik pada b-coloring (b-Chromatic number) dari sebuah 

graf 𝐺. b-Chromatic number adalah bilangan terbesar k sedemikian sehingga graf 

𝐺 memenuhi b-coloring dengan 𝑘 warna (Irving & Manlove, 1999). 

Teori graf juga mengenal tentang adanya operasi graf yakni suatu cara untuk 

mendapatkan graf baru dengan melakukan suatu jenis operasi tertentu terhadap dua 

atau lebih graf sehingga nantinya akan menghasilkan graf yang berbeda dari graf 

pembentuknya. Terdapat berbagai jenis operasi graf diantaranya yaitu joint, 

cartesian product, composition, corona, shackle, dan  comb. Pada penelitian ini, 

operasi graf yang digunakan adalah operasi comb. Misalkan 𝐺 dengan himpunan 

titik 𝑉(𝐺) = {𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} dan 𝐻 adalah sembarang graf terhubung. Hasil operasi 

comb titik dari graf 𝐺 dan 𝐻 dinotasikan dengan 𝐺 ⊳𝑜 𝐻 adalah graf yang diperoleh 

melalui penggandaan graf 𝐻 sampai banyaknya graf 𝐻 sama dengan kardinalitas 

titik pada graf 𝐺 yaitu 𝐻1, 𝐻2, … , 𝐻|𝑉(𝐺)| dan memilih satu titik tetap 𝑢𝑖 pada graf 

𝐻𝑖, kemudian melekatkan titik tetap 𝑢𝑖∀𝑖, pada titik 𝑣𝑖 di graf 𝐺 (Hasmawati, 2020). 

Beberapa penelitian b-coloring sebagaimana yang telah dilakukan mengenai 

topik dari keluarga prisma (𝑌𝑛) oleh Ansari dkk., (2018). Kemudian penelitian b-

coloring pada keluarga graf net (𝑁) oleh Akalyadevi & Ramaswamy (2019). 

Selanjutnya mengenai b-Coloring of the Product of Paths and Cycles oleh Afrose 

dkk., (2020),  serta Nagarathinam & Parvathi (2021) yang melakukan penelitian 

dengan topik b-coloring pada graf operator tadpole (𝑇𝑛,𝑘) dan graf wheel (𝑊𝑛). 

Berdasarkan hasil penelitian sebelumnya, peneliti tertarik untuk mengkaji lebih 

dalam mengenai b-coloring pada graf hasil operasi comb karena belum banyak yang 

meneliti tentang operasi tersebut. Graf yang digunakan pada penelitian ini antara 

lain graf Lintasan (𝑃𝑛), graf Siklus (𝐶𝑛), dan jenis-jenis dari keluarga graf Tangga 

(𝐿𝑛) antara lain graf Tangga Miring (𝑆𝐿𝑛), graf Tangga Prisma (𝑃𝑇𝐿𝑛), graf 
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Tangga Permata (𝐷𝐿𝑛), dan graf Tangga Segitiga Pita (𝐿𝑆𝑃𝑛). Beberapa graf 

tersebut nantinya akan dioperasikan dengan comb graf Lintasan (𝑃𝑛). Adapun 

pemilihan graf tersebut dikarenakan belum ada penelitian mengenai b-coloring 

pada graf hasil operasi comb graf lintasan, sehingga harapan dari penelitian ini akan 

mendapatkan bilangan kromatik pada b-coloring dan menemukan teorema baru 

sehingga nantinya dapat dijadikan referensi untuk diterapkan dalam pengaplikasian 

sebuah permasalahan. Selain itu, graf hasil operasi comb juga memiliki satu titik 

pelekatan sehingga mempermudah proses pencarian nilai bilangan kromatik b-

coloring. Berdasarkan pemaparan latar belakang di atas dan literatur review yang 

telah dilakukan, pada penelitian ini penulis memberikan judul “Analisis b-Coloring 

pada Graf Hasil Operasi Comb Graf Lintasan”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan pemaparan latar belakang diatas, maka dirumuskan masalah 

pada penelitian ini yaitu bagaimana b-coloring pada graf hasil operasi comb graf 

lintasan?  

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah dan pemaparan latar belakang di atas, maka 

tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini adalah menentukan dan mengetahui 

hasil dari analisis b-coloring pada graf hasil operasi comb graf lintasan.  

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah: 

a. Memberikan kontribusi terhadap perkembangan ilmu dalam bidang teori graf, 

khususnya ruang lingkup penerapan b-coloring pada berbagai jenis graf; 

b. Menambah wawasan dan pengetahuan baru dalam bidang teori graf 

khususnya mengenai b-coloring sehingga dapat dijadikan sebagai sumber 

referensi pengembangan penelitian teori dan aplikasi tentang b-coloring; 

c. Memberikan inspirasi bagi peneliti lain agar dapat mengembangkan 

penelitian b-coloring pada graf dan permasalahan lainnya. 
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1.5 Batasan Penelitian 

Menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, maka 

permasalahan dalam penelitian ini dibatasi bahwa graf yang akan dioperasikan 

dalam penelitian ini adalah graf Lintasan (𝑃𝑛), graf Siklus (𝐶𝑛), dan jenis-jenis dari 

keluarga graf Tangga (𝐿𝑛) antara lain graf Tangga Miring (𝑆𝐿𝑛), graf Tangga 

Prisma (𝑃𝑇𝐿𝑛), graf Tangga Permata (𝐷𝐿𝑛), dan graf Tangga Segitiga Pita (𝐿𝑆𝑃𝑛). 

Berdasarkan hal tersebut, graf hasil operasi comb yang diteliti adalah graf 

𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 2,𝑚 ≥ 3, graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 6, graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 

dengan 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2, graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 2, graf  𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 

dengan 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2, graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 2, graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 

dengan 𝑛,𝑚 ≥ 3. 

1.6 Kebaharuan Penelitian 

Pada penelitian sebelumnya, peneliti umumnya hanya meneliti tentang graf 

dengan menentukan bilangan kromatik b-coloring saja, tetapi belum menggunakan 

salah satu dari operasi graf. Selanjutnya kebaharuan dalam penelitian ini yaitu 

membahas topik baru yang memiliki keterkaitan dengan operasi comb yakni 

menemukan b-coloring pada graf hasil operasi comb 𝐺 ⊳0 𝐻, dengan graf 𝐺 yaitu 

graf Lintasan (𝑃𝑛), graf Siklus (𝐶𝑛), dan jenis-jenis dari keluarga graf tangga antara 

lain graf Tangga Miring (𝑆𝐿𝑛), graf Tangga Prisma (𝑃𝑇𝐿𝑛), graf Tangga Permata 

(𝐷𝐿𝑛), dan graf Tangga Segitiga Pita (𝐿𝑆𝑃𝑛), sedangkan untuk graf 𝐻 yaitu graf 

Lintasan (𝑃𝑛).  Sehingga berdasarkan uraian tersebut maka graf yang akan diteliti 

pada penelitian ini yaitu graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 2,𝑚 ≥ 3, graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 

dengan 𝑛,𝑚 ≥ 6, graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2, graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 

𝑛,𝑚 ≥ 2, graf  𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2, graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 

𝑛,𝑚 ≥ 2, graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 3. 
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Terminologi Dasar Graf 

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh seorang matematikawan Swiss 

yang bernama Leonard Euler pada tahun 1736, sebagai upaya menyelesaikan 

masalah jembatan Königsberg yang tercatat dalam sejarah untuk pertama kali 

menggunakan graf. Terdapat sungai dengan tujuh buah jembatan yang saling 

menghubungkan daratan dan apakah memungkinkan seseorang dapat melintasi 

semua jembatan tersebut masing-masing tepat satu kali serta dapat kembali ke titik 

awal. Euler menemukan pemecahan masalah tersebut dengan memodelkan ke 

dalam bentuk graf dan memisalkan daratan sebagai titik/simpul (vertex) sedangkan 

jembatan sebagai garis atau sisi (edge). 

Graf tidak berarah atau bisa disebut dengan graf 𝐺 didefinisikan sebagai 

pasangan himpunan terurut dari 𝐺(𝑉, 𝐸) dimana 𝑉(𝐺) merupakan himpunan 

berhingga tak kosong dari elemen yang disebut titik (vertex), sedangkan 𝐸(𝐺) 

merupakan himpunan berhingga dan boleh kosong dari pasangan tak terurut antara 

dua titik (𝑢, 𝑣) dimana (𝑢, 𝑣 ∈  𝑉(𝐺)) yang disebut sisi (edge). Jadi (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢) 

adalah sisi yang sama. Berdasarkan definisi graf tersebut dapat disimpulkan bahwa 

graf dimungkinkan tidak memiliki sisi, akan tetapi harus memiliki minimal sebuah 

titik karena 𝑉(𝐺) adalah himpunan tak kosong dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan boleh 

kosong. Graf kosong (null graph) merupakan graf yang tidak memiliki sisi juga 

dikenal dengan sebutan graf trivial jika hanya memiliki satu titik (Munir, 2010). 

Berikut pada Gambar 2.1 merupakan contoh dari graf kosong (null graph). 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Graf Kosong (Null Graph) 

Banyaknya titik yang dimiliki oleh suatu graf disebut dengan order dan 

dinotasikan dengan simbol |𝑉(𝐺)|. Sementara itu, banyaknya sisi yang dimiliki 

𝑣1 
𝑣2 

𝑣3 

𝑣4 
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oleh suatu graf disebut size dan dinotasikan dengan simbol |𝐸(𝐺)| (Slamin, 2009). 

Suatu graf dikatakan graf terhubung (connected graph) apabila setiap pasang titik 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) terdapat suatu lintasan yang menghubungkan titik u dan v (Febrianti 

dkk., 2019). Jika tidak terdapat sisi atau lintasan yang menghubungkan setiap titik 

tersebut, maka dikatakan sebagai graf tak terhubung (disconnected graph). Gambar 

2.2 merupakan contoh dari graf terhubung dan graf tak terhubung. 

 

 

 

 

 

Pada Gambar 2.2 (a) jumlah titik |𝑉(𝐺)| = 5 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) =

{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan |𝐸(𝐺)| = 8 dengan himpunan sisi 𝐸(𝐺) =

{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7, 𝑒8}. Dua titik u dan v dikatakan bertetangga (adjacent) 

apabila terdapat sisi yang saling menghubungkan antara kedua titik tersebut 

(Balakrishnan & Rangathan, 2012). Pada Gambar 2.2 (a) titik 𝑣1 bertetangga 

dengan titik 𝑣2 dan 𝑣5, titik 𝑣2 bertetangga dengan titik 𝑣1, 𝑣3, dan 𝑣5. Sisi 𝑒 =

(𝑢, 𝑣) dikatakan bersisian (incident) dengan titik u dan v apabila sisi e 

menghubungkan titik 𝑢 dan 𝑣 (Munir, 2010). Pada Gambar 2.2 (a) sisi 𝑒1 bersisian 

dengan 𝑣1 dan 𝑣2. Pada teori graf, istilah jalan adalah sebuah barisan berhingga 

antara titik dan sisi yang bergantian serta diawali dan diakhiri dengan titik dimana 

titik dan sisinya boleh berulang. Contoh jalan pada Gambar 2.2 (a) yaitu: 

𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒5, 𝑣3, 𝑒4, 𝑣4, 𝑒8, 𝑣2. Jalur merupakan jalan dari titik awal 𝑣0 ke titik tujuan 

𝑣𝑛 pada graf 𝐺 dimana sisinya tidak boleh sama. Contoh jalur pada Gambar 2.2 (a) 

yaitu: 𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒5, 𝑣3, 𝑒4, 𝑣4, 𝑒3, 𝑣5. Sedangkan lintasan atau path merupakan jalan 

dari titik awal 𝑣0 ke titik tujuan 𝑣𝑛 pada graf 𝐺 dimana titik yang dilalui hanya boleh 

dilewati tepat satu kali. 

𝑣1 

𝑣2 𝑣3 

𝑣4 𝑣5 

𝑒2 

𝑒3 

𝑒4 

𝑒5 

𝑒1 

𝑒6 

𝑒7 

𝑒8 
𝑒1 

𝑒2 

𝑒3 

𝑒4 
𝑣1 

𝑣2 

𝑣3 

𝑣4 

𝑣5 

(a) (b) 

Gambar 2.2 (a) Graf Terhubung dan (b) Graf Tak Terhubung 
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Derajat suatu titik atau degree adalah banyaknya titik yang bertetangga pada 

graf 𝐺 dan dinyatakan dengan simbol 𝑑(𝑣) (Munir, 2010). Contoh derajat pada 

Gambar 2.2 (a) adalah 𝑑(𝑣1) = 2, 𝑑(𝑣2) = 4, dan 𝑑(𝑣3) = 3. Titik terisolasi atau 

isolated vertex merupakan sebuah titik yang memiliki derajat nol, artinya titik 

tersebut tidak mempunyai sisi yang berdekatan dan tidak ada titik lain yang 

bertetangga. Sedangkan titik tergantung atau pendant vertex merupakan titik yang 

memiliki derajat satu (Rosen, 2019). 

2.2 Graf Khusus 

Graf khusus adalah graf yang mempunyai keunikan dan karakteristik bentuk 

khusus serta termasuk ke dalam graf sederhana. Graf sederhana adalah graf yang 

tidak memuat loop dan sisi rangkap. Pada graf khusus, sisi merupakan pasangan tak 

urut sehingga (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢). Karakteristik bentuk dari graf khusus dapat 

digeneralisasikan sampai orde ke-𝑛 namun tetap simetris. Graf khusus memiliki 

keunikan yakni tidak isomorfis dengan graf  lainnya. Beberapa jenis dari graf 

khusus sebagai berikut. 

2.2.1 Graf Lintasan (Path Graph) 

Sebuah graf 𝐺 dengan order ke-𝑛 dimana 𝑛 ≥ 2 dikatakan sebagai 

graf lintasan yang dinotasikan dengan 𝑃𝑛 jika titik-titik pada graf tersebut 

dapat dilabeli dengan {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} sedemikian sehingga sisi-sisinya 

adalah {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, … , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛} (Chartrand dan Zang, 2012 : 19). Kedua 

titik ujung pada graf lintasan merupakan pendant, yaitu titik dengan derajat 

satu, sedangkan titik yang lain berderajat dua. Contoh dari graf lintasan 

dapat dilihat pada Lampiran 2.2. 

2.2.2 Graf Siklus (Cycle Graph) 

Sebuah graf 𝐺 dengan order ke-𝑛 dimana 𝑛 ≥ 3 dikatakan sebagai 

graf siklus yang dinotasikan dengan 𝐶𝑛 jika titik-titik pada graf tersebut 

dapat dilabeli dengan {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} sedemikian sehingga sisi-sisinya 

adalah {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, … , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛} dan {𝑣1𝑣𝑛} (Chartrand dan Zang, 2012 : 

19). Setiap titik pada graf siklus berderajat dua. Contoh dari graf siklus 

dapat dilihat pada Lampiran 2.2. 
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2.2.3 Graf Tangga (Ladder Graph) 

Sebuah graf 𝐺 dikatakan sebagai graf tangga yang dinotasikan dengan 

𝐿𝑛 dimana 𝑛 ≥ 2 merupakan gabungan dari graf yang dibentuk dari hasil 

kali kartesius graf lintasan dengan dua titik  𝑃2 dan graf lintasan dengan 𝑛 

simpul sehingga 𝐿𝑛 = 𝑃2 × 𝑃𝑛 (Hasmawati, 2015). Titik-titik pada graf 

tersebut dapat dilabeli dengan {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} ∪ {𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛} sedemikian 

sehingga sisi-sisinya adalah {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, … , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛} ∪

{𝑤1𝑤2, 𝑤2𝑤3, … , 𝑤𝑛−1𝑤𝑛} ∪ {𝑣1𝑤1, 𝑣2𝑤2, … , 𝑣𝑛𝑤𝑛}. Banyaknya titik pada 

graf tangga adalah 2𝑛 dan sisi sebanyak 3𝑛 − 2. Contoh dari graf tangga 

dapat dilihat pada Lampiran 2.2. 

2.3 Keluarga Graf Tangga 

Keluarga graf adalah pengelompokkan graf menjadi satu dimana graf-graf  

tersebut memiliki karakteristik atau ciri-ciri yang sama. Salah satu contoh dari 

keluarga graf adalah keluarga graf tangga dengan unsur penyusun utama yaitu graf 

tangga (𝐿n). Berikut ini merupakan jenis-jenis graf dari keluarga graf tangga 

diantaranya yaitu: 

2.3.1 Graf Tangga Miring (Skew Ladder Graph) 

Graf Tangga Miring dinotasikan sebagai 𝑆𝐿𝑛 dimana 𝑛 ≥ 2 

merupakan graf yang terdiri dari dua jalur salinan dengan titik yang 

terhubung oleh sisi-sisi diagonal, bukan hanya tegak lurus. Adapun 

himpunan titik 𝑉(𝑆𝐿𝑛) = {𝑣𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑤𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan himpunan 

sisi 𝐸(𝑆𝐿𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑣𝑖𝑤𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑤𝑖𝑤𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}. Banyaknya titik pada graf tangga miring adalah 

2𝑛 dan sisi sebanyak 3𝑛 − 3. Bilangan kromatik pewarnaan titiknya adalah 

𝜒(𝑆𝐿𝑛) = 2 (R. A. Akbar, dkk., 2022). Contoh dari graf tangga miring 

dapat dilihat pada Lampiran 2.3. 

2.3.2 Graf Tangga Prisma (Prism Triangle Ladder Graph) 

Graf Tangga Prisma dinotasikan sebagai 𝑃𝑇𝐿𝑛 dimana 𝑛 ≥ 2 adalah 

graf yang dikontruksi dari graf tangga segitiga dengan cara melenyapkan 

satu titik yang berderajat dua. Graf tangga prisma adalah graf dengan orde 
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2𝑛 − 1, yaitu graf terhubung yang memiliki satu titik yang berderajat dua, 

dua titik yang berderajat 3, dan yang lainnya berderajat 4 (Hasmawati, 

2023). Adapun himpunan titik 𝑉(𝑃𝑇𝐿𝑛) = {𝑣𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑤𝑖; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝑆𝐿𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑣𝑖𝑤𝑖; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑤𝑖𝑤𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑣𝑖𝑤𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}. Contoh 

dari graf tangga prisma dapat dilihat pada Lampiran 2.3. 

2.3.3 Graf Tangga Permata  

Graf Tangga Permata dinotasikan sebagai 𝐷𝐿𝑛 dimana 𝑛 ≥ 2 

merupakan graf yang disusun oleh graf tangga dan mempunyai 𝑛 permata 

(Prihandini dkk., 2020). Adapun himpunan titik 𝑉(𝐷𝐿𝑛) = {𝑣𝑖, 𝑤𝑖, 𝑧𝑗; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛; 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝐷𝐿𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1, 𝑤𝑖𝑤𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛 − 1} ∪ {𝑣𝑖𝑤𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑧𝑗𝑧𝑗+1; 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑛 − 2, 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝} ∪

{𝑣𝑖𝑧2𝑖−1, 𝑣𝑖𝑧2𝑖 , 𝑤𝑖𝑧2𝑖−1, 𝑤𝑖𝑧2𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan banyaknya titik pada graf 

prisma adalah 4𝑛 serta sisi sebanyak 8𝑛 − 3 (Ilham Saifudin, 2016). Contoh 

dari graf tangga permata dapat dilihat pada Lampiran 2.3. 

2.3.4 Graf Tangga Segitiga Pita  

Graf tangga segitiga pita dinotasikan sebagai 𝐿𝑆𝑃𝑛 dimana 𝑛 ≥ 2 

adalah graf modifikasi dari hasil graf tangga segitiga 𝐿𝑆𝑛 yang bentuknya 

diputar balik seperti bentuk belah ketupat kemudian disusun dengan 

mempertemukan satu titik pada satu titik di salah satu sudutnya, dan dengan 

menambahkan satu sisi secara berselang seling sedemikian sehingga 

berzigzag memanjang menyerupai pita (Kurniawan Admaja, 2021). Adapun 

himpunan titik 𝑉(𝐿𝑆𝑃𝑛) = {𝑢𝑖 , 𝑣𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑤𝑖𝑤𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

dan himpunan sisi 𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛) = {𝑤𝑖𝑢𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑤𝑖𝑣𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑤𝑖𝑤𝑖+1, 𝑢𝑖𝑤𝑖+1, 𝑣𝑖𝑤𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑣2𝑖−1𝑣2𝑖, 𝑢2𝑖𝑢2𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛 − 1} (Kurniawan Admaja : 4, 2021). Contoh dari graf tangga segitiga pita 

dapat dilihat pada Lampiran 2.3. 

2.4 Operasi Graf Comb 

Operasi graf merupakan suatu cara untuk mendapatkan graf yang berbeda dari 

graf pembentuknya atau menghasilkan graf baru dengan cara menggabungkan dua 
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atau lebih graf yang dioperasikan menggunakan jenis operasi tertentu. Operasi yang 

akan digunakan pada penelitian ini adalah operasi comb. Graf comb adalah istilah 

yang diperkenalkan oleh Yoshio Hora dan Masao Obata dalam sebuah publikasinya 

yang berjudul “On Comb Graphs” pada tahun 1974. Beberapa operasi pada graf 

salah satunya operasi graf comb adanya penggunaan suatu titik dengan nama titik 

tetap. Pengertian dari titik tetap pada suatu graf adalah titik yang dipilih secara 

khusus untuk kepentingan tertentu atau untuk mempermudah dalam membahas 

operasi graf. 

Definisi 2.4.1 Misalkan 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣𝑖|1, 2, … , 𝑛} dan 𝐻 

adalah sembarang graf terhubung. Hasil operasi comb titik dari graf 𝐺 dan 𝐻 

dinotasikan dengan 𝐺 ⊳𝑜 𝐻 adalah graf yang diperoleh melalui penggandaan graf 

𝐻 sampai banyaknya graf 𝐻 sama dengan kardinalitas titik pada graf 𝐺 yaitu 

𝐻1, 𝐻2, … , 𝐻|𝑉(𝐺)| dan memilih satu titik tetap 𝑢𝑖 pada graf 𝐻𝑖, kemudian 

melekatkan titik tetap 𝑢𝑖∀𝑖, pada titik 𝑣𝑖 di graf 𝐺 (Hasmawati, 2020). 

Diberikan contoh pada Gambar 2.3 dua graf sederhana dengan graf pertama 

adalah (a) graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑥1, 𝑥2} dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) =

{𝑥1𝑥2}. Graf kedua yaitu (b) graf 𝐻 dengan himpunan titik 𝑉(𝐻) = {𝑎, 𝑏, 𝑐} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝐻) = {𝑎𝑏, 𝑏𝑐, 𝑎𝑐}. Graf 𝐺 memiliki titik sebanyak 2, maka graf 𝐻 

akan digandakan sampai banyak graf 𝐻 sama dengan kardinalitas titik pada graf 𝐺, 

sehingga diperoleh satu buah graf 𝐺 dan graf 𝐻1, 𝐻2. Setelah itu, dpilih dan 

ditetapkan satu titik tetap dari graf 𝐻 yaitu 𝑉(𝐺) = {𝑏}, kemudian melekatkannya 

pada setiap titik yang ada pada graf 𝐺 dan disimbolkan 𝑥𝑖. Berikut hasil dari (c) 

graf 𝐺 ⊳𝑏 𝐻. 

 

𝑥1,𝑎     𝑥1,𝑐    𝑥2,𝑎         𝑥2,𝑐                

 

𝑥1,𝑏                   𝑥2,𝑏                

 

𝑥1                       𝑥2                

 

𝑎                    𝑐                

 
𝑏                             

 (𝑏)                

 

(𝑎)                

 

(𝑐)                

 

Gambar 2.3 Graf 𝐺, (b) Graf 𝐻, (c) dan Graf 𝐺 ⊳𝑏 𝐻 
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2.5 Pewarnaan Graf 

Pewarnaan graf adalah pemetaan dari elemen-elemen suatu graf terhadap 

𝑘 −warna, dimana 𝑘 merupakan himpunan bilangan asli {1, 2, … , 𝑘} dengan 

mengikuti aturan tertentu. Pada pewarnaan titik, setiap titik diberi warna 

sedemikian rupa sehingga tidak ada dua titik yang bertetangga memiliki warna yang 

sama. Tujuan pewarnaan titik adalah untuk meminimalkan jumlah warna yang 

digunakan dan dikenal sebagai bilangan kromatik (chromatic number) dari graf.  

Definisi 2.5.1 Suatu pewarnaan pada seluruh titik anggota graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah 

pemetaan 𝐹: 𝑉 → ℕ dengan ketentuan titik-titik yang bertetangga memiliki warna-

warna yang berbeda di ℕ, artinya {𝑣1𝑣2} ∈ Ε maka 𝐹(𝑣1) ≠ 𝐹(𝑣2) (Rahadi, 

2019). 

Definisi 2.5.2 Kelas warna ialah himpunan titik-titik yang berwarna 𝑖 dengan 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑘. 

Bilangan kromatik graf 𝐺 ialah minimum banyaknya warna yang digunakan 

dalam mewarnai titik-titk di 𝐺, sedemikian sehingga setiap dua titik yang 

berhubungan  dengan satu sisi memiliki warna yang berbeda. Bilangan kromatik 

dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝜒(𝐺).  

Definisi 2.5.3 Bilangan kromatik dari graf 𝐺, dinotasikan 𝜒(𝐺), ialah jumlah 

minimum warna yang diperlukan untuk menghasilkan pewarnaan graf 𝐺 yang tepat 

(Kornelia, 2019). 

Pewarnaan graf terbagi menjadi tiga jenis antara lain pewarnaan titik (vertex 

coloring), pewarnaan sisi (edge coloring), dan pewarnaan wilayah (region 

coloring). Pada Lampiran 2.5 merupakan contoh dari jenis pewarnaan graf.  

1. Pewarnaan titik pada graf 𝐺 merupakan pemetaan 𝑐 ∶  𝑉 → {1, 2, 3, … , 𝑘} 

sehingga untuk setiap dua titik yang bertetangga 𝑢 dan 𝑣 memiliki warna 

berbeda 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣), dimana 𝑐(𝑣) merupakan warna dari titik 𝑣. 

Bilangan kromatik dari pewarnaan titik merupakan bilangan asli terkecil 

𝑘 atau minimum 𝑘 yang digunakan sebagai warna titik dinotasikan dengan 

𝜒(𝐺) (Bondy & Murty, 1976). 

2. Pewarnaan sisi pada graf 𝐺 merupakan pemetaan 𝑐 ∶  𝐸 → {1, 2, 3, … , 𝑘} 

sehingga untuk setiap sisi yang bertetangga 𝑒 dan 𝑓 memiliki warna 
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berbeda 𝑐(𝑒) ≠ 𝑐(𝑓) dimana 𝑐(𝑒) merupakan warna sisi 𝑒. Bilangan 

kromatik dari pewarnaan sisi merupakan bilangan asli terkecil 𝑘 atau 

minimum 𝑘 yang digunakan sebagai warna sisi dinotasikan dengan  𝜒′(𝐺) 

(Agustin et al., 2017). 

3. Pewarnaan wilayah pada graf 𝐺 merupakan pemberian warna terhadap 

wilayah pada 𝐺 dengan fungsi 𝑐 ∶ 𝑅 → {1, 2, 3, … , 𝑘} sehingga untuk 

setiap dua wilayah yang bertetangga 𝑟 dan 𝑠 memiliki warna berbeda 

𝑐(𝑟) ≠ 𝑐(𝑠) dimana 𝑐(𝑟) merupakan warna dari wilayah 𝑟 (Bondy & 

Murty, 1976). 

Salah satu contoh penerapan sederhana dari pewarnaan graf yaitu untuk 

mengatur agar warna setiap wilayah yang berdekatan di suatu peta tidak ada yang 

sama. Ada juga permasalahan membuat jadwal seseorang agar tidak memiliki 

jadwal di waktu yang bersamaan ketika akan mengikuti beberapa jadwal sekaligus. 

Pengaturan warna lampu lalu lintas yang harus hidup di pertigaan atau perempatan 

jalan untuk mencegah terjadinya kecelakaan juga merupakan salah satu manfaat 

dari pewarnaan graf. Beberapa contoh diatas dapat diketahui bahwa ada banyak 

sekali manfaat dari pewarnaan graf.  

2.6 b-Coloring 

b-Coloring merupakan salah satu contoh jenis pewarnaan graf yang terus 

berkembang dan ditemukan sepanjang waktu. Kata “b” dalam “b-coloring” 

merupakan singkatan dari “bounded” atau terbatas yang berarti pada batasan jumlah 

warna yang digunakan dalam pewarnaan. Ada beberapa kondisi yang harus 

terpenuhi dalam melakukan pewarnaan b-coloring, yaitu pertama tidak ada dua titik 

yang terhubung memiliki warna sama, dan kedua, setiap 𝑘 warna yang digunakan 

memiliki setidaknya satu titik 𝑣 yang bertetangga dengan titik-titik dari semua 

warna lain yang digunakan dalam graf tersebut. Titik 𝑣 ini disebut titik domain 

untuk 𝑘 warna. Misalnya, jika sebuah graf diwarnai dengan lima warna, maka setiap 

warna harus memiliki setidaknya satu titik yang terhubung dengan titik dari 

keempat warna lainnya. 
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Definisi 2.6.1 b-Coloring dari sebuah graf 𝐺 dengan 𝑘 warna adalah sebuah 

pewarnaan titik sedemikian sehingga ada titik disetiap warna yang bertetangga 

dengan setidaknya satu titik di setiap kelas warna lainnya (Blidia, 20212).  

Definisi 2.6.2 b-Chromatic number dari sebuah graf 𝐺 dilambangkan dengan 

𝜑(𝐺), adalah bilangan terbesar 𝑘 sedemikian sehingga 𝐺 memiliki b-coloring 

dengan 𝑘 warna (Irving & Manlove, 1999). 

Lemma 2.6.1 Batas b-coloring graf 𝐺 dengan derajat maksimum ∆(𝐺) sebagai 

berikut 

𝜒(𝐺) ≤ 𝜑(𝐺) ≤ 𝛥(𝐺) + 1 (Kouider & Mahéo, 2002) 

𝜒(𝐺) adalah bilangan kromatik dari sebuah graf 𝐺 yang merupakan nilai minimum 

dari warna yang diperlukan untuk menghasilkan pewarnaan yang tepat dari graf 𝐺 

dan Δ(𝐺) adalah derajat maksimum dari titik-titik graf 𝐺. 

Gambar 2.4 merupakan contoh hasil b-coloring pada graf 𝑃3 ⊳𝑣1 𝑆4 dengan 

𝑘 = 5 dimana setiap warna harus bertetangga dengan kelas warna yang lain. 

Terdapat 5 macam warna yang berbeda pada graf Gambar 2.4, pewarnaan yang 

berbeda tersebut sesuai dengan definisi b-coloring. Adapun kelas warna disajikan 

pada Tabel 2.1. 

Tabel 2.1 Hasil Kelas Warna b-Coloring Graf 𝑃3 ⊳𝑣1 𝐶4 

Kelas 

Warna 

1 2 3 4 5 Keterangan 

1  ✓ ✓ ✓ ✓ Memenuhi definisi b-coloring, 

karena setiap kelas warna memiliki 

setidaknya satu titik bertetangga 

dengan semua kelas warna lainnya 

2 ✓  ✓ ✓ ✓ Memenuhi definisi b-coloring, 

karena setiap kelas warna memiliki 

𝑥1,1                               𝑥2,1                               𝑥3,1                

 

𝑥1,2                                𝑥2,2                               𝑥3,3                

 

𝑥1,4                                𝑥2,4                               𝑥3,4                

 

𝑥1,3                               𝑥2,3                                𝑥3,3                

  

Gambar 2.4 Contoh b-Coloring Graf 𝑃3 ⊳𝑣1 𝐶4 
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setidaknya satu titik bertetangga 

dengan semua kelas warna lainnya 

3 ✓ ✓  ✓ ✓ Memenuhi definisi b-coloring, 

karena setiap kelas warna memiliki 

setidaknya satu titik bertetangga 

dengan semua kelas warna lainnya 

4 ✓ ✓ ✓  ✓ Memenuhi definisi b-coloring, 

karena setiap kelas warna memiliki 

setidaknya satu titik bertetangga 

dengan semua kelas warna lainnya 

5 ✓ ✓ ✓ ✓  Memenuhi definisi b-coloring, 

karena setiap kelas warna memiliki 

setidaknya satu titik bertetangga 

dengan semua kelas warna lainnya 

 

Berdasarkan Tabel 2.1 diatas, diperoleh kelompok kelas warna sebagai berikut: 

1. Kelas warna 𝐶1 = {𝑥2,1} 

2. Kelas warna 𝐶2 = {𝑥1,2, 𝑥2,2, 𝑥3,4} 

3. Kelas warna 𝐶3 = {𝑥1,4, 𝑥3,1} 

4. Kelas warna 𝐶4 = {𝑥1,3, 𝑥2,4, 𝑥3,3} 

5. Kelas warna 𝐶5 = {𝑥1,1, 𝑥2,3, 𝑥3,3} 
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BAB 3. METODOLOGI PENELITIAN 

3.1 Jenis Penelitian 

Pada penelitian ini, jenis penelitian yang akan digunakan adalah penelitian 

eksploratif. Penelitian ini termasuk dalam penelitian eksploratif dikarenakan tujuan 

dari penelitian ini adalah untuk memperdalam pengetahuan, menemukan sesuatu 

hal baru yang ingin diketahui peneliti, dan mengkaji lebih dalam suatu 

permasalahan. Hasil dari penelitian ini dapat dijadikan sebagai gambaran dasar dari 

topik pembahasan, mengembangkan gagasan dan teori yang bersifat dapat diubah, 

serta membuka kemungkinan adanya penelitian lanjutan terkait topik bahasan. 

3.2 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini ialah metode deduktif 

aksiomatik serta metode pengenalan pola (pattern recognition). Metode deduktif 

aksiomatik merupakan metode yang memakai prinsip-prinsip pembuktian deduktif 

(dari hal umum ke khusus) sesuai dengan logika matematika dengan menggunakan 

aksioma, teorema, dan lemma yang telah ada sebelumnya kemudian diterapkan 

pada b-coloring pada graf hasil operasi comb graf lintasan. Sedangkan metode 

pengenalan pola (pattern recognition) merupakan pendekatan yang digunakan 

untuk mengidentifikasi, mencari, serta menemukan pola b-coloring pada graf yang 

diteliti dan permasalahan yang akan diselesaikan. Penelitian ini nantinya akan 

diperoleh beberapa teorema b-chromatic number yang didapatkan dari hasil analisis 

lebih lanjut dari beberapa teorema atau definisi yang sudah ada sebelumnya. 

3.3 Prosedur Penelitian 

Prosedur penelitian merupakan uraian mengenai tahapan sistematis yang 

dilakukan sebagai pedoman dalam melaksankan penelitian untuk memperoleh data 

yang diteliti sehingga peneliti dapat memperoleh hasil sesuai dengan tujuan 

penelitian. Adapun prosedur penelitian yang akan dilakukan oleh penulis dalam 

menganalisis b-coloring pada graf hasil operasi comb graf lintasan diilustrasikan 

pada Gambar 3.1. 
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Alur prosedur dalam penelitian untuk menentukan b-chromatic number pada 

b-coloring graf hasil operasi comb graf lintasan adalah sebagai berikut: 

1. Menentukan beberapa graf yang akan digunakan sebagai graf 𝐺 antara lain 

graf Lintasan (𝑃𝑛), graf Siklus (𝐶𝑛), dan jenis-jenis dari keluarga graf 

Tangga (𝐿𝑛) antara lain graf Tangga Miring (𝑆𝐿𝑛), graf Tangga Prisma 

(𝑃𝑇𝐿𝑛), graf Tangga Permata (𝐷𝐿𝑛), dan graf Tangga Segitiga Pita 

(𝐿𝑆𝑃𝑛).  Adapun graf 𝐻 yang digunakan yaitu graf Lintasan (𝑃𝑛). 

2. Menentukan operasi graf yang akan digunakan pada penelitian ini yaitu 

operasi comb 𝐺 ⊳𝑜 𝐻. 

3. Mengkonstruksikan graf hasil operasi comb yang digunakan pada 

penelitian ini antara lain 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚, 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚, 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 

𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, dan 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚; 

4. Menentukan kardinalitas pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚.  

5. Memberikan pewarnaan di setiap titik pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚  

6. Menentukan kelas warna pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚. 

7. Melakukan pengecekkan apakah sudah memenuhi syarat dari b-coloring, 

apabila belum memenuhi maka kembali ke tahap ke-5. Apabila sudah 

memenuhi definisi dari b-coloring, maka bisa dilanjutkan ke tahap 

selanjutnya; 

8. Menentukan b-chromatic number yang merupakan bilangan terbesar yang 

dihasilkan melalui proses b-coloring pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 ; 

9. Memformulasikan rumus dari b-chromatic number graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 ; 

10. Merumuskan teorema terkait hasil dari b-coloring pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 ; 

11. Membuktikan kebenaran dari teorema yang diperoleh; 

12. Mengulangi langkah ke-4 sampai ke-10 untuk graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚, 

𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, dan 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚; 

13. Menyimpulkan hasil dari penelitian; 

14. Selesai. 
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3.4 Observasi Awal Penelitian 

Sebelum melaksanakan penelitian ini, penulis menentukan graf yang akan 

diteliti. Kemudian melakukan observasi awal yaitu menentukan kardinalitas titik 

dan sisi yang digunakan untuk menentukan pola b-coloring pada graf hasil operasi 

comb graf lintasan. Hal ini bertujuan untuk menentukan batasan permasalahan yang 

akan dibahas. Jenis-Jenis Graf yang akan diteliti adalah beberapa graf hasil operasi 

comb graf lintasan yang dapat dilihat pada Lampiran 3.4 beserta kardinalitas dari 

setiap graf tersebut. 

3.4.1 Contoh Observasi Awal 

Sebelum melanjutkan melakukan penelitian pada graf yang akan 

diteliti, peneliti melakukan observasi awal pada salah satu graf yang akan 

diteliti yaitu graf Lintasan (𝑃𝑛) comb graf Lintasan (𝑃𝑚) dengan titik 

pelekatan ke−𝑣3 yaitu 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≤ 2 dan 𝑚 ≤ 3. Hal ini 

dilakukan untuk menentukan b-coloring dan juga pola pewarnaan yang 

tepat. Setelah melakukan observasi awal, peneliti menemukan pola b-

coloring pada salah satu graf yang diobservasi. Berikut langkah-langkah 

observasi awal: 

Gambar 3.1 Prosedur Penelitian 
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1. Memilih graf yang akan diteliti yaitu graf Lintasan (𝑃𝑛) comb 

graf Lintasan (𝑃𝑚) titik pelekatan ke−𝑣3 yaitu 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 

dimulai dari 𝑛 ≤ 2 dan 𝑚 ≤ 3; 

2. Dilanjutkan dengan melakukan pewarnaan di setiap titik pada 

graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3 sesuai definisi b-coloring; 

3. Kemudian menentukan kelas warna pada graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3. 

4. Memeriksa ulang hasil pewarnaan apakah sudah sesuai dengan 

syarat b-coloring; 

5. Menentukan b-chromatic number dari graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3 yang telah 

didapatkan. 

6. Melakukan pewarnaan ulang seperti langkah 2 sampai 5 pada 

graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 order lainnya; 

Hasil observasi awal bilangan b-coloring pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 

dimulai dari 𝑛 ≤ 2 dan 𝑚 ≤ 3 dapat dilihat pada Gambar 3.2 berikut ini:  

 

  

 

Gambar 3.2 Hasil Observasi b-Coloring Graf (a) 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3, (b) 

𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4, (c) 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3, dan (𝑑) 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃4 

Berdasarkan langkah-langkah observasi awal yang telah dilakukan, 

penulis telah menemukan nilai b-chromatic number pada:  

graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3 yaitu 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) = 3; 

𝑥1,1     𝑥2,1         𝑥3,1         

 

𝑥1,2     𝑥2,2         𝑥3,2         

 

𝑥1,3     𝑥2,3         𝑥3,3         

 

𝑥1,4     𝑥2,4         𝑥3,4         

 

𝑥1,3     𝑥2,3         𝑥3,3         

 
𝑥1,2     𝑥2,2         𝑥3,2         

 
𝑥1,1     𝑥2,1         𝑥3,1         

 

𝑥1,1     𝑥2,1            

 

𝑥1,2     𝑥2,2            

 

𝑥1,3     𝑥2,3            

 

𝑥1,1     𝑥2,1            

 

𝑥1,2     𝑥2,2            

 

𝑥1,3     𝑥2,3            

 

𝑥1,4     𝑥2,4            

 

(𝑎)                        (𝑏)          

          

 

(𝑐)                        (𝑑)          
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graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4 yaitu 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) = 4; 

graf 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3 yaitu 𝜑(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) = 4; 

graf 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃4 yaitu 𝜑(P3 ⊳v3 P4) = 5; 

Dari hasil observasi diatas berdasarkan tahapan-tahapan b-coloring 

yang telah dilakukan, selanjutnya ditemukan b-chromatic number dari graf 

𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 dimulai dari 𝑛 ≤ 2 dan 𝑚 ≤ 3 yaitu 

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = {

3, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 = 3
4, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛,𝑚 = 3         

𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 = 4 
5, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4

.  

Sehingga peneliti dapat melanjutkan penelitian dalam menentukan b-coloring 

pada graf lain yang telah ditentukan hingga ekspansi ke-𝑛 dan ke-𝑚. Observasi 

selanjutnya mengikuti tahapan yang telah dilakukan pada observasi awal untuk 

menentukan b-chromatic number pada graf hasil operasi comb graf lintasan 

antara lain 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚, 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 

dan 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. 
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Bab ini menjelaskan tentang hasil penelitian mengenai analisis b-coloring 

pada graf hasil operasi comb graf lintasan. Dalam penelitian ini akan dihasilkan 

teorema 𝜑(𝐺) dengan melakukan pewarnaan titik sesuai ketentuan b-coloring. 

penelitian diawali dengan menentukan graf yang akan diteliti. Graf yang digunakan 

pada penelitian ini antara lain graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 2,𝑚 ≥ 3, graf 

𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 6, graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2, graf 

𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 2, graf  𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2, graf 

𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 2, graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 3. Penelitian 

dilanjutkan dengan menentukan kardinalitas himpunan titik dan himpunan sisi dari 

graf yang diteliti. Tahap selanjutnya yaitu memberikan warna pada setiap titik 

sesuai ketentuan b-coloring. Apabila telah memenuhi ketentuan b-coloring, 

langkah selanjutnya adalah menentukan b-chromatic number. Kemudian menyusun 

fungsi pewarnaan titik. 

4.1 Hasil Penelitian b-Coloring 

Pada penelitian ini didapatkan tujuh teorema b-chromatic number yang 

diperoleh melalui eksperimental mengenai b-coloring graf hasil operasi comb. 

Penyajian dalam penelitian ini yaitu diawali dengan pernyataan teorema 𝜑(𝐺), 

kemudian dilanjutkan dengan pembuktian teorema disertai gambar ilustrasi sebagai 

visualisasi kebenaran teorema. Berikut ini teorema yang dihasilkan dalam 

penelitian ini antara lain: 

Observasi 4.1. Bilangan kromatik pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 untuk𝑛 ≥ 2,𝑚 ≥ 3 adalah  

𝜒(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = 2 

Teorema 4.1. b-Chromatic number pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 2,𝑚 ≥ 3 

adalah  

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = {

3, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 = 3
4, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛,𝑚 = 3         

𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 = 4 
5, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4
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Bukti: Graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 memiliki himpunan titik yaitu 𝑉(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} dan himpunan sisi 𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,3𝑥𝑖+1,3; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 −

1} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1}. Kardinallitas dari himpunan titik dan 

himpunan sisi dari graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 adalah |𝑉(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚)| = 𝑛𝑚 dan 

|𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚)| = 𝑛𝑚 − 1. Dianalisis batas atas b-chromatic number dari graf 

𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 2,𝑚 ≥ 3 untuk menentukan b-chromatic number dari graf 

tersebut. 

Berdasarkan Definisi 2.6.1 dan Lemma 2.6.1, diperoleh 𝜒(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) ≤

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) + 1. Maka menurut definisi b-chromatic number 

pembuktian ini akan dibagi menjadi empat kasus. 

Kasus 1: untuk 𝑛 = 2 dan 𝑚 = 3 terdapat pada Lampiran 4.1. 

Kasus 2: untuk 𝑛,𝑚 = 3 terdapat pada Lampiran 4.1. 

Kasus 3: untuk 𝑛 = 2 dan 𝑚 = 4 terdapat pada Lampiran 4.1. 

Kasus 4: untuk 𝑛 ≥ 3 dan 𝑚 ≥ 4 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) → {1, 2, 3, 4, 5} 

untuk setiap titik pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 4 : 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
1, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3    
2, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3    

3,
4,

5,

jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3    
jika 𝑖 ≡ 0,2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3
jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3   
jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3   
jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3   
jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3   

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh lima kelas warna pada 

graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4 yaitu 𝐶1 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3}, 

𝐶2 = {𝑥𝑖,𝑗|0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3;  1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3}, 𝐶3 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡

0,2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3}, 𝐶4 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡

0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3}, dan 𝐶5 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3}. 
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Ada 𝑥2,3 ∈ 𝐶1 dan 𝑥1,3 ∈ 𝐶2, 𝑥2,2 ∈ 𝐶3, 𝑥3,3 ∈ 𝐶4, 𝑥2,4 ∈ 𝐶5 sehingga 

𝑥2,3𝑥1,3, 𝑥2,3𝑥2,2, 𝑥2,3𝑥3,3, 𝑥2,3𝑥2,4 ∈ 𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚). Ada 𝑥1,3, 𝑥3,1 ∈ 𝐶2 dan 𝑥3,2 ∈

𝐶3, 𝑥1,4 ∈ 𝐶4, 𝑥1,2 ∈ 𝐶5 sehingga 𝑥3,1𝑥3,2, 𝑥1,3𝑥1,4, 𝑥1,3𝑥1,2 ∈ 𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚). Ada 

𝑥2,2, 𝑥3,2 ∈ 𝐶3, 𝑥3,3 ∈ 𝐶4, 𝑥2,1 ∈ 𝐶5 sehingga 𝑥3,2𝑥3,3, 𝑥2,2𝑥2,1 ∈ 𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚). 

Ada 𝑥1,1 ∈ 𝐶4 dan 𝑥1,2 ∈ 𝐶5 sehingga 𝑥1,1𝑥1,2 ∈ 𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚). 

Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4 

memenuhi definisi b-coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number 

pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4. 

▪ Akan dibuktikan bahwa bahwa 𝜒(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = 2 merupakan batas 

bawah dari b-chromatic number graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = 5. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

2 = 𝜒(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) ≤ 𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = 5 (4.1.4) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.1.4, terbukti bahwa 𝜒(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = 2 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 4, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = 5 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4 dan 

𝛥(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) + 1 merupakan batas atas dari b-chromatic number 

graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4. Berdasarkan Lemma 2.6.1 

diperoleh sebagai berikut : 

     𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) + 1     

           𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) ≤ 4 + 1       

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) ≤ 5    (4.1.4.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.1.4.1, diperoleh 𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) ≤ 5. Menurut 

definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari nilai 

maksimum pada kelas warna graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4. Sehingga dapat 

disimpulkan bahwa 𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = 5, maka terbukti . ∎  

Ilustrasi b-coloring dari graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 2,𝑚 ≥ 3 dapat dilihat 

pada Gambar 4.1 berikut ini. 
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 Observasi 4.2. Bilangan kromatik pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6 adalah  

𝜒(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = 2 

Teorema 4.2. b-Chromatic number pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6 adalah 

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = 5 

Bukti: Graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 memiliki himpunan titik, yaitu 𝑉(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} dan himpunan sisi 𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = {𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 −

1} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪ {𝑥𝑖,𝑚𝑥𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}. Kardinallitas 

dari himpunan titik dan himpunan sisi dari graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 adalah 

|𝑉(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚)| = 𝑛𝑚 dan |𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚)| = 𝑛𝑚 + 𝑛 − 1. Dianalisis batas atas 

b-chromatic number dari graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 6 untuk menentukan b-

chromatic number dari graf tersebut. 

Berdasarkan Definisi 2.6.1 dan Lemma 2.6.1, diperoleh 𝜒(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) ≤

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) ≤ 𝛥(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) + 1. Maka menurut definisi b-chromatic number 

berikut pembuktian untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6. 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) → {1, 2, 3, 4, 5} 

untuk setiap titik pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 6 : 

𝒙𝟏,𝟏    𝒙𝟐,𝟏        𝒙𝟑,𝟏         𝒙𝟒,𝟏          𝒙𝟓,𝟏         𝒙𝟔,𝟏         

𝒙𝟏,𝟏 

 

𝒙𝟏,𝟐    𝒙𝟐,𝟐        𝒙𝟑,𝟐         𝒙𝟒,𝟐          𝒙𝟓,𝟐         𝒙𝟔,𝟐         

 

𝒙𝟏,𝟑     𝒙𝟐,𝟑        𝒙𝟑,𝟑         𝒙𝟒,𝟑          𝒙𝟓,𝟑         𝒙𝟔,𝟑         

 

𝒙𝟏,𝟒     𝒙𝟐,𝟒        𝒙𝟑,𝟒         𝒙𝟒,𝟒          𝒙𝟓,𝟒         𝒙𝟔,𝟒         

 

𝒙𝟏,𝟓    𝒙𝟐,𝟓        𝒙𝟑,𝟓         𝒙𝟒,𝟓          𝒙𝟓,𝟓         𝒙𝟔,𝟓         

 

𝒙𝟏,𝟔    𝒙𝟐,𝟔        𝒙𝟑,𝟔         𝒙𝟒,𝟔          𝒙𝟓,𝟔         𝒙𝟔,𝟔        

 

𝒙𝟏,𝟕    𝒙𝟐,𝟕        𝒙𝟑,𝟕         𝒙𝟒,𝟕          𝒙𝟓,𝟕         𝒙𝟔,𝟕         

 

Gambar 4.1 b-Coloring pada Graf 𝑃6 ⊳𝑣3 𝑃7 



24 
 

 
 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) =

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
1, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 1, 5 𝑚𝑜𝑑 6

jika 𝑖 ≡ 3 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 2, 4 𝑚𝑜𝑑 6

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 0, 3 𝑚𝑜𝑑 6
2, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 2, 4 𝑚𝑜𝑑 6

jika 𝑖 ≡ 4 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 0, 3 𝑚𝑜𝑑 6

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 1, 5 𝑚𝑜𝑑 6
3, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 2, 4 𝑚𝑜𝑑 6

jika 𝑖 ≡ 3 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 0, 3 𝑚𝑜𝑑 6

jika 𝑖 ≡ 4 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 1, 5 𝑚𝑜𝑑 6
4, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 0, 3 𝑚𝑜𝑑 6

jika 𝑖 ≡ 3 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 1, 5 𝑚𝑜𝑑 6

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 2, 4 𝑚𝑜𝑑 6
5, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 0, 3 𝑚𝑜𝑑 6

jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 1, 5 𝑚𝑜𝑑 6

jika 𝑖 ≡ 4 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 2, 4 𝑚𝑜𝑑 6

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh lima kelas warna pada 

graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6 yaitu 𝐶1 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 1, 5 𝑚𝑜𝑑 6;  𝑖 ≡

3 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 2, 4 𝑚𝑜𝑑 6;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 0, 3 𝑚𝑜𝑑 6}, 𝐶2 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡

2 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 2, 4 𝑚𝑜𝑑 6;  𝑖 ≡ 4 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 0, 3 𝑚𝑜𝑑 6;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡

1, 5 𝑚𝑜𝑑 6}, 𝐶3 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 2, 4 𝑚𝑜𝑑 6;  𝑖 ≡ 3 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 0, 3  

𝑚𝑜𝑑 6;  𝑖 ≡ 4 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 1, 5 𝑚𝑜𝑑 6}, 𝐶4 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 0, 3 𝑚𝑜𝑑 6; 

𝑖 ≡ 3 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 1, 5 𝑚𝑜𝑑 6;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 2, 4 𝑚𝑜𝑑 6}, dan 𝐶5 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 0, 3 𝑚𝑜𝑑 6;  2 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡ 1, 5 𝑚𝑜𝑑 6;  𝑖 ≡ 4 𝑚𝑜𝑑 5, 𝑗 ≡

2, 4 𝑚𝑜𝑑 6}.  

Ada 𝑥6,1, 𝑥1,1, 𝑥3,2 ∈ 𝐶1 dan 𝑥5,1 ∈ 𝐶2, 𝑥1,2 ∈ 𝐶3, 𝑥3,1 ∈ 𝐶4, 𝑥2,1 ∈ 𝐶5 

sehingga 𝑥6,1𝑥5,1, 𝑥1,1𝑥1,2, 𝑥3,2𝑥3,1, 𝑥1,1𝑥2,1 ∈ 𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚). Ada 𝑥5,1, 𝑥2,2 ∈ 𝐶2 

dan 𝑥4,1 ∈ 𝐶3, 𝑥5,2 ∈ 𝐶4, 𝑥2,1 ∈ 𝐶5 sehingga 𝑥5,1𝑥4,1, 𝑥5,1𝑥5,2, 𝑥2,2𝑥2,1 ∈

𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚). Ada 𝑥4,1 ∈ 𝐶3 dan 𝑥3,1 ∈ 𝐶4, 𝑥4,2 ∈ 𝐶5 sehingga 𝑥4,1𝑥3,1, 𝑥4,1𝑥4,2 ∈

𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚). Ada 𝑥3,1 ∈ 𝐶4 dan 𝑥2,1 ∈ 𝐶5 sehingga 𝑥3,1𝑥2,1 ∈ 𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚).  

Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6 

memenuhi definisi b-coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number 

pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 6. 



25 
 

 
 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = 2 merupakan batas bawah 

dari b-chromatic number graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = 5. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

2 = 𝜒(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) ≤ 𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = 5 (4.2.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.2.1, terbukti bahwa 𝜒(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = 2 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 4, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = 5 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6 dan 

𝛥(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) + 1 merupakan batas atas dari b-chromatic number 

graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh 

sebagai berikut : 

           𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) ≤ 𝛥(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) + 1     

           𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) ≤ 4 + 1       

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) ≤ 5    (4.2.1.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.2.1.1, diperoleh 𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) ≤ 5. Menurut 

definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari nilai 

maksimum pada kelas warna graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6. Sehingga dapat 

disimpulkan bahwa 𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = 5, maka terbukti. ∎   

Ilustrasi b-coloring dari graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6 dapat dilihat pada 

Gambar 4.2 berikut ini. 

 

Observasi 4.3. Bilangan kromatik pada graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3 adalah  

𝜒(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {
2, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝
3, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 𝑔𝑎𝑠𝑎𝑙

 

𝒙𝟏,𝟏           𝒙𝟐,𝟏       𝒙𝟑,𝟏                 𝒙𝟒,𝟏                 𝒙𝟓,𝟏             𝒙𝟔,𝟏                  𝒙𝟕,𝟏 

 

 

𝒙𝟏,𝟏           𝒙𝟐,𝟏       𝒙𝟑,𝟏                 𝒙𝟒,𝟏                 𝒙𝟓,𝟏             𝒙𝟔,𝟏                  𝒙𝟕,𝟏 

 

 

𝒙𝟏,𝟏           𝒙𝟐,𝟏       𝒙𝟑,𝟏                 𝒙𝟒,𝟏                 𝒙𝟓,𝟏             𝒙𝟔,𝟏                  𝒙𝟕,𝟏 

 

 

𝒙𝟏,𝟏           𝒙𝟐,𝟏       𝒙𝟑,𝟏                 𝒙𝟒,𝟏                 𝒙𝟓,𝟏             𝒙𝟔,𝟏                  𝒙𝟕,𝟏 

𝒙𝟏,𝟓           𝒙𝟐,𝟓       𝒙𝟑,𝟓                 𝒙𝟒,𝟓                 𝒙𝟓,𝟓             𝒙𝟔,𝟓                  𝒙𝟕,𝟓 

 

 

𝒙𝟏,𝟓           𝒙𝟐,𝟓       𝒙𝟑,𝟓                 𝒙𝟒,𝟓                 𝒙𝟓,𝟓             𝒙𝟔,𝟓                  𝒙𝟕,𝟓 

 

 

𝒙𝟏,𝟓           𝒙𝟐,𝟓       𝒙𝟑,𝟓                 𝒙𝟒,𝟓                 𝒙𝟓,𝟓             𝒙𝟔,𝟓                  𝒙𝟕,𝟓 

 

 

𝒙𝟏,𝟓           𝒙𝟐,𝟓       𝒙𝟑,𝟓                 𝒙𝟒,𝟓                 𝒙𝟓,𝟓             𝒙𝟔,𝟓                  𝒙𝟕,𝟓 

 

𝒙𝟏,𝟔           𝒙𝟐,𝟔       𝒙𝟑,𝟔                 𝒙𝟒,𝟔                 𝒙𝟓,𝟔             𝒙𝟔,𝟔                  𝒙𝟕,𝟔 

 

 

𝒙𝟏,𝟔           𝒙𝟐,𝟔       𝒙𝟑,𝟔                 𝒙𝟒,𝟔                 𝒙𝟓,𝟔             𝒙𝟔,𝟔                  𝒙𝟕,𝟔 

 

 

𝒙𝟏,𝟔           𝒙𝟐,𝟔       𝒙𝟑,𝟔                 𝒙𝟒,𝟔                 𝒙𝟓,𝟔             𝒙𝟔,𝟔                  𝒙𝟕,𝟔 

 

 

𝒙𝟏,𝟔           𝒙𝟐,𝟔       𝒙𝟑,𝟔                 𝒙𝟒,𝟔                 𝒙𝟓,𝟔             𝒙𝟔,𝟔                  𝒙𝟕,𝟔 

 

𝒙𝟏,𝟕   

 

 

𝒙𝟏,𝟕   

 

 

𝒙𝟏,𝟕   

 

 

𝒙𝟏,𝟕   

 

𝒙𝟐,𝟕           𝒙𝟑,𝟕       𝒙𝟒,𝟕                 𝒙𝟓,𝟕                 𝒙𝟔,𝟕             𝒙𝟕,𝟕 

 

𝒙𝟐,𝟕           𝒙𝟑,𝟕       𝒙𝟒,𝟕                 𝒙𝟓,𝟕                 𝒙𝟔,𝟕             𝒙𝟕,𝟕 

 

𝒙𝟐,𝟕           𝒙𝟑,𝟕       𝒙𝟒,𝟕                 𝒙𝟓,𝟕                 𝒙𝟔,𝟕             𝒙𝟕,𝟕 

 

𝒙𝟐,𝟕           𝒙𝟑,𝟕       𝒙𝟒,𝟕                 𝒙𝟓,𝟕                 𝒙𝟔,𝟕             𝒙𝟕,𝟕 

𝒙𝟏,𝟑           𝒙𝟐,𝟑       𝒙𝟑,𝟑                 𝒙𝟒,𝟑                 𝒙𝟓,𝟑             𝒙𝟔,𝟑                  𝒙𝟕,𝟑 

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟏,𝟑           𝒙𝟐,𝟑       𝒙𝟑,𝟑                 𝒙𝟒,𝟑                 𝒙𝟓,𝟑             𝒙𝟔,𝟑                  𝒙𝟕,𝟑 

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟏,𝟑           𝒙𝟐,𝟑       𝒙𝟑,𝟑                 𝒙𝟒,𝟑                 𝒙𝟓,𝟑             𝒙𝟔,𝟑                  𝒙𝟕,𝟑 

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟏,𝟑           𝒙𝟐,𝟑       𝒙𝟑,𝟑                 𝒙𝟒,𝟑                 𝒙𝟓,𝟑             𝒙𝟔,𝟑                  𝒙𝟕,𝟑 

𝒙𝟏,𝟐           𝒙𝟐,𝟐       𝒙𝟑,𝟐                 𝒙𝟒,𝟐                 𝒙𝟓,𝟐             𝒙𝟔,𝟐                  𝒙𝟕,𝟐 

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟏,𝟐           𝒙𝟐,𝟐       𝒙𝟑,𝟐                 𝒙𝟒,𝟐                 𝒙𝟓,𝟐             𝒙𝟔,𝟐                  𝒙𝟕,𝟐 

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟏,𝟐           𝒙𝟐,𝟐       𝒙𝟑,𝟐                 𝒙𝟒,𝟐                 𝒙𝟓,𝟐             𝒙𝟔,𝟐                  𝒙𝟕,𝟐 

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟏,𝟖                  𝒙𝟐,𝟖                  𝒙𝟑,𝟖                  𝒙𝟒,𝟖                  𝒙𝟓,𝟖                 𝒙𝟔,𝟖                  𝒙𝟕,𝟖 

 

 

𝒙𝟏,𝟖                  𝒙𝟐,𝟖                  𝒙𝟑,𝟖                  𝒙𝟒,𝟖                  𝒙𝟓,𝟖                 𝒙𝟔,𝟖                  𝒙𝟕,𝟖 

 

 

𝒙𝟏,𝟖                  𝒙𝟐,𝟖                  𝒙𝟑,𝟖                  𝒙𝟒,𝟖                  𝒙𝟓,𝟖                 𝒙𝟔,𝟖                  𝒙𝟕,𝟖 

 

 

𝒙𝟏,𝟖                  𝒙𝟐,𝟖                  𝒙𝟑,𝟖                  𝒙𝟒,𝟖                  𝒙𝟓,𝟖                 𝒙𝟔,𝟖                  𝒙𝟕,𝟖 

 

𝒙𝟏,𝟒           𝒙𝟐,𝟒       𝒙𝟑,𝟒                 𝒙𝟒,𝟒                 𝒙𝟓,𝟒             𝒙𝟔,𝟒                  𝒙𝟕,𝟒 

 

 

𝒙𝟏,𝟒           𝒙𝟐,𝟒       𝒙𝟑,𝟒                 𝒙𝟒,𝟒                 𝒙𝟓,𝟒             𝒙𝟔,𝟒                  𝒙𝟕,𝟒 

 

 

𝒙𝟏,𝟒           𝒙𝟐,𝟒       𝒙𝟑,𝟒                 𝒙𝟒,𝟒                 𝒙𝟓,𝟒             𝒙𝟔,𝟒                  𝒙𝟕,𝟒 

 

 

𝒙𝟏,𝟒           𝒙𝟐,𝟒       𝒙𝟑,𝟒                 𝒙𝟒,𝟒                 𝒙𝟓,𝟒             𝒙𝟔,𝟒                  𝒙𝟕,𝟒 

 

Gambar 4.2 b-Coloring pada Graf 𝑃7 ⊳𝑣1 𝐶8 
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Teorema 4.3. b-Chromatic number pada graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 

adalah 

𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4 

Bukti: Graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 memiliki himpunan titik, yaitu 𝑉(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} dan himpunan sisi 𝐸(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 −

1} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪ {𝑥𝑛,1𝑥1,1}. Kardinallitas dari 

himpunan titik dan himpunan sisi dari graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 adalah |𝑉(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| =

𝑛𝑚 dan |𝐸(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 𝑚 + (𝑛 − 1)𝑚. Dianalisis batas atas b-chromatic 

number dari graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 untuk menentukan b-chromatic 

number dari graf tersebut. 

Berdasarkan Definisi 2.6.1 dan Lemma 2.6.1, diperoleh 𝜒(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤

𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1. Maka menurut definisi b-chromatic number 

berikut pembuktian untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 akan dibagi menjadi dua kasus.  

Kasus 1: untuk 𝑛 gasal  

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) → {1, 2, 3, 4} untuk 

setiap titik pada graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 𝑔𝑎𝑠𝑎𝑙 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 : 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) = {

1, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2       
2, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2        
3, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2        
4, jika 𝑖 ≡ 0, 1, 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh empat kelas warna pada 

graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 𝑔𝑎𝑠𝑎𝑙 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 yaitu 𝐶1 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶2 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶3 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2}, dan 𝐶4 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0, 1, 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}. 

Ada 𝑥1,1, 𝑥4,1 ∈ 𝐶1 dan 𝑥3,1 ∈ 𝐶2, 𝑥2,1 ∈ 𝐶3, 𝑥1,2 ∈ 𝐶4 sehingga 

𝑥1,1𝑥3,1, 𝑥4,1𝑥2,1, 𝑥1,1𝑥1,2 ∈ 𝐸(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥3,1 ∈ 𝐶2 dan 𝑥2,1 ∈ 𝐶3, 𝑥3,2 ∈ 𝐶4 

sehingga 𝑥3,1𝑥2,1, 𝑥3,1𝑥3,2 ∈ 𝐸(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥2,1 ∈ 𝐶3 dan 𝑥2,2 ∈ 𝐶4 sehingga 

𝑥2,1𝑥2,2 ∈ 𝐸(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). 
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Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 𝑔𝑎𝑠𝑎𝑙 ≥

3,𝑚 ≥ 2 memenuhi definisi b-coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic 

number pada graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 𝑔𝑎𝑠𝑎𝑙 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. 

▪ Akan dibuktikan bahwa  𝜒(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 merupakan batas bawah 

dari b-chromatic number graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

3 = 𝜒(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4 (4.3.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.3.1, terbukti bahwa 𝜒(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 3, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4 untuk 𝑛 𝑔𝑎𝑠𝑎𝑙 ≥ 3,𝑚 ≥

2 dan 𝛥(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1 merupakan batas atas dari b-chromatic 

number graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 𝑔𝑎𝑠𝑎𝑙 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. Berdasarkan 

Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai berikut : 

           𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1     

           𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 3 + 1       

𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 4    (4.3.1.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.3.1.1, diperoleh 𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 4. Menurut 

definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari nilai 

maksimum pada kelas warna graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 𝑔𝑎𝑠𝑎𝑙 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. Sehingga 

dapat disimpulkan bahwa 𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4, maka terbukti bahwa 

𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4. ∎  

Kasus 2: untuk 𝑛 genap terdapat pada Lampiran 4.3. 

Ilustrasi b-coloring dari graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 dapat dilihat 

pada Lampiran 4.3. 

Observasi 4.4. Bilangan kromatik pada graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 4 adalah  

𝜒(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 2 

Teorema 4.4. b-Chromatic number pada graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 2 adalah 
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𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {
4, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 ≥ 2
5, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2

  

Bukti: Graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 memiliki himpunan titik, yaitu 𝑉(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) =

{𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} dan himpunan sisi 

𝐸(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑚 − 1} ∪ {𝑦𝑖,1𝑦𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪

{𝑥𝑖+1,1𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}. Kardinallitas dari himpunan titik dan himpunan sisi 

dari graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 adalah |𝑉(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 2𝑛𝑚 dan |𝐸(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| =

2𝑛𝑚 + 2. Dianalisis batas atas b-chromatic number dari graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 

𝑛,𝑚 ≥ 2 untuk menentukan b-chromatic number dari graf tersebut. 

Berdasarkan Definisi 2.6.1 dan Lemma 2.6.1, diperoleh 𝜒(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤

𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1. Maka menurut definisi b-chromatic 

number berikut pembuktian untuk 𝑛,𝑚 ≥ 2 akan dibagi menjadi dua kasus.  

Kasus 1: untuk 𝑛 = 2 dan 𝑚 ≥ 2 terdapat pada Lampiran 4.4. 

Kasus 2: untuk 𝑛 ≥ 3 dan 𝑚 ≥ 2 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) → {1, 2, 3, 4, 5} 

untuk setiap titik pada graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 : 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) =

{
 
 

 
 
1, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
2, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
3, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
4, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
5, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

  

𝑓(𝑦𝑖,𝑗) =

{
 
 

 
 
1, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
2, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
3, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
4, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
5, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

  

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh lima kelas warna pada 

graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 yaitu 𝐶1 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡
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1 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶2 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶3 =

{𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 

, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶4 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2}, dan 𝐶5 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2}. 

Ada 𝑥2,1 ∈ 𝐶1 dan 𝑦1,1 ∈ 𝐶2, 𝑥1,1 ∈ 𝐶3, 𝑦2,1 ∈ 𝐶4, 𝑥3,1 ∈ 𝐶5 sehingga 

𝑥2,1𝑦1,1, 𝑥2,1𝑥1,1, 𝑥2,1𝑦2,1, 𝑥2,1𝑥3,1 ∈ 𝐸(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥1,2, 𝑦1,1, 𝑦3,2 ∈ 𝐶2 dan 

𝑥1,1 ∈ 𝐶3, 𝑦2,1 ∈ 𝐶4, 𝑦3,1 ∈ 𝐶5 sehingga 𝑥1,2𝑥1,1, 𝑦1,1𝑦2,1, 𝑦3,2𝑦3,1 ∈

𝐸(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥3,2, 𝑦2,2 ∈ 𝐶3 dan 𝑦2,1 ∈ 𝐶4, 𝑥3,1 ∈ 𝐶5 sehingga 

𝑦2,2𝑦2,1, 𝑥3,2𝑥3,1 ∈ 𝐸(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑦2,1 ∈ 𝐶4 dan 𝑦3,1 ∈ 𝐶5 sehingga 

𝑦2,1𝑦3,1 ∈ 𝐸(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). 

Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 

memenuhi definisi b-coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number 

pada graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 2 merupakan batas bawah 

dari b-chromatic number graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 5. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

2 = 𝜒(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 5  (4.4.2) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.4.2, terbukti bahwa 𝜒(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 2 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 4, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 5 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 

dan 𝛥(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1 merupakan batas atas dari b-chromatic 

number graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. Berdasarkan Lemma 

2.6.1 diperoleh sebagai berikut : 

           𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1     

     𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 4 + 1      
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𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 5    (4.4.2.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.4.2.1, diperoleh 𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 5. 

Menurut definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari 

nilai maksimum pada kelas warna graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. Sehingga 

dapat disimpulkan bahwa 𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 5, maka terbukti bahwa 

𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 5. ∎  

Ilustrasi b-coloring dari graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 dapat dilihat 

pada Gambar 4.3 berikut ini. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Observasi 4.5. Bilangan kromatik pada graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 4 adalah  

𝜒(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 

Teorema 4.5. b-Chromatic number pada graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2 

adalah 

𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6 

Bukti: Graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 memiliki himpunan titik, yaitu 𝑉(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) =

{𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} dan himpunan sisi 

𝐸(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑚 − 1} ∪ {𝑦𝑖,1𝑦𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪

𝒙𝟏,𝟏      𝒙𝟐,𝟏      𝒙𝟑,𝟏      𝒙𝟒,𝟏      𝒙𝟓,𝟏     

 

𝒙𝟏,𝟏      𝒙𝟐,𝟏      𝒙𝟑,𝟏      𝒙𝟒,𝟏      𝒙𝟓,𝟏     

 

𝒙𝟏,𝟏      𝒙𝟐,𝟏      𝒙𝟑,𝟏      𝒙𝟒,𝟏      𝒙𝟓,𝟏     

 

𝒙𝟏,𝟏      𝒙𝟐,𝟏      𝒙𝟑,𝟏      𝒙𝟒,𝟏      𝒙𝟓,𝟏     

𝒚𝟏,𝟏      𝒚𝟐,𝟏      𝒚𝟑,𝟏      𝒚𝟒,𝟏      𝒚𝟓,𝟏  

 

 

𝒚𝟏,𝟏      𝒚𝟐,𝟏      𝒚𝟑,𝟏      𝒚𝟒,𝟏      𝒚𝟓,𝟏  

 

 

𝒚𝟏,𝟏      𝒚𝟐,𝟏      𝒚𝟑,𝟏      𝒚𝟒,𝟏      𝒚𝟓,𝟏  

 

 

𝒚𝟏,𝟏      𝒚𝟐,𝟏      𝒚𝟑,𝟏      𝒚𝟒,𝟏      𝒚𝟓,𝟏  

 

𝒙𝟏,𝟐      𝒙𝟐,𝟐      𝒙𝟑,𝟐      𝒙𝟒,𝟐      𝒙𝟓,𝟐     

 

𝒙𝟏,𝟐      𝒙𝟐,𝟐      𝒙𝟑,𝟐      𝒙𝟒,𝟐      𝒙𝟓,𝟐     

 

𝒙𝟏,𝟐      𝒙𝟐,𝟐      𝒙𝟑,𝟐      𝒙𝟒,𝟐      𝒙𝟓,𝟐     

 

𝒙𝟏,𝟐      𝒙𝟐,𝟐      𝒙𝟑,𝟐      𝒙𝟒,𝟐      𝒙𝟓,𝟐     

𝒙𝟏,𝟑      𝒙𝟐,𝟑      𝒙𝟑,𝟑      𝒙𝟒,𝟑      𝒙𝟓,𝟑     

 

𝒙𝟏,𝟑      𝒙𝟐,𝟑      𝒙𝟑,𝟑      𝒙𝟒,𝟑      𝒙𝟓,𝟑     

 

𝒙𝟏,𝟑      𝒙𝟐,𝟑      𝒙𝟑,𝟑      𝒙𝟒,𝟑      𝒙𝟓,𝟑     

 

𝒙𝟏,𝟑      𝒙𝟐,𝟑      𝒙𝟑,𝟑      𝒙𝟒,𝟑      𝒙𝟓,𝟑     

𝒙𝟏,𝟒      𝒙𝟐,𝟒      𝒙𝟑,𝟒      𝒙𝟒,𝟒      𝒙𝟓,𝟒     

 

𝒙𝟏,𝟒      𝒙𝟐,𝟒      𝒙𝟑,𝟒      𝒙𝟒,𝟒      𝒙𝟓,𝟒     

 

𝒙𝟏,𝟒      𝒙𝟐,𝟒      𝒙𝟑,𝟒      𝒙𝟒,𝟒      𝒙𝟓,𝟒     

 

𝒙𝟏,𝟒      𝒙𝟐,𝟒      𝒙𝟑,𝟒      𝒙𝟒,𝟒      𝒙𝟓,𝟒     

𝒚𝟏,𝟐      𝒚𝟐,𝟐      𝒚𝟑,𝟐      𝒚𝟒,𝟐     𝒚𝟓,𝟐  

 

 

𝒚𝟏,𝟐      𝒚𝟐,𝟐      𝒚𝟑,𝟐      𝒚𝟒,𝟐     𝒚𝟓,𝟐  

 

 

𝒚𝟏,𝟐      𝒚𝟐,𝟐      𝒚𝟑,𝟐      𝒚𝟒,𝟐     𝒚𝟓,𝟐  

 

 

𝒚𝟏,𝟐      𝒚𝟐,𝟐      𝒚𝟑,𝟐      𝒚𝟒,𝟐     𝒚𝟓,𝟐  

 

𝒚𝟏,𝟑      𝒚𝟐,𝟑      𝒚𝟑,𝟑      𝒚𝟒,𝟑     𝒚𝟓,𝟑  

 

 

𝒚𝟏,𝟑      𝒚𝟐,𝟑      𝒚𝟑,𝟑      𝒚𝟒,𝟑     𝒚𝟓,𝟑  

 

 

𝒚𝟏,𝟑      𝒚𝟐,𝟑      𝒚𝟑,𝟑      𝒚𝟒,𝟑     𝒚𝟓,𝟑  

 

 

𝒚𝟏,𝟑      𝒚𝟐,𝟑      𝒚𝟑,𝟑      𝒚𝟒,𝟑     𝒚𝟓,𝟑  

 

𝒚𝟏,𝟒      𝒚𝟐,𝟒      𝒚𝟑,𝟒      𝒚𝟒,𝟒     𝒚𝟓,𝟒  

 

 

𝒚𝟏,𝟒      𝒚𝟐,𝟒      𝒚𝟑,𝟒      𝒚𝟒,𝟒     𝒚𝟓,𝟒  

 

 

𝒚𝟏,𝟒      𝒚𝟐,𝟒      𝒚𝟑,𝟒      𝒚𝟒,𝟒     𝒚𝟓,𝟒  

 

 

𝒚𝟏,𝟒      𝒚𝟐,𝟒      𝒚𝟑,𝟒      𝒚𝟒,𝟒     𝒚𝟓,𝟒  

 

Gambar 4.3 b-Coloring pada Graf 𝑆𝐿5 ⊳𝑣1 𝑃4 
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{𝑥𝑖,1𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}. Kardinallitas dari himpunan 

titik dan himpunan sisi dari graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 adalah |𝑉(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = (2𝑛 −

1)𝑚 dan |𝐸(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 6𝑛 −𝑚 − 4. Dianalisis batas atas b-chromatic 

number dari graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2 untuk menentukan b-

chromatic number dari graf tersebut. 

Berdasarkan Definisi 2.6.1 dan Lemma 2.6.1, diperoleh 𝜒(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤

𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1. Maka menurut definisi b-chromatic 

number berikut pembuktian untuk 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2. 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) → {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

untuk setiap titik pada graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2 : 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗)

{
 
 

 
 
2, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
3, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
4, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
5, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
6, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

 

𝑓(𝑦𝑖,𝑗)

{
 
 

 
 
1, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
3, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
4, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
5, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
6, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh 6 kelas warna pada graf 

𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2 yaitu 𝐶1 = {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2}, 

𝐶2 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶3 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗| 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶4 =

{𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 

, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶5 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2}, dan 𝐶6 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

0 𝑚𝑜𝑑 2}. 

Ada 𝑦2,1 ∈ 𝐶1 dan 𝑥3,1 ∈ 𝐶2, 𝑥2,1 ∈ 𝐶3, 𝑦3,1 ∈ 𝐶4, 𝑦1,1 ∈ 𝐶5, 𝑦2,2 ∈ 𝐶6 

sehingga 𝑦2,1𝑥3,1, 𝑦2,1𝑥2,1, 𝑦2,1𝑦3,1, 𝑦2,1𝑦1,1, 𝑦2,1𝑦2,2 ∈ 𝐸(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 
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𝑥3,1 ∈ 𝐶2 dan 𝑥2,1 ∈ 𝐶3, 𝑦3,1 ∈ 𝐶4, 𝑥3,2 ∈ 𝐶5, 𝑥4,1 ∈ 𝐶6 sehingga 

𝑥3,1𝑥2,1, 𝑥3,1𝑦3,1, 𝑥3,1𝑥3,2, 𝑥3,1𝑥4,1 ∈ 𝐸(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥2,1, 𝑥4,2 ∈ 𝐶3 dan 

𝑥2,2 ∈ 𝐶4,  𝑦1,1 ∈ 𝐶5, 𝑥4,1 ∈ 𝐶6 sehingga 𝑥2,1𝑥2,2, 𝑥2,1𝑦1,1, 𝑥4,2𝑥4,1 ∈

𝐸(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑦3,1 ∈ 𝐶4 dan 𝑦4,1 ∈ 𝐶5, 𝑥4,1 ∈ 𝐶6 sehingga 

𝑦3,1𝑦4,1, 𝑦3,1𝑥4,1 ∈ 𝐸(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑦4,1 ∈ 𝐶5 dan 𝑥4,1 ∈ 𝐶6 sehingga 

𝑦4,1𝑥4,1 ∈ 𝐸(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚).   

Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥

2 memenuhi definisi b-coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number 

pada graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2. 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 merupakan batas 

bawah dari b-chromatic number graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Asumsikan 

bahwa 𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh 

sebagai berikut : 

3 = 𝜒(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6 (4.5.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.5.1, terbukti bahwa 𝜒(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 5, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6 untuk 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2 

dan 𝛥(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1 merupakan batas atas dari b-chromatic 

number graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2. Berdasarkan Lemma 

2.6.1 diperoleh sebagai berikut : 

     𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1    

     𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 5 + 1      

𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 6    (4.5.1.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.5.1.1, diperoleh 𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 6. 

Menurut definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari 

nilai maksimum pada kelas warna graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2. 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa 𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6, maka terbukti bahwa 

𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6. ∎  
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Ilustrasi b-coloring dari graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2 dapat dilihat 

pada Gambar 4.4 berikut ini. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Observasi 4.6. Bilangan kromatik pada graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 2 adalah  

𝜒(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 

Teorema 4.6. b-Chromatic number pada graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 2 adalah 

𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {
6, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 ≥ 2
7, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2

 

Bukti: Graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 memiliki himpunan titik, yaitu 𝑉(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) =

{𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ∪ {𝑧𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤

2𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚} dan himpunan sisi 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 −

1} ∪ {𝑥𝑖,1𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,1𝑧𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,1𝑧𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑦𝑖,1𝑦𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑦𝑖,1𝑧𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖,1𝑧𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑧𝑖,1𝑧𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪

{𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪ {𝑧𝑖,𝑗𝑧𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1}. 

Kardinallitas dari himpunan titik dan himpunan sisi dari graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 adalah 

|𝑉(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 4𝑛𝑚 dan |𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 4𝑛(𝑚 − 1) + 8𝑛 − 3. 

𝒙𝟐,𝟏  𝒙𝟑,𝟏       𝒙𝟒,𝟏       𝒙𝟓,𝟏       𝒙𝟔,𝟏           

 

 

𝒙𝟐,𝟏  𝒙𝟑,𝟏       𝒙𝟒,𝟏       𝒙𝟓,𝟏       𝒙𝟔,𝟏           

 

 

𝒙𝟐,𝟏  𝒙𝟑,𝟏       𝒙𝟒,𝟏       𝒙𝟓,𝟏       𝒙𝟔,𝟏           

 

 

𝒙𝟐,𝟏  𝒙𝟑,𝟏       𝒙𝟒,𝟏       𝒙𝟓,𝟏       𝒙𝟔,𝟏           

 

𝒙𝟐,𝟐  𝒙𝟑,𝟐       𝒙𝟒,𝟐       𝒙𝟓,𝟐       𝒙𝟔,𝟐           

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟐,𝟐  𝒙𝟑,𝟐       𝒙𝟒,𝟐       𝒙𝟓,𝟐       𝒙𝟔,𝟐           

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟐,𝟐  𝒙𝟑,𝟐       𝒙𝟒,𝟐       𝒙𝟓,𝟐       𝒙𝟔,𝟐           

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟐,𝟐  𝒙𝟑,𝟐       𝒙𝟒,𝟐       𝒙𝟓,𝟐       𝒙𝟔,𝟐           

𝒙𝟏,𝟏 

 

𝒙𝟐,𝟑  𝒙𝟑,𝟑       𝒙𝟒,𝟑       𝒙𝟓,𝟑       𝒙𝟔,𝟑           

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟐,𝟑  𝒙𝟑,𝟑       𝒙𝟒,𝟑       𝒙𝟓,𝟑       𝒙𝟔,𝟑           

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟐,𝟑  𝒙𝟑,𝟑       𝒙𝟒,𝟑       𝒙𝟓,𝟑       𝒙𝟔,𝟑           

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟐,𝟑  𝒙𝟑,𝟑       𝒙𝟒,𝟑       𝒙𝟓,𝟑       𝒙𝟔,𝟑           

𝒙𝟏,𝟏 

 

𝒙𝟐,𝟒  𝒙𝟑,𝟒       𝒙𝟒,𝟒       𝒙𝟓,𝟒       𝒙𝟔,𝟒           

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟐,𝟒  𝒙𝟑,𝟒       𝒙𝟒,𝟒       𝒙𝟓,𝟒       𝒙𝟔,𝟒           

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟐,𝟒  𝒙𝟑,𝟒       𝒙𝟒,𝟒       𝒙𝟓,𝟒       𝒙𝟔,𝟒           

𝒙𝟏,𝟏 

 

 

𝒙𝟐,𝟒  𝒙𝟑,𝟒       𝒙𝟒,𝟒       𝒙𝟓,𝟒       𝒙𝟔,𝟒           

𝒙𝟏,𝟏 

 

𝒚𝟏,𝟏  𝒚𝟐,𝟏       𝒚𝟑,𝟏       𝒚𝟒,𝟏       𝒚𝟓,𝟏      𝒚𝟔,𝟏         

 

 

𝒚𝟏,𝟏  𝒚𝟐,𝟏       𝒚𝟑,𝟏       𝒚𝟒,𝟏       𝒚𝟓,𝟏      𝒚𝟔,𝟏         

 

 

𝒚𝟏,𝟏  𝒚𝟐,𝟏       𝒚𝟑,𝟏       𝒚𝟒,𝟏       𝒚𝟓,𝟏      𝒚𝟔,𝟏         

 

 

𝒚𝟏,𝟏  𝒚𝟐,𝟏       𝒚𝟑,𝟏       𝒚𝟒,𝟏       𝒚𝟓,𝟏      𝒚𝟔,𝟏         

 

𝒚𝟏,𝟐  𝒚𝟐,𝟐       𝒚𝟑,𝟐       𝒚𝟒,𝟐       𝒚𝟓,𝟐      𝒚𝟔,𝟐         

 

 

𝒚𝟏,𝟐  𝒚𝟐,𝟐       𝒚𝟑,𝟐       𝒚𝟒,𝟐       𝒚𝟓,𝟐      𝒚𝟔,𝟐         

 

 

𝒚𝟏,𝟐  𝒚𝟐,𝟐       𝒚𝟑,𝟐       𝒚𝟒,𝟐       𝒚𝟓,𝟐      𝒚𝟔,𝟐         

 

 

𝒚𝟏,𝟐  𝒚𝟐,𝟐       𝒚𝟑,𝟐       𝒚𝟒,𝟐       𝒚𝟓,𝟐      𝒚𝟔,𝟐         

 

𝒚𝟏,𝟑  𝒚𝟐,𝟑       𝒚𝟑,𝟑       𝒚𝟒,𝟑       𝒚𝟓,𝟑      𝒚𝟔,𝟑         

 

 

𝒚𝟏,𝟑  𝒚𝟐,𝟑       𝒚𝟑,𝟑       𝒚𝟒,𝟑       𝒚𝟓,𝟑      𝒚𝟔,𝟑         

 

 

𝒚𝟏,𝟑  𝒚𝟐,𝟑       𝒚𝟑,𝟑       𝒚𝟒,𝟑       𝒚𝟓,𝟑      𝒚𝟔,𝟑         

 

 

𝒚𝟏,𝟑  𝒚𝟐,𝟑       𝒚𝟑,𝟑       𝒚𝟒,𝟑       𝒚𝟓,𝟑      𝒚𝟔,𝟑         

 

𝒚𝟏,𝟒  𝒚𝟐,𝟒       𝒚𝟑,𝟒       𝒚𝟒,𝟒       𝒚𝟓,𝟒      𝒚𝟔,𝟒         

 

 

𝒚𝟏,𝟒  𝒚𝟐,𝟒       𝒚𝟑,𝟒       𝒚𝟒,𝟒       𝒚𝟓,𝟒      𝒚𝟔,𝟒         

 

 

𝒚𝟏,𝟒  𝒚𝟐,𝟒       𝒚𝟑,𝟒       𝒚𝟒,𝟒       𝒚𝟓,𝟒      𝒚𝟔,𝟒         

 

 

𝒚𝟏,𝟒  𝒚𝟐,𝟒       𝒚𝟑,𝟒       𝒚𝟒,𝟒       𝒚𝟓,𝟒      𝒚𝟔,𝟒         

 

Gambar 4.4 b-Coloring pada Graf 𝑃𝑇𝐿6 ⊳𝑣1 𝑃4 



34 
 

 
 

Dianalisis batas atas b-chromatic number dari graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 2 

untuk menentukan b-chromatic number dari graf tersebut. 

Berdasarkan Definisi 2.6.1 dan Lemma 2.6.1, diperoleh 𝜒(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤

𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1. Maka menurut definisi b-chromatic 

number berikut pembuktian untuk 𝑛,𝑚 ≥ 2 akan dibagi menjadi dua kasus.  

Kasus 1: untuk 𝑛 = 2 dan 𝑚 ≥ 2 terdapat pada Lampiran 4.6. 

Kasus 2: untuk 𝑛 ≥ 3 dan 𝑚 ≥ 2 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) →

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} untuk setiap titik pada graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 : 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) =

{
 
 

 
 
1, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
2, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2 
3, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
6, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
7, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2

  

𝑓(𝑦𝑖,𝑗) = {

1, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
3, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
6, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
7, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

  

𝑓(𝑧𝑖,𝑗) =

{
 

 
4, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
5, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

  

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh enam kelas warna pada 

graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 yaitu 𝐶1 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶2 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶3 = {𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2} ∪

{𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶4 = {𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝑖 ≡

0 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶5 = {𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶6 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2}, dan 𝐶7 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2}. 
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Ada 𝑥2,1 ∈ 𝐶1 dan 𝑥1,1 ∈ 𝐶2, 𝑥3,1 ∈ 𝐶3, 𝑧3,1 ∈ 𝐶4, 𝑧4,1 ∈ 𝐶5, 𝑦2,1 ∈ 𝐶6, 𝑥2,2 ∈

𝐶7 sehingga 𝑥2,1𝑥1,1, 𝑥2,1𝑥3,1, 𝑥2,1𝑧3,1, 𝑥2,1 𝑧4,1, 𝑥2,1𝑦2,1, 𝑥2,1𝑥2,2 ∈

𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥1,1, 𝑥3,2 ∈ 𝐶2 dan 𝑥3,1 ∈ 𝐶3, 𝑧1,1 ∈ 𝐶4, 𝑧2,1 ∈ 𝐶5, 𝑥1,2 ∈ 𝐶6, 

𝑦1,1 ∈ 𝐶7 sehingga 𝑥3,2𝑥3,1, 𝑥1,1𝑧1,1, 𝑥1,1𝑧2,1, 𝑥1,1𝑥1,2, 𝑥1,1𝑦1,1 ∈ 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). 

Ada 𝑥3,1, 𝑦2,2 ∈ 𝐶3 dan 𝑧5,1 ∈ 𝐶4, 𝑧6,1 ∈ 𝐶5, 𝑦2,1 ∈ 𝐶6, 𝑦3,1 ∈ 𝐶7 sehingga 

𝑥3,1𝑧5,1, 𝑥3,1𝑧6,1, 𝑦2,2𝑦2,1, 𝑥3,1𝑦3,1 ∈ 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑧1,1, 𝑧3,1 ∈ 𝐶4 dan 𝑧2,1 ∈

𝐶5, 𝑦2,1 ∈ 𝐶6, 𝑦1,1 ∈ 𝐶7 sehingga 𝑧3,1𝑧2,1, 𝑧3,1𝑦2,1, 𝑧1,1𝑦1,1 ∈ 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 

𝑧2,1, 𝑧4,1 ∈ 𝐶5 dan 𝑦2,1 ∈ 𝐶6, 𝑦1,1 ∈ 𝐶7 sehingga 𝑧4,1𝑦2,1, 𝑧2,1𝑦1,1 ∈

𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑦2,1 ∈ 𝐶6 dan 𝑦1,1 ∈ 𝐶7 sehingga 𝑦2,1𝑦1,1 ∈ 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). 

Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥

2 memenuhi definisi b-coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number 

pada graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 merupakan batas bawah 

dari b-chromatic number graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 7. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

3 = 𝜒(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 7  (4.6.2) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.6.2, terbukti bahwa 𝜒(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 6, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 7 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 

dan 𝛥(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1 merupakan batas atas dari b-chromatic 

number graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. Berdasarkan Lemma 

2.6.1 diperoleh sebagai berikut : 

     𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1    

  𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 6 + 1      

𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 7    (4.6.2.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.6.2.1, diperoleh 𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 7. 

Menurut definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari 

nilai maksimum pada kelas warna graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. Sehingga 
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dapat disimpulkan bahwa 𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 7, maka terbukti bahwa 

𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 7. ∎  

 Ilustrasi b-coloring dari graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 dapat dilihat 

pada Gambar 4.5 berikut. 

 

Observasi 4.7. Bilangan kromatik pada graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3 adalah  

𝜒(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 

Teorema 4.7. b-Chromatic number pada graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk  𝑛,𝑚 ≥ 3 adalah 

𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 8 

Bukti: Graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 memiliki himpunan titik, yaitu 𝑉(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) =

{𝑥𝑖,𝑗 , 𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ∪ {𝑧𝑖,𝑗 , 𝑧𝑖+1,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑧𝑖,1𝑥𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑧𝑖,1𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑧𝑖,1𝑧𝑖+1,1, 𝑥𝑖,1𝑧𝑖+1,1, 𝑦𝑖,1𝑧𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦2𝑖−1,1𝑦2𝑖,1, 𝑥2𝑖,1𝑥2𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛 − 1} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛; 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑚 − 1} ∪ {𝑧𝑖,𝑗𝑧𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1}. Kardinallitas dari himpunan 

titik dan himpunan sisi dari graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 adalah |𝑉(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = (3𝑛 +

1)𝑚 dan |𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = (6𝑛 − 1) + (3𝑛 + 1)(𝑚 − 1). Dianalisis batas atas 

b-chromatic number dari graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 3 untuk menentukan b-

chromatic number dari graf tersebut. 

𝒙𝟏,𝟏                 𝒙𝟐,𝟏                      𝒙𝟑,𝟏                      𝒙𝟒,𝟏             

 

 

𝒙𝟏,𝟏                 𝒙𝟐,𝟏                      𝒙𝟑,𝟏                      𝒙𝟒,𝟏             

 

 

𝒙𝟏,𝟏                 𝒙𝟐,𝟏                      𝒙𝟑,𝟏                      𝒙𝟒,𝟏             

 

 

𝒙𝟏,𝟏                 𝒙𝟐,𝟏                      𝒙𝟑,𝟏                      𝒙𝟒,𝟏             

 

𝒙𝟏,𝟐                 𝒙𝟐,𝟐                      𝒙𝟑,𝟐                      𝒙𝟒,𝟐             

 

 

𝒙𝟏,𝟐                 𝒙𝟐,𝟐                      𝒙𝟑,𝟐                      𝒙𝟒,𝟐             

 

 

𝒙𝟏,𝟐                 𝒙𝟐,𝟐                      𝒙𝟑,𝟐                      𝒙𝟒,𝟐             

 

 

𝒙𝟏,𝟐                 𝒙𝟐,𝟐                      𝒙𝟑,𝟐                      𝒙𝟒,𝟐             

 

𝒙𝟏,𝟑                 𝒙𝟐,𝟑                      𝒙𝟑,𝟑                      𝒙𝟒,𝟑             

 

 

𝒙𝟏,𝟑                 𝒙𝟐,𝟑                      𝒙𝟑,𝟑                      𝒙𝟒,𝟑             

 

 

𝒙𝟏,𝟑                 𝒙𝟐,𝟑                      𝒙𝟑,𝟑                      𝒙𝟒,𝟑             

 

 

𝒙𝟏,𝟑                 𝒙𝟐,𝟑                      𝒙𝟑,𝟑                      𝒙𝟒,𝟑             

 

𝒚𝟏,𝟏                 𝒚𝟐,𝟏                      𝒚𝟑,𝟏                      𝒚𝟒,𝟏             

 

 

𝒚𝟏,𝟏                 𝒚𝟐,𝟏                      𝒚𝟑,𝟏                      𝒚𝟒,𝟏             

 

 

𝒚𝟏,𝟏                 𝒚𝟐,𝟏                      𝒚𝟑,𝟏                      𝒚𝟒,𝟏             

 

 

𝒚𝟏,𝟏                 𝒚𝟐,𝟏                      𝒚𝟑,𝟏                      𝒚𝟒,𝟏             

 

𝒚𝟏,𝟐                 𝒚𝟐,𝟐                      𝒚𝟑,𝟐                      𝒚𝟒,𝟐             

 

 

𝒚𝟏,𝟐                 𝒚𝟐,𝟐                      𝒚𝟑,𝟐                      𝒚𝟒,𝟐             

 

 

𝒚𝟏,𝟐                 𝒚𝟐,𝟐                      𝒚𝟑,𝟐                      𝒚𝟒,𝟐             

 

 

𝒚𝟏,𝟐                 𝒚𝟐,𝟐                      𝒚𝟑,𝟐                      𝒚𝟒,𝟐             

 

𝒚𝟏,𝟑                 𝒚𝟐,𝟑                      𝒚𝟑,𝟑                      𝒚𝟒,𝟑             

 

𝒛𝟐,𝟐                 𝒛𝟒,𝟐                       𝒛𝟔,𝟐                     

 

 

𝒛𝟐,𝟐                 𝒛𝟒,𝟐                       𝒛𝟔,𝟐                     

 

 

𝒛𝟐,𝟐                 𝒛𝟒,𝟐                       𝒛𝟔,𝟐                     

 

 

𝒛𝟐,𝟐                 𝒛𝟒,𝟐                       𝒛𝟔,𝟐                     

 

𝒛𝟐,𝟑                 𝒛𝟒,𝟑                       𝒛𝟔,𝟑                     

 

 

𝒛𝟐,𝟑                 𝒛𝟒,𝟑                       𝒛𝟔,𝟑                     

 

 

𝒛𝟐,𝟑                 𝒛𝟒,𝟑                       𝒛𝟔,𝟑                     

 

 

𝒛𝟐,𝟑                 𝒛𝟒,𝟑                       𝒛𝟔,𝟑                     

 

𝒛𝟐,𝟏                 𝒛𝟒,𝟏                       𝒛𝟔,𝟏                     𝒛𝟖,𝟏           𝒛𝟖,𝟑        

 

 

𝒛𝟐,𝟏                 𝒛𝟒,𝟏                       𝒛𝟔,𝟏                     𝒛𝟖,𝟏           𝒛𝟖,𝟑        

 

 

𝒛𝟐,𝟏                 𝒛𝟒,𝟏                       𝒛𝟔,𝟏                     𝒛𝟖,𝟏           𝒛𝟖,𝟑        

 

 

𝒛𝟐,𝟏                 𝒛𝟒,𝟏                       𝒛𝟔,𝟏                     𝒛𝟖,𝟏           𝒛𝟖,𝟑        

 

𝒛𝟑,𝟏                 𝒛𝟓,𝟏                       𝒛𝟕,𝟏                     

 

 

𝒛𝟑,𝟏                 𝒛𝟓,𝟏                       𝒛𝟕,𝟏                     

 

 

𝒛𝟑,𝟏                 𝒛𝟓,𝟏                       𝒛𝟕,𝟏                     

 

 

𝒛𝟑,𝟏                 𝒛𝟓,𝟏                       𝒛𝟕,𝟏                     

 

𝒛𝟑,𝟐                 𝒛𝟓,𝟐                       𝒛𝟕,𝟐                     

 

 

𝒛𝟑,𝟐                 𝒛𝟓,𝟐                       𝒛𝟕,𝟐                     

 

 

𝒛𝟑,𝟐                 𝒛𝟓,𝟐                       𝒛𝟕,𝟐                     

 

 

𝒛𝟑,𝟐                 𝒛𝟓,𝟐                       𝒛𝟕,𝟐                     

 

𝒛𝟑,𝟑                 𝒛𝟓,𝟑                       𝒛𝟕,𝟑                     

 

 

𝒛𝟑,𝟑                 𝒛𝟓,𝟑                       𝒛𝟕,𝟑                     

 

 

𝒛𝟑,𝟑                 𝒛𝟓,𝟑                       𝒛𝟕,𝟑                     

 

 

𝒛𝟑,𝟑                 𝒛𝟓,𝟑                       𝒛𝟕,𝟑                     

 

𝒛𝟏,𝟑     𝒛𝟏,𝟏                        

 

 

𝒛𝟏,𝟑     𝒛𝟏,𝟏                        

 

 

𝒛𝟏,𝟑     𝒛𝟏,𝟏                        

 

 

𝒛𝟏,𝟑     𝒛𝟏,𝟏                        

 

𝒛𝟏,𝟐
                             

 

 

𝒛𝟏,𝟐
                             

 

 

𝒛𝟏,𝟐
                             

 

 

𝒛𝟏,𝟐
                             

 

𝒛𝟖,𝟐                        

 

 

𝒛𝟖,𝟐                        

 

 

𝒛𝟖,𝟐                        

 

 

𝒛𝟖,𝟐                        
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Berdasarkan Definisi 2.6.1 dan Lemma 2.6.1, diperoleh 𝜒(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤

𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1. Maka menurut definisi b-chromatic 

number berikut pembuktian untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3. 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) →

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} untuk setiap titik pada graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 3 : 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
1, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 
3, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 
4, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 

jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 
6, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 
7, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 
8, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 

jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 

 

𝑓(𝑦𝑖,𝑗) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
1, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 
4, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 
5, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 
6, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 
7, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 

jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 

jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 
8, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 

 

𝑓(𝑧𝑖,𝑗) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
1, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 
2, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 
3, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 
5, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 
6, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 

jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 
8, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 

jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh delapan kelas warna 

pada graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3 yaitu 𝐶1 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

0 𝑚𝑜𝑑 3} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 } ∪ {𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3}, 

𝐶2 = {𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3}, 𝐶3 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3} ∪

{𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3}, 𝐶4 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡
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1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

2 𝑚𝑜𝑑 3}, 𝐶5 = {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3} ∪ {𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

2 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3}, 𝐶6 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3} ∪

{𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3} ∪ {𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡

2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3}, 𝐶7 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡

0 𝑚𝑜𝑑 3} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 }, dan 𝐶8 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡

2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3}∪ {𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡

2 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, 𝑗 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3}. 

Ada 𝑧2,1 ∈ 𝐶1 dan 𝑧3,1 ∈ 𝐶2, 𝑧1,1 ∈ 𝐶3, 𝑦1,1 ∈ 𝐶4, 𝑦2,1 ∈ 𝐶5, 𝑥2,1 ∈ 𝐶6, 𝑥1,1 ∈

𝐶7, 𝑧2,2 ∈ 𝐶8 sehingga 𝑧2,1𝑧3,1, 𝑧2,1𝑧1,1, 𝑧2,1𝑦1,1, 𝑧2,1𝑦2,1, 𝑧2,1𝑥2,1, 𝑧2,1𝑥1,1, 𝑧2,1𝑧2,2 ∈

𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑧3,1 ∈ 𝐶2 dan 𝑧4,1 ∈ 𝐶3, 𝑥3,1 ∈ 𝐶4, 𝑦2,1 ∈ 𝐶5, 𝑥2,1 ∈ 𝐶6, 

𝑦3,1 ∈ 𝐶7, 𝑧3,2 ∈ 𝐶8 sehingga 𝑧3,1𝑧4,1, 𝑧3,1𝑥3,1, 𝑧3,1𝑦2,1, 𝑧3,1𝑥2,1, 𝑧3,1𝑦3,1, 𝑧3,1𝑧3,2 ∈

𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥2,2, 𝑧1,1, 𝑧4,1 ∈ 𝐶3 dan 𝑦1,1 ∈ 𝐶4, 𝑧4,2 ∈ 𝐶5, 𝑥2,1 ∈ 𝐶6, 𝑥1,1 ∈

𝐶7, 𝑥2,3 ∈ 𝐶8 sehingga 𝑧1,1𝑦1,1, 𝑧4,1𝑧4,2, 𝑥2,2𝑥2,1, 𝑧1,1𝑥1,1, 𝑥2,2𝑥2,3 ∈

𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥1,2, 𝑥3,1, 𝑦1,1 ∈ 𝐶4 dan 𝑦2,1 ∈ 𝐶5, 𝑥2,1 ∈ 𝐶6, 𝑥1,1 ∈ 𝐶7, 𝑦1,2 ∈

𝐶8 sehingga 𝑦1,1𝑦2,1, 𝑥3,1𝑥2,1, 𝑥1,2𝑥1,1, 𝑦1,1𝑦1,2 ∈ 𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 

𝑦2,1, 𝑧1,2, 𝑧3,3 ∈ 𝐶5 dan 𝑧1,3 ∈ 𝐶6, 𝑦2,2 ∈ 𝐶7, 𝑧3,2 ∈ 𝐶8 sehingga 𝑧1,2𝑧1,3, 𝑦2,1𝑦2,2, 

𝑧3,3𝑧3,2 ∈ 𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑦2,3, 𝑧2,3 ∈ 𝐶6 dan 𝑦2,2 ∈ 𝐶7, 𝑧2,2 ∈ 𝐶8 sehingga 

𝑦2,3𝑦2,2, 𝑧2,3𝑧2,2 ∈ 𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑦1,3 ∈ 𝐶7 dan 𝑦1,2 ∈ 𝐶8 sehingga 

𝑦1,3𝑦1,2 ∈ 𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). 

Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3 

memenuhi definisi b-coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number 

pada graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 3. 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 merupakan batas 

bawah dari b-chromatic number graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 8. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

3 = 𝜒(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 8  (4.7.1) 
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Berdasarkan pertidaksamaan 4.7.1, terbukti bahwa 𝜒(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 7, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 8 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3 dan 

𝛥(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1 merupakan batas atas dari b-chromatic number 

graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3. Berdasarkan Lemma 2.6.1 

diperoleh sebagai berikut : 

     𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1     

      𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 7 + 1      

𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 8    (4.7.1.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.7.1.1, diperoleh 𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 8. 

Menurut definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari 

nilai maksimum pada kelas warna graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3. Sehingga 

dapat disimpulkan bahwa 𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 8, maka terbukti bahwa 

𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 8. ∎  

Ilustrasi b-coloring dari graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3 dapat dilihat pada 

gambar berikut ini. 
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Gambar 4.6 b-Coloring pada Graf 𝐿𝑆𝑃4 ⊳𝑣1 𝑃4 
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dijelaskan pada bab empat, 

diperoleh tujuh teorema baru mengenai b-coloring pada graf hasil operasi comb 

graf lintasan. Teorema yang dihasilkan antara lain : 

Teorema 1. b-Chromatic number pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 2,𝑚 ≥ 3 adalah 

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = {

3, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 = 3
4, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛,𝑚 = 3         

𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 = 4 
5, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 4

 

Teorema 2. b-Chromatic number pada graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 6 adalah 

𝜑(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = 5 

Teorema 3. b-Chromatic number pada graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 adalah 

𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4 

Teorema 4. b-Chromatic number pada graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 2 adalah 

𝜑(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {
4, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 ≥ 2
5, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2

 

Teorema 5. b-Chromatic number pada graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2 

adalah 

𝜑(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6 

Teorema 6. b-Chromatic number pada graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 2 adalah 

𝜑(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {
6, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2,𝑚 ≥ 2
7, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2

 

Teorema 7. b-Chromatic number pada graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3 adalah 

𝜑(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 8 

5.2 Saran 

Berdasarkan yang telah dilakukan terkait b-coloring dalam mencari nilai b-

chromatic number pada graf graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 2,𝑚 ≥ 3, graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 
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dengan 𝑛,𝑚 ≥ 6, graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2, graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 

𝑛,𝑚 ≥ 2, graf  𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 ≥ 4,𝑚 ≥ 2, graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 

𝑛,𝑚 ≥ 2, graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛,𝑚 ≥ 3 maka peneliti memberi saran kepada 

peneliti lain untuk melakukan penelitian mengenai b-coloring pada graf hasil 

operasi lainnya. Selain itu, peneliti juga menyarankan untuk menerapkan b-coloring 

pada pengaplikasian dalam sebuah permasalahan. 
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LAMPIRAN 

Lampiran 2.2 Graf Khusus 

1) Contoh graf Lintasan (a) 𝑃5 dan (b) 𝑃4  

 

2) Contoh graf Siklus (a) 𝐶3 dan (b) 𝐶4 

 

 

 

 

 

 

3) Contoh Graf Tangga 𝐿5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑣1       𝑣2             𝑣4      𝑣5    

 
𝑣1        𝑣2         𝑣3        𝑣4    

 

  𝑣3  

 

𝑣1 

𝑣2 𝑣3 

𝑣2 

𝑣3 

𝑣4 

𝑣1 

(a)                                                (b)      

(a)                                            (b)      

𝑣1              𝑣2              𝑣3             𝑣4              𝑣5     

 

𝑤1             𝑤2             𝑤3             𝑤4             𝑤5    
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Lampiran 2.3 Keluarga Graf Tangga 

1) Contoh Graf Tangga Miring 𝑆𝐿5 

 

2) Contoh Graf Tangga Prisma 𝑃𝑇𝐿5 

 

3) Contoh Graf Tangga Permata 𝐷𝐿3 

 

4) Contoh Graf Tangga Segitiga Pita 𝐿𝑆𝑃3 

 

 

 

 

𝑣1              𝑣2              𝑣3               𝑣4               𝑣5    

 

𝑤1             𝑤2              𝑤3              𝑤4              𝑤5    

 

𝑤1               𝑤2               𝑤3               𝑤4               𝑤5    

 

𝑣1               𝑣2                𝑣3                𝑣4            

 

𝑣1                            𝑣2                            𝑣3                

 

𝑧2                            𝑧4                             𝑧6                

 

𝑧1                            𝑧3                            𝑧5                

 

𝑤1                           𝑤2                           𝑤3                

 

𝑣1                       𝑣2                        𝑣3                

 
𝑤1          𝑤2                       𝑤3                       𝑤4  

 

𝑤1                       𝑤2                      𝑤3                
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Lampiran 2.5 Contoh Jenis Pewarnaan Graf  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(𝑎)                                    (𝑏) 

 

(𝑐)                

 Contoh (a) Pewarnaan Titik, (b) Pewarnaan Sisi, dan (c) Pewarnaan Wilayah 
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Lampiran 3.4 Jenis-Jenis Graf dan Kardinalitas Graf  

Graf yang akan diteliti pada penelitian ini adalah beberapa graf hasil operasi 

comb graf lintasan antara lain 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚, 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚, 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 

𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚, dan 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Berikut ini adalah kardinalitas dari 

setiap graf yang akan diteliti: 

1. Graf Lintasan (𝑃𝑛) comb graf Lintasan dengan titik pelekatan ke−𝑣3 dari 

graf Lintasan (𝑃𝑚) yaitu 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚. Berikut ini kardinalitas dari graf 

𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 dapat dilihat pada Tabel 3.1. 

Tabel 3.1 Kardinalitas dari Graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 

Graf  Kardinalitas  

𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 - 𝑉(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} 

- 𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,3𝑥𝑖+1,3; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} 

- |𝑉(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚)| = 𝑛𝑚 

- |𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚)| = 𝑛𝑚 − 1 

 

2. Graf Lintasan (𝑃𝑛) comb graf Siklus dengan titik pelekatan ke−𝑣1 dari graf 

Sikel (𝐶𝑚) yaitu 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚. Berikut ini kardinalitas dari graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 

dapat dilihat pada Tabel 3.2. 

Tabel 3.2 Kardinalitas dari Graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 

Graf  Kardinalitas  

𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚 - 𝑉(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} 

- 𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚) = {𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪

{𝑥𝑖,𝑚𝑥𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} 

- |𝑉(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚)| = 𝑛𝑚 

- |𝐸(𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝐶𝑚)| = 𝑛𝑚 + 𝑛 − 1 
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3. Graf Siklus (𝐶𝑛) comb graf Lintasan (𝑃𝑚) dengan titik pelekatan ke−𝑣1 dari 

graf Lintasan (𝑃𝑚) yaitu 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Berikut ini kardinalitas dari graf 

𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dapat dilihat pada Tabel 3.2. 

Tabel 3.3 Kardinalitas dari Graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 

Graf  Kardinalitas  

𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 - 𝑉(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} 

- 𝐸(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪ {𝑥𝑛,1𝑥1,1} 

- |𝑉(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 𝑛𝑚 

- |𝐸(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 𝑚 + (𝑛 − 1)𝑚 

 

4. Graf Tangga Miring (𝑆𝐿𝑛) comb graf Lintasan (𝑃𝑚) dengan titik pelekatan 

ke−𝑣1 dari graf Lintasan (𝑃𝑚) yaitu 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Berikut kardinalitas dari 

graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dapat dilihat pada Tabel 3.4. 

Tabel 3.4 Kardinalitas dari Graf 𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 

Graf  Kardinalitas  

𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 - 𝑉(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ∪

{𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} 

- 𝐸(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪

{𝑦𝑖,1𝑦𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪ {𝑥𝑖+1,1𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

- |𝑉(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 2𝑛𝑚 

- |𝐸(𝑆𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 2𝑛𝑚 + 2 

 

5. Graf Tangga Prisma (𝑃𝑇𝐿𝑛) comb graf Lintasan (𝑃𝑚) dengan titik pelekatan 

ke−𝑣1 dari graf Lintasan (𝑃𝑚) yaitu 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Berikut ini kardinalitas 

dari graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dapat dilihat pada Tabel 3.5. 
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Tabel 3.5 Kardinalitas dari Graf 𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 

Graf  Kardinalitas  

𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 - 𝑉(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑚} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}  

- 𝐸(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪

{𝑦𝑖,1𝑦𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪ {𝑥𝑖,1𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑦𝑖,1𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 

- |𝑉(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = (2𝑛 − 1)𝑚 

- |𝐸(𝑃𝑇𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 6𝑛 −𝑚 − 4 

 

6. Graf Tangga Permata (𝐷𝐿𝑛) comb graf Lintasan (𝑃𝑚) dengan titik pelekatan 

ke−𝑣1 dari graf Lintasan (𝑃𝑚) yaitu 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Berikut ini kardinalitas 

dari graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dapat dilihat pada Tabel 3.6. 

Tabel 3.6 Kardinalitas dari Graf 𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 

Graf  Kardinalitas  

𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 - 𝑉(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ∪

{𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ∪ {𝑧𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤

2𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚} 

- 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) =

{𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,1, 𝑦𝑖,1𝑦𝑖+1,1, 𝑧𝑖,1𝑧𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑥𝑖,1𝑦𝑖,1, 𝑥𝑖,1𝑧𝑖,1, 𝑦𝑖,1𝑧𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑦𝑖,1𝑧𝑖+1,1, 𝑥𝑖,1𝑧𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1, 𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1, 𝑧𝑖,𝑗𝑧𝑖,𝑗+1 ; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛; 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑚 − 1} 

- |𝑉(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 4𝑛𝑚  

- |𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = 4𝑛(𝑚 − 1) + 8𝑛 − 3 
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7. Graf Tangga Segitiga Pita (𝐿𝑆𝑃𝑛) comb graf Lintasan (𝑃𝑚) dengan titik 

pelekatan ke−𝑣1 dari graf Lintasan (𝑃𝑚) yaitu 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Berikut ini 

kardinalitas dari graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dapat dilihat pada Tabel 3.7. 

Tabel 3.7 Kardinalitas dari Graf 𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 

Graf  Kardinalitas  

𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 - 𝑉(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑥𝑖,𝑗, 𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑚} ∪ {𝑧𝑖,𝑗 , 𝑧𝑖+1,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} 

- 𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = {𝑧𝑖,1𝑥𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑧𝑖,1𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑧𝑖,1𝑧𝑖+1,1, 𝑥𝑖,1𝑧𝑖+1,1, 𝑦𝑖,1𝑧𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑦2𝑖−1,1𝑦2𝑖,1, 𝑥2𝑖,1𝑥2𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1, 𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪

{𝑧𝑖,𝑗𝑧𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} 

- |𝑉(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = (3𝑛 + 1)𝑚  

- |𝐸(𝐿𝑆𝑃𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚)| = (6𝑛 − 1) + 3𝑛𝑚 − 3𝑛 +

𝑚 − 1 
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Lampiran 4.1 Pembuktian Kasus b-Chromatic number pada Graf 𝑷𝒏 ⊳𝒗𝟑 𝑷𝒎 

untuk 𝒏 ≥ 𝟐,𝒎 ≥ 𝟑 

Kasus 1: untuk 𝑛 = 2 dan 𝑚 = 3 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) → {1, 2, 3} untuk 

setiap titik pada graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3: 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) = {

1, 𝑥2,1, 𝑥2,3
2, 𝑥1,1, 𝑥1,3
3, 𝑥1,2, 𝑥2,2

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh tiga kelas warna pada 

graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3 yaitu 𝐶1 = {𝑥2,1, 𝑥2,3}, 𝐶2 = {𝑥1,1, 𝑥1,3}, dan 𝐶3 = {𝑥1,2, 𝑥2,2}. 

Ada 𝑥2,3 ∈ 𝐶1 dan 𝑥1,3 ∈ 𝐶2, 𝑥2,2 ∈ 𝐶3 sehingga 𝑥2,3𝑥1,3, 𝑥2,3𝑥2,2 ∈

𝐸(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3). Ada 𝑥1,3 ∈ 𝐶2 dan 𝑥1,2 ∈ 𝐶3 sehingga 𝑥1,3𝑥1,2 ∈ 𝐸(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3). 

Berdasarkan kelas warna tersebut, maka graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3 memenuhi definisi b-

coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number pada graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3. 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) = 2 merupakan batas bawah 

dari b-chromatic number graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) = 3. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

2 = 𝜒(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) ≤ 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) = 3 (4.1.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.1.1, terbukti bahwa 𝜒(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) = 2 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 2, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) = 3 dan 𝛥(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) + 1 

merupakan batas atas dari b-chromatic number graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3. 

Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai berikut : 

   𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) ≤ 𝛥(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) + 1     

𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) ≤ 2 + 1         

 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) ≤ 3     (4.1.1.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.1.1.1, diperoleh 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) ≤ 3. Menurut 

definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari nilai 
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maksimum pada kelas warna graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3. Sehingga dapat disimpulkan bahwa 

𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) = 3, maka terbukti bahwa 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3) = 3. ∎ 

Kasus 2: untuk 𝑛,𝑚 = 3 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) → {1, 2, 3, 4} untuk 

setiap titik pada graf 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3: 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) =

{
 

 
1,  𝑥2,3                
2, 𝑥1,1, 𝑥1,3, 𝑥3,2
3, 𝑥1,2, 𝑥2,2         
4, 𝑥2,1, 𝑥3,1, 𝑥3,3

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh empat kelas warna pada 

graf 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3 yaitu 𝐶1 = {𝑥2,3}, 𝐶2 = {𝑥1,1, 𝑥1,3, 𝑥3,2}, 𝐶3 = {𝑥1,2, 𝑥2,2}, dan 𝐶4 =

{𝑥2,1, 𝑥3,1, 𝑥3,3}. 

Ada 𝑥2,3 ∈ 𝐶1 dan 𝑥1,3 ∈ 𝐶2, 𝑥2,2 ∈ 𝐶3, 𝑥3,3 ∈ 𝐶4 sehingga 

𝑥2,3𝑥1,3, 𝑥2,3𝑥2,2, 𝑥2,3𝑥3,3 ∈ 𝐸(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3). Ada 𝑥1,3, 𝑥3,2 ∈ 𝐶2 dan 𝑥1,2 ∈ 𝐶3, 𝑥3,3 ∈

𝐶4 sehingga 𝑥1,3𝑥1,2, 𝑥3,2𝑥3,3 ∈ 𝐸(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3). Ada 𝑥2,2 ∈ 𝐶3 dan 𝑥2,1 ∈ 𝐶4 

sehingga 𝑥2,2𝑥2,1 ∈ 𝐸(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3). 

Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3 memenuhi definisi b-

coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number pada graf 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3. 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) = 2 merupakan batas bawah 

dari b-chromatic number graf 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) = 4. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

2 = 𝜒(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) ≤ 𝜑(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) = 4 (4.1.2) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.1.2, terbukti bahwa 𝜒(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) = 2 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 3, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) = 4 dan 𝛥(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) + 1 

merupakan batas atas dari b-chromatic number graf 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3. 

Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai berikut : 

     𝜑(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) ≤ 𝛥(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) + 1      

   𝜑(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) ≤ 3 + 1      
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𝜑(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) ≤ 4    (4.1.2.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.1.2.1, diperoleh 𝜑(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) ≤ 4. Menurut 

definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari nilai 

maksimum pada kelas warna graf 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3. Sehingga dapat disimpulkan bahwa 

𝜑(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) = 4, maka terbukti bahwa 𝜑(𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3) = 4. ∎ 

Kasus 3: untuk 𝑛 = 2 dan 𝑚 = 4 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) → {1, 2, 3, 4} untuk 

setiap titik pada graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4: 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) =

{
 

 
1,  𝑥2,3                         
2, 𝑥1,3                          
3, 𝑥1,2, 𝑥2,2                 
4, 𝑥1,1, 𝑥1,4, 𝑥2,1, 𝑥2,4

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh empat kelas warna pada 

graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4 yaitu 𝐶1 = {𝑥2,3}, 𝐶2 = {𝑥1,3}, 𝐶3 = {𝑥1,2, 𝑥2,2}, dan 𝐶4 =

{𝑥1,1, 𝑥1,4, 𝑥2,1, 𝑥2,4}. 

Ada 𝑥2,3 ∈ 𝐶1 dan 𝑥1,3 ∈ 𝐶2, 𝑥2,2 ∈ 𝐶3, 𝑥2,4 ∈ 𝐶4 sehingga 

𝑥2,3𝑥1,3, 𝑥2,3𝑥2,2, 𝑥2,3𝑥2,4 ∈ 𝐸(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4). Ada 𝑥1,3 ∈ 𝐶2 dan 𝑥1,2 ∈ 𝐶3, 𝑥1,4 ∈ 𝐶4 

sehingga 𝑥1,3𝑥1,2, 𝑥1,3𝑥1,4 ∈ 𝐸(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4). Ada 𝑥2,2 ∈ 𝐶3 dan 𝑥2,1 ∈ 𝐶4 sehingga 

𝑥2,2𝑥2,1 ∈ 𝐸(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4). 

Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4 memenuhi definisi b-

coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number pada graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4. 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) = 2 merupakan batas bawah 

dari b-chromatic number graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) = 4. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

2 = 𝜒(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) ≤ 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) = 4 (4.1.3) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.1.3, terbukti bahwa 𝜒(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) = 2 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 3, sehingga : 
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▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) = 4 dan 𝛥(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) + 1 

merupakan batas atas dari b-chromatic number graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4. 

Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai berikut : 

𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) ≤ 𝛥(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) + 1    

𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) ≤ 3 + 1      

 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) ≤ 4    (4.1.3.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.1.3.1, diperoleh 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) ≤ 4. Menurut 

definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari nilai 

maksimum pada kelas warna graf 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4. Sehingga dapat disimpulkan bahwa 

𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) = 4, maka terbukti bahwa 𝜑(𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4) = 4. ∎ 

Ilustrasi b-coloring dari graf 𝑃𝑛 ⊳𝑣3 𝑃𝑚 untuk (a) 𝑛 = 2,𝑚 = 3, (b) 𝑛,𝑚 =

3, dan (c) 𝑛 = 2,𝑚 = 4  dapat dilihat pada gambar dibawah ini. 

 

Gambar b-Coloring pada graf (a) 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃3, (b) 𝑃3 ⊳𝑣3 𝑃3, dan (c) 𝑃2 ⊳𝑣3 𝑃4  

 

 

 

 

 

 

𝒙𝟏,𝟏        𝒙𝟐,𝟏                  𝒙𝟏,𝟏           𝒙𝟐,𝟏            𝒙𝟑,𝟏               

𝒙𝟏,𝟏 

 

𝒙𝟏,𝟐        𝒙𝟐,𝟐                  𝒙𝟏,𝟐           𝒙𝟐,𝟐            𝒙𝟑,𝟐               

𝒙𝟏,𝟏 

 

𝒙𝟏,𝟑        𝒙𝟐,𝟑                  𝒙𝟏,𝟑           𝒙𝟐,𝟑            𝒙𝟑,𝟑               

𝒙𝟏,𝟏 

 

(𝑎)                      (𝑏)               
𝒙𝟏,𝟏 

 

𝒙𝟏,𝟏        𝒙𝟐,𝟏                  

 

𝒙𝟏,𝟐        𝒙𝟐,𝟐                  

 

𝒙𝟏,𝟑        𝒙𝟐,𝟑                  

 

𝒙𝟏,𝟒        𝒙𝟐,𝟒                  

 

(𝒄)                
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Lampiran 4.3 Pembuktian Kasus b-Chromatic number pada Graf 𝑪𝒏 ⊳𝒗𝟏 𝑷𝒎 

untuk 𝒏 ≥ 𝟑,𝒎 ≥ 𝟐 

Kasus 2: untuk 𝑛 genap 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) → {1, 2, 3, 4} untuk 

setiap titik pada graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 : 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) =

{
  
 

  
 
1, jika 𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2    
2, jika 𝑖 ≡ 3 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2    

jika 𝑖 ≡ 0, 1 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
3, jika 𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2    
4, jika 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2    

jika 𝑖 ≡ 2, 3 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2 

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh empat kelas warna pada 

graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 yaitu 𝐶1 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶2 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 3 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝑖 ≡ 0, 1 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 

𝐶3 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2}, dan 𝐶4 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2;  2, 3 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}. 

Ada 𝑥1,1 ∈ 𝐶1 dan 𝑥1,2 ∈ 𝐶2, 𝑥2,1 ∈ 𝐶3, 𝑥8,1 ∈ 𝐶4 sehingga 

𝑥1,1𝑥1,2, 𝑥1,1𝑥2,1, 𝑥1,1𝑥8,1 ∈ 𝐸(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥3,1 ∈ 𝐶2 dan 𝑥2,1 ∈ 𝐶3, 𝑥4,1 ∈ 𝐶4 

sehingga 𝑥3,1𝑥2,1, 𝑥3,1𝑥4,1 ∈ 𝐸(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥2,1 ∈ 𝐶3 dan 𝑥2,2 ∈ 𝐶4 sehingga 

𝑥2,1𝑥2,2 ∈ 𝐸(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). 

Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 ≥

3,𝑚 ≥ 2 memenuhi definisi b-coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic 

number pada graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 2 merupakan batas bawah 

dari b-chromatic number graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

2 = 𝜒(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4 (4.3.2) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.3.2, terbukti bahwa 𝜒(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 2 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 3, sehingga : 
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▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4 untuk 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 ≥

3,𝑚 ≥ 2 dan 𝛥(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1 merupakan batas atas dari b-

chromatic number graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. 

Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai berikut : 

           𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1     

      𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 3 + 1        

𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 4    (4.3.2.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.3.2.1, diperoleh 𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 4. Menurut 

definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari nilai 

maksimum pada kelas warna graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 ≥ 3,𝑚 ≥ 2. 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa 𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4, maka terbukti bahwa 

𝜑(𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4. ∎ 

Ilustrasi b-coloring dari graf 𝐶𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2 dapat dilihat 

pada gambar dibawah ini. 

 

(a) n gasal 
 

(b) n genap 

Gambar b-Coloring pada graf (a) 𝐶5 ⊳𝑣1 𝑃4 dan (b) 𝐶8 ⊳𝑣1 𝑃5 
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Lampiran 4.4 Pembuktian Kasus b-Chromatic number pada Graf 𝑺𝑳𝒏 ⊳𝒗𝟏 𝑷𝒎 

untuk 𝒏,𝒎 ≥ 𝟐 

Kasus 1: untuk 𝑛 = 2 dan 𝑚 ≥ 2 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) → {1, 2, 3, 4} untuk 

setiap titik pada graf 𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑚 ≥ 2 : 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) = {

1, jika 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
2, jika 𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
3, jika 𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
4, jika 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2

 

𝑓(𝑦𝑖,𝑗) = {

1, jika 𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
2, jika 𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
3, jika 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
4, jika 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh empat kelas warna pada 

graf 𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2 yaitu 𝐶1 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡

1, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶2 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2}, 

𝐶3 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, dan 𝐶4 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡

2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗| 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2}. 

Ada 𝑥2,1 ∈ 𝐶1 dan 𝑦1,1 ∈ 𝐶2, 𝑥1,1 ∈ 𝐶3, 𝑥2,2 ∈ 𝐶4 sehingga 

𝑥2,1𝑦1,1, 𝑥2,1𝑥1,1, 𝑥2,1𝑥2,2 ∈ 𝐸(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥1,2, 𝑦1,1 ∈ 𝐶2 dan 𝑥1,1 ∈ 𝐶3, 

𝑦2,1 ∈ 𝐶4 sehingga 𝑥1,2𝑥1,1, 𝑦1,1𝑦2,1 ∈ 𝐸(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑦2,2 ∈ 𝐶3 dan 𝑦2,1 ∈ 𝐶4 

sehingga 𝑦2,2𝑦2,1 ∈ 𝐸(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). 

Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2 

memenuhi definisi b-coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number 

pada graf 𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑚 ≥ 2. 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 2 merupakan batas bawah 

dari b-chromatic number graf 𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

2 = 𝜒(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝜑(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4 (4.4.1) 
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Berdasarkan pertidaksamaan 4.4.1, terbukti bahwa 𝜒(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 2 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. 

Terdapat titik-titik yang berderajat 3, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4 untuk 𝑚 ≥ 2 dan 

𝛥(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1 merupakan batas atas dari b-chromatic number 

graf 𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh 

sebagai berikut : 

            𝜑(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1     

     𝜑(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 3 + 1       

𝜑(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 4    (4.4.1.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.4.1.1, diperoleh 𝜑(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 4. 

Menurut definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari 

nilai maksimum pada kelas warna graf 𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2. Sehingga dapat 

disimpulkan bahwa 𝜑(𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 4, maka terbukti. ∎ 

Ilustrasi b-coloring dari graf 𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2 dapat dilihat pada 

gambar dibawah ini. 

 

Gambar b-Coloring pada graf 𝑆𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃4 

𝒙𝟏,𝟏                𝒙𝟐,𝟏         

𝒙𝟏,𝟐                𝒙𝟐,𝟐         

𝒙𝟏,𝟑                𝒙𝟐,𝟑         

𝒙𝟏,𝟒       𝒙𝟐,𝟒         

𝒚𝟏,𝟏                𝒚𝟐,𝟏         

𝒚𝟏,𝟐                𝒚𝟐,𝟐         

𝒚𝟏,𝟑                𝒚𝟐,𝟑         

𝒚𝟏,𝟒      𝒚𝟐,𝟒         
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Lampiran 4.6 Pembuktian Kasus b-Chromatic number pada Graf 𝑫𝑳𝒏 ⊳𝒗𝟏 𝑷𝒎 

untuk 𝒏,𝒎 ≥ 𝟐 

Kasus 1: untuk 𝑛 = 2 dan 𝑚 ≥ 2 

Akan ditunjukkan fungsi pewarnaan 𝑓: 𝑉(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) → {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

untuk setiap titik pada graf 𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑚 ≥ 2 : 

𝑓(𝑥𝑖,𝑗) = {

1, jika 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
2, jika 𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
5, jika 𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
6, jika 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2

 

𝑓(𝑦𝑖,𝑗) = {

1, jika 𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
2, jika 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
5, jika 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2
6, jika 𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

 

𝑓(𝑧𝑖,𝑗) =

{
 

 
3, jika 𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

jika 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2
4, jika 𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2

jika 𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2

 

Berdasarkan Definisi 2.5.2 dan fungsi titik, diperoleh enam kelas warna pada 

graf 𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2 yaitu 𝐶1 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡

1, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶2 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2}, 

𝐶3 = {𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶4 = {𝑧𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡

0 𝑚𝑜𝑑 2;  𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2}, 𝐶5 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2}, dan 𝐶6 = {𝑥𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 2, 𝑗 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗|𝑖 ≡ 1, 𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑  2}. 

Ada 𝑥2,1 ∈ 𝐶1 dan 𝑥1,1 ∈ 𝐶2, 𝑧3,1 ∈ 𝐶3, 𝑧4,1 ∈ 𝐶4, 𝑦2,1 ∈ 𝐶5, 𝑥2,2 ∈ 𝐶6 

sehingga 𝑥2,1𝑥1,1, 𝑥2,1𝑧3,1, 𝑥2,1𝑧4,1, 𝑥2,1𝑦2,1, 𝑥2,1𝑥2,2 ∈ 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑥1,1 ∈

𝐶2 dan 𝑧1,1 ∈ 𝐶3, 𝑧2,1 ∈ 𝐶4, 𝑥1,2 ∈ 𝐶5, 𝑦1,1 ∈ 𝐶6 sehingga 𝑥1,1𝑧1,1, 𝑥1,1𝑧2,1, 𝑥1,1𝑥1,2, 

 𝑥1,1𝑦1,1 ∈ 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑧1,1, 𝑧3,1 ∈ 𝐶3 dan 𝑧1,2 ∈ 𝐶4, 𝑦2,1 ∈ 𝐶5, 𝑦1,1 ∈ 𝐶6 

sehingga 𝑧1,1𝑧1,2, 𝑧3,1𝑦2,1, 𝑧1,1𝑦1,1 ∈ 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑧2,1, 𝑧4,1 ∈ 𝐶4 dan 𝑦2,1 ∈

𝐶5, 𝑦1,1 ∈ 𝐶6 sehingga 𝑧4,1𝑦2,1, 𝑧2,1𝑦1,1 ∈ 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). Ada 𝑦2,1 ∈ 𝐶5 dan 

𝑦1,1 ∈ 𝐶6 sehingga 𝑦2,1𝑦1,1 ∈ 𝐸(𝐷𝐿𝑛 ⊳𝑣1 𝑃𝑚). 
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Berdasarkan kelas warna tersebut maka graf 𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2 

memenuhi definisi b-coloring. Selanjutnya akan dicari untuk b-chromatic number 

pada graf 𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 dengan 𝑚 ≥ 2. 

▪ Akan dibuktikan bahwa 𝜒(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 merupakan batas bawah 

dari b-chromatic number graf 𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Asumsikan bahwa 

𝜑(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai 

berikut : 

3 = 𝜒(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝜑(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6 (4.6.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.6.1, terbukti bahwa 𝜒(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 3 

merupakan batas bawah dari b-chromatic number graf 𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚.  

Terdapat titik-titik yang berderajat 5, sehingga : 

▪  Akan dibuktikan 𝜑(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6 untuk 𝑚 ≥ 2 dan 

𝛥(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1 merupakan batas atas dari b-chromatic number 

graf 𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚. Berdasarkan Lemma 2.6.1 diperoleh sebagai berikut 

      𝜑(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 𝛥(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) + 1    

      𝜑(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 5 + 1       

𝜑(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 6    (4.6.1.1) 

Berdasarkan pertidaksamaan 4.6.1.1, diperoleh 𝜑(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) ≤ 6. 

Menurut definisi b-chromatic number, nilai b-chromatic number diperoleh dari 

nilai maksimum pada kelas warna graf 𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2. Sehingga dapat 

disimpulkan bahwa 𝜑(𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚) = 6, maka terbukti .∎ 

Ilustrasi b-coloring dari graf 𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2 dapat dilihat pada 

gambar dibawah ini. 

𝒚𝟏,𝟏                         𝒚𝟐,𝟏         
𝒚𝟏,𝟐                                𝒚𝟐,𝟐         

𝒚𝟏,𝟑                                             𝒚𝟐,𝟑         

𝒙𝟏,𝟑                                        𝒙𝟐,𝟑         
𝒙𝟏,𝟐                                 𝒙𝟐,𝟐         𝒙𝟏,𝟏            𝒙𝟐,𝟏         

𝒛𝟏,𝟐            𝒛𝟐,𝟏                   𝒛𝟒,𝟏        𝒛𝟒,𝟑         

𝒛𝟏,𝟑         𝒛𝟏,𝟏                  
𝒛𝟐,𝟐                         

𝒛𝟐,𝟑                         

𝒛𝟒,𝟐                         𝒛𝟑,𝟏                         

𝒛𝟑,𝟐                         

𝒛𝟑,𝟑                         

Gambar b-Coloring pada graf 𝐷𝐿2 ⊳𝑣1 𝑃3 
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Lampiran Matriks Penelitian 

Judul Rumusan Masalah Variabel Indikator Sumber Data Metode 

Analisis b-Coloring 

pada Graf Hasil 

Operasi Comb Graf 

Lintasan  

Bagaimana b-coloring 

pada hasil operasi 

comb graf lintasan? 

1. Graf lintasan 

2. Operasi 

comb 

3. b-Coloring 

Untuk mengetahui 

b-coloring pada 

hasil operasi comb 

graf lintasan 

Kepustakaan  1. Metode 

pengenalan 

pola. 

2. Metode 

deduktif 

aksiomatik. 

 


