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ABSTRAK

Misalkan G (V, E) adalah graf sederhana dan terhubung dengan V(G) adalah
himpunan titik dan E(G) adalah himpunan sisi. Pemetaan [ : V(G) — {1,2, ...k}
sebagai fungsi label dan w:V(G) — N adalah fungsi bobot pewarnaan titik
ketakteraturan lokal, dengan w(u) = Y ey [(v). Jumlah minimum warna yang
dihasilkan dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada graf G disebut bilangan
kromatik ketakteraturan lokal dilambangkan dengan X;;;(G). Dalam penelitian ini,
kita mempelajari pewarnaan titik ketakteraturan lokal dan menentukan bilangan
kromatik dari hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda.



RINGKASAN

Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal Hasil Operasi Shackle pada Keluarga Graf
Roda, Prima Teguh Novasetiyono, 210210101127; 2025: 35 halaman; Program
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Topik yang diangkat dalam skripsi ini adalah salah satu topik dalam bidang
teori graf, khususnya dalam bidang pewarnaan graf, yaitu pewarnaan titik
ketakteraturan lokal. Pewarnaan merupakan salah satu konsep dalam pelabelan.
Ada tiga macam pewarnaan dalam graf yaitu pewarnaan titik, pewarnaan sisi, dan
pewarnaan wilayah. Pewarnaan titik ketakteraturan lokal adalah memberikan warna
pada titik dengan syarat warna titik bertetanggan berbeda. Operasi graf merupakan
salah satu cara untuk membentuk suatu graf baru dengan cara menggabungkan satu
graf dengan graf lainya yang nantinya akan membentuk suatu graf baru. Operasi
shackle terdiri dari operasi shackle titik dan operasi shackle sisi. Operasi shackle
sendiri sangat menarik untuk diteliti karena merupakan operasi yang sederhana
dimana hanya memerlukan satu jenis graf saja.

Graf yang diteliti dalam skripsi ini adalah keluarga graf roda. Tujuan dari
penelitian ini adalah untuk mendapatkan pewarnaan titik ketakteraturan lokal hasil
operasi shakle titik pada keluarga graf roda. Penelitian ini memperoleh lima
teorema sebagai berikut:

i.  Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(W,,, v, p) dengan
dengan n > 4 dan n genap adalah X;;;Shack(W,,,v,p) = 4

ii.  Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(CH,, v, p) dengan
n = 4 adalah

Sushack(cth o) = (§ ot 2 50

ii.  Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(Fl,, v,p) dengan
n = 4 dan n genap adalah X;;;Shack(Fl,,v,p) = 4

iv.  Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(Le,, v, p) dengan

n = 4 dan n genap adalah X;;;Shack(Le,, v,p) = 4

Vi



v. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack ((D,(lm)), v,p)

dengann =5, m > 3 adalah X;;;Shack ((D,(lm)), v,p) =4

vii
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf sendiri ditemukan dari permasalahan jembatan Konigsberg yang
dipecahkan oleh Leonhard Euler. Seorang matematikawan asal Swiss pada tahun
1736. Permasalahan tersebut berawal dari munculnya masalah dunia graf. Dengan
berjalannya zaman, banyak ilmuwan berlomba-lomba untuk membuat solusi baru
dari kasus Leonhard Euler. Graf dapat mereprentasikan berbagai macam objek
diskrit dan mencari hubungan yang dimiliki oleh objek-objek tersebut. Secara
formal, graf terdiri dari himpunan tak kosong berhingga dari titik-titik yang biasa
disebut dengan simpul dan himpunan sisi yang merupakan bagian 2 elemen dari
titik yang biasa di sebut dengan edge, sehingga sebuah graf G adalah pasangan
terurut dari himpunan titik dan sisi.

Pewarnaan graf berarti setiap elemen dalam graf G memiliki warna yang
berbeda, sehingga elemen yang berdekatan memiliki warna yang berbeda. Titik,
sisi, dan wilayah adalah beberapa jenis pewarnaan graf (Chartrand dkk., 2012).
kromatik adalah banyaknya warna minimal yang bisa digunakan untuk mewarnai
titik-titik pada suatu graf. Pewarnaan titik ketakteraturan lokal merupakan topik
yang berasal dari penggabungan konsep pelabelan jarak tak teratur dan pewarnaan
titik pada graf. Pewarnaan titik ketakteraturan lokal maksudnya adalah untuk setiap
titik yang diwarnai tidak boleh memiliki bobot yang sama sehingga warna dari
setiap titik yang bertetangga memiliki warna yang berbeda.

Pelabelan jarak tak teratur pada suatu graf merupakan pemetaan bilangan asli
pada himpunan titik sehingga bobot yang dihitung pada setiap titiknya berbeda.
Bobot dari sebuah titik didapat dari menjumlahkan label titik yang bertetangga.
Operasi graf merupakan salah satu cara untuk membentuk suatu graf baru dengan
cara menggabungkan satu graf dengan graf lainya. Terdapat berbagai operasi graf
untuk membentuk suatu graf baru, contohnya terdapat operasi amalgamasi, operasi
corona, dan operasi shackle, lalu yang akan digunakan pada penelitian kali ini yaitu

operasi shackle. Operasi shackle terdiri dari operasi shackle titik dan operasi



shackle sisi. Operasi shackle sendiri sangat menarik untuk diteliti karena
merupakan operasi yang sederhana dimana hanya memerlukan satu jenis graf saja.

Berdasarkan uraian diatas, sangat menarik untuk dilakukan penelitian
pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada graf hasil operasi shackle titik. Pada
penelitian ini akan dibahas pengembangan dari teori pewarnaan titik ketakteraturan
lokal dan bilangan kromatiknya pada keluarga graf roda hasil operasi shackle titik
yaitu graf roda, graf bunga, graf kincir angin belanda, graf helm tertutup dan graf
lemon. Sehingga, pada penelitian ini penulis memberi judul “Pewarnaan Titik

Ketakteraturan Lokal Hasil Operasi Shackle Pada Keluarga Graf Roda”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, didapat rumusan masalah
adalah bagaimana pewarnaan titik ketakteraturan lokal hasil operasi shackle titik
pada graf roda, graf bunga, graf kincir angin belanda, graf helm tertutup dan graf

lemon.

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, didapat tujuan masalah
dalam penelitian ini adalah untuk menentukan bilangan kromatik ketakteraturan
lokal pada graf hasil operasi shackle titik yaitu graf roda, graf bunga, graf kincir

angin belanda, graf helm tertutup dan graf lemon.

1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dalam penelitian ini adalah.

1. Menambah pengetahuan dalam bidang teori graf, khususnya dalam ruang
lingkup pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada keluarga graf roda hasil
operasi shackle titik yaitu graf roda, graf bunga, graf kincir angin belanda, graf
helm tertutup dan graf lemon.

2. Hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai landasan kajian dalam
pengembangan atau perluasan ilmu pengetahuan di bidang graf dan aplikasinya
yang berkaitan dengan pewarnaan titik ketakteraturan lokal hasil operasi
shackle titik.



3.

Konsep pewarnaan titik ketakteraturan lokal ini dapat di terapkan pada graf

lainnya.

1.5 Batasan Masalah

Batasan pada penelitian ini terdapat pada graf yang digunakan. Graf yang

akan diteliti yaitu sebagai berikut:

1.

Shack(Wy,v,p), pemilihan titik terhubung (v) yaitu salah satu titik luar graf
W,

Shack(Fl,,v,p), pemilihan titik terhubung (v) yaitu salah satu titik luar graf
Fly;

Shack(CH,,, v,p), pemilihan titik terhubung (v) yaitu salah satu titik luar graf
CHy;

Shack(D,Sm), v, p), pemilihan titik terhubung (v) yaitu salah satu titik luar graf
D™

Shack(Le,, v,p), pemilihan titik terhubung (v) yaitu salah satu titik luar graf

Le,;

1.6 Kebaharuan Penelitian

Kebaharuan dalam penelitian ini adalah menemukan bilangan kromatik

ketakteraturan lokal hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda yaitu graf

roda, graf bunga, graf kincir angin belanda, graf helm tertutup dan graf lemon.



BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Sebuah graf G adalah himpunan pasangan berhingga tak kosong (V,E),
dimana V adalah himpunan tidak kosong dari elemen-elemen yang disebut titik
(vertex), dan E adalah himpunan dari pasangan tidak terurut dari titik-titik yang
berbeda di V yang disebut sisi (edge). Graf G memiliki setidaknya satu titik, dan
mungkin tidak memiliki sisi (Aprilianto, 2020). Notasi untuk banyaknya titik pada
graf G disebut order |V (G)|, sedangkan banyaknya sisi disebut edge |V (G)|. Jika u
dan v adalah elemen dari V(G), maka u, v € V(G), dan jika uv adalah elemen dari
E(G), maka bisa dituliskan uv € E(G), Dalam konteks ini u dan v dikatakan
bertetangga (adjacent), dan titik u dan v dikatakan terkait (incident) dengan sisi uv.
Contoh dari graf G dapat dilihat pada Gambar 2.1.

141 €1 V2
€y e,
v,
4 e3 V3

Gambar 2.1 Contoh Graf G

Pada Gambar 2.1, V(G) = {v,, v5, V3, U4}, banyak titik graf G yaitu |V (G)| =
4 dan E(G) = {ey, e,, e3, €4, €5}, banyak sisi graf G yaitu |E(G)| = 5. Titik v, dan
v3 bertetangga dan titik v; dan v, terkait dengan e;. Banyaknya titik pada graf G
yang bertetangga disebut derajat titik v pada graf G. Derajat titik v biasanya
dilambangkan d(v). Derajat maksimum graf G adalah derajat terbesar titik pada
graf G dilambangkan dengan A(G). Derajat minimum graf G adalah derajat terkecil
titik pada graf G dilambangkan dengan &(G) (Chartrand & Zhang, 2009).
Persekitaran titik graf G adalah himpunan titik yang bertetangga dilambangkan
dengan N (v). Pada Gambar 2.1 dapat dilihat bahwa N (v,) = {v,, v3,v,}, N(v,) =
{v,v3}, N(v3) = {vy,v,, 1.}, N(v,) = {vy,v3} sehingga d(v,) =3,d(v,) =
2,d(v3) =3,d(v,) = 2.



Dalam teori graf, terdapat beberapa konsep yang penting terkait dengan jalan
(walk) dan lintasan (path): Jalan (walk) merupakan urutan titik dan sisi dalam graf
di mana setiap sisi terhubung oleh dua titik yang berdekatan (sebelum dan sesudah
sisi tersebut). Panjang jalan adalah jumlah sisi yang membentuk jalan tersebut. Pada
Gambar 2.1, jalan {v,, e;, vy, €, V3, €3, Vs, €4, V1, €5, U3} memiliki
panjang jalan 5, karena terdapat 5 sisi yang membentuk deretan titik dan sisi
tersebut. Lintasan (path) merupakan urutan titik dalam graf dimana setiap titik
berbeda terhubung oleh tepat satu sisi. Panjang lintasan adalah jumlah sisi yang
membentuk lintasan tersebut. Dalam Gambar 2.1, lintasan {v,, e;, v,, e,, Vs,
es, v,} memiliki panjang lintasan 3, karena terdapat 3 sisi yang menghubungkan
titik-titik tersebut. Lintasan memiliki titik dan sisi yang unik tanpa pengulangan,

sementara jalan memperbolehkan pengulangan titik dan sisi dalam deretannya.

2.2 Jenis-Jenis Graf
2.2.1 Graf Roda

Graf roda dengan jari-jari sebanyak n dinotasikan dengan (W) merupakan
graf yang terdiri dari sebuah graf lingkaran dengan order n dan satu tambahan titik
yang beradjasensi dengan semua titik pada lingkaran tersebut (Bacak-turan &
Demirtekin, 2017). Sisi yang berkorespondensi dengan lingkaran disebut sisi rim,
dan sisi yang berinsidensi dengan titik pusat dinamakan sisi spoke (Vaidya &
Pandit, 2016). Graf roda dapat dilihat pada Gambar 2.2

X1

Xg X7

X7 X3

X6 X4

X5

Gambar 2.2 Graf Roda Wy
2.2.2 Graf Helm Tertutup
Graf helm tertutup dinotasikan dengan CH,, dimana n > 4, merupakan suatu
graf yang diperoleh dari sebuah graf roda dengan tambahan sebuah sisi pendant

pada masing-masing titik yang berada di sisi rim dan penambahan sisi diantara titik



pendant (Ghodasara dan Vaghasiya, 2014). Pendant merupakan sisi yang terbentuk
dari titik yang berada di lingkaran dengan satu titik tambahan, sisi yang
berkorespondensi dengan lingkaran disebut sisi rim (Vaidya dan Pandit, 2016).

Graf helm tertutup dapat dilihat pada gambar 2.3

Va

Gambar 2.3 Graf Helm Tertutup CH,
2.2.3 Graf Bunga
Graf Bunga dinotasikan dengan (Fl,) dimana n > 3, merupakan sebuah
graf yang diperoleh dari sebuah graf roda dengan tambahan sebuah sisi pendant
pada masing-masing titik yang berada di sisi rim serta menghubungkan setiap titik
pendant ke titik pusat (Basavanagoud dan Sayyed, 2020). Graf bunga dapat dilihat
pada Gambar 2.4

X2

X3
V1 Y3
X1

X4
Va
Gambar 2.4 Graf Bunga Fl,

2.2.4 Graf Kincir Angin Belanda
(m)

Graf kincir angin Belanda dinotasikan dengan D,

adalah graf yang
diperoleh dari m salinan graf lingkaran (C,) dengan satu titik yang sama. Graf
kincir angin belanda juga dikenal sebagai graf persahabatan ketika n = 3. Graf ini
terdiri dari (n — 1)m + 1 titik dan mn sisi (Kanna, 2016). Graf kincir angin

belanda dapat dilihat pada Gambar 2.5



Gambar 2.5 Graf Kincir Angin Belanda D5(4)
2.25 Graf Lemon
Graf Lemon dengan n titik dapat dinotasikan dengan Le,, graf ini dibangun
dari graf helm H, dengan menghubungkan titik y; ke titik pusat serta
menghubungkan titik y, dengan titik y, dan titik y, dengan titik y, (Kumala, 2019).
Graf lemon dapat dilihat pada Gambar 2.6

Gambar 2.6 Graf Lemon Le,

2.3 Operasi Graf
Operasi graf merupakan salah satu metode untuk membentuk suatu graf baru
dengan cara mengoperasikan graf tersebut. Operasi graf yang digunakan pada

penelitian ini yaitu operasi shackle titik.

Definisi 2.3.1 Dimisalkan k > 2 adalah bilangan bulat. Shackle dari suatu graf G
didefinisikan sebagai graf yang dibangun dari graf non-trivial terhubung
Gy, Gy, ..., Gy, sedemikian hingga G dan G, tidak memiliki titik terhubung yang
sama untuk setiap 1 < s,t < k dengan |s — t| = 2, dan untuk setiap 1 < i < k —
1, G, dan G, berbagi tepat satu titik yang sama, disebut titik penghubung (vertex
linkage), dan titik penghubung k — 1 semua berbeda (Maryati dkk, 2010).



V14 V2,4 V3,4 Va4
Gambar 2.9 Graf Shack (Ley, v, 4)

V1,2 V2,2 V3,2 Va2

Y14 Y24 V34 Yaa

Gambar 2.11 Graf Shack (D, v, 3)



Operasi shackle terdiri dari shackle titik dan shackle sisi. Operasi shackle titik
dinotasikan dengan Shack (G, v, p) maksudnya graf terdiri dari sembarang graf G
sebanyak p salinan dan v sebagai linkage vertex. Sedangkan operasi shackle sisi
dinotasikan dengan Shack (G, e, p) maksudnya graf terdiri dari sembarang graf G

sebanyak p salinan dan e sebagai linkage edge (Umilasari, 2017).

2.4 Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal

Pewarnaan graf adalah pemberian label pada graf dengan memberikan warna
yang berbeda disetiap titik, sisi atau wilayah yang bertetangga. Pewarnaan titik graf
G merupakan pemberian warna setiap titik graf G, dimana titik-titik yang
bertetangga atau berdekatan memiliki warna yang berbeda sehingga tidak ada dua
titik yang memiliki warna yang sama jika saling bertetangga. Warna yang
digunakan dalam pewarnaan graf adalah himpunan bilangan asli {1,2,...,k}
Jumlah warna minimum yang digunakan dalam pewarnaan graf disebut bilangan
kromatik graf G yang dilambangkan dengan X(G). Jika graf G memiliki k warna,
maka bilangan kromatiknya adalah bilangan k atau jumlah warna terkecil sehingga
dua titik, sisi atau wilayah yang bertetangga memiliki warna yang berbeda.
Pelabelan graf G didefinisikan sebagai fungsi l: V(G) = {1,2,..., k) dimana fungsi
[ adalah pelabelan titik. Selanjutnya pada penelitian ini dikembangkan pewarnaan
titik ketakteraturan lokal. Pewarnaan titik ketakteraturan lokal merupakan
gabungan dari konsep lokal dan konsep ketakteraturan, konsep lokal diambil dari
topik pewarnaan titik lokal anti ajaib dan konsep ketakteraturan diambil dari topik
pelabelan ketakteraturan jarak. Maka konsep tersebut diselesaikan dengan cara
meminimumkan label titik dan meminimumkan jumlah warna titik graf.

Adapun definisi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal yang digunakan
dipenelitian ini dapat dilihat pada definisi berikut ini (Kristiana dkk, 2019).

Definisi 2.4.1 Misalkan [ : V(G) — {1,2, ... k} merupakan fungsi label dan fungsi
bobot w:V(G) — N didefinisikan sebagai w(u) = Yyenq) [(v). Fungsi w disebut
pewarnaan titik ketakteraturan lokal, jika:

(i) Opt(l) = min {max ([;);;, fungsi label}

(ii) Setiap titik uv € E(G),w(u) # w(v).
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Definisi 2.4.2 Bilangan kromatik ketakteraturan lokal dinotasikan dengan X;;s(G)
didefinisikan sebagai X;;s(G) = min {|W(V(G))|; w pewarnaan titik
ketakteraturan lokal}.

Lemma 2.4.1 Untuk graf G sederhana dan terhubung X;;s(G) = X(G).

Observasi 2.4.1 Suatu graf G dengan derajat titik yang sama memiliki optimal
pelabelan lebih besar sama dengan 1 atau opt(l) = 1.

Observasi 2.4.2 Suatu graf G dengan derajat titik yang sama memiliki optimal

pelabelan lebih besar sama dengan 2 atau opt(l) = 2.

Berikut ini adalah contoh dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada graf

lintasan P, dapat dilihat pada Gambar 2.12

U1 2) v, U3
lg—e—e@
1 1 1

Gambar 2.12 Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal Graf Lintasan P,

Berdasarkan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada graf
dapat dilihat pada Gambar 2.12, setiap titik diberi label 1 yang artinya Opt(l) = 1.
Untuk penjelasan lebih lengkap dapat dilihat pada Tabel 2.1.

Tabel 2.1 Bobot Titik Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal

v; l(v;) w(v;)
172 1 l(v,) =1

2 1 (v)+1l(v;)) =1+1=2
V3 1 l(vy)) =1

Berdasarkan Tabel 2.1 telah ditemukan pelabelan pada setiap titik di sebuah
graf lintasan, selanjutnya menghitung bobot setiap titik pada graf lintasan dan
diperoleh |w(v;)| = 2 maka didapatkan bilangan kromatiknya adalah 2 atau bisa

dinotasikan X;;s(G) = 2.
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2.5 Hasil Penelitian Sebelumnya
Di bagian ini akan disuguhkan beberapa hasil penelitian dari pewarnaan titik
ketakteraturan lokal yang dapat dijadikan sebagai rujukan. Beberapa hasil

penelitian tersebut dapat dilihat pada Tabel 2.2.

Tabel 2.2 Hasil Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal

Graf G Hasil X Keterangan
Graf Helm X, (H,) = {5, untuk n genap Kristiana, dkk. 2019
(H,) tis ¥ n2 ™ 1 6, untuk n ganijil
Graf Helm 4,untukn = 4 Kristiana, dkk. 2019
Tertutup Xiis (CHy) = {5, untuk n genap
(CHp) 6, untuk n ganjil
Graf Gear X(G,) =3n=4 Kristiana, dkk. 2019
(G)
Graf X, (C,) = {Z,UHtUkn genap Kristiana, dkk, 2019
Lingkaran ls Yn/ ™ | 3, untuk n ganjil
(Cn)
Graf Kipas Xiis (Fp) = 4,untukn > 4 Kristiana, dkk, 2019
(Fn)
Graf Roda 3, untuk n genap Kristiana, dkk. 2019

Xus (W) = {

W,) 4, untuk n ganjil




BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian eksploratif dan terapan. Penelitian
eksploratif merupakan penelitian yang mengkaji dan meneliti hal-hal baru dan hasil
penelitiannya dapat dijadikan sebagai dasar penelitian selanjutnya. Penelitian
terapan merupakan penelitian yang tujuannya untuk memberikan penyelesaian
secara praktis dalam permasalahan tertentu. Penelitian ini dikategorikan dalam
penelitian eksploratif dan terapan karena penelitian ini bertujuan untuk menjadikan
topik baru menjadi lebih dikenal oleh masyarakat luar dan memberikan wawasan
terkait pewarnaan titik ketakteraturan lokal yang dioperasikan menggunakan
operasi shackle titik, serta sebagai contoh peneliti selanjutnya untuk menentukan
arah dan teknik yang akan digunakan dalam penelitian selanjutnya.

3.2 Metode Penelitian

Terdapat dua metode penelitian dalam penelitian ini yaitu metode deduktif
aksiomatik dan metode pendeteksi pola. Metode deduktif aksiomatik merupakan
salah satu metode penelitian dengan menggunakan prinsip-prinsip pembuktian
deduktif yang berlaku dalam logika matematika dengan menggunakan teorema,
aksioma, dan lemma yang sudah ada lalu diterapkan ke dalam pewarnaan titik
ketakteraturan lokal hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda. Metode
pendeteksian pola digunakan untuk merumuskan pola dan menentukan bilangan

kromatik ketakteraturan lokal hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda.

3.3 Definisi Operasional
Definisi operasional digunakan untuk memberikan informasi yang sistematis
dalam penelitian bisa juga digunakan untuk menghindari terjadinya perbedaan

pengertian atau makna. Definisi operasional penelitian ini sebagai berikut.

3.3.1 Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal
Pewarnaan titik ketakteraturan lokal menggabungkan konsep pewarnaan titik

dan pelabelan titik pada graf. Pewarnaan titik ketakteraturan lokal merupakan bobot

12
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titik ditentukan dengan menjumlahkan label titik-titik bertetangga tetapi tidak
dengan menjumlahkan pada dirinya sendiri Pewarnaan dilakukan seminimal
mungkin sehingga titik yang bertetangga mempunyai warna yang berbeda
(Kristiana dkk, 2019).

3.3.2 Keluarga Graf Roda

Keluarga graf roda (Some Wheel Related Graphs) terdiri dari beberapa graf
yang mempunyai struktur terkait dengan graf roda. Ciri khas dari keluarga graf roda
ini adalah adanya satu titik pusat yang beradjacensi dengan semua titik yang ada
pada lingkarannya. Beberapa graf dari keluarga graf roda yang digunakan dalam

penelitian ini yaitu graf roda (I,), graf bunga (Fl,,), graf kincir angin belanda

D,(lm), graf helm tertutup(CH,,), dan graf lemon (Le,,).

3.4 Prosedur Penelitian
Prosedur penelitian yaitu penjelasan mengenai langkah-langkah yang akan
dilakukan sebagai acuan dalam melaksanakan penelitian agar hasil yang dicapai
sesuai dengan tujuan penelitian. Pada penelitian ini prosedur penelitian yang
digunakan sebagai berikut:
a. Menentukan graf yang akan diteliti;
Bertujuan untuk mencari pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada keluarga
graf roda yaitu graf roda, graf helm tertutup, graf bunga, graf kincir angin
belanda, dan graf lemon;
b. Melakukan pelabelan titik di setiap titik pada graf lemon;
Pada langkah ini dilakukan pemberian label ketakteraturan lokal pada setiap
titik graf lemon hasil operasi shackle titik dengan ketentuan pelabelan pada
titik diperbolehkan berulang karena topik ini memuat ketakteraturan lokal.
¢. Menghitung bobot pada setiap titik pada graf lemon;
Setelah diberi label, selanjutnya akan dihitung bobot total titik pada graf
lemon hasil operasi shackle titik. Bobot pada setiap titik diperoleh dari
penjumlahan label titik yang bertetangga sesuai definisi ketakteraturan lokal.

d. Memeriksa apakah sudah sesuai definisi;
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Setelah menghitung bobot dari graf lemon hasil operasi shackle titik,
kemudian graf tersebut diamati apakah sudah sesuai dengan definisi
pewarnaan titik ketakteraturan lokal. Apabila tidak sesuai dengan definisi
pewarnaan titik ketakteraturan lokal maka kembali ke langkah b;

e. Menghitung jumlah warna yang terbentuk (X;;s);
Pada langkah ini, akan dihitung jumlah pewwarnaan titik ketakteraturan lokal
X;is pada graf lemon hasil operasi shackle titik dilihat dari berapa banyak
bobot yang dihasilkan

f. Menentukan notasi titik, himpunan titik, dan kardinalitas bobot titik;
Pada langkah ini, graf yang telah dipilih ditentukan notasi titiknya. Dari
penotasian diperoleh himpunan titik dan sisinya, sehingga akan diketahui
kardinalitasnya.

g. Menentukan teorema hasil pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada graf
lemon hasil operasi shackle titik;

h. Mengulangi langkah ke-b sampai ke-g untuk graf roda, graf helm tertutup,
graf bunga, dan graf kincir angin belanda;

i. Selesai.

Berikut merupakan skema dari rancangan penelitian, perhatikan Gambar 3.1

Menentukan kardinalitas graf] Keterangan :
1

l : Proses kegiatan

———>{Melabeli titik pada graf]|

: Hasil kegiatan

: Analisis uji dan penerapan

+ : Kegiatan awal dan akhir

|Menghimng bobot litik|

[O0OU

: Alur kegiatan

Memenuhi definisi
pewarnaan titik ketakteraturan
lokal

Menentukan kardinalitas bobot titik I—D[Bilangan kromatik]

@ Teorema

Gambar 3.1 Prosedur Penelitian



15

3.5 Observasi Awal
Sebelum melaksanakan penelitian ini, penulis telah melakukan observasi
awal hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda yang meliputi graf roda

(W,), graf bunga (FLl,), graf helm tertutup (CH,,), graf lemon (Le,,), dan graf kincir

angin Belanda (D,Sm)). Kardinalitas tersebut dapat dilihat pada Tabel 3.1.

Tabel 3.1 Kardinalitas Titik pada Keluarga Graf Roda

Graf Kardinalitas

Graf Shack(W,, v, p)

V(Shack(W,,v,p)) ={z;1 <i<p}uU
{xipl<i<pm-1)+1}
o E(Shack(Wy,v,p)) ={zix;;;1<i<p;1<
JEn—=1}U{z1x1,} U {Zip12;;1 < i< p—
1,j=g}U{xiJ-xiJ-+1;1 SlSp,l S] <n-—
1} U {xigxl-ﬂ,n_l; 1<i< p— 1} U

2
{xi,gxi+1,1i 1<isp-1}U{xyx1j01;) =

31u {X1,jx1,j+5ij =1}
o |V(Shack(Wy,v,p))| =np + 1
e |E(Shack(W,,v,p))| = 2np

V(Shack(Fl,,v,p)) ={z;1<i<p}uU

Graf Shack(Fl,,v,p)

{xp1<i<p,1<j<nlufy;;1<j<
MUy ;;2<i<p,1<j<3ufy;2s
i<p;m<j<n

e E(Shack(Fly,v,p) ={zix;;1<i<p,1<
jEnju{xyijenl1<i<p;1<j<n-1}u
{xi,lxl-’n;l <i Sp}U{ZlyU,l <i Sn}U
{ziy,j2<sispisj<fuimnpe<is

+4 . .
P <jSmU{zyppl<sisp-1}u
{xl,jyl,j;l San}U{xi,jyi,j;Z SlSp,l <
J<PUEyi2<i<p, T <j<nju
X ne2yilsisp-1)
2

e |V(Shack(Fl,, v,p))| =2np+1
i |E(ShaCk(Flnl vl p))l = 4np
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Graf

Kardinalitas

Graf Shack(D;m),v, p) o V (Shack(D,(lm))) ={4;1<i<p}u

mpl<isp,i<j<2mju{y,;l1<i<

p,1<j<2mj}

. E(Shack(D,(lm)» ={4;1<i<p,1<j<

Zm}U{xl-,jyi,j;l <i<p,1<j<

2m,x;; # yjsdan x;6 < j < Zm} U
{xijxij41<i<p,1<j<2m-—

1 untukj = ganjil} U

{Xi1¥i+1,m+2 untuk m genap danx; 1 X;+1,m+1
untuk m ganjil; 1 < i < p} U
{Xi1¥i+1,m+1untuk m genap

dan x; 1y;11m untukm ganjil; 1 < i <p —
13

|V (Shack(D,(lm)), v,p)| =4mp+n

|E (Shack(D,sm)),v,p)| = 5mp

Graf Shack(CH,,v,p)

V(Shack(CHy,,v,p)) ={z;1<i<p}u
{xip1<i<p,1<j<njufy;1<j<
nfu{y;;2<i<p,1<j<n-2}u
ij;2<i<p,j=n}
E(Shack(CHn,v,p)) = {zixl-,j; 1<i<
P, 1<j<nfufxyl1<i<p;1<
j < n}U XX 1 < i< pyu

{xl,jyl,j; 1<) < n} U {xi_ijj;Z <i<
P, 1<j<n=2JU{xyi1j22<i<

p'j:n_l}u{xi,nyi,n;zSiSP}U
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Graf Kardinalitas

jya el <j<n—1}U{yyyije2 <
i<p,j=1U{yyi1j2<i<p,j=
2bU{yi 1yl <i<p—-1}u
Vi1 2 <i<p}

o |V(Shack(CH,,v,p))| = 2np +1

e |E(Shack(CH,,v,p))| = 4np

Graf Shack(Le,,, v, p) V(Shack(Le,, n,p)) ={z;1 <i<p}u
{xw,,ISlSp,l S]Sn}u{yw,l <i<
nfufy,j;1<j<nlufy;;2<i<p,1<
. _n . n+a _ .
Js3U{y2sisp,—-sjsn}

e FE(Shack(Ley,v,p)) = {Zixl-,j; 1<i<p,1<
jE<nju{xyijel<i<p;1<j<n-1}u
{xi,lxi,n; 1<i< p} U {Zl-yl.’j; 1<i< n} U
{ziy,j2<i<spi<j<iUimnp2<is

+4 . .

Py <JSMU{Zay 1 <i<p— 13U
{xl,jyl,j; 1 S] < Tl} U {xl-,jyl-'j;Z <i< p,l <
j<RUyi2<i<p,r<j<nju
{xi+1,"7+2yijl; 1<i<p-13U{y;¥254151 <
Jsn—=13U{yyinl<i<p}lu
WiYijs2Sisps<,1<j<3U
Dinpyislsisp -1 U {.Vi,lyHn_”TH; 1<
. . +4 .
i<Sp-BU{isz2<i<p,—-<j<n-
1}

o |V(Shack(Len,v, p))| =2np+1

o |E(Shack(Le,,v,p))| = 5np

Observasi awal dengan menentukan kardinalitas graf dilakukan untuk
menemukan pola pewarnaan ketakteraturann lokal pada graf. Setelah itu, dilakukan
pelabelan pada setiap titik graf Shack(Le,, v, p). Pelabelan yang digunakan harus
seminimal mungkin sehingga digunakan label (1, 2) pada graf Shack(Le,,v,p)



18

Selanjutnya yaitu menghitung bobot pada setiap titik pada graf Shack(Le,, v, p).
Bobot setiap titik yang bertetangga haruslah berbeda. Jika bobot setiap titik yang
bertetangga telah berbeda, kemudian hitung jumlah bilangan kromatik
ketakteraturan lokal X;;; pada graf shackle hasil operasi titik. Observasi awal

dengan menggunakan Shack(Le,, v, 4) dapat dilihat pada Gambar 3.2

Gambar 3.2 Observasi Awal X;;;Shack(Ley,v,4) = 4

Berdasarkan tahapan-tahapan pewarnaan titik ketakteraturan lokal yang telah
dilakukan pada observasi awal diatas, penulis telah menemukan bilangan kromatik
ketakteraturan lokal pada graf Shack(Le,, v,4) adalah X;;; = 4. Sehingga dapat
dilanjutkan untuk menentukan bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf
hasil operasi shackle pada graf roda, graf helm tertutup, graf bunga, dan graf kincir

angin belanda dengan mengikuti langkah-langkah pada observasi awal.



BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Hasil Penelitian

Pada penelitian ini didapatkan lima teorema baru yang diperoleh melalui
eksperimental mengenai bilangan kromatik ketakteraturan lokal hasil operasi
shackle titik pada keluarga graf roda. Format penyajian teorema dalam bab ini
diawali dengan pernyataan teorema, kemudian dilanjutkan dengan pembuktian
teorema dan beberapa contoh gambar sebagai bentuk visualisasi dari teorema yang

dihasilkan. Berikut ini teorema yang dihasilkan dalam penelitian ini:

Teorema 4.1. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack (W, v, p)
dengan n > 4 dan n genap adalah X;;;Shack(W,,,v,p) = 4
Bukti.  Diketahui  graf  Shack(W,,v,p) dengan  himpunan titik
V(Shack(W,,v,p)) ={z;1 <i<p}U {xi,j; 1<i<p(n—-1)+ 1} dengan
|V(Shack(W,,,v,p))| =np +1 dan himpunan sisinya E(Shack(W,,v,p)) =
{zixl-,j;l <i<p;l SjSn—1}U{zlx1,n}u{zi+1xi,j;1 SiSp—l,jzg}U
xijxijs;1<i<p,1<j<n-—-1}U {xi’gxiﬂ_n_l; 1<i<p-1}u
{xi%xi+1,1; 1<i<p—1}U{xy;Xqj415] = 33U {xyXqj45;] = 1}
dengan |E(Shack(W,,v,p))| = 2np. Pada graf roda dengan n > 4 dan n genap
akan dibuktikan batas atas dan batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan
lokal pada graf Shack(W,,v,p). Pertama membuktikan batas bawah terlebih
dahulu. Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan kromatik
ketakteraturan lokal adalah X;;5(G) = X(G), sehingga batas bawah dari bilangan
kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack (W, v, p) adalah 4 untuk n > 4.
Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
pada graf Shack(W,,v,p). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf G
dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan
2 atau opt(l) = 2. Maka setiap vShack (W, v,p) dilabeli dengan {1, 2} atau
l: vShack(W,,v,p) = {1,2}. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan
menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut;

I(zj))=1,untuk 1 <i<p

19
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(1, untuk j gasal
l(xi'f) - {2, untuk j genap

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut;

3n
w(z;) = -

_ (5, untuk j gasal
W(xi.j) - {3, untuk j genap

w(x;1) =10,untuk 1< i<p-—1
Berdasarkan ~ hasil  penghitungan  bobot  titik  diatas  didapatkan
|lwShack(W,,v,p)| < 4 sebagai batas atas untuk graf roda dengan n genap dan
n > 4. Dalam hal ini telah didapatkan batas bawah melalui Lemma 2.4.1 dan batas
atas melalui fungsi bobot titik dihasilkan nilai 4 < X;;;Shack(W,,v,p) < 4,
sedemikian hingga X;;;Shack (W,,, v,p) = 4. Terbukti. o

Gambar 4.1 X;;;Shack(Wg,v,5) = 4

Gambar 4.1 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal
hasil operasi graf Shack(Wsg,v,5) dengan n = 8 dan didapatkan hasil bilangan
kromatik ketakteraturan lokal X;;;Shack(W,,, v,p) = 4.

Teorema 4.2. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(CH,, v, p)
dengan n > 4 adalah

8, untuk n gasal

XusShack(CHy, v,p) = {5 untuk n genap

Bukti. Diketahui graf Shack(CH,,, v, p) dengan himpunan titik
V(Shack(CH,,v,p)) ={zz1<i<p}u{x;;1<i<p,1<j<n}u
{yipl<j<nju{yp2<i<p,1<j<n-2}u{y;;2<i<p,j=n}
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dengan |V (Shack(CH,, v,p))| = 2np + 1 dan himpunan sisinya
E(Shack(CHy,v,p)) ={zix; ;1 <i<p,1<j<n}u{x;yjs1<i<
p;1<j<n}uU{xixin 1 <i<pyU{xyy;1<j<n}ufxyi;2<
i<p,1<j<n-2}ufx;yii1-n2<i<p,j=n—-1}U{xyin2<i<
p}u {3’1,])’2,j+1i 1<j<n-1}u {yi,jyi,j+1; 2<i<p,j=1}u
Wiyicrj2<i<p,j =2y 1< i<Sp - U{yym2<is
p} dengan |E (Shack(CH,, v,p))| = 4np. Pembuktian Teorema 4.2 terbagi
menjadi 2 kasus yaitu ketika n gasal dan n genap.
Kasus 1. Untuk n gasal

Pada graf helm tertutup dengan n > 5 akan dibuktikan batas atas dan batas
bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(CH,,v,p).
Pertama membuktikan batas bawah terlebih dahulu. Berdasarkan Lemma 2.4.1
batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah X;;s(G) = X(G),
sehingga batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf
Shack(CH,, v,p) adalah 8 untuk n > 5.
Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
pada graf Shack(CH,,v,p). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf G
dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan
2 atau opt(l) = 2. Maka setiap vShack(CH,, v, p) dilabeli dengan {1,2,3} atau
l: vShack(CH,,v,p) = {1,2,3}. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan
menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut;

l(z))=1untuk1 <i<p

1, untuk j genap
I(x;;) = {2, untuk j gasal
3,untukj =n

1, untuk j gasal
[(y;;) =4 2, untuk j genap
3,untukj =n

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut;

3(n+1)
2

w(z;) =
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(6, untukj =1

7,untuk j genapdanj =n
4, untuk j gasal

(8, untukj =n—-1

W(xi,j) = A

( 3,untuk j genap
S5,untukj=n-1
6,untuk j gasaldan j =n
\7,untukj =1

w(yi;) = 4

w(y;1) =13, untuk1<i<p-1
Berdasarkan  hasil ~ penghitungan  bobot  titik  diatas  didapatkan
|wShack(CH,,, v,p)| < 8 sebagai batas atas untuk graf helm tertutup dengan n
gasal. Dalam hal ini telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui fungsi
bobot titik dihasilkan nilai 8 < X;;;Shack(CH,,v,p) < 8, sedemikian hingga
XisShack(CH,v,p) = 8.Terbukti. o

3)2 32 32 32

7)1 1 7)1 1 7)1 1 7
12/ Y Vi2/0f NOVi1,/0 NV 2/0); ,

6 — —— —— —— 7

2 3\ (2 13 13

1 3 1 3 %G 3 4 13
2 8 7 32 8 7 32 8 7 32 8 7 3
5 6) (5 6) (5 6) (5 6

Gambar 4.2 X;;;Shack(CHs,v,4) = 8

Gambar 4.2 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal
hasil operasi graf Shack(CH,,, v,p) dengan n = 5 dan didapatkan hasil bilangan
kromatik ketakteraturan lokal X;;;Shack(CH,,v,p) = 8.

Kasus 2. Untuk n genap

Pada graf helm tertutup dengan n > 4 dan akan dibuktikan batas atas dan
batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf
Shack(CH,,v,p). Pertama membuktikan batas bawah terlebih dahulu.
Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
adalah  X;;s(G) = X(G), sehingga batas bawah dari bilangan kromatik
ketakteraturan lokal pada graf Shack(CH,, v, p) adalah 5 untuk n > 4.



23

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
pada graf Shack(CH,,v,p). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf G
dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan
2 atau opt(l) = 2. Maka setiap vShack(CH,, v,p) dilabeli dengan {1,2} atau
l: vShack(CH,,v,p) = {1,2}.. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan
menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut;

I[(z)=1untuk1 <i<p

_ (1, untuk j genap
l(xi’j )= {2, untuk j gasal

_ ( 1,untuk j gasal
l(yi,f) - { 2,untuk j genap

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut;

3n
w(z) =—

(7, untuk j gasal
W(xi'f) - {4-, untuk j genap

_ (6, untuk j gasal
w(yi,,-) - {3, untuk j genap

W(yi,l) =12,untuk1 <i<p-1
Berdasarkan  hasil ~ penghitungan  bobot  titik  diatas  didapatkan
|wShack(CH,,, v,p)| < 5 sebagai batas atas untuk graf helm tertutup dengan n >
4. Dalam hal ini telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot
titik dihasilkan nilai 5 < X;;;Shack(CH,,v,p) <5, sedemikian hingga
X,isShack(CH,,v,p) = 5. Terbukti. o

Gambar 4.3 X;;;Shack(CH,,v,4) = 5



24

Gambar 4.3 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal
hasil operasi graf Shack(CH,,v,p) dengan n = 4 dan didapatkan hasil bilangan
kromatik ketakteraturan lokal X;;;Shack(CH,,v,p) =5

Observasi 4.1. Diberikan (Fl,)) adalah graf bunga dengan n > 4 dan n genap
didapatkan bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah X;;((Fl,,)) = 4

Bukti. Diketahui graf bunga (Fl,) dengan himpunan titik V(Fl,) = {z} U
{x;;1<i<n}uU{y1<i<n}dengan|V(Fl,)| = 2n+ 1danhimpunan sisinya
E(Fl,) ={zx;1<i<n}U{zy;1<i<n}U{xy;1<i<n}U{xx,;1l<
i <n-—1}U{x,x;} dengan |E(FLl,)| = 4n. Pada graf bunga dengan n > 4 dan
akan dibuktikan batas atas dan batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan
lokal pada graf (Fl,). Pertama membuktikan batas bawah terlebih dahulu.
Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
adalah X;;s(G) = X(G), sehingga batas bawah dari bilangan kromatik
ketakteraturan lokal pada graf (Fl,,) adalah 4 untuk n > 4.

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
pada graf (Fl,,). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf G dengan derajat
titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 2 atau
opt(l) = 2. Maka setiap (Fl,) dilabeli dengan {1,2} atau l:v(Fl,) = {1,2}.
Sehingga fungsi label titik adalah sebagai berikut;

Il(z) =1

[(x;)=1,untuk1<i<n
_ ( 2,untuk i gasal

() = { 1, untuk i genap

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut;

w(z) =2n+ 2
_ (5, untuk i gasal
wix) = {4, untuk i genap

w(y;) =2,untuk1 <i<n
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Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan |w(Fl,) | < 4
sebagai batas atas untuk graf bunga dengan n > 4. Dalam hal ini telah didapatkan
batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot titik dihasilkan nilai 4 <
X;is(Fl,) < 4, sedemikian hingga X;;s(Fl,) = 4. Terbukti. o

Gambar 4.4 X;;5(Fl,) = 4

Gambar 4.4 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal graf
bunga (Fl,,) dengan n = 4 didapatkan hasil bilangan kromatik ketakteraturan lokal
Xys(Flp) = 4.

Teorema 4.3. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(Fl,,v,p)
dengan n > 4 dan n genap adalah X;;;Shack(Fl,,,v,p) = 4
Bukti.  Diketahui  graf  Shack(Fl,,v,p) dengan  himpunan titik
V(Shack(Fl, v,p)) ={z;1<i<p}u{x;;1<i<p,1<j<n}ufy;1<
jsnpufygzsispisisYulypz<isp™<j<nl  dengan
|V (Shack(Fl,,v,p))| = 2np + 1 dan himpunan sisinya E(Shack(Fl,,v,p)) =
{Zixi‘j;lﬁiSp,l S]Sn}U{xl,JyU_,_l,lSlSp,lS]Sn—l}U
{xipximl<i<pluf{zy ;1<i<n}u {Zl'yi,j;z <i<p,1<j< g} U
. +4 . . .
{ziyi,j;z <i<p ;nT <j< n} U{Zip1Yirs 1SIiSp—1}U{xjy 51 <) <
. . . +4 .
mu{xyp2<ispisjsuolagyp2sisp i<}y
{Xl.+1n_Jr2yi‘1; 1<i<p- 1} dengan |E(Shack(Fl,,v,p))| = 4np. Pada graf
' 2
bunga dengan n > 4 dan n genap akan dibuktikan batas atas dan batas bawah dari

bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(Fl,,v,p). Pertama

membuktikan batas bawah terlebih dahulu. Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah
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dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah X;;(G) = X(G), sehingga batas
bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(Fl,,v,p)
adalah 4 untuk n > 4.
Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
pada graf Shack(Fl,,v,p). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf G
dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan
2 atau opt(l) = 2. Maka setiap vShack(Fl,v,p) dilabeli dengan {1,2} atau
l: vShack(Fl,,v,p) = {1,2}. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan
menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut;
I[(z)=1untuk1 <i<p
(x;;))=1untuk1<i<p,1<j< 2n+§

(2, untuk j gasal
(yij) = {1, untuk j genap

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik
ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut;

w(z;)) =2n+ %

o) = e,

W(yi,j) =2,untuk1<i<n

W(yi,l) =4untuk1<i<p-1
Berdasarkan  hasil ~ penghitungan  bobot  titik  diatas  didapatkan
lwShack(Fl,,v,p)| < 4 sebagai batas atas untuk graf bunga dengan n > 4. Dalam
hal ini telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot titik
dihasilkan nilai 4 < X;isShack(Fl,,v,p) < 4, sedemikian hingga
XjisShack(Fl,,v,p) = 4. Terbukti. o

Gambar 4.5 X;;sShack(Fly,v,4) = 4
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Gambar 4.5 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal
hasil operasi graf Shack(Fl,,v,p) dengan n = 4 dan didapatkan hasil bilangan
kromatik ketakteraturan lokal X;;;Shack(Fl,,v,p) = 4

Observasi 4.2. Diberikan (Le,) adalah graf lemon dengan n > 4 dan n genap
didapatkan bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah X;;s(Le;,) = 3
Bukti. Diketahui graf lemon (Le,) dengan himpunan titik V(Le,) = {z} U
{x;1<i<n}u{y;1<i<n} dengan |V(Le,)| = 2n dan himpunan sisinya
E(Ley) ={zx;1<i<n}U{zy;1<i<njU{xy;1<i<n}uU{xx; ;1<
i<n—1}U{gx U {yiyis; 1 <i<n—1} U {y,;y,} dengan |E(Le,)| = 5n.
Pada graf lemon dengan n = 4 dan akan dibuktikan batas atas dan batas bawah dari
bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf (Le,). Pertama membuktikan
batas bawah terlebih dahulu. Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan
kromatik ketakteraturan lokal adalah X;;s(G) = X(G), sehingga batas bawah dari
bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf (Le, ) adalah 3 untuk n > 4.
Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
pada graf (Le,,). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf G dengan derajat
titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 2 atau
opt(l) = 2. Maka setiap (Le,) dilabeli dengan {1,2} atau l:v(Le,) = {1,2}.
Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan menjumlahkan label yang bertetangga
adalah sebagai berikut;

l(z)=1

I(x;) = {

1, untuk i gasal
2,untuk i genap

2,untuk i gasal
1, untuk i genap

1o ={

Sehingga bobot titik yang diperolen berdasarkan definisi pewarnaan titik

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut;

w(z) = 3n
7,untuk i gasal
wx) = {4, untuk i genap



28

W00 = {3 ikt aval

Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan |w(Le,) | <3
sebagai batas atas untuk graf lemon dengan n > 4. Dalam hal ini telah didapatkan
batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot titik dihasilkan nilai 3 <

Xis(Ley) < 3, sedemikian hingga X;;s(Le,,) = 3. Terbukti. o

Gambar 4.6 X;;s(Ley) = 3

Gambar 4.6 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal graf
lemon (Le,,) dengan n = 4 dan didapatkan hasil bilangan kromatik ketakteraturan
lokal X;;s(Le,) =3

Teorema 4.4. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(Le,, v, p)
dengan n > 4 dan n genap adalah X;;;Shack(Le,, v,p) = 4

Bukti.  Diketahui  graf  Shack(Le,,v,p) dengan  himpunan titik
V(Shack(Le,,v,p)) ={z;1 <i<p}uU {xi,j,; 1<i<p,1<j< n} U

{yi,j;lSiSn}u{yl,j,;lSan}U{yi,j,;ZSiSp,lSjsg}U{yi,j,;ZS
iSp,nTHSan} dengan |V(Shack(Le,,v,p))| = 2np + 1 dan himpunan
sisinya  E(Shack(Le,, v,p)) = {zl-xi,j; 1<i<p,1<j< n} U {xi,jyid-ﬂ; 1<
i<p;l<jsn—1U{axs1<i<Spiufzyl<i<sniu{zy;2<
i<p1<j<HYufzy;2<i<p <) <nfulzpyusl<i<p-
1}U{x1'jy1'j;1San}U{xi,jyi,j;ZSiSp,l Sjsg}u{xi,jyi,j;ZSiS

+4 . . .
p "7 <js n} U {xHLnTwyi,l: l<i<p- 1} U{y,ye sl <j<sn—-1}1U
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{Vi1yimlsi<p}u {J’i,j}’i,j+1; 2<i<p<,1<j5< g} U {yi+1,§3’i,1i 1<i<
; . 4,
p_l}u{yirlyHn,nTH;lSlSp_l}U{yi,j}’i,+2}2SlSp,nTS]Sn—

1} dengan |E(Shack(Le,,v,p))| = 4np. Pada graf lemon dengan n > 4 akan

dibuktikan batas atas dan batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
pada graf Shack(Le,v,p). Pertama membuktikan batas bawah terlebih dahulu.
Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
adalah  X;;5(G) = X(G), sehingga batas bawah dari bilangan kromatik
ketakteraturan lokal pada graf Shack(Le,, v, p) adalah 4 untuk n > 4.
Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
pada graf Shack(Le,,v,p). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf G
dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan
2 atau opt(l) = 2. Maka setiap vShack(Le,,v,p) dilabeli dengan {1,2} atau
l: vShack(Le,, v,p) = {1,2}. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan
menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut;
I(z))=1,untuk1 <i<p

_ (1, untuk j gasal
(xi;) = {Z,untuk j genap

_ (2, untuk j gasal
l(yi,,-) - {1, untuk j genap

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik
ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut;
w(z;) =3n

_ (4, untuk j genap
w(xi;) = {7, untuk j gasal

_ (4, untuk j gasal
w(yi) = {7, untuk j genap

w(yi,l) =8 untuk1<i<p-1
Berdasarkan  hasil ~ penghitungan  bobot  titik  diatas  didapatkan
|wShack(Le,,v,p)| < 4 sebagai batas atas untuk graf lemon dengan n > 4.

Dalam hal ini telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot titik
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dihasilkan nilai 4 < XsShack(Le,, v,p) < 4, sedemikian hingga
XisShack(Le,, v,p) = 4. Terbukti. o

Gambar 4.7 X;;sShack(Ley, v,4) = 4

Gambar 4.7 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal graf
Shack(Le,, v,p) dengan n = 4 didapatkan hasil bilangan kromatik ketakteraturan
lokal X;;sShack(Le,, v,p) = 4

Observasi 4.3. Diberikan (D,(lm)) adalah graf kincir angin belanda dengann =5

, m > 3 didapatkan bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah X;;s (D,(lm)) =3

Bukti. Diketahui graf kincir angin belanda (D,(lm)) dengan himpunan titik

V(D,([”)) ={AlU{x;1<i<2m}Uy;l<i<2m} dengan |V(D,§m))| =
4m +n dan himpunan sisinya E(D,(lm)) = {xixi431 < i <m,i = ganjil}u
(xy;1<i<2m}uf{dy;1<i<2m} dengan |E(D,(lm))| = 5m. Pada graf
kincir angin belanda dengan m > 3 dan akan dibuktikan batas atas dan batas bawah

dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf (D,(lm)) Pertama

membuktikan batas bawah terlebih dahulu. Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah

dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah X;;s(G) = X(G), sehingga batas
bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf (D,gm)) adalah 3 untuk

m > 3.

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal

pada graf (D,(lm)) Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf G dengan derajat
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titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 2 atau
opt(l) > 2. Maka setiap (D,(lm)) dilabeli dengan {1,2} atau I: v(D,Sm)) = {1,2}.

Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan menjumlahkan label yang bertetangga
adalah sebagai berikut;
I(A) =1

l(x;) = {

[(y;)) =1,untuk1 <i<n

2, untuk i gasal
1, untuk i genap

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik
ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut;

w(4) =2m
_ (2, untuk i gasal
wix) = {3, untuk i genap

3,untuk i gasal
2,untuk i genap

w(y) = {

Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan |W<D,(lm)) | <3

sebagai batas atas untuk graf kincir angin belanda dengan m > 3. Dalam hal ini

telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot titik dihasilkan

nilai 3 < Xll-s(D,(lm)) < 3, sedemikian hingga XliS(D,(lm)) = 3. Terbukti. o

3) (6)\1 2
2 3
1 1
2 1 1 1
Gambar 4.8 XliS(Df)) =3

Gambar 4.8 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal graf

Kincir angin belanda (D,Sm)) dengan m = 3 dan didapatkan hasil bilangan kromatik

ketakteraturan lokal X“-S(D,(lm)) = 3.
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Teorema 4.5. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf
Shack ((D,(lm)), v, p) dengann = 5, m > 3 adalah X;;.Shack ((D,(]”)), U,p) =4

Bukti. Diketahui graf kincir angin belanda (D,(lm)) dengan himpunan titik

V(Shack(D,(lm)),v,p) ={A;1<i<p}u {xl-‘j; 1<i<p,1<j<2m}u
yij;1<i<p,1<j<2m} dengan |V (Shack(D,gm)),v,p)| = 4mp +n dan
himpunan  sisinya FE (Shack(D,(lm)), v,p) ={A;1<i<p,1<j<2m}u
{xijyipl<i<p,1<j<2m,x;; #yisdanx;e <j <2m}uU {x;;x; 11
1<i<p,1<j<2m-1untukj = ganjil} U {x; ;x;;,; untuk m genap dan
Xi1Xi+1m+1 untukm ganjil ; 1 <1i < p} U {x; 1¥i4+1m+1 untuk m genap dan
Xi1Yi+1,m Untuk m ganjil; 1 <i < p — 1} dengan |E (Shack(D,(lm)),v,p)| =

5mp. Pada graf kincir angin belanda dengan m > 3 dan akan dibuktikan batas atas

dan batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada
graf Shack ((D,Sm))v,p). Pertama membuktikan batas bawah terlebih dahulu.

Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal

adalah X;;s(G) = X(G), sehingga batas bawah dari bilangan kromatik
ketakteraturan lokal pada graf Shack ((D,(lm)), v, p) adalah 4 untuk m > 3.

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal
pada graf Shack ((D,(lm)), v,p). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf G
dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan

2 atau opt(l) = 2. Maka setiap vShack ((D,Sm)),v,p) dilabeli dengan {1,2} atau

l: vShack ((D,(lm)),v,p) = {1, 2}. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan

menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut;
l(4)) =1untuk1 <i<p

_ (2,untuk j gasal
(i) = {1, untuk j genap
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(i) =lLuntuk1<i<p,1<j<2m
Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik
ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut;

w(4;) =2m

_ (2,untuk j gasal
wlxi;) = {3, untuk j genap

W(xijl) =4,untuk1 <i<p-1

(3, untuk j gasal
W(Yi,j) - {2, untuk j genap

Berdasarkan  hasil ~ penghitungan  bobot  titik  diatas  didapatkan
|wShack ((D,(Lm)), v, p)| < 4 sebagai batas atas untuk graf kincir angin belanda
dengan m > 3. Dalam hal ini telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui

fungsi bobot titik dihasilkan nilai 4 < X, Shack ((D,ﬁm)),v,p) < 4, sedemikian

hingga X;;;Shack ((D,sm)), v,p) = 4. Terbukti. O
3 3
y 2/
- Yo . 3
5 2y (6 5 @) @ 5
1 3 1

12 T\ 2 1 T\ 2 1
3 ) 3

Gambar 4.9 X;;.Shack ((D§3)), v, 3) =4

W

Gambar 4.9 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal graf

Kincir angin belanda Shack ((Dﬁm)),v,p) dengan m = 3 dan didapatkan hasil

bilangan kromatik ketakteraturan lokal X;;;Shack ((D,(lm)), v, p) =4,



BAB 5. PENUTUP

5.2 Kesimpulan

Berdasarkan Bab 4, diperoleh lima teorema baru bilangan kromatik
ketakteraturan lokal hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda sebagai
berikut :
Teorema 1. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(W,,v,p)
dengan n > 4 dan n genap adalah X;;;Shack(W,,,v,p) = 4
Teorema 2. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(CH,,v,p)
dengan n > 4 adalah

8, untuk n > gasal
5,untuk n > genap

XisShack(CH,,v,p) = {
Teorema 3. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(Fl,,v,p)
dengan n > 4 dan n genap adalah X;;;Shack(Fl,,,v,p) = 4
Teorema 4. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf Shack(Le,,v,p)
dengan n > 4 dan n genap adalah X;;;Shack(Le,, v,p) = 4

Teorema 5. Bilangan kromatik  ketakteraturan lokal pada graf

Shack ((D,(lm)), v, p) dengann = 5, m > 3 adalah X;;;Shack ((D,(lm)), v,p) =4

5.2 Saran

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, masalah terbuka untuk
penelitian selanjutnya adalah menemukan bilangan kromatik ketakteraturan lokal
inklusif pada hasil operasi shackle pada keluarga graf roda dan keluarga graf

lainnya.
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