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ABSTRAK 

 

Misalkan 𝐺(𝑉, 𝐸) adalah graf sederhana dan terhubung dengan 𝑉(𝐺) adalah 

himpunan titik dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan sisi. Pemetaan 𝑙 ∶ 𝑉(𝐺) ⟶ {1,2, … 𝑘} 

sebagai fungsi label dan 𝑤:𝑉(𝐺) ⟶ 𝑁 adalah fungsi bobot pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal, dengan 𝑤(𝑢) = ∑ 𝑙(𝑣)𝑢∈𝑁(𝑢) . Jumlah minimum warna yang 

dihasilkan dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada graf 𝐺 disebut bilangan 

kromatik ketakteraturan lokal dilambangkan dengan Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺). Dalam penelitian ini, 

kita mempelajari pewarnaan titik ketakteraturan lokal dan menentukan bilangan 

kromatik dari hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda.  
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RINGKASAN 

 

Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal Hasil Operasi Shackle pada Keluarga Graf 

Roda, Prima Teguh Novasetiyono, 210210101127; 2025: 35 halaman; Program 

Studi Pendidikan Matematika Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan Universitas 

Jember.  

 

Topik yang diangkat dalam skripsi ini adalah salah satu topik dalam bidang 

teori graf, khususnya dalam bidang pewarnaan graf, yaitu pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal. Pewarnaan merupakan salah satu konsep dalam pelabelan. 

Ada tiga macam pewarnaan dalam graf yaitu pewarnaan titik, pewarnaan sisi, dan 

pewarnaan wilayah. Pewarnaan titik ketakteraturan lokal adalah memberikan warna 

pada titik dengan syarat warna titik bertetanggan berbeda. Operasi graf merupakan 

salah satu cara untuk membentuk suatu graf baru dengan cara menggabungkan satu 

graf dengan graf lainya yang nantinya akan membentuk suatu graf baru. Operasi 

shackle terdiri dari operasi shackle titik dan operasi shackle sisi. Operasi shackle 

sendiri sangat menarik untuk diteliti karena merupakan operasi yang sederhana 

dimana hanya memerlukan satu jenis graf saja. 

Graf yang diteliti dalam skripsi ini adalah keluarga graf roda. Tujuan dari 

penelitian ini adalah untuk mendapatkan pewarnaan titik ketakteraturan lokal hasil 

operasi shakle titik pada keluarga graf roda. Penelitian ini memperoleh lima 

teorema sebagai berikut: 

i. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan 

dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4  

ii. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan 

𝑛 ≥ 4 adalah  

 Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) = {
8, untuk 𝑛 ≥ gasal 
5, untuk 𝑛 ≥ genap

 

iii. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan 

𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4 

iv. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan 

𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4 
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v. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) 

dengan 𝑛 = 5 , 𝑚 ≥ 3 adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) = 4 
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BAB 1. PENDAHULUAN 

  

1.1 Latar Belakang 

Teori graf sendiri ditemukan dari permasalahan jembatan Konigsberg yang 

dipecahkan oleh Leonhard Euler. Seorang matematikawan asal Swiss pada tahun 

1736. Permasalahan tersebut berawal dari munculnya masalah dunia graf. Dengan 

berjalannya zaman, banyak ilmuwan berlomba-lomba untuk membuat solusi baru 

dari kasus Leonhard Euler. Graf dapat mereprentasikan berbagai macam objek 

diskrit dan mencari hubungan yang dimiliki oleh objek-objek tersebut. Secara 

formal, graf terdiri dari himpunan tak kosong berhingga dari titik-titik yang biasa 

disebut dengan simpul dan himpunan sisi yang merupakan bagian 2 elemen dari 

titik yang biasa di sebut dengan edge, sehingga sebuah graf 𝐺 adalah pasangan 

terurut dari himpunan titik dan sisi. 

Pewarnaan graf berarti setiap elemen dalam graf 𝐺 memiliki warna yang 

berbeda, sehingga elemen yang berdekatan memiliki warna yang berbeda. Titik, 

sisi, dan wilayah adalah beberapa jenis pewarnaan graf (Chartrand dkk., 2012). 

kromatik adalah banyaknya warna minimal yang bisa digunakan untuk mewarnai 

titik-titik pada suatu graf. Pewarnaan titik ketakteraturan lokal merupakan topik 

yang berasal dari penggabungan konsep pelabelan jarak tak teratur dan pewarnaan 

titik pada graf. Pewarnaan titik ketakteraturan lokal maksudnya adalah untuk setiap 

titik yang diwarnai tidak boleh memiliki bobot yang sama sehingga warna dari 

setiap titik yang bertetangga memiliki warna yang berbeda. 

Pelabelan jarak tak teratur pada suatu graf merupakan pemetaan bilangan asli 

pada himpunan titik sehingga bobot yang dihitung pada setiap titiknya berbeda. 

Bobot dari sebuah titik didapat dari menjumlahkan label titik yang bertetangga. 

Operasi graf merupakan salah satu cara untuk membentuk suatu graf baru dengan 

cara menggabungkan satu graf dengan graf lainya. Terdapat berbagai operasi graf 

untuk membentuk suatu graf baru, contohnya terdapat operasi amalgamasi, operasi 

corona, dan operasi shackle, lalu yang akan digunakan pada penelitian kali ini yaitu 

operasi shackle. Operasi shackle terdiri dari operasi shackle titik dan operasi 
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shackle sisi. Operasi shackle sendiri sangat menarik untuk diteliti karena 

merupakan operasi yang sederhana dimana hanya memerlukan satu jenis graf saja. 

Berdasarkan uraian diatas, sangat menarik untuk dilakukan penelitian 

pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada graf hasil operasi shackle titik. Pada 

penelitian ini akan dibahas pengembangan dari teori pewarnaan titik ketakteraturan 

lokal dan bilangan kromatiknya pada keluarga graf roda hasil operasi shackle titik 

yaitu graf roda, graf bunga, graf kincir angin belanda, graf helm tertutup dan graf 

lemon. Sehingga, pada penelitian ini penulis memberi judul “Pewarnaan Titik 

Ketakteraturan Lokal Hasil Operasi Shackle Pada Keluarga Graf Roda”.  

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, didapat rumusan masalah 

adalah bagaimana pewarnaan titik ketakteraturan lokal hasil operasi shackle titik 

pada graf roda, graf bunga, graf kincir angin belanda, graf helm tertutup dan graf 

lemon. 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, didapat tujuan masalah 

dalam penelitian ini adalah untuk menentukan bilangan kromatik ketakteraturan 

lokal pada graf hasil operasi shackle titik yaitu graf roda, graf bunga, graf kincir 

angin belanda, graf helm tertutup dan graf lemon. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dalam penelitian ini adalah. 

1. Menambah pengetahuan dalam bidang teori graf, khususnya dalam ruang 

lingkup pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada keluarga graf roda hasil 

operasi shackle titik yaitu graf roda, graf bunga, graf kincir angin belanda, graf 

helm tertutup dan graf lemon. 

2. Hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai landasan kajian dalam 

pengembangan atau perluasan ilmu pengetahuan di bidang graf dan aplikasinya 

yang berkaitan dengan pewarnaan titik ketakteraturan lokal hasil operasi 

shackle titik. 
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3. Konsep pewarnaan titik ketakteraturan lokal ini dapat di terapkan pada graf 

lainnya. 

1.5 Batasan Masalah 

Batasan pada penelitian ini terdapat pada graf yang digunakan. Graf yang 

akan diteliti yaitu sebagai berikut:  

1. 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝), pemilihan titik terhubung (𝑣) yaitu salah satu titik luar graf 

𝑊𝑛; 

2. 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝), pemilihan titik terhubung (𝑣) yaitu salah satu titik luar graf 

𝐹𝑙𝑛; 

3. 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝), pemilihan titik terhubung (𝑣) yaitu salah satu titik luar graf 

𝐶𝐻𝑛; 

4. 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐷𝑛
(𝑚)
, 𝑣, 𝑝), pemilihan titik terhubung (𝑣) yaitu salah satu titik luar graf 

𝐷𝑛
(𝑚)

; 

5. 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝), pemilihan titik terhubung (𝑣) yaitu salah satu titik luar graf 

𝐿𝑒𝑛; 

1.6 Kebaharuan Penelitian 

Kebaharuan dalam penelitian ini adalah menemukan bilangan kromatik 

ketakteraturan lokal hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda yaitu graf 

roda, graf bunga, graf kincir angin belanda, graf helm tertutup dan graf lemon. 
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Terminologi Dasar Graf 

Sebuah graf 𝐺 adalah himpunan pasangan berhingga tak kosong (𝑉, 𝐸), 

dimana 𝑉 adalah himpunan tidak kosong dari elemen-elemen yang disebut titik 

(vertex), dan 𝐸 adalah himpunan dari pasangan tidak terurut dari titik-titik yang 

berbeda di 𝑉 yang disebut sisi (edge). Graf 𝐺 memiliki setidaknya satu titik, dan 

mungkin tidak memiliki sisi (Aprilianto, 2020). Notasi untuk banyaknya titik pada 

graf 𝐺 disebut order |𝑉(𝐺)|, sedangkan banyaknya sisi disebut edge |𝑉(𝐺)|. Jika 𝑢 

dan 𝑣 adalah elemen dari 𝑉(𝐺), maka 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), dan jika 𝑢𝑣 adalah elemen dari 

𝐸(𝐺), maka bisa dituliskan 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺), Dalam konteks ini 𝑢 dan 𝑣 dikatakan 

bertetangga (adjacent), dan titik 𝑢 dan 𝑣 dikatakan terkait (incident) dengan sisi 𝑢𝑣. 

Contoh dari graf 𝐺 dapat dilihat pada Gambar 2.1. 

 

 

 

Gambar 2.1 Contoh Graf 𝐺 

Pada Gambar 2.1, 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}, banyak titik graf 𝐺 yaitu |𝑉(𝐺)| =

4 dan 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5}, banyak sisi graf 𝐺 yaitu |𝐸(𝐺)| = 5. Titik 𝑣2 dan 

𝑣3 bertetangga dan titik 𝑣1 dan 𝑣2 terkait dengan 𝑒1. Banyaknya titik pada graf 𝐺 

yang bertetangga disebut derajat titik 𝑣 pada graf 𝐺. Derajat titik 𝑣 biasanya 

dilambangkan 𝑑(𝑣). Derajat maksimum graf 𝐺 adalah derajat terbesar titik pada 

graf 𝐺 dilambangkan dengan ∆(𝐺). Derajat minimum graf 𝐺 adalah derajat terkecil 

titik pada graf 𝐺 dilambangkan dengan 𝛿(G) (Chartrand & Zhang, 2009). 

Persekitaran titik graf 𝐺 adalah himpunan titik yang bertetangga dilambangkan 

dengan 𝑁(𝑣).  Pada Gambar 2.1 dapat dilihat bahwa 𝑁(𝑣1) = {𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}, 𝑁(𝑣2) =

{𝑣1, 𝑣3}, 𝑁(𝑣3) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣4}, 𝑁(𝑣4) = {𝑣1, 𝑣3} sehingga 𝑑(𝑣1) = 3, 𝑑(𝑣2) =

2, 𝑑(𝑣3) = 3, 𝑑(𝑣4) = 2.  

𝑣3 𝑒3 𝑣4 

𝑒5 𝑒2 𝑒4 

𝑣1 𝑒1 𝑣2 
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Dalam teori graf, terdapat beberapa konsep yang penting terkait dengan jalan 

(walk)  dan lintasan (path): Jalan (walk) merupakan urutan titik dan sisi dalam graf 

di mana setiap sisi terhubung oleh dua titik yang berdekatan (sebelum dan sesudah 

sisi tersebut). Panjang jalan adalah jumlah sisi yang membentuk jalan tersebut. Pada 

Gambar 2.1, jalan {𝑣1 , 𝑒1 , 𝑣2 , 𝑒2 , 𝑣3 , 𝑒3 , 𝑣4 , 𝑒4 , 𝑣1 , 𝑒5 , 𝑣3} memiliki 

panjang jalan 5, karena terdapat 5 sisi yang membentuk deretan titik dan sisi 

tersebut. Lintasan (path) merupakan urutan titik dalam graf dimana setiap titik 

berbeda terhubung oleh tepat satu sisi. Panjang lintasan adalah jumlah sisi yang 

membentuk lintasan tersebut. Dalam Gambar 2.1, lintasan {𝑣1 , 𝑒1 , 𝑣2 , 𝑒2 , 𝑣3 ,

𝑒4 , 𝑣4} memiliki panjang lintasan 3, karena terdapat 3 sisi yang menghubungkan 

titik-titik tersebut. Lintasan memiliki titik dan sisi yang unik tanpa pengulangan, 

sementara jalan memperbolehkan pengulangan titik dan sisi dalam deretannya. 

2.2 Jenis-Jenis Graf 

2.2.1 Graf Roda 

Graf roda dengan jari-jari sebanyak 𝑛 dinotasikan dengan (𝑊𝑛) merupakan 

graf yang terdiri dari sebuah graf lingkaran dengan order 𝑛 dan satu tambahan titik 

yang beradjasensi dengan semua titik pada lingkaran tersebut (Bacak-turan & 

Demirtekin, 2017). Sisi yang berkorespondensi dengan lingkaran disebut sisi rim, 

dan sisi yang berinsidensi dengan titik pusat dinamakan sisi spoke (Vaidya & 

Pandit, 2016). Graf roda dapat dilihat pada Gambar 2.2 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Graf Roda 𝑊8 

2.2.2 Graf Helm Tertutup 

Graf helm tertutup dinotasikan dengan 𝐶𝐻𝑛 dimana 𝑛 ≥ 4, merupakan suatu 

graf yang diperoleh dari sebuah graf roda dengan tambahan sebuah sisi pendant 

pada masing-masing titik yang berada di sisi rim dan penambahan sisi diantara titik 

𝑥5 

𝑥4 𝑥6 

𝑥3 𝑥7 

𝑥1 

𝑥8 𝑥2 

z 
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pendant (Ghodasara dan Vaghasiya, 2014). Pendant merupakan sisi yang terbentuk 

dari titik yang berada di lingkaran dengan satu titik tambahan, sisi yang 

berkorespondensi dengan lingkaran disebut sisi rim (Vaidya dan Pandit, 2016). 

Graf helm tertutup dapat dilihat pada gambar 2.3 

 

 

 

 

Gambar 2.3 Graf Helm Tertutup 𝐶𝐻4 

2.2.3 Graf Bunga 

Graf Bunga dinotasikan dengan (𝐹𝑙𝑛) dimana 𝑛 ≥  3, merupakan sebuah 

graf yang diperoleh dari sebuah graf roda dengan tambahan sebuah sisi pendant 

pada masing-masing titik yang berada di sisi rim serta menghubungkan setiap titik 

pendant ke titik pusat (Basavanagoud dan Sayyed, 2020). Graf bunga dapat dilihat 

pada Gambar 2.4 

 

 

 

 

Gambar 2.4 Graf Bunga 𝐹𝑙4 

2.2.4 Graf Kincir Angin Belanda 

Graf kincir angin Belanda dinotasikan dengan 𝐷𝑛
(𝑚)

 adalah graf yang 

diperoleh dari 𝑚 salinan graf lingkaran (𝐶𝑛) dengan satu titik yang sama. Graf 

kincir angin belanda juga dikenal sebagai graf persahabatan ketika 𝑛 = 3. Graf ini 

terdiri dari (𝑛 − 1)𝑚 + 1 titik dan 𝑚𝑛 sisi (Kanna, 2016). Graf kincir angin 

belanda dapat dilihat pada Gambar 2.5 

𝑥3 

𝑥2 

𝑥1 

𝑥4 

𝑦1 

𝑦2 

𝑦3 

𝑦4 

𝑧 

𝑦1 

𝑦2 

𝑦3 

𝑦4 

𝑥1 

𝑥2 

𝑥3 

𝑥4 

z 
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Gambar 2.5 Graf Kincir Angin Belanda 𝐷5
(4)

 

2.2.5 Graf Lemon  

Graf Lemon dengan 𝑛 titik dapat dinotasikan dengan 𝐿𝑒𝑛 graf ini dibangun 

dari graf helm 𝐻𝑛 dengan menghubungkan titik 𝑦1 ke titik pusat serta 

menghubungkan titik 𝑦1 dengan titik 𝑦2 dan titik 𝑦1 dengan titik 𝑦4 (Kumala, 2019). 

Graf lemon dapat dilihat pada Gambar 2.6 

 

 

 

 

Gambar 2.6 Graf Lemon 𝐿𝑒4 

2.3 Operasi Graf 

Operasi graf merupakan salah satu metode untuk membentuk suatu graf baru 

dengan cara mengoperasikan graf tersebut. Operasi graf yang digunakan pada 

penelitian ini yaitu operasi shackle titik. 

Definisi 2.3.1 Dimisalkan 𝑘 ≥ 2 adalah bilangan bulat. Shackle dari suatu graf 𝐺 

didefinisikan sebagai graf yang dibangun dari graf non-trivial terhubung 

𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑘 sedemikian hingga 𝐺𝑠 dan 𝐺𝑡 tidak memiliki titik terhubung yang 

sama untuk setiap 1 ≤ 𝑠 , 𝑡 ≤ 𝑘 dengan |𝑠 − 𝑡| ≥ 2, dan untuk setiap 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 −

1, 𝐺1 dan 𝐺𝑖+1 berbagi tepat satu titik yang sama, disebut titik penghubung (vertex 

linkage), dan titik penghubung 𝑘 − 1 semua berbeda (Maryati dkk, 2010). 
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Gambar 2.7 Graf Shack (𝑊8, 𝑣, 4)  

 

 

 

Gambar 2.8 Graf Shack (𝐹𝑙4, 𝑣, 4) 

 

 

 

Gambar 2.9 Graf Shack (𝐿𝑒4, 𝑣, 4) 

 

 

 

 

Gambar 2.10 Graf Shack (𝐶𝐻4, 𝑣, 4) 

 

 

 

 

Gambar 2.11 Graf Shack (𝐷5
(4)
, 𝑣, 3) 
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Operasi shackle terdiri dari shackle titik dan shackle sisi. Operasi shackle titik 

dinotasikan dengan Shack (𝐺, 𝑣, 𝑝) maksudnya graf terdiri dari sembarang graf 𝐺 

sebanyak 𝑝 salinan dan 𝑣 sebagai linkage vertex. Sedangkan operasi shackle sisi 

dinotasikan dengan Shack (𝐺, 𝑒, 𝑝) maksudnya graf terdiri dari sembarang graf 𝐺 

sebanyak 𝑝 salinan dan 𝑒 sebagai linkage edge (Umilasari, 2017). 

2.4 Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal 

Pewarnaan graf adalah pemberian label pada graf dengan memberikan warna 

yang berbeda disetiap titik, sisi atau wilayah yang bertetangga. Pewarnaan titik graf 

𝐺 merupakan pemberian warna setiap titik graf 𝐺, dimana titik-titik yang 

bertetangga atau berdekatan memiliki warna yang berbeda sehingga tidak ada dua 

titik yang memiliki warna yang sama jika saling bertetangga. Warna yang 

digunakan dalam pewarnaan graf adalah himpunan bilangan asli {1,2, . . . , 𝑘} 

Jumlah warna minimum yang digunakan dalam pewarnaan graf disebut bilangan 

kromatik graf 𝐺 yang dilambangkan dengan Χ(𝐺). Jika graf 𝐺 memiliki 𝑘 warna, 

maka bilangan kromatiknya adalah bilangan 𝑘 atau jumlah warna terkecil sehingga 

dua titik, sisi atau wilayah yang bertetangga memiliki warna yang berbeda. 

Pelabelan graf 𝐺 didefinisikan sebagai fungsi 𝑙: 𝑉(𝐺) →  {1,2, . . . , 𝑘) dimana fungsi 

𝑙 adalah pelabelan titik. Selanjutnya pada penelitian ini dikembangkan pewarnaan 

titik ketakteraturan lokal. Pewarnaan titik ketakteraturan lokal merupakan 

gabungan dari konsep lokal dan konsep ketakteraturan, konsep lokal diambil dari 

topik pewarnaan titik lokal anti ajaib dan konsep ketakteraturan diambil dari topik 

pelabelan ketakteraturan jarak. Maka konsep tersebut diselesaikan dengan cara 

meminimumkan label titik dan meminimumkan jumlah warna titik graf.  

Adapun definisi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal yang digunakan 

dipenelitian ini dapat dilihat pada definisi berikut ini (Kristiana dkk, 2019). 

Definisi 2.4.1 Misalkan 𝑙 ∶ 𝑉(𝐺) ⟶ {1,2, … 𝑘} merupakan fungsi label dan fungsi 

bobot 𝑤:𝑉(𝐺) ⟶ 𝑁 didefinisikan sebagai 𝑤(𝑢) = ∑ 𝑙(𝑣)𝑣∈𝑁(𝑢) . Fungsi 𝑤 disebut 

pewarnaan titik ketakteraturan lokal, jika: 

(i) 𝑂𝑝𝑡(𝑙) = min {max ( 𝑙𝑖); 𝑙𝑖, 𝑓𝑢𝑛𝑔𝑠𝑖 𝑙𝑎𝑏𝑒𝑙} 

(ii) Setiap titik 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺), 𝑤(𝑢) ≠ 𝑤(𝑣). 
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Definisi 2.4.2 Bilangan kromatik ketakteraturan lokal dinotasikan dengan Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) 

didefinisikan sebagai Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) = min {|𝑤(𝑉(𝐺))|;𝑤 pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal}. 

Lemma 2.4.1 Untuk graf 𝐺 sederhana dan terhubung Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) ≥ Χ(𝐺). 

Observasi 2.4.1 Suatu graf 𝐺 dengan derajat titik yang sama memiliki optimal 

pelabelan lebih besar sama dengan 1 atau 𝑜𝑝𝑡(𝑙) = 1. 

Observasi 2.4.2 Suatu graf 𝐺 dengan derajat titik yang sama memiliki optimal 

pelabelan lebih besar sama dengan 2 atau 𝑜𝑝𝑡(𝑙) ≥ 2. 

Berikut ini adalah contoh dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada graf 

lintasan 𝑃𝑛 dapat dilihat pada Gambar 2.12 

 

Gambar 2.12 Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal Graf Lintasan 𝑃3 

Berdasarkan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada graf 

dapat dilihat pada Gambar 2.12, setiap titik diberi label 1 yang artinya 𝑂𝑝𝑡(𝑙) = 1. 

Untuk penjelasan lebih lengkap dapat dilihat pada Tabel 2.1. 

Tabel 2.1 Bobot Titik Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal 

𝒗𝒊 𝒍(𝒗𝒊) 𝒘(𝒗𝒊) 

𝒗𝟏 1 𝑙(𝑣2) = 1 

𝒗𝟐 1 𝑙(𝑣1) + 𝑙(𝑣3) = 1 + 1 = 2 

𝒗𝟑 1 𝑙(𝑣2) = 1 

 

Berdasarkan Tabel 2.1 telah ditemukan pelabelan pada setiap titik di sebuah 

graf lintasan, selanjutnya menghitung bobot setiap titik pada graf lintasan dan 

diperoleh |𝑤(𝒗𝒊)| = 2 maka didapatkan bilangan kromatiknya adalah 2 atau bisa 

dinotasikan Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) = 2. 

1 

𝑣2 
1 
𝑣1 𝑣3 

1 1 

2 
1 
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2.5 Hasil Penelitian Sebelumnya  

Di bagian ini akan disuguhkan beberapa hasil penelitian dari pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal yang dapat dijadikan sebagai rujukan. Beberapa hasil 

penelitian tersebut dapat dilihat pada Tabel 2.2. 

Tabel 2.2 Hasil Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal 

Graf 𝑮 Hasil 𝑿𝒍𝒊𝒔 Keterangan 

Graf Helm 

(𝑯𝒏) 
Χ𝑙𝑖𝑠 (𝑯𝒏) = {

5, untuk 𝑛 genap
6, untuk 𝑛 ganjil

 
Kristiana, dkk. 2019 

Graf Helm 

Tertutup 

(𝑪𝑯𝒏) 
Χ𝑙𝑖𝑠 (𝑪𝑯𝒏) = {

4, untuk n = 4     
5, untuk 𝑛 genap
6, untuk 𝑛 ganjil

 

Kristiana, dkk. 2019 

Graf Gear 

(𝑮𝒏) 
Χ (𝑮𝒏) = 3, 𝑛 ≥ 4 Kristiana, dkk. 2019 

Graf 

Lingkaran 

(𝑪𝒏) 

Χ𝑙𝑖𝑠 (𝑪𝒏) = {
2, untuk 𝑛 genap
3, untuk 𝑛 ganjil

 
Kristiana, dkk, 2019 

Graf Kipas 

(𝑭𝒏) 
Χ𝑙𝑖𝑠 (𝑭𝒏) = 4, untuk 𝑛 ≥ 4  Kristiana, dkk, 2019 

Graf Roda 

(𝑾𝒏) 
Χ𝑙𝑖𝑠 (𝑾𝒏) = {

3, untuk 𝑛 genap
4, untuk 𝑛 ganjil

 
Kristiana, dkk. 2019 
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BAB 3. METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini merupakan penelitian eksploratif dan terapan. Penelitian 

eksploratif merupakan penelitian yang mengkaji dan meneliti hal-hal baru dan hasil 

penelitiannya dapat dijadikan sebagai dasar penelitian selanjutnya. Penelitian 

terapan merupakan penelitian yang tujuannya untuk memberikan penyelesaian 

secara praktis dalam permasalahan tertentu. Penelitian ini dikategorikan dalam 

penelitian eksploratif dan terapan karena penelitian ini bertujuan untuk menjadikan 

topik baru menjadi lebih dikenal oleh masyarakat luar dan memberikan wawasan 

terkait pewarnaan titik ketakteraturan lokal yang dioperasikan menggunakan 

operasi shackle titik, serta sebagai contoh peneliti selanjutnya untuk menentukan 

arah dan teknik yang akan digunakan dalam penelitian selanjutnya. 

3.2 Metode Penelitian 

Terdapat dua metode penelitian dalam penelitian ini yaitu metode deduktif 

aksiomatik dan metode pendeteksi pola. Metode deduktif aksiomatik merupakan 

salah satu metode penelitian dengan menggunakan prinsip-prinsip pembuktian 

deduktif yang berlaku dalam logika matematika dengan menggunakan teorema, 

aksioma, dan lemma yang sudah ada lalu diterapkan ke dalam pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda. Metode 

pendeteksian pola digunakan untuk merumuskan pola dan menentukan bilangan 

kromatik ketakteraturan lokal hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda. 

3.3 Definisi Operasional 

Definisi operasional digunakan untuk memberikan informasi yang sistematis 

dalam penelitian bisa juga digunakan untuk menghindari terjadinya perbedaan 

pengertian atau makna. Definisi operasional penelitian ini sebagai berikut. 

3.3.1 Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal 

Pewarnaan titik ketakteraturan lokal menggabungkan konsep pewarnaan titik 

dan pelabelan titik pada graf. Pewarnaan titik ketakteraturan lokal merupakan bobot 
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titik ditentukan dengan menjumlahkan label titik-titik bertetangga tetapi tidak 

dengan menjumlahkan pada dirinya sendiri Pewarnaan dilakukan seminimal 

mungkin sehingga titik yang bertetangga mempunyai warna yang berbeda 

(Kristiana dkk, 2019). 

3.3.2 Keluarga Graf Roda 

Keluarga graf roda (Some Wheel Related Graphs) terdiri dari beberapa graf 

yang mempunyai struktur terkait dengan graf roda. Ciri khas dari keluarga graf roda 

ini adalah adanya satu titik pusat yang beradjacensi dengan semua titik yang ada 

pada lingkarannya. Beberapa graf dari keluarga graf roda yang digunakan dalam 

penelitian ini yaitu graf roda (𝑊𝑛), graf bunga (𝐹𝑙𝑛), graf kincir angin belanda 

𝐷𝑛
(𝑚)

, graf helm tertutup(𝐶𝐻𝑛), dan graf lemon (𝐿𝑒𝑛). 

3.4 Prosedur Penelitian 

Prosedur penelitian yaitu penjelasan mengenai langkah-langkah yang akan 

dilakukan sebagai acuan dalam melaksanakan penelitian agar hasil yang dicapai 

sesuai dengan tujuan penelitian. Pada penelitian ini prosedur penelitian yang 

digunakan sebagai berikut: 

a. Menentukan graf yang akan diteliti; 

Bertujuan untuk mencari pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada keluarga 

graf roda yaitu graf roda, graf helm tertutup, graf bunga, graf kincir angin 

belanda, dan graf lemon; 

b. Melakukan pelabelan titik di setiap titik pada graf lemon; 

Pada langkah ini dilakukan pemberian label ketakteraturan lokal pada setiap 

titik graf lemon hasil operasi shackle titik dengan ketentuan pelabelan pada 

titik diperbolehkan berulang karena topik ini memuat ketakteraturan lokal. 

c. Menghitung bobot pada setiap titik pada graf lemon; 

Setelah diberi label, selanjutnya akan dihitung bobot total titik pada graf 

lemon hasil operasi shackle titik. Bobot pada setiap titik diperoleh dari 

penjumlahan label titik yang bertetangga sesuai definisi ketakteraturan lokal. 

d. Memeriksa apakah sudah sesuai definisi; 
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Setelah menghitung bobot dari graf lemon hasil operasi shackle titik, 

kemudian graf tersebut diamati apakah sudah sesuai dengan definisi 

pewarnaan titik ketakteraturan lokal. Apabila tidak sesuai dengan definisi 

pewarnaan titik ketakteraturan lokal maka kembali ke langkah b; 

e. Menghitung jumlah warna yang terbentuk (Χ𝑙𝑖𝑠); 

Pada langkah ini, akan dihitung jumlah pewwarnaan titik ketakteraturan lokal 

Χ𝑙𝑖𝑠 pada graf lemon hasil operasi shackle titik dilihat dari berapa banyak 

bobot yang dihasilkan 

f. Menentukan notasi titik, himpunan titik, dan kardinalitas bobot titik; 

Pada langkah ini, graf yang telah dipilih ditentukan notasi titiknya. Dari 

penotasian diperoleh himpunan titik dan sisinya, sehingga akan diketahui 

kardinalitasnya. 

g. Menentukan teorema hasil pewarnaan titik ketakteraturan lokal pada graf 

lemon hasil operasi shackle titik; 

h. Mengulangi langkah ke-b sampai ke-g untuk graf roda, graf helm tertutup, 

graf bunga, dan graf kincir angin belanda; 

i. Selesai. 

Berikut merupakan skema dari rancangan penelitian, perhatikan Gambar 3.1 

Gambar 3.1 Prosedur Penelitian 
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3.5 Observasi Awal 

Sebelum melaksanakan penelitian ini, penulis telah melakukan observasi 

awal hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda yang meliputi graf roda 

(𝑊𝑛), graf bunga (𝐹𝑙𝑛), graf helm tertutup (𝐶𝐻𝑛), graf lemon (𝐿𝑒𝑛), dan graf kincir 

angin Belanda (𝐷𝑛
(𝑚)
). Kardinalitas tersebut dapat dilihat pada Tabel 3.1. 

Tabel 3.1 Kardinalitas Titik pada Keluarga Graf  Roda 

Graf Kardinalitas 

Graf 𝑺𝒉𝒂𝒄𝒌(𝑾𝒏, 𝒗, 𝒑) • 𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪

{𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 (𝑛 − 1) + 1} 

• 𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ; 1 ≤

𝑗 ≤ 𝑛 − 1}∪ {𝑧1𝑥1,𝑛} ∪ {𝑧𝑖+1𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 −

1, 𝑗 =
𝑛

2
} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 −

1} ∪ {𝑥𝑖,𝑛
2
𝑥𝑖+1,𝑛−1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪

{𝑥𝑖,𝑛
2
𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪ {𝑥1,𝑗𝑥1,𝑗+1; 𝑗 =

3} ∪ {𝑥1,𝑗𝑥1,𝑗+5; 𝑗 = 1} 

• |𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 𝑛𝑝 + 1 

• |𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 2𝑛𝑝 

Graf  𝑺𝒉𝒂𝒄𝒌(𝑭𝒍𝒏, 𝒗, 𝒑) • 𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪

{𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤  𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤

𝑖 ≤ 𝑝 ;
𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} 

• 𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤

𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑥𝑖,1𝑥𝑖,𝑛; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
}∪ {𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤

𝑝 ;
𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑧𝑖+1𝑦𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪

{𝑥1,𝑗𝑦1,𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤

𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ,

𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪

{𝑥
𝑖+1,

𝑛+2

2

𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} 

• |𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 2𝑛𝑝 + 1 

• |𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 4𝑛𝑝 
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Graf Kardinalitas 

Graf  𝑺𝒉𝒂𝒄𝒌(𝑫𝒏
(𝒎)
, 𝒗, 𝒑) • 𝑉 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐷𝑛

(𝑚))) = {𝐴𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪

{𝑥1,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚} 

• 𝐸 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐷𝑛
(𝑚))) = {𝐴𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤

2𝑚} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤

2𝑚 , 𝑥𝑖,𝑗 ≠ 𝑦𝑖,5 dan 𝑥𝑖,6 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚 −

1 untuk 𝑗 = ganjil} ∪

{𝑥𝑖,1𝑦𝑖+1,𝑚+2 untuk 𝑚 genap dan𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,𝑚+1 

untuk 𝑚 ganjil ; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪  

{𝑥𝑖,1𝑦𝑖+1,𝑚+1untuk 𝑚 genap   

dan 𝑥𝑖,1𝑦𝑖+1,𝑚 untuk 𝑚 ganjil ; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 −

1}  

• |𝑉 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝)| = 4𝑚𝑝 + 𝑛 

• |𝐸 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝)| = 5𝑚𝑝 

Graf  𝑺𝒉𝒂𝒄𝒌(𝑪𝑯𝒏, 𝒗, 𝒑) • 𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪

{𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 2} ∪

{𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 𝑗 = 𝑛} 

• 𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ; 1 ≤

𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖+1𝑥𝑖+𝑛; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪

{𝑥1,𝑗𝑦1,𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖+𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤

𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 2} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖−1,𝑗−2; 2 ≤ 𝑖 ≤

𝑝 , 𝑗 = 𝑛 − 1} ∪ {𝑥𝑖,𝑛𝑦𝑖,𝑛; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪
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Observasi awal dengan menentukan kardinalitas graf dilakukan untuk 

menemukan pola pewarnaan ketakteraturann lokal pada graf. Setelah itu, dilakukan 

pelabelan pada setiap titik graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝). Pelabelan yang digunakan harus 

seminimal mungkin sehingga digunakan label (1, 2) pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) 

Graf Kardinalitas 

{𝑦1,𝑗𝑦2,𝑗+1; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 2 ≤

𝑖 ≤ 𝑝 , 𝑗 = 1} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖−1,𝑗−1; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 𝑗 =

2} ∪ {𝑦𝑖,1𝑦𝑖+1,𝑛; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪

{𝑦𝑖,1𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} 

• |𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 2𝑛𝑝 + 1 

• |𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 4𝑛𝑝 

Graf 𝑺𝒉𝒂𝒄𝒌(𝑳𝒆𝒏, 𝒗, 𝒑) • 𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑛, 𝑝)) = {𝑧𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪

{𝑥𝑖,𝑗,; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛} ∪ {𝑦1,𝑗,; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖,𝑗,; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤

𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪ {𝑦𝑖,𝑗,; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ,

𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} 

• 𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤

𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑥𝑖,1𝑥𝑖,𝑛; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪

{𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
}∪ {𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤

𝑝 ;
𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑧𝑖+1𝑦𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪

{𝑥1,𝑗𝑦1,𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤

𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ,

𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪

{𝑥
𝑖+1,

𝑛+2

2

𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪ {𝑦1,𝑗𝑦2,𝑗+1; 1 ≤

𝑗 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑦𝑖,1𝑦𝑖,𝑛; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪

{𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ≤ , 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪

{𝑦𝑖+1,𝑛
2
𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪ {𝑦𝑖,1𝑦𝑖+𝑛,𝑛+4

2

; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,+2; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ,
𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛 −

1} 

• |𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 2𝑛𝑝 + 1 

• |𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 5𝑛𝑝 



18 

 

 

 

Selanjutnya yaitu menghitung bobot pada setiap titik pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝). 

Bobot setiap titik yang bertetangga haruslah berbeda. Jika bobot setiap titik yang 

bertetangga telah berbeda, kemudian hitung jumlah bilangan kromatik 

ketakteraturan lokal Χ𝑙𝑖𝑠 pada graf shackle hasil operasi titik. Observasi awal 

dengan menggunakan 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒4, 𝑣, 4) dapat dilihat pada Gambar 3.2 

 

 

 

 

   

Gambar 3.2 Observasi Awal Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒4, 𝑣, 4) = 4 

Berdasarkan tahapan-tahapan pewarnaan titik ketakteraturan lokal yang telah 

dilakukan pada observasi awal diatas, penulis telah menemukan bilangan kromatik 

ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒4, 𝑣, 4) adalah Χ𝑙𝑖𝑠 = 4. Sehingga dapat 

dilanjutkan untuk menentukan bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 

hasil operasi shackle pada graf roda, graf helm tertutup, graf bunga, dan graf kincir 

angin belanda dengan mengikuti langkah-langkah pada observasi awal.  
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1 Hasil Penelitian 

Pada penelitian ini didapatkan lima teorema baru yang diperoleh melalui 

eksperimental mengenai bilangan kromatik ketakteraturan lokal hasil operasi 

shackle titik pada keluarga graf roda. Format penyajian teorema dalam bab ini 

diawali dengan pernyataan teorema, kemudian dilanjutkan dengan pembuktian 

teorema dan beberapa contoh gambar sebagai bentuk visualisasi dari teorema yang 

dihasilkan. Berikut ini teorema yang dihasilkan dalam penelitian ini: 

 

Teorema 4.1. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) 

dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4 

Bukti. Diketahui graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan himpunan titik 

𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝(𝑛 − 1) + 1} dengan 

|𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 𝑛𝑝 + 1 dan himpunan sisinya 𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝)) =

{𝑧𝑖𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑧1𝑥1,𝑛} ∪ {𝑧𝑖+1𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1, 𝑗 =
𝑛

2
} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑥𝑖,𝑛
2
𝑥𝑖+1,𝑛−1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪

{𝑥𝑖,𝑛
2
𝑥𝑖+1,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪ {𝑥1,𝑗𝑥1,𝑗+1; 𝑗 = 3} ∪ {𝑥1,𝑗𝑥1,𝑗+5; 𝑗 = 1} 

 dengan |𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 2𝑛𝑝. Pada graf roda dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap 

akan dibuktikan batas atas dan batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan 

lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝). Pertama membuktikan batas bawah terlebih 

dahulu. Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan kromatik 

ketakteraturan lokal adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) ≥ Χ(𝐺), sehingga batas bawah dari bilangan 

kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) adalah 4 untuk 𝑛 ≥ 4. 

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf 𝐺 

dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 

2 atau 𝑜𝑝𝑡(𝑙) ≥ 2. Maka setiap 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) dilabeli dengan {1, 2} atau 

𝑙: 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) = {1,2}. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan 

menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut; 

𝑙(𝑧𝑖) = 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝  
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𝑙(𝑥𝑖,𝑗) = {
1, untuk 𝑗 gasal 
2, untuk 𝑗 genap

  

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut; 

𝑤(𝑧𝑖) =
3𝑛

2
  

𝑤(𝑥𝑖,𝑗) = {
5, untuk 𝑗 gasal   
3, untuk 𝑗 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

  

𝑤(𝑥𝑖,1) = 10, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1  

Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan 

|𝑤𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝)| ≤ 4 sebagai batas atas untuk graf roda dengan 𝑛 genap dan 

𝑛 ≥ 4. Dalam hal ini telah didapatkan batas bawah melalui Lemma 2.4.1 dan batas 

atas melalui fungsi bobot titik dihasilkan nilai 4 ≤ Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) ≤ 4, 

sedemikian hingga Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4. Terbukti. □ 

 

  

 

 

Gambar 4.1 Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊8, 𝑣, 5) = 4 

Gambar 4.1 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal 

hasil operasi graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊8, 𝑣, 5) dengan 𝑛 = 8 dan didapatkan hasil bilangan 

kromatik ketakteraturan lokal Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4. 

 

Teorema 4.2. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) 

dengan 𝑛 ≥ 4 adalah  

 Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) = {
8, untuk 𝑛 gasal 
5, untuk 𝑛 genap

  

Bukti. Diketahui graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan himpunan titik 

𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪

{𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 2} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 𝑗 = 𝑛} 
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dengan |𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 2𝑛𝑝 + 1 dan himpunan sisinya 

𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑝 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖+1𝑥𝑖+𝑛; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑥1,𝑗𝑦1,𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖+𝑗; 2 ≤

𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 2} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖−1,𝑗−2; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 𝑗 = 𝑛 − 1} ∪ {𝑥𝑖,𝑛𝑦𝑖,𝑛; 2 ≤ 𝑖 ≤

𝑝} ∪ {𝑦1,𝑗𝑦2,𝑗+1; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 𝑗 = 1} ∪

{𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖−1,𝑗−1; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 𝑗 = 2} ∪ {𝑦𝑖,1𝑦𝑖+1,𝑛; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪ {𝑦𝑖,1𝑦𝑖,𝑛; 2 ≤ 𝑖 ≤

𝑝} dengan |𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 4𝑛𝑝. Pembuktian Teorema 4.2 terbagi 

menjadi 2 kasus yaitu ketika 𝑛 gasal dan 𝑛 genap. 

Kasus 1. Untuk 𝑛 gasal  

Pada graf helm tertutup dengan 𝑛 ≥ 5 akan dibuktikan batas atas dan batas 

bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝). 

Pertama membuktikan batas bawah terlebih dahulu. Berdasarkan Lemma 2.4.1 

batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) ≥ Χ(𝐺), 

sehingga batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) adalah 8 untuk 𝑛 ≥ 5. 

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf 𝐺 

dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 

2 atau 𝑜𝑝𝑡(𝑙) ≥ 2. Maka setiap 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) dilabeli dengan {1,2,3} atau 

𝑙: 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) = {1,2,3}. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan 

menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut; 

𝑙(𝑧𝐼) = 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝  

𝑙(𝑥𝑖,𝑗) = {

1, untuk 𝑗 genap
2, untuk 𝑗 gasal  
3, untuk 𝑗 = 𝑛    

  

𝑙(𝑦𝑖,𝑗) = {

1, untuk 𝑗 gasal    
2, untuk 𝑗 genap  
3, untuk 𝑗 = 𝑛      

  

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut; 

𝑤(𝑧𝑖) =
3(𝑛+1)

2
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𝑤(𝑥𝑖,𝑗) =

{
 
 

 
 

 
 6, untuk 𝑗 = 1                       
7, untuk 𝑗 genap dan 𝑗 = 𝑛
4, untuk 𝑗 gasal                     
8, untuk 𝑗 = 𝑛 − 1               

  

𝑤(𝑦𝑖,𝑗) = {

3, untuk 𝑗 genap                 
5, untuk 𝑗 = 𝑛 − 1              
6, untuk 𝑗 gasal dan  𝑗 = 𝑛
7, untuk 𝑗 = 1                      

  

𝑤(𝑦𝑖,1) = 13, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1   

Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan 

|𝑤𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝)| ≤ 8 sebagai batas atas untuk graf helm tertutup dengan 𝑛 

gasal. Dalam hal ini telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui fungsi 

bobot titik dihasilkan nilai 8 ≤ Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) ≤ 8, sedemikian hingga 

Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻, 𝑣, 𝑝) = 8.Terbukti. □ 

 

 

 

 

 

Gambar 4.2 Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻5, 𝑣, 4) = 8 

Gambar 4.2 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal 

hasil operasi graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan 𝑛 = 5 dan didapatkan hasil bilangan 

kromatik ketakteraturan lokal Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) = 8. 

Kasus 2. Untuk 𝑛 genap 

Pada graf helm tertutup dengan 𝑛 ≥ 4 dan akan dibuktikan batas atas dan 

batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝). Pertama membuktikan batas bawah terlebih dahulu. 

Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) ≥ Χ(𝐺), sehingga batas bawah dari bilangan kromatik 

ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) adalah 5 untuk 𝑛 ≥ 4. 
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Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf 𝐺 

dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 

2 atau 𝑜𝑝𝑡(𝑙) ≥ 2. Maka setiap 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) dilabeli dengan {1,2} atau 

𝑙: 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) = {1, 2}.. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan 

menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut; 

𝑙(𝑧𝑖) = 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝  

𝑙(𝑥𝑖,𝑗) = {
1, untuk 𝑗 genap
2, untuk 𝑗 gasal 

  

𝑙(𝑦𝑖,𝑗) = {
1, untuk 𝑗 gasal
 2, untuk 𝑗 genap

  

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut; 

𝑤(𝑧𝑖) =
3𝑛

2
  

𝑤(𝑥𝑖,𝑗) = {
7, untuk 𝑗 gasal 
4, untuk 𝑗 genap

  

𝑤(𝑦𝑖,𝑗) = {
6, untuk 𝑗 gasal 
3, untuk 𝑗 genap

  

𝑤(𝑦𝑖,1) = 12, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1   

Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan 

|𝑤𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝)| ≤ 5 sebagai batas atas untuk graf helm tertutup dengan 𝑛 ≥

4. Dalam hal ini telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot 

titik dihasilkan nilai 5 ≤ Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) ≤ 5, sedemikian hingga 

Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) = 5. Terbukti. □ 

 

 

 

 

Gambar 4.3 Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻4, 𝑣, 4) = 5 
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Gambar 4.3 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal 

hasil operasi graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan 𝑛 = 4 dan didapatkan hasil bilangan 

kromatik ketakteraturan lokal Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) = 5 

 

Observasi 4.1. Diberikan (𝐹𝑙𝑛) adalah graf bunga dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap 

didapatkan bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐹𝑙𝑛) = 4 

Bukti. Diketahui graf bunga (𝐹𝑙𝑛) dengan himpunan titik 𝑉(𝐹𝑙𝑛) = {𝑧} ∪

{𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dengan |𝑉(𝐹𝑙𝑛)| = 2𝑛 + 1 dan himpunan sisinya 

𝐸(𝐹𝑙𝑛) = {𝑧𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑧𝑦𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖𝑦𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖𝑥𝑖+1; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑥𝑛𝑥1} dengan |𝐸(𝐹𝑙𝑛)| = 4𝑛. Pada graf bunga dengan 𝑛 ≥ 4 dan 

akan dibuktikan batas atas dan batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan 

lokal pada graf (𝐹𝑙𝑛). Pertama membuktikan batas bawah terlebih dahulu. 

Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) ≥ Χ(𝐺), sehingga batas bawah dari bilangan kromatik 

ketakteraturan lokal pada graf (𝐹𝑙𝑛) adalah 4 untuk 𝑛 ≥ 4. 

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

pada graf (𝐹𝑙𝑛). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf 𝐺 dengan derajat 

titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 2 atau 

𝑜𝑝𝑡(𝑙) ≥ 2. Maka setiap (𝐹𝑙𝑛) dilabeli dengan {1,2} atau 𝑙: 𝑣(𝐹𝑙𝑛)  = {1, 2}. 

Sehingga fungsi label titik adalah sebagai berikut; 

𝑙(𝑧) = 1  

𝑙(𝑥𝑖) = 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

𝑙(𝑦𝑖) = {
2, untuk 𝑖 gasal 
 1, untuk 𝑖 genap

  

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut; 

𝑤(𝑧) = 2𝑛 +
𝑛

2
   

𝑤(𝑥𝑖) = {
5, untuk 𝑖 gasal  
4, untuk 𝑖 genap

  

𝑤(𝑦𝑖) = 2, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  
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Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan |𝑤(𝐹𝑙𝑛) | ≤ 4 

sebagai batas atas untuk graf bunga dengan 𝑛 ≥ 4. Dalam hal ini telah didapatkan 

batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot titik dihasilkan nilai 4 ≤

Χ𝑙𝑖𝑠(𝐹𝑙𝑛)  ≤ 4, sedemikian hingga Χ𝑙𝑖𝑠(𝐹𝑙𝑛)  = 4. Terbukti. □ 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.4 Χ𝑙𝑖𝑠(𝐹𝑙4) = 4 

Gambar 4.4 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal graf 

bunga (𝐹𝑙𝑛) dengan 𝑛 = 4 didapatkan hasil bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

Χ𝑙𝑖𝑠(𝐹𝑙𝑛) = 4. 

 

Teorema 4.3. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) 

dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4  

Bukti. Diketahui graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan himpunan titik 

𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤

𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤  𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ;

𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan 

|𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 2𝑛𝑝 + 1 dan himpunan sisinya 𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝)) =

{𝑧𝑖𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1} ∪

{𝑥𝑖,1𝑥𝑖,𝑛; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪

{𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ;
𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑧𝑖+1𝑦𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪ {𝑥1,𝑗𝑦1,𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ,

𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪

{𝑥
𝑖+1,

𝑛+2

2

𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} dengan |𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 4𝑛𝑝. Pada graf 

bunga dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap akan dibuktikan batas atas dan batas bawah dari 

bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝). Pertama 

membuktikan batas bawah terlebih dahulu. Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah 
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dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) ≥ Χ(𝐺), sehingga batas 

bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) 

adalah 4 untuk 𝑛 ≥ 4. 

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf 𝐺 

dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 

2 atau 𝑜𝑝𝑡(𝑙) ≥ 2. Maka setiap 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙, 𝑣, 𝑝) dilabeli dengan {1,2} atau 

𝑙: 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) = {1, 2}. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan 

menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut; 

𝑙(𝑧𝑖) = 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝  

𝑙(𝑥𝑖,𝑗) = 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑛 +
𝑛

2
   

𝑙(𝑦𝑖,𝑗) = {
2, untuk 𝑗 gasal  
1, untuk 𝑗 genap

  

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut; 

𝑤(𝑧𝑖) = 2𝑛 +
𝑛

2
   

𝑤(𝑥𝑖,𝑗) = {
5, untuk 𝑗 gasal  
4, untuk 𝑗 genap

  

𝑤(𝑦𝑖,𝑗) = 2, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

𝑤(𝑦𝑖,1) = 4 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1  

Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan 

|𝑤𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝)| ≤ 4 sebagai batas atas untuk graf bunga dengan 𝑛 ≥ 4. Dalam 

hal ini telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot titik 

dihasilkan nilai 4 ≤ Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) ≤ 4, sedemikian hingga 

Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4. Terbukti. □ 

 

 

 

 

Gambar 4.5 Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙4, 𝑣, 4) = 4 
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Gambar 4.5 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal 

hasil operasi graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan 𝑛 = 4 dan didapatkan hasil bilangan 

kromatik ketakteraturan lokal Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4 

 

Observasi 4.2. Diberikan (𝐿𝑒𝑛) adalah graf lemon dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap 

didapatkan bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐿𝑒𝑛) = 3  

Bukti. Diketahui graf lemon (𝐿𝑒𝑛) dengan himpunan titik 𝑉(𝐿𝑒𝑛) = {𝑧} ∪

{𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dengan |𝑉(𝐿𝑒𝑛)| = 2𝑛 dan himpunan sisinya 

𝐸(𝐿𝑒𝑛) = {𝑧𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑧𝑦𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖𝑦𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖𝑥𝑖+1; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑥1𝑥𝑛} ∪ {𝑦𝑖𝑦𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑦1𝑦𝑛} dengan |𝐸(𝐿𝑒𝑛)| = 5𝑛. 

Pada graf lemon dengan 𝑛 ≥ 4 dan akan dibuktikan batas atas dan batas bawah dari 

bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf (𝐿𝑒𝑛). Pertama membuktikan 

batas bawah terlebih dahulu. Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan 

kromatik ketakteraturan lokal adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) ≥ Χ(𝐺), sehingga batas bawah dari 

bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf (𝐿𝑒𝑛) adalah 3 untuk 𝑛 ≥ 4. 

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

pada graf (𝐿𝑒𝑛). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf 𝐺 dengan derajat 

titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 2 atau 

𝑜𝑝𝑡(𝑙) ≥ 2. Maka setiap (𝐿𝑒𝑛) dilabeli dengan {1,2} atau 𝑙: 𝑣(𝐿𝑒𝑛)  = {1, 2}. 

Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan menjumlahkan label yang bertetangga 

adalah sebagai berikut; 

𝑙(𝑧) = 1  

𝑙(𝑥𝑖) = {
1, untuk 𝑖 gasal  
2, untuk 𝑖 genap

  

𝑙(𝑦𝑖) = {
2, untuk 𝑖 gasal  
1, untuk 𝑖 genap

  

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut; 

𝑤(𝑧) = 3𝑛   

𝑤(𝑥𝑖) = {
7, untuk 𝑖 gasal  
4, untuk 𝑖 genap
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𝑤(𝑦𝑖) = {
7, untuk 𝑖 genap
4, untuk 𝑖 gasal  

  

Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan |𝑤(𝐿𝑒𝑛) | ≤ 3 

sebagai batas atas untuk graf lemon dengan 𝑛 ≥ 4. Dalam hal ini telah didapatkan 

batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot titik dihasilkan nilai 3 ≤

Χ𝑙𝑖𝑠(𝐿𝑒𝑛)  ≤ 3, sedemikian hingga Χ𝑙𝑖𝑠(𝐿𝑒𝑛)  = 3. Terbukti.  □ 

 

 

 

 

 

Gambar 4.6 Χ𝑙𝑖𝑠(𝐿𝑒4) = 3 

Gambar 4.6 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal graf 

lemon (𝐿𝑒𝑛) dengan 𝑛 = 4 dan didapatkan hasil bilangan kromatik ketakteraturan 

lokal Χ𝑙𝑖𝑠(𝐿𝑒𝑛) = 3 

 

Teorema 4.4. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) 

dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4 

Bukti. Diketahui graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan himpunan titik 

𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑥𝑖,𝑗,; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪

{𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦1,𝑗,; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦𝑖,𝑗,; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪ {𝑦𝑖,𝑗,; 2 ≤

𝑖 ≤ 𝑝 ,
𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan |𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 2𝑛𝑝 + 1 dan himpunan 

sisinya 𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝)) = {𝑧𝑖𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑝 ; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑥𝑖,1𝑥𝑖,𝑛; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤

𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪ {𝑧𝑖𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ;

𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑧𝑖+1𝑦𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 −

1} ∪ {𝑥1,𝑗𝑦1,𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗; 2 ≤ 𝑖 ≤

𝑝 ,
𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪ {𝑥

𝑖+1,
𝑛+2

2

𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪ {𝑦1,𝑗𝑦2,𝑗+1; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1} ∪
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{𝑦𝑖,1𝑦𝑖,𝑛; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗+1; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ≤ , 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
} ∪ {𝑦𝑖+1,𝑛

2
𝑦𝑖,1; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑝 − 1} ∪ {𝑦𝑖,1𝑦𝑖+𝑛,𝑛+4
2

; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} ∪ {𝑦𝑖,𝑗𝑦𝑖,+2; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 ,
𝑛+4

2
≤ 𝑗 ≤ 𝑛 −

1} dengan |𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝))| = 4𝑛𝑝. Pada graf lemon dengan 𝑛 ≥ 4 akan 

dibuktikan batas atas dan batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒, 𝑣, 𝑝). Pertama membuktikan batas bawah terlebih dahulu. 

Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) ≥ Χ(𝐺), sehingga batas bawah dari bilangan kromatik 

ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) adalah 4 untuk 𝑛 ≥ 4. 

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf 𝐺 

dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 

2 atau 𝑜𝑝𝑡(𝑙) ≥ 2. Maka setiap 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) dilabeli dengan {1,2} atau 

𝑙: 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) = {1, 2}. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan 

menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut; 

𝑙(𝑧𝑖) = 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝  

𝑙(𝑥𝑖,𝑗) = {
1, untuk 𝑗 gasal  
2, untuk 𝑗 genap

  

𝑙(𝑦𝑖,𝑗) = {
2, untuk 𝑗 gasal  
1, untuk 𝑗 genap

  

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut; 

𝑤(𝑧𝑖) = 3𝑛   

𝑤(𝑥𝑖,𝑗) = {
4, untuk 𝑗 genap
7, untuk j gasal   

  

𝑤(𝑦𝑖,𝑗) = {
4, untuk 𝑗 gasal  
7, untuk j genap

  

𝑤(𝑦𝑖,1) = 8, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1  

Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan 

|𝑤𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝)| ≤ 4 sebagai batas atas untuk graf lemon dengan 𝑛 ≥ 4. 

Dalam hal ini telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot titik 
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dihasilkan nilai 4 ≤ Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) ≤ 4, sedemikian hingga 

Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4. Terbukti. □ 

 

 

 

 

Gambar 4.7 Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒4, 𝑣, 4) = 4 

Gambar 4.7 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal graf 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) dengan 𝑛 = 4 didapatkan hasil bilangan kromatik ketakteraturan 

lokal Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4  

 

Observasi 4.3. Diberikan (𝐷𝑛
(𝑚)
) adalah graf kincir angin belanda  dengan 𝑛 = 5 

, 𝑚 ≥ 3 didapatkan bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐷𝑛
(𝑚)
) = 3 

Bukti. Diketahui graf kincir angin belanda (𝐷𝑛
(𝑚)
) dengan himpunan titik 

𝑉(𝐷𝑛
(𝑚)
) = {𝐴} ∪ {𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑚} ∪ 𝑦𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑚} dengan |𝑉(𝐷𝑛

(𝑚)
)| =

4𝑚 + 𝑛 dan himpunan sisinya 𝐸(𝐷𝑛
(𝑚)
) = {𝑥1𝑥𝑖+1; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑖 = 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙} ∪

{𝑥𝑖𝑦𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑚} ∪ {𝐴𝑦𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑚} dengan |𝐸(𝐷𝑛
(𝑚)
)| = 5𝑚. Pada graf 

kincir angin belanda dengan 𝑚 ≥ 3 dan akan dibuktikan batas atas dan batas bawah 

dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf (𝐷𝑛
(𝑚)
) Pertama 

membuktikan batas bawah terlebih dahulu. Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah 

dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) ≥ Χ(𝐺), sehingga batas 

bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf (𝐷𝑛
(𝑚)
) adalah 3 untuk 

𝑚 ≥ 3. 

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

pada graf (𝐷𝑛
(𝑚)
) Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf 𝐺 dengan derajat 
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titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 2 atau 

𝑜𝑝𝑡(𝑙) ≥ 2. Maka setiap (𝐷𝑛
(𝑚)
) dilabeli dengan {1,2} atau 𝑙: 𝑣(𝐷𝑛

(𝑚)
) = {1, 2}. 

Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan menjumlahkan label yang bertetangga 

adalah sebagai berikut; 

𝑙(𝐴) = 1  

𝑙(𝑥𝑖) = {
2, untuk 𝑖 gasal
 1, untuk 𝑖 genap

  

𝑙(𝑦𝑖) = 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut; 

𝑤(𝐴) = 2𝑚  

𝑤(𝑥𝑖) = {
2, untuk 𝑖 gasal  
3, untuk 𝑖 genap

  

𝑤(𝑦𝑖) = {
3, untuk 𝑖 gasal  
2, untuk 𝑖 genap

  

Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan |𝑤(𝐷𝑛
(𝑚)
) | ≤ 3 

sebagai batas atas untuk graf kincir angin belanda dengan 𝑚 ≥ 3. Dalam hal ini 

telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui fungsi bobot titik dihasilkan 

nilai 3 ≤ Χ𝑙𝑖𝑠(𝐷𝑛
(𝑚)
) ≤ 3, sedemikian hingga 𝑋𝑙𝑖𝑠(𝐷𝑛

(𝑚)
)  = 3. Terbukti.  □ 

 

 

 

Gambar 4.8 Χ𝑙𝑖𝑠(𝐷5
(3)
) = 3 

Gambar 4.8 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal graf 

kincir angin belanda (𝐷𝑛
(𝑚)
) dengan 𝑚 = 3 dan didapatkan hasil bilangan kromatik 

ketakteraturan lokal Χ𝑙𝑖𝑠(𝐷𝑛
(𝑚)
) = 3. 
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Teorema 4.5. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) dengan 𝑛 = 5 , 𝑚 ≥ 3 adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛

(𝑚)), 𝑣, 𝑝) = 4 

Bukti. Diketahui graf kincir angin belanda (𝐷𝑛
(𝑚)) dengan himpunan titik  

𝑉 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) = {𝐴𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝} ∪ {𝑥𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚} ∪

𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚} dengan |𝑉 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐷𝑛
(𝑚)
), 𝑣, 𝑝)| = 4𝑚𝑝 + 𝑛 dan 

himpunan sisinya 𝐸 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) = {𝐴𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚} ∪

{𝑥𝑖,𝑗𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚 , 𝑥𝑖,𝑗 ≠ 𝑦𝑖,5 dan 𝑥𝑖,6 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚} ∪ {𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗+1; 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚 − 1 untuk 𝑗 = ganjil} ∪ {𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1 untuk 𝑚 genap dan 

𝑥𝑖,1𝑥𝑖+1,𝑚+1 untuk 𝑚 ganjil ; 1 ≤ i ≤ p} ∪ {𝑥𝑖,1𝑦𝑖+1,𝑚+1 untuk 𝑚 genap dan  

 𝑥𝑖,1𝑦𝑖+1,𝑚 untuk 𝑚 ganjil ; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1} dengan |𝐸 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝)| =

5𝑚𝑝. Pada graf kincir angin belanda dengan 𝑚 ≥ 3 dan akan dibuktikan batas atas 

dan batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada 

graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝).  Pertama membuktikan batas bawah terlebih dahulu. 

Berdasarkan Lemma 2.4.1 batas bawah dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

adalah Χ𝑙𝑖𝑠(𝐺) ≥ Χ(𝐺), sehingga batas bawah dari bilangan kromatik 

ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) adalah 4 untuk 𝑚 ≥ 3. 

Selanjutnya membuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)
), 𝑣, 𝑝). Berdasarkan Observasi 2.4.2 bahwa suatu graf 𝐺 

dengan derajat titik yang sama memiliki optimal pelabelan lebih besar sama dengan 

2 atau 𝑜𝑝𝑡(𝑙) ≥ 2. Maka setiap 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) dilabeli dengan {1,2} atau 

𝑙: 𝑣𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) = {1, 2}. Sehingga bobot titik yang diperoleh dengan 

menjumlahkan label yang bertetangga adalah sebagai berikut; 

𝑙(𝐴𝑖) = 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝  

𝑙(𝑥𝑖,𝑗) = {
2, untuk 𝑗 gasal  
1, untuk 𝑗 genap
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𝑙(𝑦𝑖,𝑗) = 1, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑚  

Sehingga bobot titik yang diperoleh berdasarkan definisi pewarnaan titik 

ketakteraturan lokal adalah sebagai berikut; 

𝑤(𝐴𝑖) = 2𝑚  

𝑤(𝑥𝑖,𝑗) = {
2, untuk 𝑗 gasal 
3, untuk 𝑗 genap

  

𝑤(𝑥𝑖,1) = 4, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1  

𝑤(𝑦𝑖,𝑗) = {
3, untuk 𝑗 gasal 
2, untuk 𝑗 genap

  

Berdasarkan hasil penghitungan bobot titik diatas didapatkan 

|𝑤𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝)| ≤ 4 sebagai batas atas untuk graf kincir angin belanda 

dengan 𝑚 ≥ 3. Dalam hal ini telah didapatkan batas bawah dan batas atas melalui 

fungsi bobot titik dihasilkan nilai 4 ≤ Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) ≤ 4, sedemikian 

hingga Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) = 4. Terbukti. □ 

 

 

 

 

Gambar 4.9 Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷5
(3)), 𝑣, 3) = 4 

Gambar 4.9 merupakan ilustrasi dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal graf 

kincir angin belanda 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) dengan 𝑚 = 3 dan didapatkan hasil 

bilangan kromatik ketakteraturan lokal Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) = 4. 
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BAB 5. PENUTUP 

 

5.2 Kesimpulan 

Berdasarkan Bab 4, diperoleh lima teorema baru bilangan kromatik 

ketakteraturan lokal hasil operasi shackle titik pada keluarga graf roda sebagai 

berikut : 

Teorema 1. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) 

dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝑊𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4 

Teorema 2. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) 

dengan 𝑛 ≥ 4 adalah  

 Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝐻𝑛, 𝑣, 𝑝) = {
8, untuk 𝑛 ≥ gasal 
5, untuk 𝑛 ≥ genap

  

Teorema 3. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) 

dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐹𝑙𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4  

Teorema 4. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) 

dengan 𝑛 ≥ 4 dan 𝑛 genap adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐿𝑒𝑛, 𝑣, 𝑝) = 4 

Teorema 5. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛
(𝑚)), 𝑣, 𝑝) dengan 𝑛 = 5 , 𝑚 ≥ 3 adalah Χ𝑙𝑖𝑠𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘 ((𝐷𝑛

(𝑚)), 𝑣, 𝑝) = 4 

 

5.2 Saran 

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, masalah terbuka untuk 

penelitian selanjutnya adalah menemukan bilangan kromatik ketakteraturan lokal 

inklusif pada hasil operasi shackle pada keluarga graf roda dan keluarga graf 

lainnya. 
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