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RINGKASAN 

 

ANALISIS KEMAMPUAN BERPIKIR KOMBINATORIAL MAHASISWA 

DALAM MENYELESAIKAN KAJIAN R-DYNAMIC VERTEX COLORING 

DAN PENERAPAN PROBLEM BASED LEARNING (PBL) UNTUK 

MENINGKATKAN KEMAMPUAN KOMBINATORIAL NYA; Brian Juned 

Septory, 170220101023; 2019; Program Studi Magister Pendidikan Matematika, 

Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember. 

Kemampuan berpikir kombinatorial sangat di perlukan dalam setiap 

pembelajaran. Namun dalam pembelajaran masih belum memaksimalkan 

kemampuan berpikir kombinatorial pada mahasiswa. Oleh karena itu dalam 

penelitian ini akan diterapkan Problem based Learning untuk meningkatkan 

kemampuan berpikir kreatif mahasiswa. Problem based Learning adalah model 

mengajar yang mengatur proses pembelajaran sehingga mahasiswa dapat fokus 

pada permasalahan dan memperoleh pengetahuan yang sebelumnya belum 

diketahuinya itu tidak melalui pemberitahuan, sebagian atau seluruhnya ditemukan 

sendiri. Metode penelitian yang akan digunakan dalam penelitian ini adalah metode 

yang menggabungkan antara metode kualitatif dan metode kuantitatif atau bisa 

disebut metode gabungan. Penelitian ini akan melibatkan 86 mahasiswa yang 

terbagi dalam dua kelas, yaitu kelas eksperimen dan kelas kontrol yang terdiri dari 

42 mahasiswa dari kelas kontrol dan 44 mahasiswa dari kelas eksperimen. Hasil 

dari penelitian akan diperoleh melalui post-test dan pre-test. 

Temuan pada kelas kontrol ditemukan 12% berada pada kategori level 1 

dalam berpikir kombinatorial 24% berada pada kategori level 2 dalam berpikir 

kombinatorial, 33% berada pada kategori level 3 dalam berpikir kombinatorial dan 

31% mahasiswa berada pada level 4 dalam berpikir kombinatorial sedangkan belum 

ada mahasiswa yang mencapai level 5 pada berpikir kombinatorik. Untuk kelas 

eksperimen, ditemukan bahwa tidak ada mahasiswa pada level 1 pada berpikir 

kombinatorial, 9% berada pada kategori level 2 dalam berpikir kombinatorial, 18% 

berada pada kategori level 3 dalam berpikir kombinatorial, 32% mahasiswa berada 

pada level 4 dalam berpikir kombinatorial dan 41% mahasiswa berada pada level 5 
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dalam berpikir kombinatorial. Hasil analisis uji sampel independen menunjukkan 

bahwa hasil belajar mahasiswa pada tahap pre-tes tidak berbeda dan pada tahap 

post-tes memiliki analisis yang berbeda menunjukkan nilai signifikan (p ≤ 0,05) 

yang berarti bahwa pasca pembelajaran memiliki hasil berbeda.  

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan menunjukkan bahwa 

penerapan PBL memiliki pengaruh yang signifikan terhadap kemampuan berpikir 

kombinatorial mahasiswa di kelas eksperimen. Mahasiswa di kelas eksperimen 

menunjukkan kemampuan berpikir kombinatorial mereka dibandingkan dengan 

kelas kontrol. Hasil penelitian menunjukkan bahwa peningkatan hasil belajar 

mahasiswa dan kemampuan berpikir kombinatorial dilihat dari posttest. Nilai kelas 

eksperimen lebih baik karena didukung oleh pembelajaran berbasis masalah (PBL) 

dalam pembelajaran untuk meningkatkan pemikiran kombinatorial mahasiswa. 
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BAB 1.  PENDAHULUAN  

1.1  Latar Belakang Masalah  

Pendidikan merupakan suatu bagian yang tidak dapat di pisahkan dalam 

kehidupan manusia . Di dalam pendidikan begitu banyak terkandung nilai positif 

yang merupakan pembangun kepribadian dan jati diri individu menjadi manusia 

seutuhnya. Setiap manusia di harapkan mampu menjadi individu yang memiliki 

kematangan dalam kecerdasan spiritual, emosional dan intelektual.  

Dewasa ini Pendidikan di Indonesia semakin maju dengan berbagai aspek 

pendukungnya , baik itu  lembaga kependidikan, tenaga pendidik maupun sarana 

dan prasarana pendukung lainnya. Perwujudan kecerdasan bangsa sangat di 

tentukan oleh sistem pendidikan yang terdapat di Indonesia. Dengan sistem 

pendidikan yang tertata dengan begitu baiknya dalam menyambut tujuan 

pendidikan maka tujuan pendidikan nasional dapat terwujud dengan semestinya.  

Seperti yang tertuang dalam Undang-undang RI Nomor 20 Tahun 2003 

Tentang Sistem Pendidikan Nasional Pasal   1 yang menegaskan bahwa Pendidikan 

adalah : Usaha sadar dan terencana untuk mewujudkan suasana belajar  dan proses 

pembelajaran agar peserta didik secara aktif mengembangkan potensi dirinya untuk 

memiliki kekuatan spiritual keagamaan, pengendalian diri, kepribadian, 

kecerdasan, akhlak mulia, serta keterampilan yang diperlukan dirinya, masyarakat, 

bangsa dan negara.  

Bertalian dengan hal tersebut standar nasional pendidikan yang tertuang 

dalam Permenristek no 44 tahun 2015 tentang Standar nasinal Perpendidikan tinggi 

(SNPT) pasal 1 ayat 2 yang menegaskan bahwa Standar Nasional Pendidikan adalah 

: kriteria minimal tentang pembelajaran pada jenjang pendidikan tinggi di 

perpendidikan tinggi di seluruh wilayah hukum Negara Kesatuan Republik 

Indonesia. Kemudian didukung oleh perpres no 8 tahun 2012 tentang KKNI pasal 

1 ayat 1 yang menegaskan bahwa Kerangka Kualifikasi Nasional Indonesia, yang 

selanjutnya di singkat KKNI, adalah kerangka penjenjangan kualifikasi kompetensi 

yang dapat menyandingkan,  menyetarakan, dan mengintegrasikan antara bidang 

pendidikan dan bidang pelatihan kerja serta pengalaman kerja dalam rangka 
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pemberian pengakuan kompetensi kerja sesuai dengan struktur pekerjaan di 

berbagai sektor. 

Pendidikan berjalan beriringan bersama waktu yang terus berputar dan 

jaman yang terus berlalu menjadikan pendidikan melekat pada setiap individu-

individu manusia. Sehingga pendidikan penjadi sebuah syarat penting dalam 

pembangunan karakter manusia. Di jaman sekarang ini pendidikan menjadi 

semakin sistematis dengan ilmu yang di pelajari mulai dari ilmu pengetahuan sosial, 

ilmu pengetahuan alam, matematika, bahasa dan berbagai cabang ilmu lainnya.   

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu yang memiliki keterkaitan  

pada beberapa cabang ilmu lainnya. Bertalian dengan pandangan tersebut maka 

implementasi matematika dalam kehidupan terlihat nyata , Khususnya untuk teori 

Graph dalam matematika  yang memiliki peranan penting jika diterapkan dalam 

bidang kehidupan. Misalnya dengan vertex coloring dalam aplikasinya kita dapat 

menentukan sistem penyimpanan bahan kimia berbahaya, membuat jadwal 

pemindahan binatang di kebun binatang, pembudidayaan ikan nila dan masih 

banyak kegunaan dari teori tersebut.   

Teori Graph sangat di perlukan dalam kehidupan, sehingga dalam 

pendidikan tinggi teori Graph mendapat tempat dalam mata kuliah matematika 

diskrit yang terdapat pada beberapa program studi di fakultas dalam lembaga 

pendidikan tinggi. Di dalam perkuliahan dengan materi teori Graph  khususnya r-

dynamic vertex coloring dibutuhkan kemampuan berpikir kombinatorial 

(combinatorial thinking) yang merupakan keterampilan yang dibutuhkan pebelajar 

dalam menempuh kajian dalam kombinatorik khususnya dalam teori graf. 

Perkuliahan dengan materi teori graf dalam kajian r-dunamic vertex 

coloring dan kemampuan berpikir kombinatorial (combinatorial thinking) memliki 

sebuah keterkaitan karena jika menempuh mata kuliah dengan kajian tersebut maka 

sangat di butuhkan kemampuan berpikir kombinatorial. Dengan demikian dalam 

perkuliahan di perlukan strategi dan rancangan yang tepat untuk menumbuhkan dan 

mengoptimalkan kemampuan berpikir kombinatorial mahasiswa.   
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Perangkat pembelajaran yang di persiapkan dan digunakan dalam 

pelaksanaan pembelajaran haruslah memiliki hasil bermakna dalam proses dan hasil 

perkuliahan mahasiswa. Perangkat pembelajaran tersebut di harapkan mampu 

mengembangkan kemampuan berpikir kombinatorial mahasiswa. Dengan demikian 

Perangkat pembelajaran yang di rancang haruslah di buat dengan seksama agar 

tujuan mampu menumbuhkan dan mengembangkan kemampuan keterampilan 

berpikir  kombinatorial mahasiswa. 

Solusi yang di tawarkan oleh penulis adalah dengan merancangkan 

perangkat pembelajaran berupa rencana pembelajaran, lembar kerja dan mahasiswa 

(LKM) pada materi r-dynamic vertex coloring  dengan berbasis Problem based 

Learning (PBL). Berdasarkan solusi tersebut maka penulis berasumsi bahwa 

rencana pembelajaran, lembar kerja mahasiswa (LKM) tersebut dapat memberikan 

pengaruh yang baik dalam meningkatkan perkembangan kemampuan berpikir 

kombinatorial  mahasiswa.  

Pelaksanaan pembelajaran dengan menggunakan perangkat pembelajaran 

yang mengacu pada model Problem-based Learning dapat digunakan untuk melihat 

kemampuan berpikir kombinatorial mahasiswa  dengan di tuangkan dalam sebuah 

potret fase berdasarkan indikator yang terdapat dalam kemampuan berpikir 

kombinatorial. Dengan demikian pada pelaksaan penelitian ini akan menghasilkan 

sebuah monograf hasil dari pekerjaan mahasiswa dan sesuai kebutuhan peneliti 

dalam menunjang penelitian ini. 

Berdasarkan uraian tersebut di atas maka penulis perlu untuk melakukan 

penelitian lebih lanjut. Olehnya itu, penulis mengangkat judul Analisis Kemampuan 

berpikir kombinatorial Mahasiswa Dalam Menyelesaikan Kajian r-Dynamic Vertex 

Coloring Dan Penerapan Problem Based Learning (PBL) Untuk Meningkatkan 

Keterampilan  Kombinatorialnya.  

1.2  Rumusan Masalah  

Adapun permasalahan yang dapat dirumuskan dari penelitian ini adalah :  

1. Bagaimanakah level kemampuan berpikir kombinatorial mahasiswa dalam 

menyelesaikan permasalahan dalam kajian r-dynamic vertex coloring ?  
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2. Bagaimanakah penerapan Problem Based Learning (PBL) dapat meningkatkan 

kemampuan berpikir kombinatorial mahasiswa dalam menyelesaikan masalah 

dalam kajian r-dynamic vertex coloring?  

3. Bagaimana potret fase kemampuan berpikir kombinatorial mahasiswa pada 

kajian r-dynamic vertex coloring?  

4. Bagaimanakah bentuk monograf hasil penerapan perangkat pembelajaran 

Problem based Learning pada kajian r-dynamic vertex coloring? 

 

1.3  Tujuan Penelitian  

Penelitian yang kami lakukan ini bertujuan  :  

1. Untuk mengetahui kemampuan berpikir kombinatorial mahasiswa dalam 

menyelesaikan permasalahan kajian r-dynamic vertex coloring  

2. Untuk mengetahui penerapan Problem Based Learning (PBL) dalam 

meningkatkan keterampilan kombinatorial mahasiswa pada kajian r-

dynamic vertex coloring 

3. Untuk mengetahui potret fase kememampuan berpikir kombinatorial 

mahasiswa dalam kajian r-dynamic vertex coloring 

4. Untuk menentukan bentuk monograf penerapan Problem based Learning 

pada kajian r-dynamic vertex coloring 

1.4  Manfaat Penelitian   

  Hasil penelitian ini diharapkan memberikan manfaat terhadap perbaikan 

kualitas pendidikan dan perkuliahan, di antaranya :  

a) Bagi peneliti, Memperluas wawasan peneliti dalam pembuatan perangkat 

pembelajaran dalam perkuliahan khususnya kajian dalam teori graf.  

b) Bagi dosen, dapat meningkatkan dan mengembangkan keterampilan dosen 

dalam membuat inovasi dalam pembuatan perangkat pembelajaran yakni, 

Dapat menghasilkan perangkat pembelajaran berbasis Problem based learning 

(PBL) terkhusus untuk kajian r-dynamic vertex coloring sehingga dapat 

meningkatkan kualitas proses perkuliahan.  
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c) Bagi mahasiswa, dapat mengembangkan pemahaman terhadap kajian 

rdynamic vertex coloring dan menumbuhkan kemampuan berpikir 

kombinatorialnya.  

d) Bagi universitas, dapat membangun minat dosen dalam mengembangkan 

kreatifitas pengembangan perangkat pembelajaran berdasarkan model Problem 

Based Learning.  

e) Bagi peneliti lain, sebagai referensi dalam pengembangan penelitian dengan 

bidang kajian sejenis. 

1.5 Spesifikasi Perangkat 

a) Lembar kerja Mahasiswa (LKM) pada penelitian ini memiliki spesifikasi berisi 

permaslahan terkait r-dynamic vertex coloring yang mengacu pada komponen 

dalam model Problem-based Learning (PBL). 

b) Monograf yang dihasilkan merupakan hasil dari pekerjaan mahasiswa dalam 

menyelesaikan permasalahan dalam kajian r-dynamic vertex coloring dan 

sesuai dengan kebutuhan peneliti dalam menunjang penelitian. 
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1.6 Kebaruan Penelitian 

a) Pengembangan monograf pada kajian r-dynamic vertex coloring dalam teori 

graf. Monograf ini berisi materi pengembangan matematika pendidikan tinggi 

pada mata kuliah matematika diskrit khususnya kajian r-dynamic vertex 

coloring yang mana menggunakan theorema dalam mencari bilangan kromatik 

dari pewarnaan titik dinamis graf operasi corona. Hal ini dijadikan acuan 

peneliti dalam menganalisis kemampuan berpikir kombinatorial mahasiswa. 

b) Permasalahan r-dynamic vertex coloring dalam bentuk soal dengan level 

berbeda yang dibuat oleh peneliti, sehingga memudahkan dalam menganalisis 

kemampuan berpikir kombinatorial mahasiswa.  

c) Penerapan model pemebelajaran Problem-based Learning (PBL) agar 

mahasiswa menemukan pewarnaan graf r-dynamic vertex coloring.
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BAB 2 KAJIAN PUSTAKA 

2.1  Kemampuan berpikir kombinatorial (combinatorial thinking) 

Proses berpikir kombinatorial adalah aspek khusus dari pemikiran 

matematis. Proses berpikir kombinatorial erat kaitannya dengan usaha siswa dalam 

memecahkan masalah, salah satunya yaitu memecahkan masalah matematika, 

Menurut (Grauman, 2002). Pemikiran kombinatorik yaitu sebagai cara untuk 

memecahkan masalah. Peserta didik harus menggunakan pemikiran kombinatorik  

dan menemukan cara yang sistematis untuk memastikan bahwa semua 

kemungkinan telah di bahas. 

Kemampuan combinatorial thinking menurut Karplus (dalam Nur, 2013) 

adalah kemampuan yang ditandai dengan siswa dapat menyusun pasangan objek 

dengan objek lain berdasarkan syarat yang diberikan serta mampu 

mempertimbangkan hal yang mungkin dan yang tidak mungkin. Sedangkan 

Widiyastuti dan Suci (2017) mengatakan bahwa kemampuan berpikir 

kombinatorial adalah salah satu kemampuan dalam perkembangan kognitif pada 

tahap operasional formal yang ditandai dengan siswa dapat mempertimbangkan 

seluruh alternatif cara penyelesaian yang mungkin dalam situasi tertentu. 

 Rezaie ( 2011 ), mengidentifikasi empat tahap dalam proses berpikir 

kombinatorial. Adapun tahap tersebut adalah sebagai berikut. 

1. Identifikasi beberapa masalah 

Pada tahap ini peserta didik di harapkan menemukan dengan lebih teliti 

permasalahan yang disajikan dalam soal. Peserta didik mulai memahami 

permasalahan yang terdapat dalam soal. Misalnya dalam penelitian ini mengambil 

materi pewarnaan titik dinamis pada graf maka peserta didik digarapkan sudah 

mengetahui kardinalitas titik dan sisi dari graf yang dimaksud. 

2. Pemahaman kembali masalah yang di temukan  

Tahap ini mengharapkan peserta didik agar lebih memahami permasalahan 

yang telah di temukannya pada tahap pertama. Pada tahap ini peserta didik sudah 

mempunyai pemahaman untuk mencoba menyelesaikan soal meski belum 

sempurna. Misalnya ketika diminta untuk memberikan pewarnaan pada graf beserta 
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fungsinya maka peserta didik sudah mampu memberikan warna sesuai dengan 

definisi yang di maksud pada graf tersebut. 

3. Pemaparan masalah dengan sistematis 

Pada tahap ini peserta didik diharapkan dapat memaparkan masalah yang 

telah ditemukan dan menuliskannya dengan sistematis. Peserta didik juga sudah 

mampu menyelesaikan dan menemukan solusi dari permasalahan yang terdapat 

dalam soal. Misalnya peserta didik telah mampu menemukan pewarnaan titik 

dinamis beserta fungsinya secara utuh untuk sebuah graf tertentu.  

4. Pengubahan masalah menjadi permasalahan kombinatorial lain  

Pada tahap ini peserta didik di harapkan mampu mengubah soal yang di 

terima menjadi penyelesaian dalam masalah kombinatorial lain. Peserta didik 

mampu menjelaskan tahap penyelesaiannya secara sistematis sesuai dengan konsep 

yang ada. Sehingga, pada tahap ini peserta didik tidak hanya mampu menyelesaikan 

soal, namun peserta didik juga mampu memberikan penjelasan dari hasil 

penyelesaiannya. 

Kombinatorik adalah salah satu bidang matematika yang berkaitan dengan 

perhitungan, baik sebagai sarana dan tujuan dalam memperoleh hasil dan 

karakterisasi properti dari struktur terbatas (Dafik 2018). Graumann (2002) 

menganggap combinatorial thinking sebagai alat untuk memecahkan masalah 

Dalam pandangan tersebut, combinatorial thinking adalah aspek khusus dari 

pemikiran matematika. 

Menurut Dafik (2018) terdapat lima faktor yang mempengaruhi keterampilan 

combinatorial thinking, dimana masing-masing indikator memiliki beberapa 

indikator yang berbeda. Indikator dan sub indikator dari combinatorial thinking 

disajikan dalam tabel 2.1. 

Tabel 2.1 Indikator yang Mempengaruhi Kemampuan berpikir kombinatorik 

Indikator Sub Indikator 

Mengidentifikasi beberapa kasus a. Mengidentifikasi properti/ karakter-

ristik dari masalah 

b. Menerapkan beberapa kasus 
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Indikator Sub Indikator 

Mengenali pola dari semua kasus a. Mengidentifikasi pola dari penyele-

saian kasus 

b. Memperluas pola dari penyelesaian 

kasus yang diperoleh 

Mengeneralisasi semua kasus a. Menerapkan simbolisasi matematika 

b. Menghitung kardinalitas 

c. Mengembangkan algoritma 

Membuktikan secara matematis a. Melakukan perhitungan argumen 

b. Menguji algoritma 

c. Mengembangkan sebuah bijeksi 

d. Menguji bijeksi 

e. Menerapkan pembuktian induktif, 

deduktif, dan kualitatif  

Mempertimbangkan dengan 

masalah kombinatorial lain 

a. Melakukan interpretasi 

b. Mengusulkan masalah terbuka 

c. Mengetahui masalah kombinatorial baru 

d. Menemukan aplikasi yang potensial 

Berdasarkan uraian mengenai indikator proses berpikir kombinatorial 

tersebut dapat dirumuskan indikator-indikator yang akan di gunakan dalam 

penelitian ini pengembangan indikator tersebut berdasarkan pendapat Dafik (2018) 

dan disesuaikan dengan materi pewarnaan titik dinamis (r-Dynamic coloring). 

Tabel 2.2 Pengembangan Indikator kemampuan berpikir kombinatorial 

Faktor Indikator 

Pengembangan Indikator 

berdasarkan Materi r-

dynamic vertex coloring. 

Mengidentifikasi 

beberapa kasus 

a. Mengidentifikasi 

properti/ karakter-

ristik dari masalah 

 

b. Menerapkan beberapa 

kasus 

Membedakan contoh dan 

bukan contoh dari graf r-

dynamic vertex coloring. 
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Faktor Indikator 

Pengembangan Indikator 

berdasarkan Materi r-

dynamic vertex coloring. 

Menerapkan konsep awal yang 

telah dipahami mahasiswa 

pada graf sederhana. 

Mengenali pola dari 

semua kasus 

a. Mengidentifikasi pola 

dari penyelesaian 

kasus 

 

b. Memperluas pola dari 

penyelesaia n kasus 

yang diperoleh 

Mengetahui pola pewarnaan 

graf berdasarkan r-dynamic 

vertex coloring. 

Melakukan ekspansi graf 

sebelumnya berdasarkan r-

dynamic vertex coloring. 

Mengeneralisasi 

semua kasus 

a. Menerapkan 

simbolisasi 

matematika 

b. Menghitung 

kardinalitas 

c. Mengembangkan 

algoritma 

Memberikan simbol pada graf. 

Menghitung kardinalitas dari 

suatu graf. 

Menghitung kardinalitas dari 

suatu graf yang diekspan. 

Membuktikan 

secara matematis 

a. Melakukan 

perhitungan argumen 

 

b. Menguji algoritma 

 

c. Mengembangkan 

sebuah bijeksi 

 

 

d. Menguji bijeksi 

 

 

 

e. Menerapkan 

pembuktian induktif, 

Menentukan kardinalitas dari 

suatu graf yang diekspan 

sebanyak n. 

Membuktikan kardinalitas 

yang telah ditemukan.  

Membuat fungsi titik, fungsi 

sisi, dan fungsi bobot suatu 

graf berdasarkan r-dynamic 

vertex coloring. 

Menguji fungsi titik, fungsi 

sisi, dan fungsi bobot suatu 

graf berdasarkan r-dynamic 

vertex coloring.  
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Faktor Indikator 

Pengembangan Indikator 

berdasarkan Materi r-

dynamic vertex coloring. 

deduktif, dan 

kualitatif  

Membuktikan fungsi titik, 

fungsi sisi, dan fungsi bobot 

suatu graf berdasarkan r-

dynamic vertex coloring.  

Mempertimbangkan 

dengan masalah 

kombinatorial lain 

a. Melakukan 

interpretasi 

b. Mengusulkan masalah 

terbuka 

 

 

c. Mengetahui masalah 

kombinatorial baru 

 

 

d. Menemukan aplikasi 

yang potensial 

Menjelaskan alur pengerjaan 

tes yang telah diberikan. 

Menemukan masalah terbuka 

yang berkaitan dengan r-

dynamic vertex coloring. 

Mengetahui masalah 

kombinatorial baru yang 

berkaitan dengan r-dynamic 

vertex coloring 

Menentukan aplikasi 

pewarnaan graf berdasarkan r-

dynamic vertex coloring dalam 

kehidupan sehari – hari. 

 

2.2 Pewarnaan Titik Dinamis (r-dynamic vertex coloring) 

Misalkan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah sebuah graf yang sederhana, terhubung, dan 

tidak berarah dengan himpunan titik 𝑉 dan himpunan sisi 𝐸, serta 𝑑(𝑣) adalah 

derajat dari setiap titik 𝑣 di 𝑉(𝐺). Derajat maksimum dan minimum dari graf 𝐺 

masing-masing di lambangkan dengan ∆(𝐺) dan 𝛿(𝐺). Dengan 𝑘 warna pada graf 

𝐺, kita memetakan 𝑐 ∶ 𝑉(𝐺)  ⇒  𝑆, dimana |𝑆| = 𝑘  sehingga setiap dua simpul 

yang berdekatan memiliki warna yang berbeda. Sebuah r-dinamis dengan 𝑘 warna 

pada graf 𝐺 sehingga |𝑐(𝑁(𝑣))| ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣)} untuk setiap titik 𝑣 di 𝑉(𝐺) 

dimana 𝑁(𝑣) adalah lingkungan 𝑣 dan 𝑐(𝑆) = {𝑐(𝑣): 𝑣 ∈ 𝑆} untuk setiap titik 

bagian dari 𝑆 (Jahanbekam, et al. 2014). Bilangan kromatik r-dinamis di tuliskan 
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dengan χr (𝐺)  adalah nilai minimum 𝑘 sehingga graf 𝐺 memiliki r-dinamis dengan 

k-warna. 

   Lai dan Montgomery (2012) menyatakan sebuah k-pewarnaan titik di 

katakan pewarnaan titik dinamis jika untuk setiap titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) dengan 𝑑(𝑣) ≥ 2. 

Titik yang saling bertetangga mempunyai dua warna yang berbeda. Jumlah warna 

r-dynamic dari graf 𝐺 dinotasikan χr (𝐺) merupakan warna minimum 𝑘  pada graf 

𝐺. Jumlah berwarna 1- Dynamic pada Graf 𝐺 adalah nilai warna yang di 

perkenalkan sebagai Chromatic Number dan dinotasikan χd (𝐺) dan untuk jumlah  

Dynamic ≥ 2 pada graf 𝐺 adalah nilai warna yang diperkenalkan sebagai r-Dynamic 

Chromatic Number. 

 

2.3 Model Pembelajaran Problem-Based Learning 

2.3.1 Definisi Pembelajaran Model Problem-Based Learning 

Pembelajaran Model Problem-Based Learning merupakan salah satu 

strategi pembelajaran yang menggunakan masalah dunia nyata sebagai suatu 

konteks bagi peserta didik untuk belajar tentang berpikir kritis dan juga tentang 

keterampilan pemecahan masalah, serta untuk memperoleh pengetahuan dan 

konsep yang esensi dalam pengetahuan yang mencakup pengumpulan informasi 

berkaitan dengan pertanyaan, menyintesa, dan mempresentasikan penemuanya 

pada orang lain. Peserta didik terlibat dalam penyelidikan untuk pemecahan 

masalah yang mengintegrasikan keterampilan dan konsep dari berbagai isi materi 

pelajaran. 

1 – Dynamic  2 – Dynamic  3 – Dynamic  

Gambar 2.1. contoh 1,2,3 r-Dynamic Vertex Coloring 
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   Uden and Beaumont (dalam Ismail,dkk, 2018) PBL is a problem model of 

constructivist learning that helps students to solve problems and to think. Ben dam 

Erickson (dalam komalasari, 2010 : 59) menegaskan bahwa Problem Based 

Learning merupakan strategi pembelajaran yang melibatkan peserta didik dalam 

memecahkan masalah dengan mengintegrasikan berbagai konsep dan keterampilan 

dari berbagai disiplin ilmu. Strategi ini meliputi mengumpulkan dan menyatukan 

informasi, dan mempresentasikan penemuan. Dalam Problem based Learning 

kemampuan berpikir peserta didik dioptimalisasikan melalui proses kerja kelompok 

yang sistematis sehingga peserta didik dapat memberdayakan, mengasah, menguji 

dan mengembangkan kemampuan berpikirnya secara berkesinambungan. 

   Arends (dalam Hosnan, 2014; 295) mendefinisikan Problem-based 

Learning sebagai model pembelajaran dengan pendekatan pembelajaran peserta 

didik pada masalah autentik sehingga peserta didik dapat menyusun pengetahuan 

sendiri, menumbuhkembangkan keterampilan yang lebih tinggi dan mencari/ 

menggali informasi (inquiry), memandirikan peserta didik dan meningkatkan 

kepercayaan diri sendiri. Model Problem-based Learning ini menggunakan 

masalah kehidupan nyata sebagai sesuatu yang di pelajari peserta didik untuk 

melatih dan meningkatkan keterampilan berpikir kritis dan pemecahan masalah 

serta mendapatkan pengetahuan konsep-konsep penting dan pendidik membantu 

peserta didik mencapai ketrampilan mengarahkan diri. 

   Berdasarkan pendapat diatas, peneliti mendefinisikan bahwa Problem-

based Learning merupakan model pembelajaran yang menggunakan permasalahan 

nyata sebagai fokus utama dan sebagai sarana bagi peserta didik untuk 

mengembangkan keterampilan dalam menyelesaikan masalah, berpikir kritis dan 

kreatif serta membangun pengetahuan baru melalui penyesalan yang bersifat 

terbuka (open ended).    

2.3.2 Tujuan Pembelajaran Model Problem-Based Learning 

Secara umum tujuan pembelajaran yaitu untuk membantu peserta didik 

mendapatkan berbagai pengalaman dan mengubah tingkah laku peserta didik, baik 

dari segi kualitas maupun kuantitas. Perubahan tingkah laku meliputi pengetahuan, 
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keterampilan dan nilai atau norma yang memiliki fungsi sebagai pengendali sikap 

dan perilaku peserta didik. 

Menurut Kurniasih & Sani (2015: 48) tujuan utama Problem-based 

Learning adalah untuk menggali daya kreativitas peserta didik dalam berpikir dan 

memotivasi peserta didik untuk terus belajar. Tujuan Problem-based Learning tidak 

untuk menyampaikan pengetahuan dalam jumlah besar pada peserta didik, namun 

pada pengembangan kemampuan berpikir dan kemampuan pemecahan masalah dan 

sekaligus mengembangkan kemampuan peserta didik untuk secara aktif 

membangun pengetahuan sendiri serta untuk mengembangkan kemandirian belajar 

dan keterampilan sosial peserta didik. Kemandirian belajar dan keterampilan sosial 

peserta didik dapat terbentuk ketika peserta didik berkolaborasi untuk 

mengidentifikasi informasi, strategi dan sumber belajar yang relevan untuk 

menyelesaikan masalah. 

2.3.3 Prinsip Pembelajaran Model Problem-Based Learning 

Menurut Faturrohman (2015: 114) Problem-based Learning merupakan 

model pembelajaran yang mempunyai prinsip utama menggunakan masalah nyata 

sebagai sarana bagi peserta didik untuk mengembangkan pengetahuan peserta didik 

untuk mengembangkan pengetahuan sekaligus mengembangkan kemampuan 

berpikir kritis dan kemampuan pemecahan masalah. Masalah nyata adalah masalah 

yang terdapat dalam kehidupan sehari-hari dan bermanfaat langsung jika 

diselesaikan. 

Pemilihan atau penentuan masalah nyata dapat dilakukan oleh pendidik 

maupun peserta didik yang disesuaikan kompetensi dasar tertentu. Masalah bersifat 

terbuka (open-ended problem) yaitu masalah yang memiliki banyak jawaban atau 

strategi penyelesaian yang mendorong keingintahuan peserta didik untuk 

mengidentifikasi strategi dan solusi tersebut. Masalah itu juga bersifat terstruktur 

dengan baik (ill-structured) yang tidak dapat diselesaikan secara langsung dengan 

cara menerapkan rumus atau strategi tertentu, namun membutuhkan informasi 

lanjut untuk memahami dan perlu mengkombinasikan berapa strategi atau bahkan 

mengkreasi strategi sendiri untuk menyelesaikannya. 
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2.3.4 Karakteristik Pembelajaran Model Problem-Based Learning  

Problem-based Learning memiliki karakteristik tersendiri yang 

membedakan dengan model pembelajaran yang lain. Problem-based Learning 

berpotensi memberikan pengalaman belajar yang lebih menarik minat dan 

menyenangkan bagi peserta didik. 

Karakteristik Problem-based Learning menurut beberapa sumber meliputi: 

(a) Belajar diawali dengan suatu masalah, (b) Masalah  yang di berikan 

berhubungan dengan dunia nyata peserta didik atau integrasi konsep dan masalah 

dunia nyata, (c) Keterkaitan masalah dengan berbagai disiplin ilmu, (d) 

Penyelidikan yang dilakukan bersifat autentik, (e) Menghasilkan dan memamerkan 

hasil karya, (f) Adanya kolaborasi antar peserta didik, maupun peserta didik dengan 

pendidik, (g) Menggunakan kelompok kecil. 

2.3.5 Sintaks Pembelajaran Model Problem-based Learning 

Penerapan model pembelajaran Problem-based Learning terdiri atas lima 

langkah utama yang pada dasarnya dimulai dengan pendidik memperkenalkan 

kepada peserta didik situasi masalah dan diakhiri dengan penyajian dan analisis 

hasil kerja peserta didik. Kegiatan pembelajaran Problem-based Learning diawali 

dengan aktivitas peserta didik untuk menyelesaikan masalah nyata ditentukan atau 

disepakati. Proses penyelesaian masalah tersebut berimplikasi pada terbentuknya 

keterampilan peserta didik dalam menyelesaikan masalah dan berpikir kritis serta 

sekaligus membentuk pengetahuan baru. Tahapan-tahapan atau sintaks dalam 

pembelajaran Problem-based Learning menurut Magued Iskander (dalam 

Fathurrohman, 2015:116) pada tabel 2.1 berikut ini: 

Tabel 2.3 Sintaks Problem-based Learning 

Tahapan Tahapan Pendidik 

Tahap 1 

Mengorientasikan 

peserta didik kepada 

masalah 

Pendidik menjelaskan tujuan pembelajaran dan sarana 

atau logistik yang dibutuhkan. Pendidik memotivasi 

peserta didik untuk terlibat dalam aktivitas pemecahan 

masalah nyata yang dipilih atau di tentukan. 
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Tahap 2  

Mengorganisasi 

peserta didik untuk 

belajar 

Pendidik membantu peserta didik menentukan dan 

mengorganisasi tugas belajar yang berhubungan dengan 

masalah yang sudah di orientasikan pada tahap 

sebelumnya. 

Tahap 3  

Membimbing 

penyelidikan 

individual maupun 

kelompok 

Pendidik mendorong peserta didik untuk 

mengumpulkan informasi yang sesuai dan 

melaksanakan eksperimen untuk mendapatkan 

kejelasan yang di perlukan untuk menyelesaikan 

masalah. 

Tahap 4  

Mengembangkan dan 

menyajikan hasi karya 

Pendidik membantu peserta didik untuk berbagi tugas 

dan merencanakan atau menyiapkan karya yang sesuai 

sebagai hasil pemecahan masalah dalam bentuk 

laporan, video atau model. 

Tahap 5 

Menganalisis dan 

mengevaluasi proses 

pemecahan masalah 

Pendidik membantu peserta didik untuk melakukan 

refleksi atau evaluasi terhadap prosses pemecahan 

masalah yang dilakukan 

Sumber: Magued (2008) dalam Faturrohman (2015) 

   Tahapan-tahapan pembelajaran Problem-based Learning yang di 

laksanakan secara sistematis berpotensi dapat mengembangkan kemampuan peserta 

didik dalam menyelesaikan masalah dan sekaligus dapat menguasai pengetahuan 

yang sesuai dengan kompetensi dasar tertentu. 

 

2.3.6 Kelebihan dan kelemahan Pembelajaran Problem-based Learning 

Problem-based Learning sebagai salah satu model pembelajaran memiliki 

berbagai kelebihan, namun demikian juga tidak lepas dari adanya kelemahan yang 

perlu menjadi pertimbangan dalam menerapkannya. Menurut Kurniasih & sani 

(2015: 49) keunggulan model Problem-based Learning, yaitu: 
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a. Mengembangkan pemikiran kritis dan keterampilan kreatif peserta didik, 

b. Meningkatkan kemampuan memecahkan masalah para peserta didik dengan 

sendirinya, 

c. Meningkatkan motivasi peserta didik dalam belajar, 

d. Membantu peserta didik belajar untuk mentransfer pengetahuan dengan situasi 

yang serba baru, 

e. Mendorong peserta didik mempunyai inisiatif untuk belajar secara mandiri, 

f. Mendorong kreativitas peserta didik dalam pengungkapan penyelidikan 

masalah yang telah peserta didik lakukan, 

g. Terjadi pembelajaran yang bermakna, 

h. Peserta didik mengintegrasikan pengetahuan dan keterampilan secara simultan 

dan mengaplikasikannya dalam konteks yang relevan. 

i. Meningkatkan kemampuan berpikir kritis, menumbuhkan inisiatif peserta 

didik dalam bekerja, motivasi internal untuk belajar, dan dapat 

mengembangkan hubungan interpersonal dalam bekerja kelompok. 

j. Mengembangkan minat peserta didik untuk secara terus menerus belajar 

sekalipun belajar pada pendidikan formal telah berakhir. 

Meskipun model pembelajaran ini terlihat baik dan sempurna dalam 

meningkatkan kemampuan serta kreativitas peserta didik, tapi tetap saja memiliki 

celah kelemahan (Sanjaya dalam Sutirman, 2013). Kelemahan Problem-based 

Learning meliputi: (Hobri, metodologi penelitian pengembangan (aplikasi pada 

penelitian pendidikan matematika), 2010) 

a. Peserta didik yang tidak memiliki minat atau tidak mempunyai kepercayaan 

bahwa masalah yang dipelajari dapat di pecahkan, maka mereka enggan untuk 

mencoba,  

b. Waktu pelaksanaan yang relatif panjang, 

c. Tanpa adanya pemahaman mengapa mereka berusaha untuk memecahkan 

masalah yang sedang di pelajari, maka mereka tidak akan belajar apa yang 

mereka ingin pelajari (pencapaian isi pembelajaran yang rendah). 

Untuk mengatasi kelemahan pembelajaran  berbasis masalah, pendidik 

hendaknya membuat persiapan yang matang sebelum menerapkannya dan 
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memberikan penjelasan yang detail agar peserta didik memahami permasalahan 

yang di hadapi dengan baik dan mampu menumbuhkan motivasi pada diri peserta 

didik agar mereka memiliki kepercayaan diri untuk berhasil. 

2.3.7 Penilaian dan Evaluasi Problem-based Learning 

Tidak ada teknik penilaian yang di berikan secara khusus pada pembelajaran 

model Problem-based Learning. Hal penting bagi dosen adalah dapat 

mengumpulkan informasi penilaian yang valid dan reliabel. Teknik peniliaian dan 

evaluasi yang dipandang cocok untuk model pembelajaran Problem-based 

Learning adalah penilaian kerja (Husnan, 2014: 306) penilaian kerja dilakukan 

dalam bentuk cheklist dan skala sikap. 

   Setelah itu, penilaian proses dalam pembelajaran Problem-based Learning 

memungkinkan peserta didik menunjukan apa yang mereka lakukan ketika 

berhadapan dengan situasi masalah nyata. Hobri (2010) menyebutkan 2 model 

assesment yang dapat di kembangkan pada Problem-based Learning yaitu 

authentics assesment dan  portofolio. authentics assesment mengkondisikan peserta 

didik untuk melaksanakan peserta didik untuk melaksanakan tugas dengan situasi 

kehidupan sehari-hari, sedangkan portofolio yaitu menilai berdasarkan kumpulan 

pekerjaan peserta didik dan digunakan oleh peserta didik untuk membuat refleksi 

tentang kemampuannya. 

Pembelajaran Problem-based Learning memberikan fasilitas pada peserta 

didik untuk mengembangkan keterampilan sosial atau keterampilan kolaboratifnya 

melalui aktivitas diskusi. Keterampilan ini (meliputi keterampilan bekerja sama, 

keterampilan interpersonal, dan peran aktif dalam kesuksesan kelompok) dapat 

dinilai melalui observasi. 

 

2.4 Perangkat Pembelajaran 

Perangkat pembelajaran yang dimaksud adalah Rencana pembelajaran 

semester ( RPS ), Lembar kerja mahasiswa ( LKM ). 

2.4.1 Rencana Pembelajaran Semester ( RPS ) 

Permenristek no 44 tahun 2015 tentang Standar nasinal Perpendidikan 

tinggi (SNPT) pasal 12 menjelaskan bahwa Perencanaan proses pembelajaran 
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disusun untuk setiap mata kuliah dan disajikan dalam rencana pembelajaran 

semester (RPS). Rencana pembelajaran semester (RPS) ditetapkan dan 

dikembangkan oleh dosen secara mandiri atau bersama dalam kelompok keahlian 

suatu bidang ilmu pengetahuan dan/atau teknologi dalam program studi. 

2.4.2 Lembar Kerja Mahasiswa ( LKM ) 

Lembar kerja mahasiswa ( LKM ) merupakan salah satu sarana untuk 

membantu dan mempermudah dalam kegiatan pembelajaran sehingga akan 

membantu efektifitas dalam pembelajaran. LKM yang disusun di rancang dan di 

kembangkan dengan mengacu pada model pembelajaran Problem-based Learning. 

Dalam melaksanakan diskusi dalam pembelajaran LKM di gunakan sebagai media 

untuk dapat mengemukakan pendapat dalam bentuk tulisan oleh mahasiswa. 

 Pembelajaran yang dilaksanakn dengan menggunakan LKM mengharuskan 

pendidik lebih berfungsi sebagai fasilitator, LKM memuat masalah-masalah 

berdasarkan kajian tertentu. Dengan demikian pendidik tidak perlu menjelaskan 

semua materi dan contoh-contoh soal secara mendetail kepada mahasiswa namun 

hanya berupa uraian singkat tentang materi pada kajian pembelajaran yang akan di 

sampaikan pada mahasiswa. 

2.5      Tinjauan Penelitian Terdahulu  

Penelitian yang membahas tentang Problem-based Learning, berpikir 

kombinatorial secara luas telah banyak di teliti. Namun tidak ada yang sama persis 

dengan penelitian yang akan dilaksanakan oleh peneliti. Beberapa penelitian 

tersebut yang relevan dengan penelitian ini. 

1. Ammamiaritha, E. Syahputra, E. Surya. (2017) Development of Learning 

Devices Oriented Problem Based Learning to Increase Combinatorial 

Thinking in Mathematical Problem Solving Ability. 

2. Murtikusuma, Randi Pratama (2014), Pengembangan Perangkat pembelajaran 

Matematika Problem-based  Learning  untuk siswa kelas XI SMK Materi 

Barisan dan Deret. 

3. Tri utami , yudhi (2017), Pengembangan Perangkat  pembelajaran matematika 

berbasis Problem-based Learning bernuansa islami untuk mengukur 

kemmapuan berpikir kritis siswa pada pokok bahasan barisan dan deret.  
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4. Cahyati , Anggraeny Endah (2016) ,Pengembangan perangkat pembelajaran 

matematika pendekatan saintifik model Problem-based Learning  dan High 

order thinking materi barisan dan deret SMK X.
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BAB III METODE PENELITIAN 

 

 

3.1 Jenis Penelitian  

 

Penelitian yang akan dilaksanakan menggunakan penelitian kombinasi 

(mixed methods). Penelitian ini merupakan pendekatan penelitian yang 

mengkombinasikan atau mengasosiasikan penelitian kuantitatif dan penelitian 

kuantitatif. Pendekatan ini melibatkan asumsi-asumsi filosofis, aplikasi 

pendekatan kuantitatif dan kualitatif, serta pencampuran (mixing) kedua 

pendekatan tersebut dalam suatu penelitian. 

Menurut Creswell, Plano Clark, Gutmann, and Hanson (dalam Naoko 

Taguchi, 2018), mixed methods research involves “the collection or analysis of 

both quantitative and qualitative data in a single study in which the data are 

collected concurrently or sequentially, are given priority, and involve the 

integration of data”. 

Penelitian ini lebih kompleks dari sekedar mengumpulkan dan 

menganalisis dua jenis data karena melibatkan juga fungsi dari dua pendekatan 

secara kolektif sehingga kekuatan penelitian ini secara keseluruhan lebih besar 

jika dibandingkan dengan penelitian kuantitatif atau penelitian kualitatif. 

Penelitian kombinasi (mixed methods) yang dimaksud dalam penelitian ini akan 

dilaksanakan berupa penelitian kualitatif , kuantitatif dan kualitatif secara 

berurutan. 

 

3.2 Definisi Operasional 
 
Penelitian yang dilaksanakan memuat tiga variabel inti, yaitu antara lain: 
 

Kemampuan berpikir kombinatorial  merupakan sebuah keterampilan 

berpikir yang memungkinkan pebelajar mampu untuk menginvestigasi beberapa 

kasus dalam masalah graf, membuat dugaan sementara untuk setiap kasus yang 

identik, membuktikan hasil dugaan dengan membuat hipotesis  untuk kasus identik 

graf,  menggunakan hasil generalisasi untuk menghubungkan pada masalah 

kombinatorik yang berbeda dengan kasus sebelumnya. Penggunaan berpikir 

21 
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kombinatorial diterapkan dalam kemampuan mahasiswa dalam menemukan 

perwarnaan titik dinamis dalam graf yang sudah ditemukan maupun graf baru 

dengan pewarnaan yang optimal. 

Arends (dalam Hosnan, 2014; 295) mendefinisikan Problem-based 

Learning sebagai model pembelajaran dengan pendekatan pembelajaran peserta 

didik pada masalah autentik sehingga peserta didik dapat menyusun pengetahuan 

sendiri, menumbuhkembangkan keterampilan yang lebih tinggi dan mencari/ 

menggali informasi (inquiry), memandirikan peserta didik dan meningkatkan 

kepercayaan diri sendiri. Model Problem-based Learning ini menggunakan 

masalah kehidupan nyata sebagai sesuatu yang di pelajari peserta didik untuk 

melatih dan meningkatkan keterampilan berpikir kritis dan pemecahan masalah 

serta mendapatkan pengetahuan konsep-konsep penting dan pendidik membantu 

peserta didik mencapai ketrampilan mengarahkan diri. 

Konsep pewarnaan graf r-dynamic vertex coloring merupakan konsep 

lanjutan dari konsep vertex coloring. Konsep ini termotifasi dari sebuag pewarnaan 

titik yang selalu dinamis atau berubah sesuai dengan keadaan tertentu. Tidak seperti 

konsep pewarnaan titik biasa yang mengharuskan pewarnaan titik btetap pada 

sebuah keadaan graf, tetapi dalam konsep r-dynamic vertex coloring pewarnaan 

titik yang di berikan selalu dinamis berawal dari pewarnaan minimal hingga 

pewarnaan optimal dari sebuah graf. Lai dan Montgomery (2012) menyatakan 

sebuah k-pewarnaan titik di katakan pewarnaan titik dinamis jika untuk setiap titik 

𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) dengan 𝑑(𝑣) ≥ 2. Titik yang saling bertetangga mempunyai dua warna 

yang berbeda. Jumlah warna r-dynamic dari graf 𝐺 dinotasikan χ𝑟 (𝐺) merupakan 

warna minimum 𝑘  pada graf 𝐺. Jumlah berwarna 1- Dynamic pada Graf 𝐺 adalah 

nilai warna yang di perkenalkan sebagai Chromatic Number dan dinotasikan χ𝑑   

(𝐺) dan untuk jumlah  Dynamic ≥ 2 pada graf 𝐺 adalah nilai warna yang 

diperkenalkan sebagai r-Dynamic Chromatic Number. 
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3.3 Subjek dan objek Penelitian 
 

Penelitian ini dilaksanakan pada tahun ajaran 2018/2019 tepatnya di 

semester Gasal. Tempat penelitian untuk melakukan uji coba terbatas adalah dua 

kelas perkuliahan ( kelas eksperimen dan kelas kontrol ) di FKIP Pendidikan 

Matematika Universitas Jember.  

3.4 Desain Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode campuran yang 

menggabungkan metode penelitian kuantitatif dan kualitatif. Desain yang 

digunakan adalah Sequential explanatory: Quantitative data is collected first, 

followed by qualitative data that can explain the findings from quantitative data 

(e.g., after assessing pragmatic competence at group-level, following up on several 

participants to gain understanding about their characteristics). 

Ciri khas dari desain sequential adalah peneliti mengkombinasikan 

pendekatan kuantitatif dan pendekatan kualitatif dalam penelitiannya secara 

bertahap (berurutan). Sequential design terdiri dari tiga macam , yaitu sequential 

eksplanatory design, sequential eksploratory design, dan sequential 

transformative design. Berdasarkan pengertian dari berbagai macam desain 

sequential tersebut maka peneliti memutuskan untuk menggunakan sequential 

eksploratory design dalam penelitian ini. 

Creswel (dalam karunia 2015: 155) menjelaskan bahwa desain sequential 

eksploratory pada penelitian kombinasi, dicirikan dengan pengumpulan data dan 

analisis data kualitatif pada tahap pertama, dan diikuti dengan pengumpulan dan 

analisis data kuantitatif pada tahap kedua, guna membuat kesimpulan hasil 

penelitian pada tahap pertama. Prioritas utama pada desain sequential 

eksploratory lebih menekankan pada pengumpulan dan analisis data kualitatif. 

Proses pencampuran (mixing) terjadi ketika peneliti menghubungkan antara 

analisis data kualitatif dan pengumpulan data kuantitatif. 

Berdasarkan penjelasan tersebut maka peneliti menggambarkan desain 

penelitian pada sebuah bagan di bawah ini: 
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3.5 Rancangan Penelitian 
 

Prosedur penelitian yang dilakukan terdiri tiga tahap sesuai dengan 

tahapan dalam desain penelitian, yaitu: studi pendahuluan (penelitian kualitatif), 

analisis kemampuan berpikir kombinatorial (penelitian kuantitatif), dan 

penerapan Problem-based Learning (penelitian kualitatif). Penjelasan prosedur 

penelitian digambarkan pada sebuah bagan sebagai berikut: 

Studi kualitatif 

(pengumpulan 

dan analisis 

data kualitatif) 

Higher Priority 

 

Studi kuantitatif 

(pengumpulan 

dan analisis data 

kuantitatif) 

Lowwer Priority 

 

Studi kualitatif 

(pengumpulan 

dan analisis data 

kualitatif) 

Higher Priority 

 

Kombinasi dan 

interpretasi hasil 

penelitian secara 

keseluruhan 

 

Gambar 3.1 bagan penelitian Mixed Methods dengan sequential eksploratory design 

No 

Gambar 3.1 Bagan rancangan penelitian 

Mixed Method 

Experiment 

class N = 

43 

Control 

class N = 45 

 

Pre-test 

Conventional 

 Validitas & Reliabelitas 

The analysis of student combinatorial thinking skills 

solving under the implementation of Problem based 

Learning 

Problem based 

Quantitatif Data 

Normality Test of 

T-test 

Post-test 

Qualitatif Data 

Work Interview 

Obsevation Result 
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Berikut ini adalah peneliti yang juga menggunakan mixed method dalam 

penelitiannya. 

1. Suntusia, Dafik, Hobri 2018 The effectiveness oresearh based learning in 

improving students’ achievement in solving two-dimensional arithmetic 

sequence problems International journal of instruction. Vol 12 pp 17-32. 

2. Tohir, M. Abidin, Z. Dafik. Hobri. 2018. Students creative thinking skills in 

solving two  dimensional arithmetic series through research-based learning, 

Journal of Physics: Conf. Series 1008 (2018) 012072. 

3. Hobri. Dafik. Hossain. 2018. The Implementation of Learning Together in 

Improving Students’ Mathematical Performance. International Journal of 

Instruction e-ISSN: 1308-1470 

3.5.1 Tahap Studi Pendahulan  

Studi pendahuluan dilaksanakan pada objek penelitian dengan 

menggunakan penelitian kualitatif dengan tujuan untuk mengetahui kemampuan 

dasar mahasiswa dalam mengikuti pembelajaran. Dengan melaksanakan studi 

pendahuluan yang dimaksud maka peneliti dapat menentukan tingkat pemberian 

masalah dalam tahap analisis kemampuan berpikir kombinatorial.  

Tahap studi pendahuluan diawali dengan melaksanankan uji 

homogenitas bagi beberaoa kelas yang akan digunakan sebagai kelas penelitian, 

setelah uji homogenitas dilaksanakan maka akan di dapatkan dua kelas yang 

akan digunakan yaitu kelas eksperimen dan kelas kontrol. Pretes dan postes akan 

dilaksanakan pada kelas peneltian tersebut untuk kemudian di analisis dan 

menghasilkan studi pendahuluan. 

 

3.5.2 Tahap analisis kemampuan berpikir kombinatorial  

Analisis kemampuan berpikir kombinatorial merupakan inti dari 

penelitian ini. Analisis kemampuan berpikir kombinatorial di laksanakan 

dengan menggunakan penelitian kuantitatif beracuan pada hasil studi 

pendahuluan. Pemberian tes pada analisis tersebut diharapkan mampu membuat 

peneliti mengetahui tingkat kemampuan berpikir kombinatorial.  
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Di awali dengan pengembangan instrumen yang akan digunakan dalam 

analisis keterampilan kombinatorik kemudian melalui proses validitas dan 

reliabilitas jika tidak valid dan reliabel akan dilaksanakan berulang fase tersebut. 

Jika instrumen telah valid dan reliabel maka akan digunakan untuk menganalis 

kemampuan berpikir kombinatorial dalam kelas penelitian. 

Setelah di instrumen di berikan maka akan dilaksanakan uji normalitas 

dan t-tes untuk mendapatkan kesimpulan hasil analisis keterampilan 

kombinatorik. kemudian akan jadi sebuah acuan dalam pelaksanaan Problem-

based Learning. 

 

3.5.3 Tahap penerapan Problem-based Learning 

Penerapan PBL dilaksanakan dengan menggunakan penelitian kualitatif 

sehingga dapat menungkatkan keterampilan kombinatorik mahasiswa. Penerapan 

model Problem-based Learning dilaksanakan dengan acuan analisis keterampilan 

kombinatorik pada tahap sebelumnya. Pada tahap ini akan di hasilkan sebuah potret 

fase merupakan gambaran alur berpikir mahasiswa dalam memecahkan suatu 

permasalahan. Dalam penelitian ini potret fase mahasiswa didasarkan pada alur 

kemampuan combinatorial thinking mahasiswa dalam menyelesaikan kajian r-

Dynamic Vertex Coloring  berbasis Problem based learning. 

3.6 Teknik Pengumpulan data  

Penelitian pendidikan dengan menggunakna pendekatan penelitian 

kuantitatif, teknik pengumpulan data biasanya dilakukan dengan teknik tes, 

sedangkan teknik pengumpulan data pada penelitian dengan pendekatan penelitian 

kualitatif pada umumnya menggunakan teknik observasi, wawancara yang 

mendalam, dan dokumentasi . Pada pendekatan penelitian kombinasi teknik 

pengumpulan data yang digunakan adalah gabungan dari teknik-teknik tersebut.  
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3.6.1. Teknik Tes 

Pengumpulan data melalui teknik tes dilakukan dengan memberikan 

instrumen tes yang terdiri dari seperangkat pertanyaan/soal untuk memperoleh data 

mengenai kemampuan siswa terutama pada aspek kognitif. Pengumpulan data 

melalui teknik tes dapat dilakukan sebelum atau sesudah perlakuan, bahkan dapat 

dilakukan saat studi pendahuluan sebelum penelitian dimulai. teknik tes yang 

digunakan dalam peneltian ini adalah sebagai berikut : 

a) Data pretes  

Data pretes diperoleh melalui tes yang dilaksanakan sebelum perlakuan 

diberikan. Materi yang di teskan pada saat pretes adalah materi yang akan diteliti 

selama penelitian. Dengan mengetahui bagaimana kemampuan awal mahasiswa 

sebelum penelitian, peneliti memiliki acuan untuk menentukan kemampuan akhir 

atau peningkatan kemampuan seperti apa yang diharapkan di akhir penelitian 

sehingga memudahkan peneliti untuk menyusun rancangan penelitian.  

b) Data Postes  

Data postes di peroleh melalui tes yang diselenggarakan setelah perlakuan 

diberikan pada akhir penelitian. Data pstes digunakan untuk mengetahui gambaran 

mengenai kemampuan akhir/pencapaian kemampuan siswa pada materi tertentu. 

Tes yang diberikan pada saat postes dapat serupa atau sama persis dengan tes yang 

diberikan pada saat pretes. 

3.6.2. Teknik nontes 

Pengumpulan data melalui teknik non tes yang digunakan ditempuh dengan 

beberapa cara berikut: 

a) Interview (wawancara) 

Pengumpulan data melalui wawancara dilakukan dengan memberikan 

serangkaian pertanyaan yang diajukan secara langsung oleh peneliti kepada 

responden. Pelaksanaan wawancara di laksanakan dengan menggunakan 

instrumen pedoman wawancara. 
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b) Kuesioner  

Pengumpulan data melalui kuesioner dilakukan dengan memberikan 

instrumen berupa daftar pertanyaan yang harus di jawab oleh orang yang menjadi 

subjek dalam penelitian (responden). Daftar pertanyaan yang disusun dalam 

pertanyaan terbuka yang dituangkan dalam bentuk instrumen angket. 

3.7 Teknik Analisis Data 

3.7.1. Teknik Pengolahan dan analisis data instrumen tes 

Data yang di peroleh dari instrumen tes masih berupa data mentah yang 

penggunaannya masih sangat terbatas. Data mentah tersebut dapat memberikan 

informasi yang di perlukan guna menjawab rumusan masalah dan menyelesaikan 

masalah dalam penelitian.  

a) Validitas instrumen 

Sebuah tes dikatakan valid apabila tes tersebut mengukur apa yang hendak 

diukur. Dengan kata lain, validitas suatu instrumen merupakan tingkat ketepatan 

suatu instrumen untuk mengukur sesuatu yang harus diukur.  

  Lembar validasi digunakan untuk menguji kevalidan angket, soal tes 

berpikir kritis, dan pedoman wawancara. Instrument pada penelitian ini divalidasi 

oleh dua dosen pendidikan matematika dengan tujuan agar instrument yang 

digunakan bias memberikan informasi yang sangat jelas dan akurat.  

Langkah-langkah untuk menentukan tingkat kevalidan instrument (Hobri, 2010) 

sebagai berikut. 

1. Menghitung rata-rata dari semua validator untuk setiap aspek penilaian dengan 

rumus sebagai berikut. 

𝐼𝑖 =
∑ 𝑉𝑖𝑗

𝑛
𝑗=𝐼

𝑛
 

Keterangan : 

𝐼𝑖 = rata–rata nilai aspek ke-i; 

𝑉𝑖𝑗 = data nilai dari validator ke-j terhadap indicator ke-i; 

𝑗 = validator 1,2,3;  

𝑖 = indikator 1,2,…n 
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𝑛 = banyaknya indikator 

2. Menghitung nilai rata-rata total untuk semua aspek dengan cara 

menjumlahkaan semua 𝐼𝑖 dan dibagi dengan banyaknya aspek. Secara 

matematika dapat dituliskan sebagai berikut. 

𝑉𝑎 =
∑ 𝐼𝑖 

𝑘
𝑖=𝐼

𝑘
 

Keterangan: 

𝑉𝑎 = nilai rata-rata total untuk semua aspek; 

𝐼𝑖 = rata–rata nilai aspek ke-i; 

𝑖 = aspek yang dinilai: 1,2,3,…k; 

𝑘 = banyaknya aspek; 

3. Menentukan tingkat kevalidan instrument dengan merujuk pada nilai 𝑉  𝑎 

yang disajikan dalam Tabel 3.1 berikut. 

Nilai 𝑽  𝒂 Tingkat Kevalidan 

  1 ≤  𝑽  𝒂 < 𝟐 Tidak Valid 

  𝟐 ≤  𝑽  𝒂 < 𝟑 Kurang Valid 

  3 ≤  𝑽  𝒂 < 𝟒 Cukup Valid 

  4 ≤  𝑽  𝒂 < 𝟓 Valid 

  𝑽  𝒂 = 𝟓 Sangat Valid 

 

 

Pada Penelitian ini, isntrumen dapat digunakan jika nilai  𝑉  𝑎 berada pada 4 ≤  𝑉  𝑎 <

5. 

b) Reliabilitas 

Reliabilitas suatu instrumen adalah kekonsistenan instrumen tersebut bila 

diberikan pada subjek yang sama meskipunoleh orang yang berbeda, waktu yang 

berbeda, atau tempat yang berbeda, maka akan memberikan hasil yang sama atau 

relatif sama (tidak berbeda secara signifikan). Tinggi rendahnya derajat reliabilitas 

suatu instrumen di tentukan oleh nilai koefisien korelasi antara butir soal atau item 

pernyataan dan pertanyaan dalam instrumen tersebut yang di notasikan dengan r. 

Tabel 3.1   Kriteria validitas instrummen 
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Tolak ukur untuk menginterpretasikan derajat reliabilitas instrumen di tentukan 

berdasarkan kriteria menurut Guilford dalam (Kurniasih & Sani, 2015) berikut. 

Koefisien korelasi Korelasi Interpretasi reliabilitas 

0,90 ≤  r  ≤ 1,00 Sangat tinggi Sangat tetap / sangat baik 

0,70 ≤  r  < 0,90 Tinggi Tetap / baik 

0,40 ≤  r  < 0,70 Sedang Cukup tetap / cukup baik 

0,20 ≤  r  < 0,40 Rendah Tidak tetap / buruk 

r  <  0,20 Sangat rendah Sangat tidak tetap / sangat buruk 

 

c) Uji normalitas  

Uji normalitas merupakan salah satu uji prasyarat untuk memenuhi asumsi 

kenormalan dalam analisis data statistik parametrik. Pengujian ini dilakukan untuk 

mengetahui apakah sebaran data berdistribusi normal atau tidak. Data dikatakan 

berdistribusi normal jika data memusat pada nilai rata-rata dan median sehingga 

kurvanya menyerupai lonceng yang simetris. Dengan profit data semacam ini, 

maka data tersebut dianggap bisa mewakili populasi. 

d) Uji Homogenitas 

Homogenitas data mempunyai makna, bahwa data memiliki varians atau 

keragaman nilai yang sama secara statistik. Uji homogenitas merupakan salah satu 

uji prasyarat analisis data  statistik parametrik pada teknik komparasional 

(membandingkan). Uji homogenitas dilakukan untuk mengetahui apakah varians 

data dari sampel yang dianalisis homogen atau tidak. 

3.7.2. Teknik pengolahan dan analisis data instrumen nontes  

Data yang diperoleh dari instrumen nontes berupa data kualitatif yang 

diolah dengan cara di kuantifikasi dan dianalisis secara deskriptif.berikut adalah 

cara yang digunakan untuk mengolah dan menganalisis data instrumen non tes. 

Data hasil wawancara diolah dan dianalisis secara deskriptif. Temuan-temuan 

hasil wawancara diuraikan secara sistematis guna menjawab permasalahan dalam 

Tabel 3.2   Kriteria koefisien korelasi reliabilitas instrummen 
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penelitian. Analisis data angket dapat dilakukan dengan cara menentukan 

persentase jawaban responden untuk masing-masing item pernyataan atau 

pertanyaan dalam angket yang selanjutnya dianalisis secara deskrptif kemudian 

dianalisis secara kuantitatif.  

1.8 Potret fase 

Potret Fase merupakan gambaran alur berpikir mahasiswa dalam 

memecahkan suatu permasalahan. Dalam penelitian ini potret fase mahasiswa 

didasarkan pada alur kemampuan combinatorial thinking mahasiswa dalam 

menyelesaikan kajian r-Dynamic Vertex Coloring berbasis Problem based 

learning. Berikut beberapa langkah untuk mengetahui potret fase mahasiswa, 

1. Menyediakan pertanyaan yang bertuliskan indikator dari kemampuan 

combinatorial thinking berdasarkan hasil observasi dari pengerjaan Post. 

2. Melakukan wawancara dengan meminta mahasiswa mengambil sebuah kartu 

indikator untuk setiap langkah pengerjaan Post-tes dengan ada pengembalian 

kartu indikator, sehingga langkah yang diambil oleh mahasiswa dapat 

berulang. 

3. Menulis urutan dari setiap kartu indikator yang diambil oleh mahasiswa dan 

menggambar urutan tersebut dalam bentuk graf sehingga ada langkah yang 

diulang. 

1.9 Monograf 

Penelitian ini akan menghasilkan sebuah monograf r-dynamic vertex 

coloring. Monograf dalam penelitian merupakan buku yang berisi materi r-dynamic 

vertex coloring yang menyajikan munculnya konsep r-dynamic vertex coloring, 

hasil-hasil penelitian terdahulu yang berkaitan dengan r-dynamic vertex coloring, 

dan hasil penelitian terbaru yang ditemukan oleh peneliti serta aplikasi r-dynamic 

vertex coloring. 
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN 

5.1. Kesimpulan 

Penelitian ini dilakukan untuk menganalisis kemampuan berpikir 

kombinatorial dan penerapan pembelajaran berbasis masalah. Temuan pada kelas 

kontrol ditemukan 12% berada pada kategori level 1 dalam berpikir kombinatorial 

24% berada pada kategori level 2 dalam berpikir kombinatorial, 33% berada pada 

kategori level 3 dalam berpikir kombinatorial dan 31% mahasiswa berada pada 

level 4 dalam berpikir kombinatorial sedangkan belum ada mahasiswa yang 

mencapai level 5 pada berpikir kombinatorial. Untuk kelas eksperimen, ditemukan 

bahwa tidak ada mahasiswa pada level 1 pada berpikir kombinatorial, 9% berada 

pada kategori level 2 dalam berpikir kombinatorial, 18% berada pada kategori level 

3 dalam berpikir kombinatorial, 32% mahasiswa berada pada level 4 dalam berpikir 

kombinatorial dan 41% mahasiswa berada pada level 5 dalam berpikir 

kombinatorial. Hasil analisis uji sampel independen menunjukkan bahwa hasil 

belajar mahasiswa pada tahap pre-tes tidak berbeda dan pada tahap post-tes 

memiliki analisis yang berbeda menunjukkan nilai signifikan (p ≤ 0,05) yang berarti 

bahwa pasca pembelajaran memiliki hasil berbeda.  

Penelitian yang telah dilakukan menunjukkan bahwa penerapan PBL 

memiliki pengaruh yang signifikan terhadap kemampuan berpikir kombinatorial 

siswa di kelas eksperimen. Siswa di kelas eksperimen menunjukkan kemampuan 

berpikir kombinatorial mereka dibandingkan dengan kelas kontrol. Hasil penelitian 

menunjukkan bahwa peningkatan hasil belajar siswa dan kemampuan berpikir 

kombinatorial dilihat dari posttest. Nilai hasil Post-tes kelas eksperimen lebih baik 

karena didukung oleh pembelajaran berbasis masalah (PBL) dalam pembelajaran 

untuk meningkatkan pemikiran kombinatorial siswa. 

Kajian r-Dynamic Vertex Coloring berbasis Problem based learning, Alur 

berpikir kombinatorial dituangkan dalam potret fase mahasiswa dengan jumlah 8 

tiga mahasiswa di temukan subjek 1, subjek 2 dan subjek 3 berada pada level 3 

dalam berpikir kombinatorial, subjek 4 dan subjek 5 berada pada level 4 dalam 
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berpikir kombinatorial dan subjek 6,7 dan 8 berada pada level 5 dalam  

kombinatorik. Dapat di ketahui perbedaan alur pemikiran dari mahasiswa pada 

kelas kontrol memiliki alur yang relatif rendah dan eksperimen memilik alur 

pemikiran relatif lebih tinggi dapat dilihat dari jumlah indikator yang dikuasai oleh 

setiap mahasiswa. 

Proses pengembangan monograf dilakukan setelah didapatkan hasil dari 8 

mahasiswa stelah mengetahui kemampuan berpikir kombinatorial mereka. Dari 8 

mahasiswa di temukan 4 bentuk pola pewarnaan titik dinamis yang berbeda 

kemudian peneliti meneliti apakah ke 4 bentuk tersebut bisa bisa di kembangkan 

setelah diteliti keempat bentuk dasar tersebut bisa di kembangkan. Langkah 

selanjutnya peneliti membuat rumus generalisasi dari keempat pola tersebut dan  

ditulis dalam monograf.  

5.2. Saran 

Pada penelitian analisis kemampuan berpikir kombinatorial mahasiswa 

dalam kajian r-dynamic vertex coloring terdapat saran sebagai berikut : 

1. Monograf yang sudah dibuat oleh peneliti sebaiknya bisa dikembangkan lebih 

banyak lagi penemuan tentang pola pewarnaan titik terbaru. 

2. Tes kemampuan berpikir kombinatorial akan lebih baik jika diuji cobakan pada 

banyak mahasiswa yang berbeda dan kelas yang berbeda. 
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Lampiran A. Matriks Penelitian  

 

JUDUL PERMASALAHAN VARIABEL INDIKATOR SUMBER DATA 
METODE 

PENELITIAN 

Analisis 

Kemampuan 

Berpikir 

Kombinatorial 

Mahasiswa 

Dalam 

Menyelesaikan 

Kajian r-Dynamic 

Vertex Coloring 

Dan Penerapan 

Problem Based 

Learning (PBL)  

1. Bagaimanakah level 

kemampuan berpikir 

kombinatorial 

mahasiswa dalam 

menyelesaikan 

permasalahan dalam 

kajian r-dynamic vertex 

coloring ?  

2. Bagaimanakah 

penerapan Problem 

Based Learning (PBL) 

dapat meningkatkan 

kemampuan berpikir 

kombinatorial 

1. Kemampuan 

berpikir 

kombinatorial 

2. r-Dynamic 

Vertex Coloring 

3. Pembelajaran 

Problem based 

Learning. 

 

1. Kemampuan 

berpikir 

kombinatorial 

mahasiswa 

menggunakan 

pembelajaran 

Problem based 

Learning 

2. Hasil 

pengembangan 

perangkat 

pembelajaran 

Problem based 

learning 

3. Potret fase 

kemapuan 

berpikir 

kombinatorial 

4. Monograf hasil 

dari  

pembelajaran 

1. Kepustakaan 

2. Validator: 

Dosen  

3. Mahasiswa 

Pendidikan 

Matematika 

Penelitian 

Kombinasi 

(Mixed 

Methods) 

83 
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84 

 

mahasiswa dalam 

menyelesaikan masalah 

dalam kajian r-dynamic 

vertex coloring?  

3. Bagaimana potret fase 

kemampuan berpikir 

kombinatorial 

mahasiswa pada kajian 

r-dynamic vertex 

coloring?  

4. Bagaimanakah 

monograf hasil 

penerapan perangkat 

pembelajaran Problem 

based Learning pada 

kajian r-dynamic vertex 

coloring? 

Problem-based 

Learning 

84 
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Lampiran B. Perangkat Pembelajaran (RPS dan RPP)  
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UNIVERSITAS JEMBER 
FAKULTAS KEGURUAN DAN ILMU PENDIDIKAN 
PROGRAM STUDI PENDIDIKAN MATEMATIKA 

RENCANA PEMBELAJARAN SEMESTER (RPS) 
MATA KULIAH KODE Rumpun MK BOBOT (sks) SEMESTER Tgl Penyusunan 

Matematika Diskrit KPM1404 Pendidikan Matematika 4 4 20-2-2018 

OTORISASI  

Dosen Pengembang RPS Koordinator MK Ketua Prodi Dekan/Wakil Dekan 1 

 
 
 

   

Lioni Anka Monalisa, S.Pd., M.Pd  
Saddam Hussen, S.Pd., M.Pd 

Prof. Drs. SLAMIN, M.Comp.Sc., Ph.D  Susi Setiawani, S.Si., M.Sc. Prof. Dafik, M.Sc., Ph.D 

Capaian 
Pembelajaran (CP) 

CPL – Prodi 

 
S-A6 
S-A8 
S-A9 
PP-A2 
PP-A3 
PP-A4 
 
KK-1 
 
 
KU-1 

 
bekerjasama dan memiliki kepekaan sosial serta kepedulian terhadap masyarakat dan lingkungan; 
menginternalisasi nilai, norma, dan etika akademik; 
menunjukkan sikap bertanggungjawab atas pekerjaan dibidang keahliannya secara mandiri; 
Menguasai dasar – dasar berpikir matematis melalui kajian konsep matematika 
Menguasai konsep matematika yang diperlukan untuk pemecahan masalah 
Menguasai konsep matematika yang diperlukan untuk melaksanakan pembelajaran di satuan pendidikan dasar dan menengah, serta untuk 
studi lanjut 
Mampu merencanakan, mengimplementasikan, dan mengevaluasi pembelajaran matematika secara inovatif dengan mengaplikasikan konsep 
pedagogik-didaktik matematika dan keilmuan matematika serta memanfaatkan berbagai sumber belajar dan IPTEKS yang berorientasi pada 
kecakapan hidup; 
mampu menerapkan pemikiran logis, kritis, sistematis, dan inovatif dalam konteks pengembangan atau implementasi ilmu pengetahuan dan 
teknologi yang memperhatikan dan menerapkan nilai humaniora yang sesuai dengan bidang keahliannya; 

CP-MK 

 
 
 
 
 

Mahasiswa mampu menjelaskan konsep dasar teori bilangan , Barisan, Deret, Relasi Rerulang, Induksi Matematika, Prinsip Dasar Menghitung, 
Permutasi dan Kombinasi, Prinsip Rumah Merpati, Representasi Bilangan dalam Komputer, Aljabar Boole dan Sirkuit Digital, Konsep Dasar 
Teori Graf, Pewarnaan Graf, Sirkuit dan Siklus, Masalah Ekstrim, Berhitung dalam Graf, dan Pelabelan Graf. 
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Deskripsi Singkat 
Mata Kuliah 

 
Matakuliah ini berisi kajian tentang Teori Bilangan, Barisan, Deret, Relasi Rerulang, Induksi Matematika, Prinsip Dasar Menghitung, Permutasi dan 
Kombinasi, Prinsip Rumah Merpati, Representasi Bilangan dalam Komputer, Aljabar Boole dan Sirkuit Digital, Konsep Dasar Teori Graf, Pewarnaan Graf, 
Sirkuit dan Siklus, Masalah Ekstrim, Berhitung dalam Graf, dan Pelabelan Graf. 
 

Materi 
Pembelajaran/ 
Pokok Bahasan 

1. Teori Bilangan 
2. Barisan 
3. Deret 
4. Relasi Rerulang 
5. Induksi Matematika 
6. Prinsip Dasar Menghitung 
7. Permutasi dan Kombinasi 
8. Prinsip Rumah Merpati 
9. Representasi Bilangan dalam Komputer 
10. Aljabar Boole dan Sirkuit Digital 
11. Konsep Dasar Teori Graf 
12. Pewarnaan Graf 
13. Sirkuit dan Siklus 
14. Masalah Ekstrim 
15. Berhitung dalam Graf 
16. Pelabelan Graf 

Daftar Pustaka/ 
Referensi 

A. R. Johnsonbaugh, Discrete Mathematics, Prentice Hall. 
B. L. Lovasz, J. Pelikan, K. Vesztergombi, 2003, Discrete Mathematics Elementary and Beyond, Springer-Verlag 
C. P. Grossman, 2002, Discrete Mathematics for Computing, Palgrave Macmillan New York.  
D. P. Flecher, H. Hoyle and C.W. Patty, 1991, Foundation of Discrete Mathematics, PSW-KENT Publishing Company. 
E. N. Hartsfield and G. Ringel, 1994, Pearls in Graph Theory, Academic Press.   
 

Media 
Pembelajaran 

Software Hardware 

1. MS Word 
2. MS PPT 
3. Browser:  E-learning UNEJ 

1. Proyektor 
2. LCD 
3. Laptop / Komputer 

Team Teaching Prof. Drs. SLAMIN, M.Comp.Sc., Ph.D [A] 
Prof. Dafik, M.Sc., Ph.D [B] 
Lioni Anka Monalisa, S.Pd., M.Pd [C] 
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Saddam Hussen, S.Pd., M.Pd [D] 

Matakuliah Prasarat  

 

Minggu 
ke- 

Kemampuan Akhir yang 
Diharapkan (KAD) 

Indikator 
Kriteria dan Bentuk 

Penilaian 
Metode Pembelajaran 

[Estimasi Waktu] 
Materi Pembelajaran 

[Pustaka] 

Bobot 
Penilaian 

(%) 

1-2 Pemahaman regulasi 
perkuliahan dan materi-
materi yang akan 
dilaksanakan dan 
pengenalan dasar teori 
bilangan 

  Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan.  

Tugas terstuktur 
pembagian dan persiapan 
materi 
[2*100 menit] 

 

Kontrak kuliah, RPS, RPP, RTM, 
Silabus, Pendahuluan Pengenalan 
buku-buku panduan yang biasa 
digunakan dan pengenalan 
matematika diskrit.  [C,D] 

 

3 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi permasalahan pola 

bilangan dalam barisan 

Kemampuan 
mahasiswa dalam 
mengerjakan soal 
terkait permasalahan 
pola bilangan dalam 
barisan dengan tepat 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model: cooperatif Learning 
[100 menit] 

Barisan [C,D] 2% 

4 

Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi pola jumlah 

barisan bilangan dalam deret 

Kemampuan 
mahasiswa dalam 
mengerjakan soal 
terkait permasalahan 
pola jumlah barisan 
bilangan dalam deret 
dengan tepat 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model cooperatif Learning 
[100 menit] 

Deret [C,D] 2% 

5 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi pola barisan relasi 

berulang, menentukan 

persamaannya dan solusi 

eksplisitnya 

Kemampuan 
mahasiswa dalam 
mengerjakan soal 
terkait pola barisan 
relasi berulang, 
menentukan 
persamaannya dengan 
tepat 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model: cooperatif Learning 
[100 menit] 

Relasi berulang [C,D] 2% 
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6-7 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi induksi 

matematika dan pembuktian 

pola umum barisan dan deret 

Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi 

untuk mengatasi 

permasalahan yang 

berhubungan dengan 

induksi matematika 

dengan tepat 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model: cooperatif Learning 
[2*100 menit] 

Induksi matematika [C,D] 2% 

8-9 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi fenomena sehari-

hari yang dapat diselesaikan 

dengan prinsip dasar 

menghitung 

Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi 

terkait aturan 

penjumlahan, perkalian 

dengan tepat 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model: cooperatif Learning 
[2*100 menit] 

Prinsip dasar menghitung [C,D] 2% 

10-11 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi permutasi  

Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi 

terkait aturan permutasi 

dengan tepat 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model: cooperatif Learning 
[2*100 menit] 

Permutasi [C,D] 2% 

12-13 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi kombinasi dan 

generalisasi kombinasi 

Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi 

terkait aturan 

kombinasi dengan tepat 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model: cooperatif Learning 
[2*100 menit] 

Kombinasi [C,D] 2% 

14-15 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi prinsip rumah 

merpati 

Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi 

terkait permaslahan 

rumah merpati dengan 

tepat 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model: cooperatif Learning 
[2*100 menit] 

Prinsip rumah merpati [C,D] 2% 

16 UTS     30% 

17 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi permasalahan 

representasi bilangan bulat 

dalam komputer 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

merepresentasikan 

bilangan bulat kedalam 

komputer 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Kuliah, Diskusi dan 

Latihan 

Model: Discovery Learning 
[100 menit] 

Representasi Bilangan Bulat 

dalam Komputer 

[A,B] 

2% 
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18 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi permalasahan 

representasi bilangan riil 

dalam komputer 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

merepresentasikan 

bilangan riil kedalam 

komputer 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Kuliah, Diskusi dan 

Latihan 

Model: Discovery Learning 
[100 menit] 

Representasi Bilangan Riil dalam 

Komputer 

[A,B] 

2% 

19 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi permasalahan 

konsep bilangan untuk 

memecahkan masalah aljabar 

Boole 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

menyelesaikan 

permasalahan aljabar 

Boole 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Kuliah, Diskusi dan 

Latihan 

Model: Discovery Learning 
[100 menit] 

Aljabar Boole 

[A,B] 
2% 

20 

Pembahasan aljabar Boole 

dan sirkuit digital 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

menganalisis dan 

memberikan solusi 

sirkuit digital 

menggunakan aljabar 

Boole 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Kuliah, Diskusi dan 

Latihan 

Model: Discovery Learning 
[100 menit] 

Sirkuit Digital 

[A,B] 
2% 

21 
Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi permasalahan 

yang berhubungan dengan 

representasi bilangan dalam 

komputer, aljabar Boole, dan 

sirkuit digital 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

menyelesaikan 

permasalahaan 

mengenai representasi 

bilangan, dalam 

computer, aljabar 

Boole, dan sirkuit 

digital 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Latihan Soal 

Model: Discovery Learning 
[100 menit] 

Representasi Bilangan dalam 

Komputer, Aljabar Boole dan 

Sirkuit Digital 

[A,B] 

2% 

22 Mahasiswa mampu 

memahami Konsep dasar 
teori graf 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

menyelesaikan 

permasalahaan 

mengenai konsep dasar 

teori graf 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Kuliah, Diskusi dan 

Latihan 

Model: Discovery Learning 
[100 menit] 

Konsep dasar teori graf [A,B] 2% 

23-24 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

menyelesaikan 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model: Discovery Learning 

Pewarnaan dalam graf [A,B] 2% 
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mengatasi permasalahan 

yang berhubungan dengan 

Pewarnaan graf 

permasalahaan 

mengenai pewarnaan 

graf dengan tepat 

Metode: Tanya Jawab  [2*100 menit] 

25 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi permasalahan 

yang berhubungan dengan 

Sirkuit dan siklus 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

menyelesaikan 

permasalahaan sirkuit 

dan siklus dengan tepat 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Kuliah, Diskusi dan 

Latihan 

Model: Discovery Learning 
[100 menit] 

Sirkuit dan siklus [A,B] 2% 

26 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi permasalahan 

yang berhubungan dengan 

Masalah ekstrim 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

menyelesaikan 

permasalahaan masalah 

ekstrim dengan tepat 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Kuliah, Diskusi dan 

Latihan 

Model: Discovery Learning 
[100 menit] 

Masalah ekstrim [A,B] 2% 

27-28 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi permasalahan 

yang berhubungan dengan 

Berhitung dalam graf 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

menyelesaikan 

permasalahaan 

mengenai berhitung 

dalam graf 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model: Discovery Learning 
 [2*100 menit] 

Berhitung dalam graf [A,B] 2% 

30-31 Mahasiswa mampu 

menganalisis dan 

memberikan solusi untuk 

mengatasi permasalahan 

yang berhubungan dengan 

Pelabelan graf 

Kemampuan 

mahasaiswa dalam 

menyelesaikan 

permasalahaan 

mengenai representasi 

bilangan, dalam 

computer, aljabar 

Boole, dan sirkuit 

digital 

Kriteria: Ketepatan dan 

penguasaan materi 

 

Metode: Tanya Jawab 

Bentuk: Kuliah, Diskusi 

dan Latihan 

Model: Discovery Learning 
[2*100 menit] 

Pelabelan graf [A,B] 2% 

32 UAS     32% 

Catatan:  
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RENCANA PEMBELAJARAN 

 

Fakultas/Prodi  : Keguruan dan Ilmu Pendidikan/Pendidikan 

Matematika 

Mata Kuliah/Kode    : Matematika Diskrit/KPM1409 

Semester    : Ganjil 

SKS    : 4 

Dosen Pengampu     : Prof. Drs. Dafik, M.Sc.,Ph.D 

        Arika Indah Kristiana, S.Si.,M.Pd 

Bahan Kajian     :   r-dynamic Vertex Coloring 

Pertemuan ke     :   1 (2 x 50menit) 

Kemampuan Akhir Yang Diharapkan : Mahasiswa mampu menganalisis dan 

.....memberikan solusi untuk mengatasi 

....permasalahan yang berhubungan dengan 

....pewarnaan graf. 

Indikator  :.-..Kemampuan mahasiswa dalam 

.....menyelesaikan permasalahan mengenai 

.....pewarnaan graf dengan tepat 

-..Mahasiswa mampu memahami dan 

.....mengembangkan .....r-dynamic vertex 

.....coloring dari suatu graf 

Sub Bahan Kajian  : Kardinalitas, bilangan kromatik fungsi 

.....pewarnaan titik.dinamis pada graf  

Sumber Pembelajaran   :  

Media Pembelajaran    : Laptop dan LCD 

Pendekatan/metode  :. 

Skenario Pembelajaran : 
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 Pertemuan 1  : Kardinalitas dan bilangan kromatik pewarnaan titik dinamis 

pada graf  

KEGIATAN PEMBELAJARAN 
ESTIMASI 

WAKTU 

Kegiatan Pendahuluan 
15’ 

Dosen Mahasiswa 

1. Mengucapkan salam bersama 

dengan mahasiswa membaca 

doa sebelum memulai 

perkuliahan  

2. Membangkitkan pengetahuan 

mahasiswa dengan memberikan 

contoh-contoh penerapan graf 

dalam kehidupan sehari-hari. 

3. Menyampaikan tujuan 

pembelajaran yaitu mengetahui 

konsep dasar graf (kardinalitas) 

4. Membangkitkan pengetahuan 

mahasiswa dengan memberikan 

contoh-contoh penerapan graf 

dalam kehidupan sehari-hari 

5. Menjelaskan bahan kajian yang 

akan dipelajari tentang 

kardinalitas graf 

1. Menjawab salam dan bersama 

dengan dosen membaca doa 

sebelum memulai perkuliahan 
2. Memperhatikan dan jika perlu 

mencatat tujuan pembelajaran  

3. Memperhatikan dan jika perlu 

mencatat tujuan pembelajaran  

4. Memperhatikan contoh yang 

diberikan dosen  

5. Mendengarkan penjelasan dosen 

terkait bahan kajian yang akan 

dipelajari tentang kardinalitas 

graf 

 

15 

Kegiatan Inti 
75’ 

Dosen Mahasiswa 

1. Membagi mahasiswa dalam 

beberapa kelompok yang 

heterogen 

2. Membagikan LKM untuk 

diselesaikan secara 

berkelompok 

3. Memberikan referensi 

(pengetahuan awal) berupa 

jurnal penelitian 
4. Memberikan penjelasan 

mengenai jurnal tersebut  

5. Mengobservasi mahasiswa saat 

berdiskusi 

6. Menunjuk kelompok untuk 

mempresentasikan hasil diskusi 

7. Mengevaluasi jalannya 

presentasi 

 

 

1. Membentuk kelompok belajar 

sesuai arahan dosen  

2. Menerima LKM yang diberikan 

dosen 

3. Menerima referensi yang 

diberikan oleh dosen 

4. Mendengarkan penjelasan 

dosen 

5. Melakukan diskusi 
6. Mempresentasikan hasil diskusi 

7. Mendengarkan evaluasi dari 

dosen 

75 
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Kegiatan Penutup 
10’ 

Dosen Mahasiswa 

1. Mengarahkan mahasiswa untuk 

membuat kesimpulan 

2. Memberi penguatan akhir 

tentang materi yang dibahas 

1. Membuat kesimpulan  

 

2. Mendengarkan penguatan yang 

diberikan dosen 

10 
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 Pertemuan 2  : fungsi pewarnaan titik dinamis pada graf  

KEGIATAN PEMBELAJARAN 
ESTIMASI 

WAKTU 

Kegiatan Pendahuluan 
15’ 

Dosen Mahasiswa 

1. Mengucapkan salam bersama 

dengan mahasiswa membaca 

doa sebelum memulai 

perkuliahan  

2. Membangkitkan pengetahuan 

mahasiswa dengan memberikan 

contoh-contoh penerapan graf 

dalam kehidupan sehari-hari. 

3. Menyampaikan tujuan 

pembelajaran yaitu fungsi 

pewarnaan titik dinamis pada 

graf 

4. Membangkitkan pengetahuan 

mahasiswa dengan memberikan 

contoh-contoh penerapan graf 

dalam kehidupan sehari-hari 

5. Menjelaskan bahan kajian yang 

akan dipelajari tentang fungsi 

pewarnaan titik pada graf 

1. Menjawab salam dan bersama 

dengan dosen membaca doa 

sebelum memulai perkuliahan 

2. Memperhatikan dan jika perlu 

mencatat tujuan pembelajaran  

3. Memperhatikan dan jika perlu 

mencatat tujuan pembelajaran  

4. Memperhatikan contoh yang 

diberikan dosen  

5. Mendengarkan penjelasan dosen 

terkait bahan kajian yang akan 

dipelajari tentang fungsi 

pewarnaan titik pada graf  

 

15 

Kegiatan Inti 
75’ 

Dosen Mahasiswa 

1. Membagi mahasiswa dalam 

beberapa kelompok yang 

heterogen 

2. Membagikan LKM untuk 

diselesaikan secara 

berkelompok 

3. Memberikan referensi 

(pengetahuan awal) berupa 

jurnal penelitian 

4. Memberikan penjelasan 

mengenai jurnal tersebut  

5. Mengobservasi mahasiswa saat 

berdiskusi 

6. Menunjuk kelompok untuk 

mempresentasikan hasil diskusi 

7. Mengevaluasi jalannya 

presentasi 

 

 

1. Membentuk kelompok belajar 

sesuai arahan dosen  

2. Menerima LKM yang diberikan 

dosen 

3. Menerima referensi yang 

diberikan oleh dosen 

4. Mendengarkan penjelasan 

dosen 

5. Melakukan diskusi 

6. Mempresentasikan hasil diskusi 

7. Mendengarkan evaluasi dari 

dosen 

75 
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Kegiatan Penutup 
10’ 

Dosen Mahasiswa 

1. Mengarahkan mahasiswa untuk 

membuat kesimpulan 

2. Memberi penguatan akhir 

tentang materi yang dibahas 

1.   Membuat kesimpulan  

 

2. Mendengarkan penguatan yang 

diberikan dosen 

10 
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RENCANA PEMBELAJARAN 

 

Fakultas/Prodi    : Keguruan dan Ilmu Pendidikan/Pendidikan 

Matematika 

Mata Kuliah/Kode    : Matematika Diskrit/KPM1409 

Semester    : Ganjil 

SKS    : 4 

Dosen Pengampu     : Prof. Drs. Dafik, M.Sc.,Ph.D 

        Arika Indah Kristiana, S.Si.,M.Pd 

Bahan Kajian     :   r-dynamic Vertex Coloring 

Pertemuan ke     :   1 (2 x 50menit) 

Kemampuan Akhir Yang Diharapkan: Mahasiswa mampu menganalisis dan 

....memberikan solusi untuk mengatasi 

....permasalahan yang berhubungan dengan 

....pewarnaan graf. 

Indikator  :.-..Kemampuan mahasiswa dalam 

.....menyelesaikan.permasalahan mengenai 

.....pewarnaan graf dengan tepat 

-..Mahasiswa mampu memahami dan 

.....mengembangkan .....r-dynamic vertex 

.....coloring dari suatu graf 

Sub Bahan Kajian  : Kardinalitas, bilangan kromatik dan fungsi 

...pewarnaan titik ...dinamis pada graf  

Sumber Pembelajaran   :  

Media Pembelajaran    : Laptop dan LCD 

Pendekatan/metode  :.Pembelajaran berbasis masalah (Problem 

..Based ..Learning) 

Skenario Pembelajaran : 
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 Pertemuan 1  : Kardinalitas dan bilangan kromatik pewarnaan titik dinamis 

pada graf 

KEGIATAN PEMBELAJARAN 
ESTIMASI 

WAKTU 

Kegiatan Pendahuluan 
15’ 

Dosen Mahasiswa 

1. Mengucapkan salam bersama 

dengan mahasiswa membaca doa 

sebelum memulai perkuliahan  

2. Membangkitkan pengetahuan 

mahasiswa dengan memberikan 

contoh-contoh penerapan graf 

dalam kehidupan sehari-hari. 

1. Menjawab salam dan bersama 

dengan dosen membaca doa 

sebelum memulai perkuliahan 
2. Memperhatikan dan jika perlu 

mencatat tujuan pembelajaran  

3. Memperhatikan contoh yang 

diberikan dosen  

15 

Kegiatan Inti 
75’ 

Dosen Mahasiswa 

Mengorientasikan Peserta didik kepada masalah 

1. Pendidik menjelaskan tujuan 

pembelajaran dan sarana atau 

logistik yang dibutuhkan. Pendidik 

memotivasi peserta didik untuk 

terlibat dalam aktivitas pemecahan 

masalah nyata yang dipilih atau di 

tentukan. 

2. Menjelaskan bahan kajian yang 

akan dipelajari tentang kardinalitas 

graf dan bilangan kromatik 

pewarnaan dinamis pada graf 

1. Mendengarkan penjelasan tujuan 

pembelajaran dan sarana atau 

logistik yang dibutuhkan. Pendidik 

memotivasi peserta didik untuk 

terlibat dalam aktivitas pemecahan 

masalah nyata yang dipilih atau di 

tentukan. 

2. Mendengarkan penjelasan dosen 

terkait bahan kajian yang akan 

dipelajari tentang kardinalitas graf 

dan bilangan kromatik pewarnaan 

dinamis pada graf. 

10 

Mengorganisasi peserta didik untuk belajar 

1. Membagi mahasiswa dalam 

beberapa kelompok yang heterogen 

2. Membagikan LKM untuk 

diselesaikan secara berkelompok 

3. Memberikan referensi (pengetahuan 

awal) berupa jurnal penelitian 

4. Memberikan penjelasan mengenai 

jurnal tersebut  

1. Membentuk kelompok belajar 

sesuai arahan dosen  

2. Menerima LKM yang diberikan 

dosen 

3. Menerima referensi yang 

diberikan oleh dosen 

4. Mendengarkan penjelasan dosen 

5. Peserta didik menentukan dan 

mengorganisasi tugas belajar yang 

15 
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5. Pendidik membantu peserta didik 

menentukan dan mengorganisasi 

tugas belajar yang berhubungan 

dengan masalah yang sudah di 

orientasikan pada tahap 

sebelumnya. 

berhubungan dengan masalah 

yang sudah di orientasikan pada 

tahap sebelumnya. 

Membimbing penyelidikan individual maupun kelompok 

Pendidik mendorong peserta didik 

untuk mengumpulkan informasi yang 

sesuai dan melaksanakan eksperimen 

untuk mendapatkan kejelasan yang di 

perlukan untuk menyelesaikan masalah. 

peserta didik mengumpulkan 

informasi yang sesuai dan 

melaksanakan eksperimen untuk 

mendapatkan kejelasan yang di 

perlukan untuk menyelesaikan 

masalah 

20 

Mengembangkan dan menyajikan hasi karya 

Pendidik membantu peserta didik untuk 

berbagi tugas dan merencanakan atau 

menyiapkan karya yang sesuai sebagai 

hasil pemecahan masalah dalam bentuk 

laporan, video atau model. 

peserta didik berbagi tugas dan 

merencanakan atau menyiapkan karya 

yang sesuai sebagai hasil pemecahan 

masalah dalam bentuk laporan, video 

atau model. 

15 

Menganalisis dan mengevaluasi proses pemecahan masalah 

Pendidik membantu peserta didik untuk 

melakukan refleksi atau evaluasi 

terhadap prosses pemecahan masalah 

yang dilakukan 

peserta didik untuk melakukan 

refleksi atau evaluasi terhadap prosses 

pemecahan masalah yang dilakukan 

15 

Kegiatan Penutup 
10’ 

Dosen Mahasiswa 

1. Mengarahkan mahasiswa untuk 

membuat kesimpulan 

2. Memberi penguatan akhir tentang 

materi yang dibahas 

1. Membuat kesimpulan  

 

2. Mendengarkan penguatan yang 

diberikan dosen 

5’ 

 

5’ 

 

Penilaian Hasil Belajar : 

1)   Prosedur penilaian  

a.   Penilaian proses yaitu proses selama kegiatan pembelajaran berlangsung 

b.   Penilaian hasil yang berupa tes akhir kegiatan dari Tugas LKM 

2)    Jenis penilaian : Non tes (pengamatan) 
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 Pertemuan 2  : Fungsi pewarnaan titik dinamis pada graf 

KEGIATAN PEMBELAJARAN 
ESTIMASI 

WAKTU 

Kegiatan Pendahuluan 
15’ 

Dosen Mahasiswa 

1. Mengucapkan salam bersama 

dengan mahasiswa membaca doa 

sebelum memulai perkuliahan  

2. Membangkitkan pengetahuan 

mahasiswa dengan memberikan 

contoh-contoh penerapan graf 

dalam kehidupan sehari-hari. 

1. Menjawab salam dan bersama 

dengan dosen membaca doa 

sebelum memulai perkuliahan 

2. Memperhatikan dan jika perlu 

mencatat tujuan pembelajaran  

3. Memperhatikan contoh yang 

diberikan dosen  

15 

Kegiatan Inti 
75’ 

Dosen Mahasiswa 

Mengorientasikan Peserta didik kepada masalah 

1. Pendidik menjelaskan tujuan 

pembelajaran dan sarana atau 

logistik yang dibutuhkan. Pendidik 

memotivasi peserta didik untuk 

terlibat dalam aktivitas pemecahan 

masalah nyata yang dipilih atau di 

tentukan. 

2. Menjelaskan bahan kajian yang 

akan dipelajari tentang fungsi 

pewarnaan titik dinamis pada graf 

1. Mendengarkan penjelasan tujuan 

pembelajaran dan sarana atau 

logistik yang dibutuhkan. Pendidik 

memotivasi peserta didik untuk 

terlibat dalam aktivitas pemecahan 

masalah nyata yang dipilih atau di 

tentukan. 

2. Mendengarkan penjelasan dosen 

terkait bahan kajian yang akan 

dipelajari tentang fungsi 

pewarnaan titik dinamis pada graf. 

10 

Mengorganisasi peserta didik untuk belajar 

1. Membagi mahasiswa dalam 

beberapa kelompok yang heterogen 

2. Membagikan LKM untuk 

diselesaikan secara berkelompok 

3. Memberikan referensi (pengetahuan 

awal) berupa jurnal penelitian 

4. Memberikan penjelasan mengenai 

jurnal tersebut  

5. Pendidik membantu peserta didik 

menentukan dan mengorganisasi 

tugas belajar yang berhubungan 

1. Membentuk kelompok belajar 

sesuai arahan dosen  

2. Menerima LKM yang diberikan 

dosen 

3. Menerima referensi yang 

diberikan oleh dosen 

4. Mendengarkan penjelasan dosen 

5. Peserta didik menentukan dan 

mengorganisasi tugas belajar yang 

berhubungan dengan masalah 

15 
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dengan masalah yang sudah di 

orientasikan pada tahap 

sebelumnya. 

yang sudah di orientasikan pada 

tahap sebelumnya. 

Membimbing penyelidikan individual maupun kelompok 

Pendidik mendorong peserta didik 

untuk mengumpulkan informasi yang 

sesuai dan melaksanakan eksperimen 

untuk mendapatkan kejelasan yang di 

perlukan untuk menyelesaikan masalah. 

peserta didik mengumpulkan 

informasi yang sesuai dan 

melaksanakan eksperimen untuk 

mendapatkan kejelasan yang di 

perlukan untuk menyelesaikan 

masalah 

20 

Mengembangkan dan menyajikan hasi karya 

Pendidik membantu peserta didik untuk 

berbagi tugas dan merencanakan atau 

menyiapkan karya yang sesuai sebagai 

hasil pemecahan masalah dalam bentuk 

laporan, video atau model. 

peserta didik berbagi tugas dan 

merencanakan atau menyiapkan karya 

yang sesuai sebagai hasil pemecahan 

masalah dalam bentuk laporan, video 

atau model. 

15 

Menganalisis dan mengevaluasi proses pemecahan masalah 

Pendidik membantu peserta didik untuk 

melakukan refleksi atau evaluasi 

terhadap prosses pemecahan masalah 

yang dilakukan 

peserta didik untuk melakukan 

refleksi atau evaluasi terhadap prosses 

pemecahan masalah yang dilakukan 

15 

Kegiatan Penutup 
10’ 

Dosen Mahasiswa 

1. Mengarahkan mahasiswa untuk 

membuat kesimpulan 

2. Memberi penguatan akhir tentang 

materi yang dibahas 

1. Membuat kesimpulan  

 

2. Mendengarkan penguatan yang 

diberikan dosen 

5’ 

 

5’ 

 

Penilaian Hasil Belajar : 

1)   Prosedur penilaian  

a.   Penilaian proses yaitu proses selama kegiatan pembelajaran berlangsung 

b.   Penilaian hasil yang berupa tes akhir reseacrh dari Tugas LKM 

2)    Jenis penilaian : Non tes (pengamatan) 
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Lampiran C. Lembar Validasi RPP 

 

LEMBAR VALIDASI 

RENCANA PELAKSANAAN PEMBELAJARAN (RPP) 

Mata Kuliah  : Matematika Diskrit 

Materi   : r-Dynamic Vertex Coloring 

Kelas/Semester  :  

Nama Validator  : 

 

A. Tujuan 

Tujuan penggunaan instrumen ini digunakan untuk mengukur kevalidan RPP 

dalam pelaksanaan pembelajaran matematika yang implementasinya 

menggunakan pendekatan pembelajaran Problem-based Learning untuk 

meningkatkan kemampuan berpikir kombinatorial Peserta didik. 

B. Petunjuk 

Berikan tanda (√) pada kolom yang sesuai dengan pendapat anda. 

Keterangan skala penilaian: 

1: berarti “tidak cukup” 

2: berarti “cukup baik” 

3: berarti “baik” 

4: berarti “sangat baik” 

C. Penilaian ditinjau dari beberapa aspek 

No. Aspek yang dinilai 
Skala penilaian 

1 2 3 4 

I. Perumusan tujuan pembelajaran 

1.  Kejelasan kompetensi inti dan kompetensi 

dasar 

    

2.  Kesesuaian kompetensi inti dan 

kompetensi dasar dengan tujuan 

pembelajaran 
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3.  Ketepatan penjabaran kompetensi dasar 

kedalam indikator 

    

4.  Kesesuaian indikator dengan tujuan 

pembelajaran 

    

5.  Kesesuaian indikator dengan tingkat 

perkembangan peserta didik 

    

II. Isi RPP 

1.  Sistematika penyusunan RPP     

2.  Kesesuaian urutan kegiatan pembelajaran 

dengan pendekatan Problem-based 

Learning 

    

3.  Kejelasan tahap-tahap kegiatan 

pembelajaran dari pendahuluan, inti dan 

penutup 

    

III.  Bahasa dan tulisan 

1.  Menggunakan bahasa yang sesuai dengan 

kaidah bahasa yang baku (EYD) 

    

2.  Bahasa yang digunakan bersifat 

komunikatif dan mudah dipahami 

    

IV. Waktu 

1.  Kesesuaian alokasi waktu yang digunakan     

2.  Rincian waktu untuk setiap tahap 

pembelajaran 

    

 

D. Penilaian umum 

Kesimpulan penilaian secara umum**): 

a. Rencana Pelaksanaan Pembelajaran ini: 

1: berarti “tidak baik” 

2: berarti “cukup baik” 

3: berarti “baik” 

4: berarti “sangat baik” 
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b. Rencana Pelaksanaan Pembelajaran ini: 

1: belum dapat digunakan dan masih memerlukan konsultasi 

2: dapat digunakan dengan banyak revisi 

3: dapat digunakan dengan sedikit revisi 

4: dapat digunakan tanpa revisi 

**)Lingkarilah nomor atau angka sesuai dengan pilihan anda 

E. Komentar dan saran perbaikan 

.............................................................................................................................

.............................................................................................................................

............................................................................................................................. 

 

 

 

 

Jember, .............................2018 

Validator 

 

(.......................................) 
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Lampiran D. Lembar Kerja Mahasiswa ( LKM ) 
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1. ................................................................ 

2. ................................................................ 

NIM. ........................................ 

NIM. ........................................ 

3. ................................................................ 

NIM. ........................................ 

4. ................................................................ 

NIM. ........................................ 

 

 

 

 

Kemampuan yang di harapkan  

Mampu meningkatkan kemampuan berpikir kombinatorik dalam menemukan dan 

mengembangkan pewa 

rnaan titik dinamis ( r-Dynamic vertex coloring )  

 

Indikator 

Mahasiswa dapat menentukan r-Dynamic Vertex coloring dari sebuah graf. 

 

Petunjuk !!  

1. Berdoalah sebelum mengerjakan LKM 

2. Waktu pengerjaan 45 menit 

3. Tuliskan nama dan NIM pada tempat yang telah disediakan  

4. Pahami permasalahan yang di berikan dengan baik 

5. Kerjakan LKM sesuai dengan permasalahan yang di berikan  

6. Kerjakan latihan sesuai perintah. 

7. Jika terdapat hal yang tidak jelas silahkan bertanya. 
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Pengenalan Pewarnaan Titik Dinamis 

( r-Dynamic Vertex Coloring ) 

 

 Pewarnaan titik dinamis ( r-Dynamic Vertex Coloring ) merupakan salah 

satu konsep graf. Pada LKM ini akan di bahas cara menentukan pewarnaan titik 

dinamis suatu graf, dengan definisi sebagai berikut :  

 

Definisi  

Lai dan Montgomery (2012) menyatakan sebuah k-pewarnaan titik di 

katakan pewarnaan titik dinamis jika untuk setiap titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) dengan 𝑑(𝑣) ≥ 2. 

Titik yang saling bertetangga mempunyai dua warna yang berbeda.  

Jumlah warna r-dynamic dari graf 𝐺 dinotasikan 𝜒𝑟(𝐺) merupakan warna 

minimum 𝑘  pada graf 𝐺. Jumlah berwarna 1- Dynamic pada Graf 𝐺 adalah nilai 

warna yang di perkenalkan sebagai Chromatic Number dan dinotasikan 𝜒𝑑 (𝐺) dan 

untuk jumlah  Dynamic ≥ 2 pada graf 𝐺 adalah nilai warna yang diperkenalkan 

sebagai r-Dynamic Chromatic Number. 

 

Keterangan :  

𝑉  =  Himpunan titiki kosong dari simpul-simpul ( vertices atau node ), 

....atau dapat ditulis , 𝑉 = { 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,…, 𝑥𝑛  }. 

𝐸 = Himpunan sisi ( edge ) yang menghubungkan sepasang simpul, 

....atau dapat ditulis 𝐸 = { 𝑥1𝑥2, 𝑥3𝑥4,…, 𝑥𝑛−1𝑥𝑛 }. 

|𝑉| =  Jumlah titik suatu graf ( order ) 

|𝐸| =  Jumlah sisi suatu graf ( size ) 

𝑃𝑛 = Graf lintasan dengan sebarang titik 𝑛 dengan titik berhingga 

𝑆𝑛 = Graf lintasan dengan sebarang titik 𝑛 dengan titik berhingga 

|𝑐(𝑁(𝑣))|  =  Kardinalitas coloring pada tetangga vertex  

𝑑(𝑣)  =  Derajat Vertex  

𝜒 =  Bilangan kromatik 

𝜒𝑟 (𝐺) = Jumlah warna r-Dynamic dari graf 𝐺 ( warna minimum k pada 

....graf  𝐺 ). 
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Kegiatan I 
Amatilah graf di bawah ini !  

Tuliskanlah kardinalitas yang meliputi titik, jumlah titik, sisi dan jumlah sisi dari 

graf tersebut !  

 

 

 

 

 

 

 

Berikan pewarnaan titik dinamis (r-Dynamic vertex coloring) pada Path Graf 

dengan 𝑛 = 6 di bawah ini ! 

Kasus 1  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Sehingga di peroleh Himpunan warna titik sebagai berikut ! 

𝑐 (𝑥𝑖) =  {
 1 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  𝑥1 , 𝑥3 , 𝑥5 
2 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  𝑥2 , 𝑥4 , 𝑥6

 }  

𝑥5 𝑥6 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4  𝑉    = { 𝑥1, … , 𝑥3, … , 𝑥5, 𝑥6}. 
|𝑉|   =  6 

𝐸      = { 𝑥1𝑥2, 𝑥2𝑥3, … … , 𝑥4𝑥5, 𝑥5𝑥6}. 

|𝐸|   =  5 
 

MENGORIENTASIKAN MASALAH INVESTIGASI BEBERAPA KASUS 

1. Graf Lintasan (Path Graf ) dengan 6 titik 

 

2 1 1 2 ... ... 

𝑟 = 1  1. |𝑐(𝑁(𝑥1))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥1)} 

        1             ≥       {  1,1 } 

2. |𝑐(𝑁(𝑥2))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥2)} 

        1             ≥       {  1,2 } 

3. |𝑐(𝑁(𝑥3))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥3)} 

       ....            ≥       { ...,... } 

4. |𝑐(𝑁(𝑥4))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

5. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

6. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

   𝜒1(𝑃6) = 2 
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Berikan pewarnaan titik dinamis (r-Dynamic vertex coloring) pada Path Graf 

dengan 𝑛 = 6 di bawah ini ! 

Kasus 2  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sehingga di peroleh Himpunan warna titik sebagai berikut ! 

𝑐 (𝑥𝑖) =  {
 1 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … 
2 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , …
3 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , …

 } 

𝑥5 𝑥6 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

 𝑉    = { 𝑥1, … , … , … , … , … }. 
 |𝑉|   =  … 

𝐸      = { … … , … … , … … , … … , … … }. 

|𝐸|   =  … 
 

2. Graf Lintasan (Path Graf ) dengan 6 titik 

... ... 1 ... ... ... 

𝑟 = 2  

1. |𝑐(𝑁(𝑥1))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥1)} 

        1             ≥       {  2,1 } 

2. |𝑐(𝑁(𝑥2))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥2)} 

      ....             ≥       {  2,2 } 

3. |𝑐(𝑁(𝑥3))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥3)} 

       ....            ≥       { ...,... } 

4. |𝑐(𝑁(𝑥4))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

5. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

6. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

 

 χ2(𝑃6) = 3 

 

 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 

 

 

 

 

  

 

 

Berikan pewarnaan titik dinamis (r-Dynamic vertex coloring) pada Star Graf 

dengan 𝑛 = 4 di bawah ini ! 

Kasus 1  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

Sehingga diperoleh Himpunan warna titik sebagai berikut ! 

𝑐 (𝑥𝑖) =  {
1 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … … …   
2 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , … 

} 

  

3. Graf Bintang (Star Graf ) dengan 4 titik 

𝑥3 𝑥2 

𝑥4 

𝑥1 

 𝑉    = { 𝑥1, … , … , … , … }. 
|𝑉|   =  𝑛 

𝐸      = { … … , … … , … … , … … }. 

|𝐸|   =  … … … 
 

1. |𝑐(𝑁(𝑥1))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥1)} 

        1             ≥       {  1,3 } 

2. |𝑐(𝑁(𝑥2))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥2)} 

        1             ≥       {  1,1 } 

3. |𝑐(𝑁(𝑥3))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥3)} 

       ....            ≥       { ...,... } 

4. |𝑐(𝑁(𝑥4))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

   χ1(𝑆4) = 2 

2 2 

2 

1 

𝑟 = 1 
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Berikan pewarnaan titik dinamis (r-Dynamic vertex coloring) pada Star Graf 

dengan 𝑛 = 4 di bawah ini ! 

Kasus 2 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Sehingga diperoleh Himpunan warna titik sebagai berikut ! 

𝑐 (𝑥𝑖) =  {
1 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … … …    
2 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , … 
3 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , … 

} 

  

4. Graf Bintang (Star Graf ) dengan 4 titik 

 𝑉    = { 𝑥1, … , … , … , … , … }. 
|𝑉|   =  𝑛 
𝐸      = { … … , … … , … … , … … , … … }. 

|𝐸|   =  … … … 
 

1. |𝑐(𝑁(𝑥1))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥1)} 

        1             ≥       {  2,1 } 

2. |𝑐(𝑁(𝑥2))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥2)} 

        1             ≥       {  2,2 } 

3. |𝑐(𝑁(𝑥3))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥3)} 

       ....            ≥       { ...,... } 

4. |𝑐(𝑁(𝑥4))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

 

   χ2(𝑆4) = ... 

𝑥3 𝑥2 

𝑥4 

𝑥1 

... ... 

... 

... 

𝑟 = 2 
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Kegiatan II 

Amatilah beberapa graf di bawah ini !  

Tuliskanlah kardinalitas yang meliputi titik, jumlah titik, sisi dan jumlah sisi dari 

graf tersebut !  

 

 

 

 

 

 

 

Berikan pewarnaan titik dinamis (r-Dynamic vertex coloring) pada Path Graf 

dengan 𝑛 = 9 di bawah ini ! 

Kasus 1 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sehingga diperoleh Himpunan warna titik sebagai berikut ! 

MEMBIMBING PENYELIDIKAN PEMAHAMAN KEMBALI 

𝑥9 𝑥8 𝑥7 𝑥5 𝑥6 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

 𝑉    = { 𝑥1, … , … , … , … , … , … , … , … , }. 
 |𝑉|   =  … 

𝐸      = { … … , … … , … … , … … , … … , … … , … … , … … }. 

|𝐸|   =  8 
 

1. Graf Lintasan (Path Graf ) dengan 9 titik 

... ... ... ... ... 1 ... ... ... 

𝑟 = 1  
1. |𝑐(𝑁(𝑥1))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥1)} 

        1             ≥       {  1,1 } 

2. |𝑐(𝑁(𝑥2))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥2)} 

        1             ≥       {  1,2 } 

3. |𝑐(𝑁(𝑥3))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥3)} 

       ....            ≥       { ...,... } 

4. |𝑐(𝑁(𝑥4))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

5. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

6. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

7. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

8. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

9. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

 χ1(𝑃9) = 2 

 

    

𝑐 (𝑥𝑖) =  {
 1 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , … 
2 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , …
3 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , …

 } 
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Berikan pewarnaan titik dinamis (r-Dynamic vertex coloring) pada Path Graf 

dengan 𝑛 = 9 di bawah ini ! 

Kasus 2  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sehingga diperoleh Himpunan warna titik sebagai berikut !  

 

 

 

𝑥9 𝑥8 𝑥7 𝑥5 𝑥6 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

 𝑉    = { 𝑥1, … , … , … , … , … , … , … , … , }. 
 |𝑉|   =  … 

𝐸      = { … … , … … , … … , … … , … … , … … , … … , … … }. 

|𝐸|   =  8 
 

2. Graf Lintasan (Path Graf ) dengan 9 titik 

... ... ... ... ... 1 ... ... ... 

𝑟 = 2  
1. |𝑐(𝑁(𝑥1))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥1)} 

        1             ≥       {  2,1 } 

2. |𝑐(𝑁(𝑥2))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥2)} 

        2             ≥       {  2,2 } 

3. |𝑐(𝑁(𝑥3))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥3)} 

       ....            ≥       { ...,... } 

4. |𝑐(𝑁(𝑥4))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

5. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

6. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

7. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

8. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

9. ...................  ≥  ....................... 

       ....            ≥       { ...,... } 

 χ1(𝑃9) = 2 

 

    

𝑐 (𝑥𝑖) =  {
 1 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , … 
2 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , …
3 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , …

 } 
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Berikan pewarnaan titik dinamis (r-Dynamic vertex coloring) pada Star Graf 

dengan 𝑛 = 6 di bawah ini ! 

Kasus 1 

 

 

 

 

 

𝑟 = 2  

  

 

 

 

 

 

Sehingga di peroleh Himpunan warna titik sebagai berikut ! 

𝑐 (𝑥𝑖) =  {
1 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … … … … … … .
2 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , … , … , …

} 

 

 

 

3. Graf Bintang (Star Graf ) dengan 6 titik 

𝑥5 

𝑥4 𝑥3 

𝑥2 

𝑥6 

𝑥1 

 𝑉    = { 𝑥1, … , … , … , … , … }. 
|𝑉|   =  𝑛 
𝐸      = { … … , … … , … … , … … , … … }. 

|𝐸|   =  … … … 
 

1. |𝑐(𝑁(𝑥1))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥1)} 

        1             ≥       {  1,1 } 

2. |𝑐(𝑁(𝑥2))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥2)} 

        1             ≥       {  1,2 } 

3. |𝑐(𝑁(𝑥3))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥3)} 

       ....            ≥       { ...,... } 

4. |𝑐(𝑁(𝑥4))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

5. |𝑐(𝑁(𝑥5))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

6. |𝑐(𝑁(𝑥6))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

 

   χ1(𝑆6) = 2 

... 

... ... 

... 

... 

1 

𝑟 = 1 
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Berikan pewarnaan titik dinamis (r-Dynamic vertex coloring) pada Star Graf 

dengan 𝑛 = 6 di bawah ini ! 

Kasus 2 

 

 

 

 

 

𝑟 = 2  

  

 

 

 

 

 

Sehingga diperoleh Himpunan warna titik sebagai berikut ! 

𝑐 (𝑥𝑖) =  {
1 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … … … … … … .
2 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , … , … , …
3 , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … , … , … , … , …

} 

 

 

4. Graf Bintang (Star Graf ) dengan 6 titik 

𝑥5 

𝑥4 𝑥3 

𝑥2 

𝑥6 

𝑥1 

 𝑉    = { 𝑥1, … , … , … , … , … }. 
|𝑉|   =  𝑛 
𝐸      = { … … , … … , … … , … … , … … }. 

|𝐸|   =  … … … 
 

1. |𝑐(𝑁(𝑥1))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥1)} 

        1             ≥       {  2,1 } 

2. |𝑐(𝑁(𝑥2))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥2)} 

        ...            ≥       {  2,2 } 

3. |𝑐(𝑁(𝑥3))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥3)} 

       ....            ≥       { ...,... } 

4. |𝑐(𝑁(𝑥4))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

5. |𝑐(𝑁(𝑥5))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

6. |𝑐(𝑁(𝑥6))|   ≥  ........................ 

       ....            ≥       { ...,... } 

 

   χ2(𝑆6) = 2 

... 

... ... 

... 

... 

1 

𝑟 = 2 
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Kegiatan 3 
 

Amatilah graf di bawah ini !  

Tuliskanlah kardinalitas yang meliputi pewarnaan titik, jumlah titik dan sisi serta 

pewarnaan dinamis dari graf tersebut ! 

Brikanlah pewarnaan titik dinamis (r-Dynamic vertex coloring) pada Path Graf 

dengan titik sebanyak 𝑛 ! 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

MENGEMBANGKAN DAN  

MENYAJIKAN MASALAH 

PENYELESAIAN SECARA 

SISTEMATIS 

𝑉     = {… , … , … , … , … , … , … }  
𝑉     = { 𝑥𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤  … }. 

|𝑉|   =  … 

𝐸      =  {… … , … … , … … , … … , … … , … … } 

𝐸     =  { 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 , 1 ≤ 𝑖 ≤  … … … }. 

|𝐸|   =  .... 
 

𝑟 = 1 

Kasus 1 

1. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

2. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

3. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

4. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

 

5. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

6. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

   𝜒𝑟  (𝑃𝑛) = ...... 

𝜒𝑟(𝑃𝑛) =  {
 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … … …
 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … … …

} 

𝑥𝑖  𝑥𝑛−1 𝑥𝑛 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

... ... ... 1 2 ... ... 
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Kasus 2 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

𝜒𝑟(𝑃𝑛) =  {
 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … … …
 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … … …
3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 … … …

} 

1. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

2. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

3. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

4. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

 

5. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

6. … … … … … … … … … … … … … … 

       .................................. 

   𝜒𝑟  (𝑃𝑛) = ...... 

... ... ... 1 2 ... ... 

𝑟 = 2 
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Latihan   
 

Carilah minimal 2 graf (selain Path Graf dan Star Graf) , kemudian tentukan 

kardinalitasnya yang meliputi titik , jumlah titik, dan sisi serta pewarnaan titik 

dinamisnya !!  

MENGANALISIS DAN 

MENGEVALUASI 

MENYELESAIKAN MASALAH 

KOMBINATORIK LAIN 
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KATA PENGANTAR 

 

Puji syukur ke hadirat Tuhan YME atas berkat  dan anugerahNya sehingga 

Monograf r-dynamic vertex coloring telah selesai. Monograf ini berisi tentang 

hasil-hasil penelitian r-dynamic vertex coloring oleh peneliti terdahulu dan juga 

hasil penelitian dari penulis. 

Terima kasih disampaikan kepada Prof. Drs. Dafik, M.Sc, P.hD dan terima 

kasih juga kepada Prof. Drs. I Made Tirta, M.Sc, P.hD atas kesabarannya dalam 

membimbing dalam proses pembuatan monograf sehinngga dapat selesai dengan 

baik 

Kami menyadari masih terdapat kekurangan dalam monograf ini, untuk itu 

kritik dan saran terhadap penyempurnaan monograf ini sangat diharapkan. Semoga 

monograf ini dapat berguna dan bermanfaat bagi setiap pihak yang membutukan. 

   

Jember, ..................... 2019 

Penulis 

 

 

 

 

 

 

Brian Juned Septory 
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 BAB 1. Graf 

 

1.1 Definisi Graf 

Graf G adalah pasangan himpunan (V (G), E(G))  yang ditulis dengan 

notasi  𝐺  =   (𝑉, 𝐸). 𝑉(𝐺) merupakan himpunan tak berhingga tak kosong dari 

elemen yang disebut titik (vertex). E(G) sebuah himpunan yang mungkin kosong 

dari pasangan tak terurut u, v dari titik 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) disebut sisi (edge) . Sebuah 

graf G tidak harus memiliki sebuah sisi namun minimal memiliki satu titik. 

Anggota dari V adalah titik dari G dan anggota dari E adalah sisi dari G. Jadi V 

adalah titik dari G dan E adalah sisi dari G. Titik atau simpul pada sebuah graf 

dapat dinomori dengan huruf, misalnya 𝑎, 𝑏, 𝑐, … , 𝑣, 𝑤, …, dinomori dengan 

bilangan asli 1, 2, 3, … atau dinomori dengan gabungan antara huruf dan bilangan 

asli. Sisi yang menghubungkan simpul u dan simpul v dapat dinyatakan dengan 

pasangan (u, v) atau dinyatakan dengan lambang e₁, e₂, ... . Berdasarkan definisi 

graf yang telah disebutkan di atas dapat dimungkinkan adanya graf yang tidak 

memiliki sisi tetapi hanya berupa titik. Titik-titik yang berkelompok dan 

membentuk suatu himpunan titik tanpa sisi maka disebut (null graph) atau graf 

kosong. Graf kosong (null graph atau empty graph) dinotasikan dengan 𝑁𝑛, 

dimana n adalah jumlah titik pada graf. Perhatikan Gambar 1. 

 

 

Gambar 1. Graf Terhubung (G) 
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Pada Gambar 1 di atas graf G memiliki |V|=7 dan |E|=11 dengan 

himpunan titik V={a, b, c, d, e, f, g} dan himpunan sisi E={ab, ae, af, bc, bf, cd, 

cf, cg, de, df, ef} dengan Δ(G)=5 dan δ(G)=1. Suatu graf dikatakan terhubung 

(connected) jika setiap pasang titik di G dihubungkan dengan suatu path. Jika 

terdapat titik di G yang tidak dihubungkan dengan suatu path, maka graf G 

dikatakan tidak terhubung (disconnected) (Rosen, 2003). Berikut Gambar 2 

ilustrasi graf terhubung dan tidak terhubung. 

𝐸(𝐺𝑏) = ∅ , maka 𝐺𝑏 adalah graf kosong. Dua titik dikatakan berhubungan 

(adjacent) jika ada sisi yang menghubungkan keduanya dan sebuah sisi dikatakan 

menempel untuk titik yang menghubungkan sisi tersebut. Sejumlah sisi yang 

menempel pada sebuah titik disebut derajat titik (degree). Sebagai contoh, graf 

pada Gambar 2, v₁ terhubung dengan v₃ dan v₃ terhubung dengan v₄, dan sisi e₁ 

menempel dengan titik v₁ dan v₂. Titik v₄ memiliki derajat 3, dan v₁ memiliki 

derajat 3.Suatu sisi dapat menghubungkan suatu simpul dengan simpul yang sama 

atau bisa disebut juga sebuah sisi yang berawal dan berakhir pada verteks yang 

sama. Sisi yang demikian dinamakan gelang (loop). Dan dua atau lebih sisi yang 

mempunyai verteks- verteks ujung yang sama disebut dengan sisi paralel. 

Sebuah graf yang di dalamnya tidak terdapat loop dan sisi paralel disebut dengan 

graf sederhana. Gambar 3 berikut merupakan contoh dari graf sederhana dan tidak 

sederhana. 

Gambar 2. (a) Graf terhubung dan (b) Graf tidak terhubung 
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 Berdasarkan jumlah simpul pada suatu graf, maka secara umum graf dapat 

digolongkan menjadi dua jenis: 

1. Graf berhingga (nite graf). 

2. Graf tak-berhingga (unnite graf). 

Berdasarkan orientasi arah pada sisi, maka secara umum graf dibedakan 

atas dua jenis: 

1. Graf tak-berarah (undirected graf). 

2. Graf berarah (directed graf atau digraf). 

 

Gambar 3. (a) Graf Sederhana dan (b) Graf tidak Sederhana 

Gambar 4. (a) Graf Berhingga dan (b) Graf tidak Berhingga 
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1.2 Graf Khusus 

Graf khusus merupakan graf yang memiliki keunikan tidak 

isomorfosis dengan graf lainnya. Karakteristik bentuknya dapat diperluas 

sampai order n tetapi simetris. Keunikannya adalah graf khusus tidak 

isomorfis dengan graf lainnya. Karekteristik bentuknya dapat diperluas 

sampai order n tetapi simetris. Graf khusus yang sudah populer dinamakan 

well−known special graph sedangkan grafkhusus yang belum populer tetapi 

dengan karakteristik graf khusus dinamakan well−defined special graph 

(Seymour, et. al, 2002).Terdapat beberpa jenis graf sederhana khusus. Berikut 

desinisi beberapa graf khusus : 

a. Graf Bintang (Star Graph) 

Graf bintang (Star Graph), dinotasikan dengan Sₙ adalah sebuah graf 

yang terdiri dari n sisi dan n + 1 titik, dimana satu titik sebagai titik pusat, 

yaitu titik yang berderajat n. Contoh graf bintang dapat dilihat pada 

gambar di bawah ini. 

Gambar 5. (a) Graf tidak Berarah dan (b) Graf Berarah 
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b. Graf Lintasan (Path Graph) 

Graf lintasan (Path Graph) adalah graf yang terdiri dari satu lintasan. Graf 

lintasan dengan n buah titik dilambangkan dengan Pₙ dimana n ≥ 2. Jumlah sisi 

pada graf lintasan yang terdiri dari n buah titik adalah n - 1 sisi. Contoh graf 

lintasan dapat dilihat pada gambar di bawah ini. 

 

 

 

 

c. Graf lengkap (Complete Graph) 

Graf lengkap (Complete Graph) adalah graf sederhana yang setiap titiknya 

mempunyai sisi ke semua titik lainnya. Graf lengkap dengan n buah titik 

dilambangkan dengan Kₙ. Jumlah sisi pada graf lengkap yang terdiri dari n buah 

titik adalah n(n - 1)/2 sisi. Contoh dari graf lengkap bisa dilihat pada Gambar di 

bawah ini. 

 

 

 

Gambar 6.  Graf Bintang S₃ dan S4 

Gambar 7. Graf Lintasan 𝑃4 

Gambar 8. Graf Lengkap 
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d. Graf Roda (Wheel Graph) 

Graf roda (Wheel Graph) Wₙ(n ≥ 3) adalah graf yang didapat dengan 

menghubungkan semua titik dari graf siklus Cₙ dengan suatu titik yang disebut 

titik pusat. Graf roda memiliki V (G) = {xᵢ; 1≤i ≤ n}∪{A} = n + 1 dan E(G) = 

{xᵢxᵢ₊₁; 1 ≤ i ≤ n – 1}∪{xₙx₁}∪ {Axᵢ; 1≤i ≤ n }= 2n. Contoh graf roda dapat dilihat 

pada gambar di bawah ini. 

 

1.3 Operasi Graf 

Operasi graf merupakan operasi terhadap dua buah graf atau lebih sehingga 

menghasilkan graf baru. Salah satu operasi graf yang digunakan pada penilitian ini 

yaitu operasi korona (crown product). 

Corona product dari dua graf G₁(V₁,E₁) dan G₂(V₂,E₂) dinotasikan dengan 

G₁ ⊙ G₂, yaitu graf yang diperoleh dengan mengambil sebuah duplikat dari graf G₁ 

dan |V (G₁)| duplikat dari G₂.,G₂⸴₁,G₂⸴₂,G₂⸴₃, ... ,𝐺2,(|𝑉(𝐺)|), kemudian menghubungkan 

titik ke-i dari G₁ ke setiap titik di G₂⸴ᵢ i = 1, 2, 3, ... , |V (G1)|.. 

Berdasarkan perkembangannya, operasi korona di ekspan hingga pangkat 

ke-l (G₁ ⊙l G₂). Operasi korona dari dua buah graf G1 dan G2 adalah graf G1 ⊙ G2 

yang diperoleh dengan mengambil sebuah duplikat dari graf G1dan |V (G1)| duplikat 

dari G2, dimana simpul ke-1 dari graf G1 bertetangga dengan setiap titik pada 

duplikat ke-2 dari graf G2. Untuk bilangan bulat l ≥ 2, maka ditetapkan graf G1 ⊙l 

G2 secara rekursif dari G1⊙ G2 sebagai G1 ⊙l G2 = (G1 ⊙l-1 G2) ⊙ G2. Graf H1 ⊙l 

H2 juga disebut sebagai operasi l-corona dari graf G1 dan G2.  Contoh operasi korona 

Gambar 9.  Graf Roda 𝑊𝑛 
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pangkat satu dan pangkat dua dapat dilihat pada Gambar di bawah ini. 

 

  

Gambar 10. Graf Hasil Operasi Corona Product 𝑃3⨀𝐻4 

Gambar 11.Graf Hasil Operasi korona pangkat dua K5⨀2F4 
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BAB 2. Pewarnaan Titik Dinamis (r-dynamic vertex coloring) 

 

2.1 Pewarnaan Graf 

Pewarnaan merupakan kegiatan memberi warna pada sebuah objek. Dalam 

teori graf, pewarnaan graf merupakan suatu bentuk pelabelan graf, yaitu dengan 

memberi warna pada elemen graf yang akan dijadikan subjek dalam suatu 

penelitian. Pewarnaan graf adalah memberikan warna pada objek tertentu pada graf. 

Objek tersebut dapat berupa titik, sisi, maupun wilayah. Pewarnaan titik maupun 

pewarnaan sisi pada graf merupakan salah satu topik dalam teori graf yang kaya 

dengan aplikasi. 

Pewarnaan titik pada graf G merupakan pemberian warna pada titik-titik 

graf G, satu warna untuk setiap titik, sehingga titik-titik yang bertetangga diwarnai 

dengan warna berbeda. Pewarnaan titik dapat dianggap sebagai fungsi c : V (G) → 

{1, 2, 3, ... , k} sedemikian hingga c(u) ≠ c(v) jika u dan v merupakan dua titik yang 

bertetangga. Gambar berikut merupakan contoh dari pewarnaan titik pada graf.  

 

 

2.2 Pewarnaan titik r-dinamis pada graf 

Suatu graf G disebut k-colorable jika dibutuhkan k warna untuk 

memberikan pewarnaan pada graf G, dimana k merupakan bilangan bulat positif. 

Nilai minimum untuk k yang dibutuhkan pada pewarnaan graf G disebut bilangan 

kromatik pada G. Pewarnaan r-dinamis merupakan pengembangan dari pewarnaan 

k-warna dinamis yang diperkenalkan oleh Alishashi pada tahun 2007.  

1 2 

3 

1 2 

1 2 

Gambar 12. Contoh pewarnaan titik pada graf. 
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Definisi mengenai pewarnaan titik r-dinamis sebagai berikut. Misalkan 𝐺 =

(𝑉, 𝐸) adalah Graf yang sederhana, terhubung, dan graf tak berarah dengan 

himpunan titik 𝑉 dan himpunan sisi 𝐸 dan 𝑑(𝑣) adalah derajat dari setiap 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). 

Derajat maksimum dan derajat minimum 𝐺 dilambangkan dengan ∆(𝐺) dan 𝛿(𝐺). 

Dengan 𝑘 warna pada graf 𝐺, kita memetakan 𝑐 ∶ 𝑉(𝐺)  ⇒  𝑆, dimana |𝑆| = 𝑘  

sehingga setiap dua titik yang bertetangga memiliki warna yang berbeda. Sebuah r-

dinamis dengan 𝑘 warna pada graf 𝐺 sehingga |𝑐(𝑁(𝑣))| ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣)} untuk 

setiap titik 𝑣 di 𝑉(𝐺) dimana 𝑁(𝑣) adalah lingkungan 𝑣 dan 𝑐(𝑆) = {𝑐(𝑣): 𝑣 ∈ 𝑆} 

untuk setiap titik bagian dari 𝑆 (Jahanbekam, et al. 2014). Bilangan kromatik r-

dinamis di tuliskan dengan χr (𝐺)  adalah nilai minimum 𝑘 sehingga graf 𝐺 

memiliki r-dinamis dengan k-warna. 

Sebuah k-pewarnaan titik di katakan pewarnaan titik dinamis jika untuk 

setiap titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) dengan 𝑑(𝑣) ≥ 2. Titik yang saling bertetangga mempunyai 

dua warna yang berbeda. Jumlah warna r-dynamic dari graf 𝐺 dinotasikan χr (𝐺) 

merupakan warna minimum 𝑘  pada graf 𝐺. Jumlah berwarna 1- Dynamic pada Graf 

𝐺 adalah nilai warna yang di perkenalkan sebagai Chromatic Number dan 

dinotasikan χd (𝐺) dan untuk jumlah  Dynamic ≥ 2 pada graf 𝐺 adalah nilai warna 

yang diperkenalkan sebagai r-Dynamic Chromatic Number. Berikut contoh gambar 

pewarnaan titik r-dinamis pada graf. 

2.3 Aplikasi Pewarnaan titik dinamis  

Ikan nila merupakan jenis ikan untuk konsumsi dan hidup di air tawar. Ikan 

ini cenderung sangat mudah dikembangbiakkan serta sangat mudah dipasarkan 

karena merupakan salah satu jenis ikan yang paling sering dikonsumsi sehari-hari 

1 – Dynamic  2 – Dynamic  3 – Dynamic  

Gambar 13.Contoh 1,2,3 r-Dynamic Vertex Coloring 
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oleh Masyarakat. Dengan teknik budidaya yang sangat mudah, serta pemasarannya 

yang cukup luas, sehingga budidaya ikan nila sangat layak dilakukan, baik skala 

rumah tangga maupun skala besar atau perusahaan. 

Cara budidaya ikan nila terdiri dari beberapa tahapan yang sangat penting 

untuk diketahui, yaitu mulai dari persiapan kolam, penerbaran benih ikan, 

pencegahan penyakit, dan masa pemanenan.  

Kolam ikan adalah salah satu hal yang paling penting untuk 

membudidayakan ikan nila. Sarana berupa kolam yang perlu disediakan dalam 

usaha budidaya ikan nila tergantung dalam sistem pemeliharaan (sistem 1 kolam, 

sistem 2 kolam, dst). Adapun kolam yang biasa digunakan dalam budidaya ikan 

nila yaitu, Kolam Pemeliharaan Induk/Kolam Pemijahan, Kolam Pemeliharaan 

Benih/Kolam Pendederan, Kolam Pembesaran dan Kolam/tempat Pemberokan. 

Akan tetapi beberapa pembudidaya ikan nila kurang memperhatikan 

pemanfaatan lahan dan pemisahan anakan nila sesuai dengan fase 

pertumbunhannya sehingga banyak lahan yang tidak efektif dan kerusakan benih 

ikan nila. Oleh karena itu peneliti mempunyai solusi untuk permasalahan tersebut 

dengan menggunakan aplikasi pewarnaan r-dinamis dalam teori graf.  

 

Budidaya ikan nila di aplikasikan pada pewarnaan r-dinamis pada graf 

bintang sebanyak n titik bergantung pada luas lahan yang tersedia. Titik graf 

bintang minimal terdapat 4 titik. Titik tengah pada graf bintang merupakan kolam 

indukan ikan nila. Titik disekitarnya merupakan kolam anakan berdasarkan fase 

pertumbuhan. Sisi merupakan penghubung titik kolam indukan dengan titik kolam 

anakan untuk mempermudah pemindahan telur pada kolam anakannya. Pewarnaan 

Gambar 14.  Representasi graf budidaya ikan nila pada pewarnaan graf 
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dalam hal ini yaitu perbedaan fase pertumbuhan pada ikan nila.Titik anakan 

minimal terdapat 3 titik dengan pembagian titik 1 adalah kolam pemeliharaan 

benih, titik 2 adalah kolam pembesaran, dan titik 3 adalah kolam bagi ikan yang 

sudah siap di panen. Untuk pembudidaya pemula dalam hal ini adalah r = 1 

membutuhkan 2 warna , yaitu warna indukan dan warna kolam pemeliharaan benih. 

Pewarnaan selanjutnya semakin berkembangnya fase ikan maka warna  kolam yang 

dibutuhkan semakin banyak sampai masa panen.    
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BAB 3. Hasil Penelitian Terdahulu 

 

Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman hasil pewarnaan titik r-

dinamis yang dapat digunakan sebagai rujukan pada monograf ini. Rangkuman 

yang tersedia pada bagian ini merupakan hasil penelitian pewarnaan titik r-dinamis 

terdahulu. 

 (Kristiana, 2017) Diberikan graf G = Pn ʘ Pm merupakan sebuah graf 

korona dari graf Pn dan Pm. Untuk n,m ≥ 2, bilangan kromatik r-dinamisnya 

adalah: 

𝜒𝑟(𝐺) = {
3          ; 𝑟 = 1,2                 
𝑟 + 1   ; 3 ≤ 𝑟 ≤ ∆ − 1   
𝑚 + 3  ; 𝑟 ≥ ∆                   

 

 (Kristiana, 2017) Diberikan graf G = Pn ʘ Cm merupakan sebuah graf 

korona dari graf Pn dan Cm. Untuk n,m ≥ 3, bilangan kromatik r-

dinamisnya adalah: 

𝜒𝑟=1,2(𝐺) = {
3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑚 = 3𝑘, 𝑘 ≥ 1
4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑚 = 5               

 

𝜒𝑟=3(𝐺) = {
4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 3𝑘, 𝑘 ≥ 1  
6, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 5                 
5, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎         

 

𝜒𝑟(𝐺) = {
𝑟 + 1 ; 4 ≤ 𝑟 ≤ ∆ − 1
𝑚 + 3; 𝑟 ≥ ∆               

 

 (Kristiana, 2017) Diberikan graf G = Pn ʘ Wm merupakan sebuah graf 

korona dari graf Pn dan Wm. Untuk n,m ≥ 3, bilangan kromatik r-

dinamisnya adalah: 

𝜒𝑟=1,2,3(𝐺) = {
4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝    
5, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙    

 

𝜒𝑟=4(𝐺) = {
5, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 3𝑘, 𝑘 ≥ 1  
7, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 5                 
6, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎         

 

𝜒𝑟(𝐺) = {
𝑟 + 1 ; 5 ≤ 𝑟 ≤ ∆ − 1
𝑚 + 4; 𝑟 ≥ ∆                
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  (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = H ʘ Wm merupakan sebuah graf 

korona dari sebarang graf H dan Wm. Bilangan kromatik r-dinamisnya 

adalah: 

𝜒𝑟=1,2,3(𝐺) = {
4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝    
5, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙    

 

𝜒𝑟=4,5(𝐺) = {
𝑟 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 3𝑘, 𝑘 ≥ 1  
7        , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 5                 
6        , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎         

 

𝜒𝑟(𝐺) = {
𝑟 + 1                ; 6 ≤ 𝑟 ≤ ∆(𝐻) + 𝑚 + 1
∆(𝐻) +𝑚 + 2; 𝑟 ≥ ∆(𝐻) +𝑚 + 2         

 

 (Kristiana, 2018)  𝜒𝑟(𝐻 ʘ 𝑊𝑚) = 𝜒𝑟(𝑊𝑚) + 1 

 (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = Sn ʘ Wm merupakan sebuah graf 

korona dari sebarang graf Sn dan Wm. Bilangan kromatik r-dinamisnya 

adalah: 

𝜒𝑟=1,2,3(𝐺) = {
4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝    
5, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙    

 

𝜒𝑟=4,5(𝐺) = {
𝑟 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 3𝑘, 𝑘 ≥ 1  
7        , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 5                 
6        , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎         

 

𝜒𝑟(𝐺) = {
𝑟 + 1          ; 6 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 + 𝑚 + 1
𝑛 + 𝑚 + 2; 𝑟 ≥ 𝑛 + 𝑚 + 2         

 

 (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = Wn ʘ Wm merupakan sebuah graf 

korona dari sebarang graf Wn dan Wm. Bilangan kromatik r-dinamisnya 

adalah: 

𝜒𝑟=1,2,3(𝐺) = {
4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝    
5, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙    

 

𝜒𝑟=4,5(𝐺) = {
𝑟 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 3𝑘, 𝑘 ≥ 1  
7        , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 5                 
6        , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎         

 

𝜒𝑟(𝐺) = {
𝑟 + 1          ; 6 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 + 𝑚 + 1
𝑛 + 𝑚 + 2; 𝑟 ≥ 𝑛 + 𝑚 + 2         

 

 (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = Wn ʘ H merupakan sebuah graf 

korona dari sebarang graf Wn dan H. Bilangan kromatik r-dinamisnya 

adalah: 
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𝜒𝑟(𝐺) = {
𝜒𝑟=1,2(𝐺) ≥ {

3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝
4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

𝑟 + 1                     ; 3 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 + |𝑉(𝐻)| + 1
𝑛 + |𝑉(𝐻)| + 2  ; 𝑟 ≥ 𝑛 + |𝑉(𝐻)| + 2        

 

 (Kristiana, 2018)  𝜒𝑟=1,2(𝑊𝑛 ʘ 𝐻) = 𝜒𝑟=1,2(𝑊𝑚) 

𝜒𝑟=1,2(𝐺) = {
3          ; 𝑟 = 1,2                 
𝑟 + 1   ; 3 ≤ 𝑟 ≤ ∆ − 1   
𝑚 + 3  ; 𝑟 ≥ ∆                   

 

 (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = Kn ʘ H merupakan sebuah graf 

korona dari graf Kn dan graf H ≠ Cm dan Wm untuk n≥4, bilangan kromatik 

r-dinamisnya adalah: 

𝜒𝑟(𝐾𝑛⨀𝐻) = {

𝜒𝑟(𝐾𝑛)          ; 𝑟 = 1,2                               

𝑟 + 1              ; 𝑛 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 + |𝑉(𝐻)| − 1

𝑛 + |𝑉(𝐻)|   ; 𝑟 ≥ 𝑛 + |𝑉(𝐻)|                 

 

 (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = Kn ʘ Sm merupakan sebuah graf 

korona dari graf Kn dan graf Sm untuk n≥4 dan m≥3, bilangan kromatik r-

dinamisnya adalah: 

𝜒𝑟(𝐾𝑛⨀𝑆𝑚) = {
𝑛                   ; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 − 1  
𝑟 + 1            ; 𝑛 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 + 𝑛
𝑚 + 𝑛 + 1   ; 𝑟 ≥ 𝑚 + 𝑛 + 1 

 

 (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = Kn ʘ Fm merupakan sebuah graf 

korona dari graf Kn dan graf Fm untuk n≥4 dan m≥3, bilangan kromatik r-

dinamisnya adalah: 

𝜒𝑟(𝐾𝑛⨀𝐹𝑚) = {
𝑛                   ; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 − 1  
𝑟 + 1            ; 𝑛 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 + 𝑛
𝑚 + 𝑛 + 1   ; 𝑟 ≥ 𝑚 + 𝑛 + 1 

 

 (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = H ʘ Km merupakan sebuah graf 

korona dari graf graf H ≠ Cn dan Wn dan Km untuk m≥4, bilangan kromatik 

r-dinamisnya adalah: 

𝜒𝑟(𝑃𝑛⨀𝐻) = {

𝜒𝑟(𝐾𝑚) + 1    ; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚                             

𝑟 + 1                 ; 𝑚 + 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 + ∆(𝐻)    
∆(𝐻) + 𝑚 + 1; 𝑟 ≥ 𝑚 + ∆(𝐻) + 1              

 

 (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = Sn ʘ Km merupakan sebuah graf 

korona dari graf Sn dan graf Km untuk n≥3, m≥4, bilangan kromatik r-

dinamisnya adalah: 
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𝜒𝑟(𝑆𝑛⨀𝐾𝑚) = {
𝑟 + 1           , 𝑛 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 +𝑚
𝑛 +𝑚 + 1  , 𝑟 ≥ 𝑛 +𝑚 + 1

 

 (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = Fn ʘ Km merupakan sebuah graf 

korona dari graf Fn dan graf Km untuk n≥3, m≥4, bilangan kromatik r-

dinamisnya adalah: 

𝜒𝑟(𝐹𝑛⨀𝐾𝑚) = {
𝑚 + 1           ; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚        
𝑟 + 1            ; 𝑛 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 + 𝑛
𝑚 + 𝑛 + 1   ; 𝑟 ≥ 𝑚 + 𝑛 + 1 

 

 (Kristiana, 2018) Diberikan graf G = Kn ʘ Km merupakan sebuah graf 

korona dari graf Kn dan graf Km untuk n,m≥3, bilangan kromatik r-

dinamisnya adalah: 

i. Untuk n ≤ m 

𝜒𝑟(𝐺) = {
𝑚 + 1   ; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚                         
𝑟 + 1     ; 𝑚 + 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 + 𝑛 − 1
𝑚 + 𝑛   ; 𝑟 ≥ 𝑚 + 𝑛                         

 

ii. Untuk n > m 

𝜒𝑟(𝐺) = {
𝑛          ; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 − 1                  
𝑟 + 1    ; 𝑚 + 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 + 𝑛 − 1
𝑚 + 𝑛  ; 𝑟 ≥ 𝑚 + 𝑛                         
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BAB 4. Hasil Penelitian 

 

Dalam monograf ini, kita akan mempelajari batas bawah bilangan kromatik 

r-dinamis dari 𝜒𝑟 (𝑃𝑡  ⊙
2  𝑃𝑠  ),  𝜒𝑟 (𝑃𝑡  ⊙

2  𝑆𝑠 ), 𝜒𝑟 (𝑃𝑡  ⊙
2 𝐾𝑠 ) dan 

𝜒𝑟(𝑃𝑡   ⊙
2 𝐹𝑠 ).  

Langkah-langkah untuk mendapatkan bilangan kromatik pewarnaan titik r-

dinamis: 

 Tentukan operasi graf yang akan digunakan; 

Tahap ini merupakan tahap awal yang harus dilakukan oleh peneliti. 

 Tentukan graf khusus yang akan digunakan; 

Setelah menentukan operasi graf yang akan digunakan, pilihlah 

graf-graf khusus yang belum pernah diteliti sebelumnya. 

 Beri notasi pada setiap titik pada graf hasil operasi yang telah 

ditentukan; 

Notasikan titik-titik pada graf dengan x1, x2, x3, ... atau y1, y2, y3, .... 

Proses ini harus dilakukan agar mengetahui letak dan nama dari 

setiap titik. 

 Tentukan kardinalitas titik dan sisi beserta derajat maksimum dan 

derajat minimum pada graf; 

Setelah menotasikan titik, kita akan mengetahui banyaknya titik dan 

sisi pada sebuah graf. Hal ini untuk memudahkan peletakan warna 

dan melihat fungsi warna pada sebuah graf. 

 Beri warna seminimal mungkin pada setiap titik pada graf sesuai 

dengan definisi pewarnaan titik r-dinamis; 

Proses ini merupakan awal dari proses pewarnaan, berikut algoritma 

pemilihan warna pada titik: 

- Pilihlah titik dengan derajat terbesar pada sebuah graf 

- Beri warna pada titik tersebut, untuk mempemudah pilihlah 

warna 1 

- Beri warna titik tetangganya dengan warna selain 1 dan 

banyaknya warna adalah titik tetangga ditambah 1 
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- Tinjau titik lainnya menggunakan algoritma di atas 

- Pastikan warna sudah minimal dan memenuhi syarat pewarnaan 

r-dinamis 

- Jika banyaknya warna telah memenuhi syarat pewarnaan titik r-

dinamis, maka lanjutlah ke langkah selanjutnya. Namun, jika 

belum memenuhi syarat pewarnaan titik r-dinamis maka 

kembali pada poin sebelumnya. 

 Tentukan fungsi pewarnaan yang telah didapatkan pada poin 

sebelumnya; 

Proses ini akan melihat pola pewarnaan titik r-dinamis pada sebuah 

graf. 

 Tulislah pola warna titik pada pewarnaan titik r-dinamis pada graf; 

Tujuan dari proses ini yaitu merepresentasikan pola pewarnaan pada 

simbol matematis. 

 Tercipta Teorema; 

Setelah pola pewarnaan berhasil ditemukan, maka kita bisa 

menyajikannya pada sebuah Teorema. 

 Lakukan hal yang sama pada graf lainnya dengan operasi graf yang 

sama; 

Tujuan dari proses ini yaitu ingin melihat pola-pola pada graf lain 

untuk melihat karakteristik pada operasi graf tersebut. 

 Sajikan dalam Lema; 

Setelah terlihat karakteristik pada graf-graf yang telah dihasilkan, 

maka bisa diumumkan dengan Lema. 

Berikut Observasi menurut Montgomery, yang akan menjadi penguat hasil-

hasil penelitian pada monograf ini: 

Observasi 1. Diberikan ∆ (H) adalah derajat maksimum pada graf H. Maka 

 𝜒𝑟 (𝐻)  ≥   𝑚𝑖𝑛 {∆ (𝐻), 𝑟}  +  1 

Observasi 2. Diberikan graf (H = H1⊙2 H2) adalah operasi graf korona, maka 

𝛿 (𝐻)  =  𝛿 (𝐻 2 )  + 1 𝑑𝑎𝑛 ∆ (𝐻)  =  ∆ (𝐻)  + 2 | 𝑉 (𝐻 2 ) |, di mana ∆ (H) 

adalah derajat maksimum H dan δ (H) adalah derajat minimum dari H.  
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Lema 1.Diberikan graf 𝐻 = 𝑃𝑡  ⊙
2  𝐻2 ;  𝐻2 ≠  𝐶𝑠 dan 𝑊𝑠, maka:  

𝜒 𝑟 (𝐻)  ≥  {
𝛿 + 1    ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤  𝑟 ≤  𝛿         
𝑟 + 1    ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝛿 +  1 ≤  𝑟 < ∆
∆  + 1    ;   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑟 ≥  ∆                   

 

 Bukti. Berdasarkan definisi korona dari dua graf yang ditetapkan, 

𝑉 (𝑃𝑡  ⊙
2  𝐻2 ) = 𝑉 (𝑃𝑡 )  ∪  ⋃𝛼=1

𝑡  𝑉 (𝐻 𝛼 )  ∪  𝑉 (𝐻1 ) 𝑉 (𝐻2 )
2 dan 

∆ (𝑃𝑡  ⊙
2  𝐻2 )  =  ∆ (𝐻1)  + 2 | 𝑉 (𝐻2) | Untuk 1 ≤  𝑟 ≤  𝛿, berdasarkan 

Observasi 1 dan dipilih 𝑟 =  𝛿, maka 𝜒 𝑟 (𝐻 =  𝑃𝑡  ⊙
2  𝐻2 )  ≥  𝑚𝑖𝑛 {𝑟, ∆ (𝐻)}  +

 1 =  𝑚𝑖𝑛 {𝛿, ∆ (𝑃𝑡)  + 2 | 𝑉 (𝐻2)}  +  1 =  𝛿 +  1. 

Untuk δ + 1 ≤ r <∆, mengacu pada Observasi 1 dan dengan memilih r1 = δ 

+ 1, kita dapatkan  χr (H = Pt ⊙2 H2 ) ≥ min {r, ∆ (H)}.  Karena δ (H2 ) adalah 

derajat minimum pada graf H2 dan |V(H2)|  adalah banyaknya titik pada graf H2, 

dengan demikian δ (H2 ) ≤ |V(H2)|  dan χr (Pt ⊙2 H2) ≥ δ (H2) +1 = r + 1. Jika kita 

memilih r2 = δ (H2) + 2, kita dapatkan χr (Pt ⊙2 H2) ≥ min {δ (H2) + 2, ∆ (Pt) +2 

|V(H2)|} + 1 = δ (H2) + 2 + 1 = r2 + 1. 

Untuk r ≥ ∆, dengan ∆ (Pt ⊙2 H2) = ∆(H1) +2 |V (H2)|  dan r ≥ ∆(H1) +2 

|V(H2)|, berdasarkan Observasi 1 dan dengan memilih r = ∆(Pt) +2 |V(H2)|, maka 

didapatkan χr (H = Pt ⊙2 H2 ) min {r, ∆ (H) = Pt ⊙2 H2 } + 1 = min {∆, ∆} + 1 = ∆ 

+ 1. 

Teorema 1. Diberikan 𝐻 =  𝑃𝑡  ⊙
2  𝑃𝑠;  𝑛, 𝑠 ≥  3, maka:  

𝜒𝑟(𝐻)  ≥  {
3           ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤  𝑟 ≤  2                   
𝑟 + 1   ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝛿 +  1 ≤  𝑟 < 2𝑠 + 2
2𝑠 + 3 ;   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑟 ≥  2𝑠 + 2                 

 

 

Bukti. Graf Pt ⊙2 Ps memiliki himpunan titik 𝑉 (𝑃𝑡⊙
2 𝑃𝑠)  =  { 𝑥𝛼;  1 ≤  𝛼 ≤

 𝑡}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽,𝛾  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠,

1 ≤  𝛾 ≤  𝑠}  ∪  {𝑦𝛼,𝛽 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠} dan himpunan sisi 

E(𝑃𝑡⊙
2 𝑃𝑠) = {𝑥𝛼 𝑥𝛼+1 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡 −  1}  ∪  {𝑥𝛼 𝑦𝛼+𝛽  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤

𝛽 ≤  𝑠}  ∪ { 𝑦𝛼,𝛽  𝑦𝛼,𝛽+1  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠 −  1} ∪  {𝑥𝛼 𝑥𝛼,𝛽 ;  1 ≤

 𝛼 ≤ 𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼 𝑥𝛼 𝛽+1 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠 −  1} ∪

{𝑥𝛼,𝛽𝑥𝛼,𝛽,𝛾  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠, 1 ≤  𝛾 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽𝑥𝛼,𝛽,𝛾+1;  1 ≤
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 𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠, 1 ≤  𝛾 ≤  𝑠 −  1}. Kardinalitas titik dan sisinya adalah 

|𝑉 (𝑃𝑡⊙
2 𝑃𝑠) |  =  𝑡 ( 𝑠2 + 2𝑠 +  1), | 𝐸 (𝑃𝑡⊙

2 𝑃𝑠) |  =  2𝑡𝑠2  +  3𝑡𝑠 −  𝑡 −  1 

berurutan.  Jadi, ∆ (𝑃𝑡⊙ 
2𝑃𝑠)  =  2𝑝(𝐻2) + 2 =  2𝑠 +  2 𝑑𝑎𝑛 𝛿 (𝑃𝑡⊙

2 𝑃𝑠) =  2. 

Kita definisikan ke dalam 3 kasus, yaitu untuk χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Ps ), χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt ⊙2 

Ps ),  χr ≥ 2s + 2 (Pt ⊙2 Ps). 

Kasus 1: Untuk 3; 1 ≤ r ≤ 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk 1 ≤ r ≤ 2 adalah χr(Pt ⊙2 Ps) ≥ δ + 1 = 2 

+ 1 = 3. Untuk menemukan batas atas untuk χr(Pt ⊙2 Ps ), kita petakan c1:V(Pt ⊙2 

Ps) → {1,2, ..., k}, sebagai berikut: 

𝑐1(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2;  𝛼 = 2     

 

𝑐1(𝑥𝛼,𝛽) = {

1;  𝛼 = 2;  𝛽𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙                       
2;  𝛼 = 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2      

 

𝑐1 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾
) = {

1;  𝛼, 𝛽, 𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛾 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛼 = 2;  𝛽, 𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙          
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙;  𝛾 = 1 𝑚𝑜𝑑 2                    

 

𝑐1(𝑦𝛼,𝛽) = {

1;  𝛼 = 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2             
2;  𝛼 = 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2      

 

Jelas terlihat c1 memenuhi batas atas untuk  χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Ps ) ≤ 3. Oleh karena itu 

benar bahwa χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Ps ) = 3. 

Kasus 2: Untuk r +1; 3 ≤ r <2s + 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk 3 ≤ r <2s + 2 adalah χr (Pt ⊙2 Ps ) ≥ r+1. 

Untuk menemukan batas atas untuk χr (Pt ⊙2 Ps ), kita petakanc 2 : V (Pt ⊙2 Ps ) 

→ {1,2, ..., k}, sebagai berikut: 

𝑐2(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2;  𝛼 = 2     

 

𝑐2(𝑥𝛼,𝛽) = {

3                        ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 𝑟 = 3
4                        ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝; 𝑟 = 3

(𝑟 − 2) + 𝛽    ; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2    
 

𝑐2 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾
) = 1,2,… ,2𝑠 + 2 ≠ 𝑐(𝑥𝛼,𝛽) ∩ 𝑐𝑁(𝑥𝛼,𝛽); 

1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝛾 ≤ 𝑠; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1 
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𝑐2(𝑦𝛼,𝛽) =

{
 
 

 
 
1          ;  𝛼 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠           

2          ;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠           

3          ; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 2 𝑚𝑜𝑑 3;  3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1 

4          ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 3;  3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1
𝑠 + 2  ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑟 = 2𝑠 + 1        

 

Jelas terlihat c2 memenuhi batas atas untuk  χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt ⊙2 Ps ) ≤ r+1. Oleh karena 

itu benar bahwa χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt ⊙2 Ps ) = r+1. 

Kasus 3: Untuk 2s + 3; r ≥ 2s + 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk r ≥ 2s + 2 adalah χr≥2s + 2 ≥ 2s + 2 + 1 = 

2s + 3. Untuk menemukan batas atas, kita petakan c3 : V(Pt ⊙2 Ps ) → {1,2, ...,k}, 

sebagai berikut:  

𝑐3(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3
2;   𝛼 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3
3;   𝛼 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3

 

𝑐3(𝑥𝛼,𝛽) = 𝛽 + 𝑠 + 3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 𝑟 = 2𝑠 + 3 

𝑐3 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾 ) = {

1,3,4, … , 𝑠 + 1;  𝛼 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑠
2,3,4, … , 𝑠 + 1;   𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑠

 

𝑐3(𝑦𝛼,𝛽) = 𝛽 + 3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 𝑟 = 2𝑠 + 3 

Jelas terlihat c3 memenuhi batas atas untuk  χr≥2s + 2 ≥ 2s + 3. Oleh karena itu benar 

bahwa χr≥2s + 2 = 2s + 3. 

Berikut contoh gambar pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ps. 
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Gambar 16. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ps dengan r = 3 

Gambar 17. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ps dengan r = 8 
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Teorema 2. Diberikan 𝐻 =  𝑃𝑡  ⊙
2  𝑆𝑠;  𝑡, 𝑠 ≥  3, maka:  

𝜒𝑟(𝐻)  ≥  {
3           ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤  𝑟 ≤  2                   
𝑟 + 1   ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝛿 +  1 ≤  𝑟 < 2𝑠 + 2
2𝑠 + 3 ;   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑟 ≥  2𝑠 + 2                 

 

Bukti. Graf Pt ⊙2 Ss memiliki himpunan titik 𝑉 (𝑃𝑡⊙
2 𝑆𝑠)  =  { 𝑥𝛼;  1 ≤  𝛼 ≤

 𝑡}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽 ;  1 ≤  𝛼 ≤  3, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽,𝛾  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠,

1 ≤  𝛾 ≤  𝑠}  ∪  {𝑦𝛼,𝛽 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠} dan himpunan sisi 

E(𝑃𝑡⊙
2 𝑆𝑠) = {𝑥𝛼 𝑥𝛼+1 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡 −  1}  ∪ {𝑥𝛼 𝑦𝛼+𝛽  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤

𝛽 ≤  𝑠}  ∪ { 𝑦𝛼,𝛽  𝑦𝛼,𝛽+1  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠 −  1} ∪  {𝑥𝛼 𝑥𝛼,𝛽 ;  1 ≤

 𝛼 ≤ 𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼 𝑥𝛼 𝛽+1 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠 −  1} ∪

{𝑥𝛼,𝛽𝑥𝛼,𝛽,𝛾  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠, 1 ≤  𝛾 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽𝑥𝛼,𝛽,𝛾+1;  1 ≤

 𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠, 1 ≤  𝛾 ≤  𝑠 −  1}. Kardinalitas titik dan sisinya adalah 

|𝑉 (𝑃𝑡⊙
2 𝑆𝑠) |  =  𝑡𝑠2 + 2𝑡𝑠 +  𝑡), | 𝐸 (𝑃𝑡⊙

2 𝑆𝑠) |  =  2𝑡𝑠
2  +  3𝑡𝑠 −  𝑡 −  1 

berurutan.  Jadi, ∆ (𝑃𝑡⊙ 
2𝑆𝑠)  =  2𝑝(𝐻2) + 2 =  2𝑠 +  2 𝑑𝑎𝑛 𝛿 (𝑃𝑡⊙

2 𝑆𝑠) =

 2. Kita definisikan ke dalam 3 kasus, yaitu untuk χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Ss ), χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt 

⊙2 Ss ),  χr ≥ 2s + 2 (Pt ⊙2 Ss). 

Kasus 1: Untuk 3; 1 ≤ r ≤ 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk 1 ≤ r ≤ 2 adalah χr(Pt ⊙2 Ss) ≥ δ + 1 = 2 

+ 1 = 3. Untuk menemukan batas atas untuk χr(Pt ⊙2 Ss ), kita petakan c1:V(Pt ⊙2 

Ss) → {1,2, ..., k}, sebagai berikut: 

𝑐1(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2;  𝛼 = 2     

 

𝑐1(𝑥𝛼,𝛽) = {

1;  𝛼 = 2;  1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠 − 1                      
2;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙;   1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠 − 1  
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2      

 

𝑐1 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾
) = {

1;  𝛼, 𝛽, 𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛾 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛼 = 2;  𝛽, 𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙          
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙;  𝛾 = 1 𝑚𝑜𝑑 2                    

 

𝑐1(𝑦𝛼,𝛽) = {

1;  𝛼 = 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2             
2;  𝛼 = 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2      

 

Jelas terlihat c1 memenuhi batas atas untuk  χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Ss ) ≤ 3. Oleh karena itu 

benar bahwa χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Ss ) = 3. 
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Kasus 2: Untuk r +1; 3 ≤ r <2s + 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk 3 ≤ r <2s + 2 adalah χr (Pt ⊙2 Ss ) ≥ r+1. 

Untuk menemukan batas atas untuk χr (Pt ⊙2 Ss ), kita petakanc 2 : V (Pt ⊙2 Ss ) 

→ {1,2, ..., k}, sebagai berikut: 

𝑐2(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2;  𝛼 = 2     

 

𝑐2(𝑥𝛼,𝛽) = {

3                        ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 𝑟 = 3
4                        ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝; 𝑟 = 3

(𝑟 − 2) + 𝛽    ; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2    
 

𝑐2 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾
) = 1,2,… ,2𝑠 + 2 ≠ 𝑐(𝑥𝛼,𝛽) ∩ 𝑐𝑁(𝑥𝛼,𝛽); 

1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝛾 ≤ 𝑠; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1 

𝑐2(𝑦𝛼,𝛽) =

{
 
 

 
 
1          ;  𝛼 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠           

2          ;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠           
3          ; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 2 𝑚𝑜𝑑 3;  3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1 

4          ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 3;  3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1
𝑠 + 2  ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑟 = 2𝑠 + 1        

 

Jelas terlihat c2 memenuhi batas atas untuk  χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt ⊙2 Ss ) ≤ r+1. Oleh karena 

itu benar bahwa χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt ⊙2 Ss ) = r+1. 

Kasus 3: Untuk 2s + 3; r ≥ 2s + 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk r ≥ 2s + 2 adalah χr≥2s + 2 ≥ 2s + 2 + 1 = 

2s + 3. Untuk menemukan batas atas, kita petakan c3 : V(Pt ⊙2 Ss ) → {1,2, ...,k}, 

sebagai berikut:  

𝑐3(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3
2;   𝛼 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3
3;   𝛼 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3

 

𝑐3(𝑥𝛼,𝛽) = 𝛽 + 𝑠 + 3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 𝑟 = 2𝑠 + 3 

𝑐3 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾 ) = {

1,3,4, … , 𝑠 + 1;  𝛼 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑠
2,3,4, … , 𝑠 + 1;   𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑠

 

𝑐3(𝑦𝛼,𝛽) = 𝛽 + 3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 𝑟 = 2𝑠 + 3 

Jelas terlihat c3 memenuhi batas atas untuk  χr≥2s + 2 ≥ 2s + 3. Oleh karena itu benar 

bahwa χr≥2s + 2 = 2s + 3. 
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Berikut contoh gambar pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ss. 
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Gambar 18. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ss dengan r = 1 
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Gambar 19. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ss dengan r = 3 
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Teorema 3. Diberikan 𝐻 =  𝑃𝑡  ⊙
2  𝐾𝑠;  𝑡, 𝑠 ≥  3, maka:  

𝜒𝑟(𝐻)  ≥  {
3           ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤  𝑟 ≤  2                   
𝑟 + 1   ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝛿 +  1 ≤  𝑟 < 2𝑠 + 2
2𝑠 + 3 ;   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑟 ≥  2𝑠 + 2                 

 

Bukti. Graf Pt ⊙2 Ks memiliki himpunan titik 𝑉 (𝑃𝑡⊙
2 𝐾𝑠)  =  { 𝑥𝛼;  1 ≤  𝛼 ≤

 𝑡}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽,𝛾  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠,

1 ≤  𝛾 ≤  𝑠}  ∪  {𝑦𝛼,𝛽 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠} dan himpunan sisi 

E(𝑃𝑡⊙
2 𝐾𝑠) = {𝑥𝛼 𝑥𝛼+1 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡 −  1}  ∪ {𝑥𝛼 𝑦𝛼+𝛽  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤

𝛽 ≤  𝑠}  ∪ { 𝑦𝛼,𝛽  𝑦𝛼,𝛽+1  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠 −  1} ∪  {𝑥𝛼 𝑥𝛼,𝛽 ;  1 ≤

 𝛼 ≤ 𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼 𝑥𝛼 𝛽+1 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠 −  1} ∪

{𝑥𝛼,𝛽𝑥𝛼,𝛽,𝛾  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠, 1 ≤  𝛾 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽𝑥𝛼,𝛽,𝛾+1;  1 ≤

 𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠, 1 ≤  𝛾 ≤  𝑠 −  1}. Kardinalitas titik dan sisinya adalah 

|𝑉 (𝑃𝑡⊙
2 𝐾𝑠) |  =  𝑡 ( 𝑠2 + 2𝑠 +  1), | 𝐸 (𝑃𝑡⊙

2 𝑃𝑠) |  =  2𝑡𝑠
2  +  3𝑡𝑠 −  𝑡 −  1 

berurutan.  Jadi, ∆ (𝑃𝑡⊙ 
2𝐾𝑠)  =  2𝑝(𝐻2) + 2 =  2𝑠 +  2 𝑑𝑎𝑛 𝛿 (𝑃𝑡⊙

2 𝑃𝑠) =
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Gambar 20. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ss dengan r = 10  
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 2. Kita definisikan ke dalam 3 kasus, yaitu untuk χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Ks ), χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt 

⊙2 Ks ),  χr ≥ 2s + 2 (Pt ⊙2 Ks). 

Kasus 1: Untuk 3; 1 ≤ r ≤ 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk 1 ≤ r ≤ 2 adalah χr(Pt ⊙2 Ks) ≥ δ + 1 = 2 

+ 1 = 3. Untuk menemukan batas atas untuk χr(Pt ⊙2 Ks ), kita petakan c1:V(Pt ⊙2 

Ks) → {1,2, ..., k}, sebagai berikut: 

𝑐1(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2;  𝛼 = 2     

 

𝑐1(𝑥𝛼,𝛽) = {

1;  𝛼 = 2;  𝛽𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙                       
2;  𝛼 = 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2      

 

𝑐1 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾
) = {

1;  𝛼, 𝛽, 𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛾 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛼 = 2;  𝛽, 𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙          
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙;  𝛾 = 1 𝑚𝑜𝑑 2                    

 

𝑐1(𝑦𝛼,𝛽) = {

1;  𝛼 = 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2             
2;  𝛼 = 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2      

 

Jelas terlihat c1 memenuhi batas atas untuk  χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Ks ) ≤ 3. Oleh karena itu 

benar bahwa χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Ks ) = 3. 

Kasus 2: Untuk r +1; 3 ≤ r <2s + 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk 3 ≤ r <2s + 2 adalah χr (Pt ⊙2 Ks ) ≥ r+1. 

Untuk menemukan batas atas untuk χr (Pt ⊙2 Ks ), kita petakanc 2 : V (Pt ⊙2 Ks ) 

→ {1,2, ..., k}, sebagai berikut: 

𝑐2(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2;  𝛼 = 2     

 

𝑐2(𝑥𝛼,𝛽) = {

3                        ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 𝑟 = 3
4                        ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝; 𝑟 = 3

(𝑟 − 2) + 𝛽    ; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2    
 

𝑐2 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾
) = 1,2,… ,2𝑠 + 2 ≠ 𝑐(𝑥𝛼,𝛽) ∩ 𝑐𝑁(𝑥𝛼,𝛽); 

1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝛾 ≤ 𝑠; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1 

𝑐2(𝑦𝛼,𝛽) =

{
 
 

 
 
1          ;  𝛼 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠           

2          ;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠           
3          ; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 2 𝑚𝑜𝑑 3;  3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1 

4          ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 3;  3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1
𝑠 + 2  ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑟 = 2𝑠 + 1        

 

Jelas terlihat c2 memenuhi batas atas untuk  χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt ⊙2 Ks ) ≤ r+1. Oleh 
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karena itu benar bahwa χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt ⊙2 Ks ) = r+1. 

Kasus 3: Untuk 2s + 3; r ≥ 2s + 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk r ≥ 2s + 2 adalah χr≥2s + 2 ≥ 2s + 2 + 1 = 

2s + 3. Untuk menemukan batas atas, kita petakan c3 : V(Pt ⊙2 Ks ) → {1,2, ...,k}, 

sebagai berikut:  

𝑐3(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3
2;   𝛼 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3
3;   𝛼 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3

 

𝑐3(𝑥𝛼,𝛽) = 𝛽 + 𝑠 + 3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 𝑟 = 2𝑠 + 3 

𝑐3 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾 ) = {

1,3,4, … , 𝑠 + 1;  𝛼 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑠
2,3,4, … , 𝑠 + 1;   𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑠

 

𝑐3(𝑦𝛼,𝛽) = 𝛽 + 3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 𝑟 = 2𝑠 + 3 

Jelas terlihat c3 memenuhi batas atas untuk  χr≥2s + 2 ≥ 2s + 3. Oleh karena itu benar 

bahwa χr≥2s + 2 = 2s + 3. 

 

Berikut contoh gambar pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ks. 
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Gambar 21. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ks dengan r = 1 
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Gambar 22. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ks dengan r = 5 
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Gambar 23. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Ks dengan r = 10 
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Teorema 4. Diberikan 𝐻 =  𝑃𝑡  ⊙
2  𝐹𝑠;  𝑡, 𝑠 ≥  3, maka:  

𝜒𝑟(𝐻)  ≥  {
4           ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤  𝑟 ≤  2                   
𝑟 + 1   ;  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝛿 +  1 ≤  𝑟 < 2𝑠 + 2
2𝑠 + 3 ;   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑟 ≥  2𝑠 + 2                 

 

Bukti. Graf Pt ⊙2 Fs memiliki himpunan titik 𝑉 (𝑃𝑡⊙
2 𝐹𝑠)  =  { 𝑥𝛼;  1 ≤  𝛼 ≤

 𝑡}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽,𝛾  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠,

1 ≤  𝛾 ≤  𝑠}  ∪  {𝑦𝛼,𝛽 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠} dan himpunan sisi 

E(𝑃𝑡⊙
2 𝐹𝑠) = {𝑥𝛼 𝑥𝛼+1 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡 −  1}  ∪ {𝑥𝛼 𝑦𝛼+𝛽  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤

𝛽 ≤  𝑠}  ∪ { 𝑦𝛼,𝛽  𝑦𝛼,𝛽+1  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠 −  1} ∪  {𝑥𝛼 𝑥𝛼,𝛽 ;  1 ≤

 𝛼 ≤ 𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼 𝑥𝛼 𝛽+1 ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠 −  1} ∪

{𝑥𝛼,𝛽𝑥𝛼,𝛽,𝛾  ;  1 ≤  𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠, 1 ≤  𝛾 ≤  𝑠}  ∪  {𝑥𝛼,𝛽𝑥𝛼,𝛽,𝛾+1;  1 ≤

 𝛼 ≤  𝑡, 1 ≤  𝛽 ≤  𝑠, 1 ≤  𝛾 ≤  𝑠 −  1}. Kardinalitas titik dan sisinya adalah 

|𝑉 (𝑃𝑡⊙
2 𝐹𝑠) |  =  𝑡 ( 𝑠

2 + 2𝑠 +  1), | 𝐸 (𝑃𝑡⊙
2 𝐹𝑠) |  =  2𝑡𝑠2  +  3𝑡𝑠 −  𝑡 −  1 

berurutan.  Jadi, ∆ (𝑃𝑡⊙ 
2𝐹𝑠)  =  2𝑝(𝐻2) + 2 =  2𝑠 +  2 𝑑𝑎𝑛 𝛿 (𝑃𝑡⊙

2 𝐹𝑠) =  2. 

Kita definisikan ke dalam 3 kasus, yaitu untuk χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Fs ), χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt ⊙2 

Fs ),  χr ≥ 2s + 2 (Pt ⊙2 Fs). 

Kasus 1: Untuk 3; 1 ≤ r ≤ 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk 1 ≤ r ≤ 2 adalah χr(Pt ⊙2 Fs) ≥ δ + 1 = 2 

+ 1 = 3. Untuk menemukan batas atas untuk χr(Pt ⊙2 Fs ), kita petakan c1:V(Pt ⊙2 

Fs) → {1,2, ..., k}, sebagai berikut: 

𝑐1(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2;  𝛼 = 2     

 

𝑐1(𝑥𝛼,𝛽) = {

1;  𝛼 = 2;  𝛽𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙                       
2;  𝛼 = 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2      

 

𝑐1 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾
) = {

1;  𝛼, 𝛽, 𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛾 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛼 = 2;  𝛽, 𝛾 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙          
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙;  𝛾 = 1 𝑚𝑜𝑑 2                    

 

𝑐1(𝑦𝛼,𝛽) = {

1;  𝛼 = 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2             
2;  𝛼 = 1 𝑚𝑜𝑑 2;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 2
3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2      

 

Jelas terlihat c1 memenuhi batas atas untuk  χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Fs ) ≤ 3. Oleh karena itu 

benar bahwa χ1 ≤ r ≤ 2 (Pt ⊙2 Fs ) = 3. 
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Kasus 2: Untuk r +1; 3 ≤ r <2s + 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk 3 ≤ r <2s + 2 adalah χr (Pt ⊙2 Fs ) ≥ r+1. 

Untuk menemukan batas atas untuk χr (Pt ⊙2 Fs ), kita petakanc 2 : V (Pt ⊙2 Fs ) 

→ {1,2, ..., k}, sebagai berikut: 

𝑐2(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙
2;  𝛼 = 2     

 

𝑐2(𝑥𝛼,𝛽) = {

3                        ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 𝑟 = 3
4                        ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝; 𝑟 = 3

(𝑟 − 2) + 𝛽    ; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 2    
 

𝑐2 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾
) = 1,2,… ,2𝑠 + 2 ≠ 𝑐(𝑥𝛼,𝛽) ∩ 𝑐𝑁(𝑥𝛼,𝛽); 

1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝛾 ≤ 𝑠; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1 

𝑐2(𝑦𝛼,𝛽) =

{
 
 

 
 
1          ;  𝛼 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠           

2          ;  𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3; 3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠           
3          ; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 2 𝑚𝑜𝑑 3;  3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1 

4          ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 0 𝑚𝑜𝑑 3;  3 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 + 1
𝑠 + 2  ;  1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡;  𝛽 = 1 𝑚𝑜𝑑 3;  𝑟 = 2𝑠 + 1        

 

Jelas terlihat c2 memenuhi batas atas untuk  χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt ⊙2 Ps ) ≤ r+1. Oleh karena 

itu benar bahwa χ3 ≤ r < 2s + 2 (Pt ⊙2 Fs ) = r+1. 

Kasus 3: Untuk 2s + 3; r ≥ 2s + 2  

Berdasarkan Lemma 1, batas bawah untuk r ≥ 2s + 2 adalah χr≥2s + 2 ≥ 2s + 2 + 1 = 

2s + 3. Untuk menemukan batas atas, kita petakan c3 : V(Pt ⊙2 Fs ) → {1,2, ...,k}, 

sebagai berikut:  

𝑐3(𝑥𝛼) = {
1;  𝛼 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3
2;   𝛼 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3
3;   𝛼 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3

 

𝑐3(𝑥𝛼,𝛽) = 𝛽 + 𝑠 + 3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 𝑟 = 2𝑠 + 3 

𝑐3 (𝑥𝛼,𝛽
𝛾 ) = {

1,3,4, … , 𝑠 + 1;  𝛼 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑠
2,3,4, … , 𝑠 + 1;   𝛼 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑠

 

𝑐3(𝑦𝛼,𝛽) = 𝛽 + 3; 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡; 1 ≤ 𝛽 ≤ 𝑠; 𝑟 = 2𝑠 + 3 

Jelas terlihat c3 memenuhi batas atas untuk  χr≥2s + 2 ≥ 2s + 3. Oleh karena itu benar 

bahwa χr≥2s + 2 = 2s + 3. 
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Berikut contoh gambar pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Fs. 
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Gambar 24. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Fs dengan r = 1 
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Gambar 25. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Fs dengan r = 4 
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Gambar 26. Pewarnaan r-dinamis pada graf Pt ⊙2 Fs dengan r = 10 
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Lampiran F. Lembar Validasi LKM 

LEMBAR VALIDASI  

LEMBAR KERJA MAHASISWA (LKM) 

Mata Kuliah  : Matematika Diskrit  

Materi   : r-dynamic vertex coloring 

Kelas/Semester :  

Nama Validator : 

A. Tujuan 

Tujuan pengunaan instrument ini digunakan untuk mengukur kevalidan LKM 

dalam pelaksanaan pembelajaran matematika yang implementasinya berbasis 

Problem-based Learning untuk meningkatkan combinatorial thinking peserta 

didik. 

B. Petunjuk 

Berikan tanda cek (√) pada kolom yang sesuai dengan pendapat anda! 

Keterangan skala penilaian: 

1: berarti “tidak baik” 

2: berarti “cukup baik” 

3: berarti “baik” 

4: berarti “sangat baik” 

C. Penilaian ditinjau dari beberapa aspek 

No. Aspek yang dinilai Skala penilaian 

1 2 3 4 

I. Format 

1.  LKM memiliki petunjuk pengerjaan yang 

jelas 

    

II. Isi LKM 

1.  LKM disajikan secara sistematis     

2.  Kebenaran konsep dan materi     

3.  Masalah yang diangkat sesuai kognisi 

peserta didik 
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4.  Setiap kegiatan mempunyai tujuan yang 

jelas 

    

5.  Kegiatan yang disajikan menumbuhkan 

kemampuan berpikir kombinatorial 

peserta didik 

    

6.  Penyajian LKM menarik     

I.  Bahasa dan tulisan 

1.  Soal dirumuskan dengan bahasa yang 

sederhana dan tidak menimbulkan makna 

ganda atau ambigu 

    

2.  Menggunakan istilah-istilah yang mudah 

dipahami 

    

3.  Dirumuskan dengan mengikuti kaidah 

bahasa Indonesia yang baku (EYD) 

    

4.  Bahasa yang digunakan komunikatif     

  

D. Penilaian Umum 

Kesimpulan penilaian secara umum **): 

a. LKM  pembelajaran ini: 

1: berarti “tidak baik” 

2: berarti “cukup baik” 

3: berarti “baik” 

4: berarti “sangat baik” 

b. LKM Pembelajaran ini: 

1: belum dapat digunakan dan masih memerlukan konsultasi 

2: dapat digunakan dengan banyak revisi 

3: dapat digunakan dengan sedikit revisi 

4: dapat digunakan tanpa revisi 

**) Lingkarilah nomor atau angka sesuai dengan pilihan anda 

  

E. Komentar dan saran perbaikan 

.............................................................................................................................

............................................................................................................................. 
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Jember, .............................2018 

Validator 

 

(.......................................) 
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Lampiran G. Rubrik Penilaian LKM 

RUBRIK PENILAIAN LKM 

(LEMBAR KERJA MAHASISWA) 

I. Aspek format LKM 

No. Indikator penilaian Rubrik 

1.  LKM memiliki petunjuk pengerjaan 

yang jelas 

(1) Jika petunjuk pengerjaan 

tidak jelas 

(2) Jika petunjuk pengerjaan 

tkurang jelas 

(3) Jika petunjuk pengerjaan 

cukup jelas 

(4) Jika petunjuk pengerjaan 

sudah jelas 

 

II. Aspek isi LKM  

No. Indikator penilaian Rubrik 

1.  LKM disajikan secara sistematis (1)  Jika LKM disajikan tidak 

secara sistematis 

(2) Jika LKM disajikan kurang 

secara sistematis  

(3) Jika LKM disajikan cukup 

secara sistematis 

(4) Jika LKM disajikan sudah 

secara sistematis 

2.  Kebenaran konsep dan materi (1) Jika konsep dan materi tidak 

benar 
(2) Jika konsep dan materi 

kurang benar 

(3) Jika konsep dan materi 

cukup benar 

(4) Jika konsep dan materi 

sudah benar 

3.  Masalah yang diangkat sesuai dengan 

kognisi peserta didik 

(1) Jika masalah yang diangkat 

tidak sesuai dengan kognisi 

peserta 

(2) Jika masalah yang diangkat 

kurang sesuai dengan 

kognisi peserta 

(3) Jika masalah yang diangkat 

cukup sesuai sesuai dengan 

kognisi peserta 
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(4) Jika masalah yang diangkat 

sudah sesuai dengan 

kognisi peserta 

4.  Setiap kegiatan mempunyai tujuan yang 

jelas 

(1) Jika setiap kegiatan 

mempunyai tujuan yang 

tidak jelas 

(2) Jika setiap kegiatan 

mempunyai tujuan yang 

kurang jelas 

(3) Jika setiap kegiatan 

mempunyai tujuan yang 

cukup jelas 

(4) Jika setiap kegiatan 

mempunyai tujuan yang 

sudah jelas 

5.  Kegiatan yang disajikan menumbuhkan 

kemampuan berpikir kombinatorial 

peserta didik 

(1) Jika kegiatan yang 

disajikan tidak 

menumbuhkan kemampuan 

berpikir kombinatorial 

peserta didik 

(2) Jika kegiatan yang 

disajikan kurang 

menumbuhkan kemampuan 

berpikir kombinatorial 

peserta didik 

(3) Jika kegiatan yang 

disajikan cukup 

menumbuhkan kemampuan 

berpikir kombinatorial 

peserta didik 

(4) Jika kegiatan yang 

disajikan sudah 

menumbuhkan kemampuan 

berpikir kombinatorial 

peserta didik 

6.  Penyajian LKM menarik  (1) Jika penyajian LKM tidak 

menarik 

(2) Jika penyajian LKM 

kurang menarik 

(3) Jika penyajian LKM cukup 

menarik 

(4) Jika penyajian LKM sudah 

menarik 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


III. Bahasa dan tulisan  

No. Indikator penilaian Rubrik 

1.  Soal dirumuskan dengan bahasa yang 

sederhana dan tidak menimbulkan makna 

ganda atau ambigu  

(1) Jika soal tidak 

dirumuskan dengan 

bahasa yang sederhana 

dan tidak menimbulkan 

makna ganda atau ambigu 

(2) Jika soal kurang 

dirumuskan dengan 

bahasa yang sederhana 

dan tidak menimbulkan 

makna ganda atau ambigu 

(3) Jika soal cukup 

dirumuskan dengan 

bahasa yang sederhana 

dan tidak menimbulkan 

makna ganda atau ambigu 

(4) Jika soal sudah 

dirumuskan dengan 

bahasa yang sederhana 

dan tidak menimbulkan 

makna ganda atau ambigu 

2.  Menggunakan istilah-istilah yang mudah 

dipahami 

(1) Jika tidak menggunakan 

istilah-istilah yang mudah 

dipahami 

(2) Jika kurang 

menggunakan istilah-

istilah yang mudah 

dipahami 

(3) Jika cukup menggunakan 

istilah-istilah yang mudah 

dipahami 

(4) Jika sudah menggunakan 

istilah-istilah yang mudah 

dipahami 

3.  Dirumuskan dengan mengikuti kaidah 

bahasa Indonesia yang baku (EYD) 

(1) Jika tidak dirumuskan 

dengan mengikuti kaidah 

bahasa Indonesia yang 

baku (EYD) 

(2) Jika kurang dirumuskan 

dengan mengikuti kaidah 

bahasa Indonesia yang 

baku (EYD) 

(3) Jika cukup dirumuskan 

dengan mengikuti kaidah 
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bahasa Indonesia yang 

baku (EYD) 

(4) Jika sudah dirumuskan 

dengan mengikuti kaidah 

bahasa Indonesia yang 

baku (EYD) 

4.  Bahasa yang digunakan komunikatif (1) Jika bahasa yang 

digunakan tidak 

komunikatif 

(2) Jika bahasa yang 

digunakan kurang 

komunikatif 

(3) Jika bahasa yang 

digunakan cukur 

komunikatif 

(4) Jika bahasa yang 

digunakan komunikatif 
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Lampiran H. Lembar Observasi Keterampilan 

LEMBAR OBSERVASI 

KETERAMPILAN BERPIKIR PESERTA DIDIK 

A. Petunjuk: 

Berikut tanda cek (√) pada kolom yang sesuai dengan pendapat anda! 

No Nama 

Peserta 

Didik  

Sintaks Problem-based 

Learning 

Indikator berpikir kombinatorik 

1 2 3 4 5 

1.   Mengorientasikan peserta 

didik kepada masalah 

     

Mengorganisasi peserta 

didik untuk belajar 

     

Membimbing penyelidikan 

individual maupun 

kelompok 

     

Mengembangkan dan 

menyajikan hasi karya 

     

Menganalisis dan 

mengevaluasi proses 

pemecahan masalah 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

Jember,...........................2018 

     Observer  

 

(.............................................) 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 

 

Lampiran I. Keterangan aspek 

Keterangan aspek yang dikuasai peserta didik 

Indikator 1   : Menyelidiki beberapa kasus 

Indikator 2   : Mengenali pola semua kasus 

Indikator 3   : Generalisasi untuk semua kasus 

Indikator 4   : Membuktikan secara matematis 

Indikator 5   : Mengetahui masalah Combinatorial lainnya 

 

Catatan 

 Kontroversi : memiliki lebih dari satu penyelesaian 

 Menyelidiki beberapa kasus : 

a. Mengidentifikasi sifat / karakteristik masalah 

b. Menerapkan pada beberapa kasus 

 Mengenali pola semua kasus : 

a. Mengidentifikasi pola penyelesaian kasus, 

b. Memperluas pola 

 Generalisasi untuk semua kasus : 

a. Menerapkan simbolisasi matematika,  

b. Menghitung kardinalitas,  

c. Mengembangkan suatu algoritma. 

 Membuktikan secara matematis 

a. Melakukan penghitungan argumen, 

b. Menguji algoritma,  

c. Mengaplikasikan induktif, deduktif, atau bukti kualitatif. 

 Mengetahui masalah Combinatorial lainnya 

a. Melakukan interpretasi,  

b. Mengusulkan masalah terbuka,  

c. Mengetahui masalah kombinatorial baru,  

d. Menemukan aplikasi potensial. 
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Lampiran J. Lembar Validasi Observasi Keterampilan 

LEMBAR VALIDASI PEDOMAN OBSERVASI KEMAMPUAN 

BERPIKIR KOMBINATORIK 

A. PEDOMAN VALIDASI 

a. Mohon agar Bapak/ Ibu memberikan penilaian terhadap pedoman 

observasi Kemampuan berpikir kombinatorik ditinjau dari beberapa aspek, 

penilaian umum dan saran-saran untuk merevisi pedoman observasi 

kemampuan berpikir kombinatorik yang disusun. 

b. Instrumen ini bertujuan sebagai pedoman observasi untuk mengetahui 

kemampuan berpikir kombinatorik mahasiswa 

 

B. PETUNJUK PENGISIAN VALIDASI 

a. Mohon Bapak/ Ibu untuk memberikan skor dengan cara mencentang pada 

kolom yang telah disediakan sesuai kriteria. 

b. Jika Bapak/ Ibu menganggap perlu ada revisi, maka dimohon Bapak/Ibu 

memberikan butir revisi pada bagian saran dan kritik pada lembar yang 

telah disediakan. 

No. Aspek 
Skor 

1 2 3 4 5 

1.  

Kesesuaian isi      

Kesesuaian dengan indikator berpikir kombinatorik      

2.  

konstruksi      

Kejelasan petunjuk cara melakukan observasi      

Kejelasan butir pernyataan pada pedoman observasi      

3.  

Bahasa      

Butir pernyataan pada kolom pedoman observasi 

menggunakan Bahasa Indonesia yang baik dan benar 

     

Jumlah      

Skor total      

Rata-rata skor (𝒙̅)      
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C. PENILAIAN 

Skor tes kemampuan berpikir kombinatorik : 

1 ≤ 𝑥̅ ≤ 2 : tidak valid (belum dapat digunakan) 

2 ≤ 𝑥̅ ≤ 3 : kurang valid (dapat digunakan dengan banyak revisi) 

3 ≤ 𝑥̅ ≤ 4 : valid (dapat digunakan dengan sedikit revisi) 

4 ≤ 𝑥̅ ≤ 5 : sangat valid (dapat digunakan tanpa revisi) 

 

D. Kritik dan Saran Perbaikan 

............................................................................................................................. 

............................................................................................................................. 

.............................................................................................................................

......................................................

Jember, .............................2018 

Validator 

 

 

(.......................................) 
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Lampiran K. Pedoman Wawancara 

PEDOMAN WAWANCARA 

A. Petunjuk Wawancara 

1. Wawancara dilakukan setelah mahasiswa mengerjakan tes hasil belajar (Post-test). 

2. Wawancara yang dilakukan dengan peserta didik mengacu pada pedoman wawancara. 

3. Wawancara tidak harus berjalan sesuai urutan pertanyaan pada pedoman wawancara 

dan pertanyaan yang diberikan lanjutan sesuai dengan jawaban responden. 

4. Pedoman wawancara hanya digunakan sebagai garis besar saja, dan peneliti 

diperbolehkan untuk mengembangkan pembicaraan (diskusi) ketika wawancara 

berlangsung karena wawancara ini tergolong wawancara yang bebas terpimpin. 

5. Pada proses wawancara peserta didik kemampuan berpikir kombinatorik  yang 

dilakukan setelah mengerjakan tes hasil belajar (Post-tes)  

B. Pedoman Wawancara 

Tahapan Proses keterampilan  

Berpikir Kombinatorial 

Pertanyaan 

Mengidentifikasi beberapa kasus 

Tahapan apa yang Anda lakukan 

pada saat mendapatkan permasalahan 

tersebut? 

Mengenali pola dari semua kasus 

Tahapan apa yang Anda lakukan 

pada saat mendapatkan permasalahan 

tersebut? 

Menggeneralisasi semua kasus 

Tahapan apa yang Anda lakukan 

pada saat mendapatkan permasalahan 

tersebut? 

Membuktikan secara sistematis 

Tahapan apa yang Anda lakukan 

pada saat mendapatkan permasalahan 

tersebut? 

Mempertimbangkan dengan masalah 

kombinatorial lain 

Tahapan apa yang Anda lakukan 

pada saat mendapatkan permasalahan 

tersebut? 

 
Jember, .............................2018 

Observer 
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Lampiran L. Lembar validasi Pedoman Wawancara 

 

LEMBAR VALIDASI 

PEDOMAN WAWANCARA 

 

A. TUJUAN 

Lembar validasi pedoman wawancara ini adalah mengukur kevalidan pedoman 

wawancara dalam mendapatkan informasi tentang keterampilan berpikir kombinatorial 

mahasiswa dalam menyelesaikan masalah r-dynamic vertex coloring. 

B. PETUNJUK 

1. Bapa/Ibu dapat memberikan penilaian dengan memberikan tanda cek (    ) pada kolom 

yang ada. 

2. Arti point validitas adalah 1 (tidak baik), 2 (kurang baik), 3 (cukup baik) dan 4 (baik) 

C. PENILAIAN  

No. Aspek yang dinilai 

Skala Penelitian 

1 2 3 4 

1 Pertanyaan yang diajukan dapat menggali indikator 

keterampilan berpikir kombinatorik 

    

2 Pertanyaan yang di ajukan mencerminkan penggunaan 

bahasa yang baik dan benar 

    

3 Kalimat pertanyaan tidak mengandung arti ganda     

4 Pertanyaan yang diajukan menggunakan bahasa yang 

sederhana dan mudah di pahami 

    

Berdasarkan hal di atas, lembar validasi pedoman wawancara ini: 

1. Belum dapat digunakan dan msaih memerlukan konsultasi 

2. Dapat digunakan dengan banyak revisi 

3. Dapat digunakan dengan sedikit revisi  

4. Dapat digunakan tanpa revisi 

 

D. KOMENTAR DAN SARAN PERBAIKAN 

................................................................................................................................................

................................................................................................................................................
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................................................................................................................................................

................................................................................................................................................ 

Jember, .............................2018 

Validator 

 

 

(.......................................) 
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Lampiran M. Tes Keterampilan Berpikir Kombinatorik (Pre-test dan Post Test) 

TES KETERAMPILAN BERPIKIR KOMBINATORIK 

 

PRE-TEST  

 

Perhatikan pewarnaan pada graf Path (𝑃3) berikut ! 

 

 

 

1. Tentukanlah gambar yang menunjukan pewarnaan titik graf dan berikan 

alasan anda  ! 

Perhatikanlah Graf 𝑃3  ⊙  𝑃3 berikut ini ! 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan Graf 𝑃3  ⊙  𝑆3  tentukanlah : 

2. Tentukanlah notasi dan kardinalitas titik dan sisi dari graf 𝑃𝑛  ⊙  𝑆𝑚 ! 

3. Tentukanlah pewarnaan titik dinamis beserta fungsi dari graf 𝑃𝑛  ⊙ 𝑆𝑚 ! 

4. Carilah sebuah graf baru kemudian tentukanlah pewarnaan titik dinamisnya ! 

Kerjakanlah pada lembar kerja yang telas di sediakan !  

1 1 1 1 2 

Gambar A Gambar B 
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Lembar Kerja 
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POST-TEST  

 

Perhatikan pewarnaan pada graf Path (𝑃3) berikut ! 

 

 

 

1. Tentukanlah gambar yang menunjukan pewarnaan titik graf dan berikan 

alasan anda  ! 

Perhatikanlah Graf 𝑃3  ⊙  𝑆4 berikut ini ! 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan Graf 𝑃3  ⊙  𝑆5  tentukanlah : 

2. Tentukanlah notasi dan kardinalitas titik dan sisi dari graf 𝑃𝑛  ⊙  𝑆𝑚 ! 

3. Tentukanlah pewarnaan titik dinamis beserta fungsi dari graf 𝑃𝑛  ⊙ 𝑆𝑚 ! 

4. Carilah sebuah graf baru kemudian tentukanlah pewarnaan titik dinamisnya ! 

Kerjakanlah pada lembar kerja yang telas di sediakan !  

1 1 1 1 2 

Gambar A Gambar B 
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Lampiran N. Lembar Validasi Tes Keterampilan Berpikir Kombinatorik 

LEMBAR VALIDASI TES KETERAMPILAN BERPIKIR 

KOMBINATORIK 

A. PEDOMAN VALIDASI 

a. Mohon agar Bapak/ Ibu memberikan penilaian terhadap tes 

Keterampilan berpikir kombinatorik ditinjau dari beberapa aspek, 

penilaian umum dan saran-saran untuk merevisi tes keterampilan 

berpikir kombinatorik yang disusun. 

b. Instrumen ini bertujuan sebagai tes untuk mengetahui kemampuan 

berpikir kombinatorik mahasiswa 

B. PETUNJUK PENGISIAN VALIDASI 

a. Mohon Bapak/ Ibu untuk memberikan skor dengan cara mencentang 

pada kolom yang telah disediakan sesuai kriteria. 

b. Jika Bapak/ Ibu menganggap perlu ada revisi, maka dimohon 

Bapak/Ibu memberikan butir revisi pada bagian saran dan kritik pada 

lembar yang telah disediakan. 

No. Aspek 
Skor 

1 2 3 4 5 

1.  Kesesuaian isi      

2. Kesesuaian dengan indikator berpikir kombinatorik      

3. Kejelasan petunjuk cara mengerjakan tes      

4. Kejelasan butir pertanyaan pada tes keterampilan 

berpikir kombinatorik 

     

5. Butir pernyataan pada tes keterampilan berpikir 

kombinatorik menggunakan Bahasa Indonesia yang 

baik dan benar 

     

Jumlah      

Skor total      

Rata-rata skor (𝒙̅)      
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C. PENILAIAN 

Skor tes kemampuan berpikir kombinatorik : 

1 ≤ 𝑥̅ ≤ 2 : tidak valid (belum dapat digunakan) 

2 ≤ 𝑥̅ ≤ 3 : kurang valid (dapat digunakan dengan banyak revisi) 

3 ≤ 𝑥̅ ≤ 4 : valid (dapat digunakan dengan sedikit revisi) 

4 ≤ 𝑥̅ ≤ 5 : sangat valid (dapat digunakan tanpa revisi) 

 

D. Kritik dan Saran Perbaikan 

............................................................................................................................. 

............................................................................................................................. 

.............................................................................................................................

....................................................

Jember, .............................2018 

Validator 

 

 

(.......................................) 
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On r-dynamic chromatic number of coronation of

order two of any graphs with path graph
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Abstract. In this study we assume every graphs be a simple, finite, nontrivial, connected and
undirected graphs with vertex set V (H), edge set E(H) and no isolated vertex. An r-dynamic
coloring of a graph H is a proper k-coloring of graph H such that the neighbors of any vertex u
accept at least min{r, d(u)} different colors. The r-dynamic chromatic number is the minimum
k such that graph H has an r-dynamic k-coloring, it is shown by χr(H). In this research, we
interpret the r-dynamic chromatic number of graph corona of order two, denoted by H1 �2H2.
The corona of two graphs H1 and H2 is a graph H1 � H2 formed from one copy of H1 and
| V (H1) | copies of H2 where the ith vertex of H1 is adjacent to every vertex in the ith copy
of H2. For any integer l ≥ 2, we establish the graph H1 �l H2 recursively from H1 � H2 as
H1 �l H2 = (H1 �l−1 H2) �H2. Graph H1 �l H2 is also named as l − corona product of H1

and H2. Xr = (Pn �2 H2) and H2 is path graph Pm, star graph Sm, complete graph Km and
fan graph Fm. In this study we will determine the lower bound of r-dynamic chromatic number
of corona order two of graphs.

1. Introduction
Every graphs in this research is a simple, finite, nontrivial, connected and undirected graphs,
with vertex set V (H), edge set E(H), maximum degree ∆(H) and minimum degree δ(H).
Akbari [10] defined about r-dynamic coloring of graph, we imply a proper k-coloring of graph H
such that the neighbors of any vertex u accept at least min{r, d(u)} different colors, d(u) is the
degree of vertex u of graph H. The r-dynamic chromatic number of graph H as χr(H) which
is the minimum k such that graph H has an r-dynamic k-coloring. Montgomery[2] introduces
this concept with observations as folows :

Observation 1. Let ∆(H) be the maximum degree of graph H. It holds χr(H) ≥
min{∆(H), r}+ 1.

Observation 2. Let (H) = H1 �2 H2 be corona graph, then we have δ(H) = δ(H2) + 1 and
∆(H) = ∆(H)+2 | V (H2) |, where ∆(H) is maximum degree of H and δ(H) is minimum degree
of H.

Montgomery [2] found the lower bound of the r-dynamic chromatic number, χr(H) ≥
min{∆(H), r} + 1 and he found for any tree, χr(H) = min{∆, r} + 1 and if r ≥ 2 then
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χr(Cn) = 5 for n = 5, χr(Cn) = 3 if n = 3k, k ≥ 1 and χr(Cn) = 4 for n otherwise. Ramya
[8] found acyclic coloring of corona of Cn �K1,3, Pn �K2 and star coloring of corona Pn �Kn.
Pathinathan et.al [7] studied the chromatic number of corona with subdivision vertex and edge
for path and cycle graphs. Kristiana et.al conducted two studies on r-dynamic, including [5] and
[6] has initiated to determine the lower bound of χr(Pn�H2) and χr(Pn�H2);H2 6= Km, Cm,Wm

and χr(Hn �Wm). Dafik et.al [3] determined the several classes of graphs and their r-dynamic
chromatic numbers.
Furmanczyk [4], given two simple graphs H1 and H2, the corona product of H1 and H2, it is
showen by H1 �H2, is a connected graph achieved by cathcing a number of vertices | V (H1) |
copy of H2, and forming the ith of V (H1) adjacent to every vertex of the ith copy of V (H2).
Kang et.al [9] found the r-dynamic chromatic number of grid graph for all r,m, n. Akbari, et.al
found 2-dynamic chromatic number of cartesian product of path and cycle graph. Taherkhani,
et.al [1] proved upper bound of regular graph.
In this research we will continue to determine the r-dynamic chromatic number of corona order
two of graphs. The corona of two graphs H1 and H2 is a graph H1 � H2 establised from one
copy of H1 and | V (H1) | copies of H2 where the ith vertex of H1 is adjacent to every vertex
in the ith copy of H2. For any integer l ≥ 2, we establish the graph H1 �l H2 recursively from
H1�H2 as H1�lH2 = (H1�l−1H2)�H2. Graph H1�lH2 is also named as l− corona product
of H1 and H2.
Tilapia is a type of consumption fish and it lives in fresh water. This fish tends to be very
easy to breed and market because it is one of the most commonly consumed fish species by
the community everyday. That is why mostly people cultivate this fish in household scale or
large scale or company. Tilapia fish cultivation consists of several steps that are very important
to understand, namely preparation of ponds, fish seed distribution, disease prevention, and
harvesting period.
Fish pond is one of the most important things to cultivate tilapia. Facilities in the form of ponds
that need to be provided in the cultivation of tilapia fish depends on the maintenance system
(system 1 ponds, system 2 ponds, etc.). The ponds commonly used in the cultivation of tilapia
are Maintenance Pond Parent or Spawning Pond, Seed Maintenance Pond or Separating Pond,
Enlargement pond and Pool or Berokan pond.
However, some tilapia farmers pay less attention about usage of the land and separation of
tilapia suitable with its growth phase. So that a lot of non-effective land and tilapia seed
damage. Therefore, the researcher has a solution to this problem by using the application of
r-dynamic coloring in graph theory.

4

1

3

2

Figure 1. Application of r-Dynamic Coloring

Tilapia cultivation is applied to the r-dynamic staining on the star graph as much as n vertex
depends on the available land. The vertex of a star graph has at least 4 vertices. The center
vertex on the star graph is a chief tilapia pond. The vertex around is a sapling pond based on
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the growth phase. The edge is a connector of the vertex of a chief tilapia pond with the vertex
of the sapling pond to facilitate the removal of eggs on the pond of her saplings. Coloring in this
case is the difference of the growth phase of the tilapia fish. The vertex of the sapling at least
3 vertices that are: 1) vertex 1 is the seeds maintenance pond. 2) vertex 2 is the enlargement
pond. 3) vertex 3 is a pond for fish that are ready for harvest. For beginner cultivators in this
case is r = 1 need 2 colors, that are the color of the chief of tilapia and the color of the seed
maintenance pond. The next coloring depends on the development of the phase, so the pond
color is needed more and more until the harvest phase.

2. Result
In this research, we will learn the lower bound of r-dynamic chromatic number of χr(Pt �2 Ps),
χr(Pt �2 Ss), χr(Pt �2 Ks) and χr(Pt �2 Fs)

Lemma 1. Let H = Pt �2 H2;H2 6= Cs andWs , then:

χr(H) ≥

 δ + 1; for 1 ≤ r ≤ δ
r + 1; for δ + 1 ≤ r < ∆
∆ + 1, for r ≥ ∆

Proof. Based on the defined of corona order two of graph, V (Pt�2H2) = V (Pt)∪
⋃
t
α=1V (Hα)∪

V (H1)V (H2)2 and ∆(Pt �2 H2) = ∆(H1) + 2 | V (H2) |. For 1 ≤ r ≤ δ, based on the
observation 1 and selected r = δ, we found χr(H = Pt �2 H2) ≥ min {r,∆(H)} + 1 = min
{δ,∆(Pt) + 2 | V (H2)}+ 1 = δ + 1.
For δ + 1 ≤ r < ∆, respected to Observation 1 and by choosing r1 = δ + 1, we get
χr(H = Pt �2 H2) ≥ min {r,∆(H)}. Since δ(H2) is the minimum degree of graph H2 and
| V (H2) | is the order of graph H2, thus δ(H2) ≤| V (H2) | and χr(Pt�2H2) ≥ δ(H2)+1 = r+1.
if we choose r2 = δ(H2) + 2, we get χr(Pt �2 H2) ≥ min {δ(H2) + 2,∆(Pt) + 2 | V (H2) |}+ 1 =
δ(H2) + 2 + 1 = r2 + 1.
For r ≥ ∆, ∆(Pt �2 H2) = ∆(H1) + 2 | V (H2) | then r ≥ ∆(H1) + 2 | V (H2) |, based on
Observation 1 and by choosing r = ∆(Pt) + 2 | V (H2) |, we found χr(H = Pt �2 H2) min
{r,∆(H) = Pt �2 H2}+ 1 = min {∆,∆}+ 1 = ∆ + 1. 2

Theorem 1. Let H = Pt �2 Ps;n, s ≥ 3, then:

χr(H) =

 3; for 1 ≤ r ≤ 2
r + 1; for 3 ≤ r < 2s+ 2
2s+ 3, for r ≥ 2s+ 2

Proof. The Graph Pt �2 Ps have vertex set V (Pt �2 Ps) = {xα; 1 ≤ α ≤ t} ∪ {xα,β; 1 ≤ α ≤
t, 1 ≤ β ≤ s} ∪ {xα,β,γ ; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s, 1 ≤ γ ≤ s} ∪ {yα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s} and edge
set E(Pt �2 Ps) = {xαxα+1; 1 ≤ α ≤ t − 1} ∪ {xαyα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s} ∪ {yα,βyα,β+1; 1 ≤
α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s − 1} ∪ {xαxα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s} ∪ {xαxα,β+1; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤
s − 1} ∪ {xα,βxα,β,γ ; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s, 1 ≤ γ ≤ s} ∪ {xα,βxα,β,γ+1; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤
s, 1 ≤ γ ≤ s− 1}.The vertex and edge cardinality of graph are | V (Pt �2 Ps) |= t(s2 + 2s+ 1),
| E(Pt �2 Ps) |= 2ts2 + 3ts − t − 1 respectively. Thus, ∆(Pt �2 Ps) = 2p(H2) + 2 = 2s + 2
and δ(Pt �2 Ps) = 2. We define tree cases, namely for χ1≤r≤2(Pt �2 Ps), χ3≤r<2s+2(Pt �2 Ps),
χr≥2s+2(Pt �2 Ps).

Case 1 : For 3; 1 ≤ r ≤ 2
Based on Lemma 1, the lower bound for 1 ≤ r ≤ 2 is χr(Pt �2 Ps) ≥ δ + 1 = 2 + 1 = 3. To find
upper bound for χr(Pt �2 Ps), we claim c1 : V (Pt �2 Ps)→ {1, 2, · · · , k}, as follows:
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c1(xα) =

{
1; α is odd
2; α = 2

c1(xα,β) =

 1; α = 2;β is odd
2; α = 1 mod 2;β = 1 mod 2
3; 1 ≤ α ≤ t;β = 0 mod 2

c1(xγα,β) =

 1; α, β, γ are odd; 1 ≤ α ≤ t, β is even, γ is odd
2; 1 ≤ α ≤ t, β, γ are even;α = 2;β, γ are odd
3; 1 ≤ α ≤ t, β is odd, γ = 1 mod 2

c1(yα,β) =

 1; α = 2;β = 1 mod 2
2; α = 1 mod 2;β = 1 mod 2
3; 1 ≤ α ≤ t;β = 0 mod 2

Clearly, c1 shows the upper bound for χ1≤r≤2(Pt �2 Ps) ≤ 3. Hence, χ1≤r≤2(Pt �2 Ps) = 3.

Case 2 : For r + 1; 3 ≤ r < 2s+ 2
Based on Lemma 1, the lower bound for 3 ≤ r < 2s+ 2 is χr(Pt �2 Ps) ≥ r + 1. To find upper
bound for χr(Pt �2 Ps), we claim c2 : V (Pt �2 Ps)→ {1, 2, · · · , k}, as follows:

c2(xα) =

{
1; α is odd
2; α = 2

c2(xα,β) =

 3; 1 ≤ α ≤ t;β is odd; r = 3
4; 1 ≤ α ≤ t;β is even; r = 3
(r − 2) + β; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ t; 4 ≤ r ≤ 2s+ 1

c2(xγα,β) =
1, 2, .., 2s+ 2 6= c(xαβ) ∩ cN(xαβ);
1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s; 3 ≤ r ≤ 2s+ 1

c2(yα,β) =


1; α is even;β = 1 mod 3; 3 ≤ r ≤ 2s
2; α is odd;β = 1 mod 3; 3 ≤ r ≤ 2s
3; 1 ≤ α ≤ t;β = 2 mod 3; 3 ≤ r ≤ 2s+ 1
4; 1 ≤ α ≤ t;β = 0 mod 3; 3 ≤ r ≤ 2s+ 1
s+ 2; 1 ≤ α ≤ t;β = 1 mod 3; r = 2s+ 1

Clearly, c2 shows the upper bound for χ3≤r<2s+2(Pt�2Ps) ≤ r+1. Hence, χ3≤r≤2s+2(Pt�2Ps) =
r + 1.

Case 3 : For 2s+ 3; r ≥ 2s+ 2
Based on Lemma 1, the lower bound for r ≥ 2s + 2 is χr≥2s+2 ≥ 2s + 2 + 1 = 2s + 3. To find
the upper bound, we claim c3 : V (Pt �2 Ps)→ {1, 2, · · · , k}, as follows:

c3(xα) =

 1; α ≡ 1 mod 3
2; α ≡ 2 mod 3
3; α ≡ 0 mod 3

c3(xα,β) = β + s+ 3; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; r = 2s+ 3

c3(xγα,β) =

{
1, 3, 4, ..., s+ 1; α is even; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s
2, 3, 4, ..., s+ 1; α is odd; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s
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c3(yα,β) = β + 3; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; r = 2s+ 3

Clearly, c3 shows the upper bound for χr≥2s+2(Pt �2 Ps) ≤ 2s+ 3. Hence, χr≥2s+2(Pt �2 Ps) =
2s+ 3. 2
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Figure 2. Example of r-Dynamic Coloring of P3 �2 P3

Theorem 2. Let H = Pt �2 Ss; t, s ≥ 3, then:

χr(H) =

 3; for 1 ≤ r ≤ 2
r + 1; for 3 ≤ r < 2s+ 2
2s+ 3, for r ≥ 2s+ 2

Proof. The Graph Pt�2Ss have vertex set V (Pt�2Ss) = {xα; 1 ≤ α ≤ t}∪{xα,β; 1 ≤ α ≤ 3, 1 ≤
β ≤ s} ∪ {xγα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s, 1 ≤ γ ≤ s} ∪ {yα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s} and edge set

E(Pt�2Ss) = {xαxα+1; 1 ≤ α ≤ t−1}∪{xαyα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s}∪{yα,βyα,s; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤
β ≤ s−1}∪{xαxα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s}∪{xα,βxα,s; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s−1}∪{xα,βxα,β,γ ; 1 ≤
α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s, 1 ≤ γ ≤ s} ∪ {xα,β,γxα,β,γ ; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s, 1 ≤ γ ≤ s − 1}. The vertex
and edge cardinality of graph are | V (Pt�2Ss) |= ts2 +2ts+ t, | E(Pt�2Ss) |= 2ts2 +3ts− t−1
respectively. Thus, ∆(Pt �2 Ss) = 2p(H2) + 2 = 2s + 2 and δ(Pt �2 Ss) = 2. We define tree
cases, namely for χ1≤r≤2(Pt �2 Ss), χ3≤r<2s+2(Pt �2 Ss), χr≥2s+2(Pt �2 Ss).

Case 1 : For 3 ; 1 ≤ r ≤ 2s+ 2
Based on Lemma 1, the lower bound for 1 ≤ r ≤ 2 is χr(Pt �2 Ss) ≥ δ + 1 = 2 + 1 = 3. To find
upper bound for χr(Pt �2 Ss), we claim c4 : V (Pt �2 Ss)→ {1, 2, · · · , k}, as follows:

c4(xα) =

{
1; α is odd
2; α = 2

c4(xα,β) =

 1; α = 2; 1 ≤ β ≤ s− 1
2; α is odd; 1 ≤ β ≤ s− 1
3; 1 ≤ α ≤ t;β = s

c4(xγα,β) =

 1; α is odd; 1 ≤ β ≤ s− 1; 1 ≤ γ ≤ s− 1; 1 ≤ α ≤ t;β = s; γ = s
2; α = 2; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s− 1;α is odd; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s− 1
3; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s− 1, k = s

c4(yα,β) =

 1; α = 2;β = 1 mod 2
2; α = 1 mod 2;β = 1 mod 2
3; 1 ≤ α ≤ t;β = 0 mod 2

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


Clearly, c4 shows the upper bound for χ1≤r≤2(Pt �2 Ss) ≤ 3. Hence, χ1≤r≤2(Pt �2 Ss) = 3.

Case 2 : For r + 1; 3 ≤ r < 2s+ 2
Based on Lemma 1, the lower bound for 3 ≤ r < 2s+ 2 is χr(Pt �2 Ss) ≥ r + 1. To find upper
bound for χr(Pt �2 Ss), we claim c5 : V (Pt �2 Ss)→ {1, 2, · · · , k}, as follows:

c5(xα) =

{
1; α is odd
2; α = 2

c5(xα,β) =



1; α is even; 1 ≤ β ≤ s− 1; 3 ≤ r ≤ s+ 1
2; α is odd; 1 ≤ β ≤ s− 1; 3 ≤ r ≤ s+ 1
3; 1 ≤ α ≤ t;β = s; 3 ≤ r ≤ s
β + 2; 1 ≤ α ≤ t;β = s; s+ 1 ≤ r ≤ 2s+ 1
s+ 3; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s− 1; r = s+ 2; 1 ≤ α ≤ t;β is odd; r = s+ 3
s+ 4; 1 ≤ α ≤ t;βis even =; r = s+ 3
s+ β + 2; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; 2s ≤ r ≤ 2s+ 1

c5(xγα,β) =

{
1, 2, 3, ..., s ; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s; r = 3
1, 2, 3, ..., s+ 1 ; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s 6= c(xαβ); s ≤ r ≤ 2s+ 1

c5(yα,β) =

{
1, 2, 3, ..., s+ 1 ; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s 6= c(xα); s ≤ r ≤ 2s
2s+ 2 ; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; γ = 1; r = 2s+ 1

Clearly, c5 shows the upper bound for χ3≤r<2s+2(Pt�2Ss) ≤ r+1. Hence, χ3≤r≤2s+2(Pt�2Ss) =
r + 1.

Case 3 : For 2s+ 3; r ≥ 2s+ 2
Based on Lemma 1, the lower bound for r ≥ 2s + 2 is χr≥2s+2 ≥ 2s + 2 + 1 = 2s + 3. To find
the upper bound, we claim c6 : V (Pt �2 Ss)→ {1, 2, · · · , k}, as follows:

c6(xα) =

 1; α ≡ 1 mod 3
2; α ≡ 2 mod 3
2s+ 3; α ≡ 0 mod 3

c6(xα,β) = β + s+ 1; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; r = 2s+ 2

c6(xγα,β) =
{

1, 2, 3, ..., s+ 1 ; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s; r = 2s+ 2

c6(yα,β) =

{
β + 2; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s− 1; r = 2s+ 2
2s+ 2; 1 ≤ α ≤ t; j = s; r = 2s+ 2

Clearly, c6 shows the upper bound for χr≥2s+2(Pt �2 Ss) ≤ 2s+ 3. Hence, χr≥2s+2(Pt �2 Ss) =
2s+ 3. 2

Theorem 3. Let H = Pt �2 Ks; t, s ≥ 3, then:

χr(H) =

 s+ 1; for 1 ≤ r ≤ s
r + 1; for s+ 1 ≤ r < 2s+ 2
2s+ 3, for r ≥ 2s+ 2
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Proof. The Graph Pt �2 Ks have vertex set V (Pt �2 Ks) = {xα; 1 ≤ α ≤ t} ∪ {xα,β; 1 ≤ α ≤
t, 1 ≤ β ≤ s}∪{xγα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s, 1 ≤ γ ≤ s}∪{yα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s}. The vertex

and edge cardinality of graph are | V (Pt�2Ks) |= ts2+2ts+t, | E(Pt�2Ks) |= 2ts2+3ts+ t(t−5)
2 )

respectively. Thus, ∆(Pt�2Ks) = 2p(H2) + 2 = 2s+ 2 and δ(Pt�2Ks) = s. We determine tree
cases, namely for χ1≤r≤s(Pt �2 Ks), χs+1≤r<2s+2(Pt �2 Ks), χr≥2s+2(Pt �2 Ks).

Case 1 : For s+ 1; 1 ≤ r ≤ s
Based on Lemma 1, the lower bound for 1 ≤ r ≤ s is χr(Pt �2 Ks) ≥ δ + 1 = s + 1. To find
upper bound for χr(Pt �2 Ks), we claim c7 : V (Pt �2 Ks)→ {1, 2, · · · , k} ,as follows:

c7(xα) =

{
1; α is odd
2; α = 2

c7(xα,β) = 1, 2, ..., s+ 1 6= c(xα); 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ r ≤ s

c7(xγα,β) = 1, 2, ..., s+ 1 6= c(xα,β); 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s; 1 ≤ r ≤ s

c7(yα,β) = 1, 2, ..., s+ 1 6= c(xα); 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ r ≤ s

Clearly, c7 shows the upper bound for χ1≤r≤s(Pt�2Ks) ≤ δ+1. Hence, χ1≤r≤s(Pt�2Ks) = s+1.

Case 2 : For r + 1; s+ 1 ≤ r < 2s+ 2
Based on Lemma 1, the lower bound for s + 1 ≤ r < 2s + 2 is χr(Pt �2 Ks) ≥ r + 1. To find
upper bound for χr(Pt �2 Ks), we claim c8 : V (Pt �2 Ks)→ {1, 2, · · · , k}, as follows:

c8(xα) =

{
1; α is odd
2; α is even

c8(xα,β) = r + β − 3; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; s+ 1 ≤ r ≤ 2s+ 1

c8(xγα,β) =

{
1, 2, ..., 2s+ 2 6= c(xα,β) ∩ cN(xα,β); 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s;

1 ≤ γ ≤ s; s+ 1 ≤ r ≤ 2s+ 1

c8(yα,β) =

{
β + 1; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; s+ 1 ≤ r ≤ 2s
β + 2; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; r = 2s+ 1

Clearly, c8 shows the upper bound for χs+1≤r<2s+2(Pt�2Ks) ≤ r+1. Hence, χs+1≤r<2s+2(Pt�2

Ks) = r + 1.

Case 3 : For 2s+ 3; r ≥ 2s+ 2
Based on Lemma 1, the lower bound for r ≥ 2s + 2 is χr≥2s+2 ≥ 2s + 2 + 1 = 2s + 3. To find
the upper bound, we claim c9 : V (Pt �2 Ks)→ {1, 2, · · · , k}, as follows:

c9(xi) =

 1; α ≡ 1 mod 3
2; α ≡ 2 mod 3
3; α ≡ 0 mod 3

c9(xα,β) = s+ β + 3; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; r = 2s+ 2

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


c9(xγα,β) =

{
1, 2, ..., 2s+ 3 6= c(xα,β) ∩ cN(xα,β); 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s;

1 ≤ γ ≤ s; r = 2s+ 2

c9(yα,β) = β + 3; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; r = 2s+ 2

Clearly, c9 shows the upper bound for χr≥2s+2(Pt�2 Ks) ≤ 2s+ 3. Hence, χr≥2s+2(Pt�2 Ks) =
2s+ 3. 2

Theorem 4. Let H = Pt �2 Fs; t, s ≥ 3, then:

χr(H) =

 4; for 1 ≤ r ≤ 3
r + 1; for 4 ≤ r < 2s+ 4
2s+ 5, for r ≥ 2s+ 4

Proof. The Graph Pt�2Fs have vertex set V (Pt�2Fs) = {xα; 1 ≤ α ≤ t}∪{xα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤
β ≤ s + 1} ∪ {xγα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s + 1, 1 ≤ γ ≤ s + 1} ∪ {yα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s + 1}
and edge set E(Pt �2 Fs) = {xαxα+1; 1 ≤ α ≤ t − 1} ∪ {xαyα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤
s+1}∪{yα,βyα,β+1; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s−1}∪{yα,s+1yα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s}∪{xαxα,β; 1 ≤
α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s + 1} ∪ {xαxα,β+1; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s − 1} ∪ {xαs+1xα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤
s} ∪ {xα,βxγα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s + 1, 1 ≤ β ≤ s + 1} ∪ {xα,βxα,β,γ+1; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤
s + 1, 1 ≤ γ ≤ s − 1} ∪ {xα,β,sxγα,β; 1 ≤ α ≤ t, 1 ≤ β ≤ s + 1, 1 ≤ γ ≤ s}. The vertex and edge

cardinality of graph are | V (Pt �2 Fs) |= t(s2 + 4s + 4), | E(Pt �2 Fs) |= 3t(s2 + 3s) + t − 1
respectively. Thus, ∆(Pt �2 Fs) = 2p(H2) + 2 = 2s + 4 and δ(Pt �2 Fs) = 3. We define tree
cases, namely for χ1≤r≤s+1(Pt �2 Fs), χs+2≤r<∆(Pt �2 Fs), χr≥∆(Pt �2 Fs).

Case 1 : For 4; 1 ≤ r ≤ 3
Based on Lemma 1, the lower bound for 1 ≤ r ≤ 3 is χr(Pt �2 Fs) ≥ δ + 1 = 3 + 1 = 4. To find
upper bound for χr(Pt �2 Fs), we claim c10 : V (Pt �2 Fs)→ {1, 2, · · · , k} , as follows:

c10(xα) =

{
1; α = 1 mod 2
2; α = 0 mod 2

c10(xα,β) =


1; α = 0 mod 2;β = 1 mod 2
2; α = 1 mod 2;β = 1 mod 2
3; α = 0 mod 2;β = 0 mod 2
4; 1 ≤ α ≤ t;β = s+ 1

c10(xγα,β) =



1; α is odd; 1 ≤ β ≤ s+ 1; γ is odd; γ 6= s+ 1
i is even; 1 ≤ β ≤ s+ 1; γ is odd; γ 6= s+ 1

2; 1 ≤ α ≤ t;β is even; γ is even; γ 6= s+ 1
1 ≤ α ≤ t; β = s+ 1; γ is even; γ 6= s+ 1
α is even; γ is odd, β 6= s+ 1; γ is odd; γ 6= s+ 1

3; 1 ≤ α ≤ t;β is odd, β 6= s+ 1; γ is even; γ 6= s+ 1
1 ≤ α ≤ t;β = s+ 1; γ = s+ 1

4; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s; γ = s+ 1

c10(yα,β) =


1; α = 0 mod 2;β = 1 mod 2
2; α = 1 mod 2;β = 1 mod 2
3; α = 0 mod 2;β = 0 mod 2
4; 1 ≤ α ≤ t;β = s+ 1
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Clearly, c10 shows the upper bound for χ1≤r≤3(Pt�2 Fs) ≤ δ+ 1. Hence, χ1≤r≤3(Pt�2 Fs) = 4.

Case 2 : For r + 1; 4 ≤ r < 2s+ 4
Based on Lemma 1, the lower bound for 4 ≤ r < 2s+ 4 is χr(Pt �2 Fs) ≥ r + 1. To find upper
bound for χr(Pt �2 Fs), we claim c11 : V (Pt �2 Fs)→ {1, 2, · · · , k} , as follows:

c11(xα) =

{
1; α = 1 mod 2
2; α = 0 mod 2

c11(xα,β) =



1; α is even;β = 1 mod 3; r = 4
2; α is odd;β = 2 mod 3; r = 4
3; 1 ≤ α ≤ t;β = 2 mod 3; r = 4
4; 1 ≤ α ≤ t;β = 0 mod 3; r = 4
5; 1 ≤ α ≤ t;β = s+ 1; r = 4
r + j − 3; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s+ 1; 5 ≤ r ≤ 2s+ 3

c11(xγα,β) =

 1, 2, ..., 2s+ 4 6= c(xα,β) ∩ cN(xα,β); 1 ≤ α ≤ t;
1 ≤ β ≤ s; 1 ≤ γ ≤ s;
4 ≤ r ≤ 2s+ 3

c11(yα,β) =



1; α is even;β = 1 mod 3; 4 ≤ r ≤ 2s+ 2
2; α is odd;β = 2 mod 3; 4 ≤ r ≤ 2s+ 2
3; 1 ≤ α ≤ t;β = 2 mod 3; 4 ≤ r ≤ 2s+ 2
4; 1 ≤ α ≤ t;β = 0 mod 3; 4 ≤ r ≤ 2s+ 2
5; 1 ≤ α ≤ t;β = s+ 1; 4 ≤ r ≤ 2s+ 2
β + 2; 1 ≤ α ≤ t; 1 ≤ β ≤ s+ 1; r = 2s+ 4

Clearly, c11 shows the upper bound for χ4≤r<2s+4(Pt�2Fs) ≤ r+1. Hence, χ4≤r<2s+4(Pt�2Fs) =
r + 1.

Case 3 : For 2s+ 5; r ≥ 2s+ 4
Based on Lemma 1, the lower bound for r ≥ 2s+ 4 is χr≥∆ ≥ 2s+ 4 + 1 = 2s+ 5. To find the
upper bound, we claim c12 : V (Pt �2 Fs)→ {1, 2, · · · , k} , as follows:

c12(xα) =

 1; α = 1
2; α = 2
2s+ 5; α = 3

c12(xα,β) = β + 6; 1 ≤ α ≤ 3; 1 ≤ β ≤ s+ 1

c12(xγα,β) = γ + 1; 1 ≤ β ≤ t; 1 ≤ β ≤ s+ 1

c12(yα,β) =

{
2s+ 4; 1 ≤ β ≤ 3;β = 1
β + 1; 1 ≤ α ≤ t; 2 ≤ β ≤ s+ 1

Clearly, c12 shows the upper bound for χr≥2s+4(Pt�2 Fs) ≤ 2s+ 5. Hence, χr≥2s+4(Pt�2 Fs) =
2s+ 5. 2
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3. Conclusion
The open problem of this research is :

Open Problem 1. Determine the lower bounds of χr(G) in another graph of corona order two.
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Abstract. Learning implementation is expected to maximize the students’ 

combinatorial thinking skill. This research was intended to examine the students’ 

combinatorial thinking skill and the implementation of problem based learning to 

improve the students’ combinatorial thinking skill in solving the problem of r-dynamic 

vertex coloring. The method used was the mixed-methods that combined quantitative 

and qualitative research. This research involved 86 participants that were divided into 

two classes; experimental and control classes. There were 42 students in the control 

class and 44 students in the experimental class. This study showed that there was a 

significant difference showed by the value of independent t-test for post-test. The data 

analysis showed the independent sample t-test value of post-test was 0.000 ≤ 0.05, so it 

was significant. Thus, there was an influence on the implementation of problem based 

learning on improving the students’ combinatorial thinking skill in solving r-dynamic 

vertex coloring problem. 

1.  Introduction 

 

This research aimed at examining the students’ combinatorial thinking skill and the 

implementation of problem based learning to improve the students’ combinatorial thinking skill 

in solving r-dynamic vertex coloring problem.  

 Combinatorial thinking is a tool to solve the problem when he did the experiment with the 

students to do geometry tasks. He found that the students must use their combinatorial thinking 

and find the systematic to assure that all of the possibilities have been discussed. In his view, 

combinatorial thinking is a special aspect of mathematical thinking [5].  

 There are five factors that influence the combinatorial thinking skill, in which each indicator 

has several different sub-indicators. The indicators and sub-indicators of combinatorial thinking 

are shown in the table 1.  

Table 1. Indicators that Influence the Combinatorial Thinking Skill 

Indicator Sub- Indicator 

Identifying several cases a. Identifying properties/characteristics of problems 

b. Implementing several cases 

Recognizing the pattern of all cases a. Identifying the pattern of problem solving  

b. Expanding the pattern of problem solving obtained 
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Generalizing all cases 

 

a. Implementing mathematical symbolization  

b. Calculating the cardinality 

c. Developing algorithm 

Proving mathematically 

 

a. Conducting argumentation calculation 

b. Testing algorithm 

c. Developing the seed 

d. Testing the seed  

e. Implementing inductive, deductive, and qualitative 

evidences 

Considering other combinatorial 

problems 

 

a. Conducting an interpretation  

b. Proposing open-questions 

c. Recognizing new combinatorial problems 

d. Finding the potential application 

 

Problem Based Learning (PBL) is learning and teaching strategy that promotes the active 

learning by giving the process control to the students. It involves the use of unstructured open-

questions to gain the learning activity [3]. PBL is a constructivism problem learning model that 

helps the students to think and solve the problem. Ben and Erickson emphasize that Problem 

Based Learning is a learning strategy that involves the students in solving the problem and 

integrating various concepts and skills from various science disciplines. This strategy includes 

collecting and uniting information and presenting the invention. Problem Based Learning (PBL) 

has been adopted broadly in various subjects and contexts of education to promote critical 

thinking and problem solving in the authentic learning situation [4].  

 The implementation of learning by using learning tool that is accordance with the Problem 

Based Learning can be used to see the students’ combinatorial thinking skill as it has been 

presented in the portrait phase based on the indicators of the combinatorial thinking skill. Based 

on the explanation above, the researcher needs to conduct a further research. Therefore, the 

researcher conducts a research with a tittle The Analysis of the Students’ Combinatorial thinking 

skill in Solving R-Dynamic Vertex Coloring under the Implementation of Problem Based 

Learning. 

Definition 1. If 𝐺 = (𝑉, 𝐸) is a simple Graph, connected and undirected graph with the vertices 

set 𝑉 and the edge of set 𝐸 and 𝑑(𝑣) to degree for each 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). The maximum and minimum 

degrees 𝐺 is symbolized as ∆(𝐺) and 𝛿(𝐺) [1]. With 𝑘 color on the 𝐺 graph, we map 𝑐 ∶
𝑉(𝐺)  ⇒  𝑆, in which |𝑆| = 𝑘 so that every two closed vertices have different colors. A r-

dynamic with 𝑘 color on the graph 𝐺, therefore |𝑐(𝑁(𝑣))| ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣)} to each vertex 𝑣 in 

𝑉(𝐺) in which 𝑁(𝑣) is the environment 𝑣 and 𝑐(𝑆) = {𝑐(𝑣): 𝑣 ∈ 𝑆} for each part of 𝑆 [8] . The 

chromatic r-dynamic is written as χr (𝐺) is a minimum value of 𝑘 and graph 𝐺 has r-dynamic 

with k color.  

The k coloring vertex can be said as dynamic vertex coloring if for each vertex 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) with 

𝑑(𝑣) ≥ 2. The neighboring vertex have two different colors. The number of r-dynamic of the 

1 – Dynamic  2 – Dynamic  3 – Dynamic  

Figure 1. example 1,2,3 r-Dynamic Vertex Coloring 
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graph 𝐺 is notated as χr (𝐺) is the minimum color 𝑘  on the 𝐺 graph. The number of color 1- 

Dynamic on the Graph 𝐺 is the color introduced as Chromatic Number and is notated as χd (𝐺) 

and for the number of Dynamic ≥ 2 on the graph 𝐺 is the introduced color as r-Dynamic 

Chromatic Number [2]. 

2.  Research Methods 

 

The method used in this research was a mixed method which combines the qualitative and 

quantitative research methods. The design used was Sequential explanatory: Quantitative data 

was collected first, followed by qualitative data that explained the findings from quantitative 

data (e.g., after assessing pragmatic competence at group-level, following up on several 

participants to gain understanding about their characteristics) [7] and [6,9,10] also applied this 

model to their research. Quantitative research analyzed the students learning outcomess after 

the application of problem-based learning method. Then qualitative research aimed to analyze 

the data from observations and interviews of selected students. This research investigated two 

variables, namely the implementation of problem based learning as an independent variable and 

students’ learning outcomes from solving the problem of the r-dynamic vertex coloring as the 

dependent variable. 

To understand deeply about the effectiveness of Problem based learning, we continued the 

research by sharing observations with all students of the experimental class and selecting several 

students to be interviewed about their understanding process in finding a new pattern of r-

dynamic vertex coloring. 

The experimental design of this research was to compile two class groups, namely the 

experimental class and the control class, which were selected by purposive random sampling 

and examined by pre-test and post-test using the following design. 

In this design, there were two groups of classes in which each chosen randomly. Before the 

research was conducted, the two groups were given pre-test to find out their initial situation. 

During the research, the first class was treated (X) and the second group was not treated (C), the 

treated group was called as the experimental group and the untreated group was called a control 

group. 

Then, at the end of the research, the two groups were given a post-test to see how the results 

were. This design was used to see the effect of the treatment (independent variable) on 

changes/improvements in the dependent variable that was being observed. 

 

Population 
This research was done to Mathematics Education students at the University of Jember in the 

odd semester of the 2018/2019 academic year. The sampling technique used was random 

sampling by randomly selecting two classes, the first class was the experimental class with the 

implementation of problem-based learning which was consisted of 44 students, and the second 

class was class control with the application of conventional learning that consisted of 42 

students. 

 

 

A   O   X   O 

A   O   C   O 

Information: 

A : Random sampling 

X : Treatment given (Independent 

..............Variable) 

C : Control of treatment 

O : Pre-test / Post-test (Dependent 

..............Variables observed) 
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Instrument 

The instruments used in this research were tests, observation, and interview. The figure below 

showed the combination of the research methods with research procedures consisting of three 

stages according to the stages in the research design, namely: preliminary study (qualitative 

research), analysis of combinatorial thinking skill and the application of problem-based learning 

(quantitative research), portrait phase (research qualitative). Explanation of research procedures 

was illustrated in the chart as follows. 

 

Task  
Students' combinatorial thinking skill were measured based on the indicators that had been 

converted into test instrument. One of the test instruments used was to discuss dynamicvertex 

coloring in 𝑃3 ⨀ 𝑆4 graph which consisted of dynamic vertex coloring. 

A k vertex coloring is said to be dynamic vertex coloring if for each vertex 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)with 𝑑(𝑣) 

≥ 2. The neighboring vertex have two different colors. A dynamic r with k color on graph G so 

that |𝑐(𝑁(𝑣))| ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣)} for each vertex v in V (G) where N (v) is environment v and 

𝑐(𝑆) = {𝑐(𝑣): 𝑣 ∈ 𝑆} for each part of S .The dynamic r-chromatic number written with χr (G) 

No 

Figure 2. The Model of Mixed Method 

Mixed Method 

Experiment 

class N = 43 

 

Control class 

N = 45 

 

Pre-test 

Conventional 

 Validitas & Reliabelitas 

 

The analysis of student combinatorial thinking skills solving 

under the implementation of Problem based Learning 

Problem based Learning 

Quantitatif Data 

Normality 

Test 
Test of homogenity 

T-test 

Post-test 

Qualitatif Data 

Work Observation Interview 

Obsevation Result 
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was the minimum value of k so that graph G had dynamic r with k-color. The graph used was a 

corona operating graph symbolized by ⨀, the forming graph was a path graph with n = 3 which 

was operated with a star graph with m = 4, so the graph used was 𝑃3 ⨀ 𝑆4. 

 

The following was the r-dynamic vertex coloring on 𝑃3 ⨀ 𝑆4 : 

 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3. Example of r-dynamic vertex coloring from Graf 𝑃3 ⨀ 𝑆4 

The following figure was the coloring for 𝑟 = 1 and 𝑟 =
2. 

|𝑐(𝑁(𝑥1))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥1)} 

               2             ≥       {  1,5 } 

The following was the notation for coloring atvertex 𝑥1, 

then notation given at all vertex. On the figure beside, 

each vertex had a maximum of 2 neighbor colors so that 

the figure met the requirements of 𝑟 = 1 and 𝑟 = 2. 
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1 1 
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3 2 
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6
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1 3 

4 7
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5 

4 3 
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The following figure was the coloring for 𝑟 = 3 

|𝑐(𝑁(𝑥1))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥1)} 

               3             ≥       { 3,5 } 

On the figure beside, each vertex had a maximum of 3 

neighbor colors so that the figure met the requirement of 

r = 3. r increased, so that the given color also increased. 

Coloration was given until it reached ∆(𝐺)+1. 

 

The following figure was the coloring for 𝑟 = 𝑘 

|𝑐(𝑁(𝑥2))|   ≥  min{ 𝑟, 𝑑(𝑥2)} 

                6             ≥       { 6,6 } 
On the figure beside, each vertex had a maximum of 6 

neighbor colors so that the figure met the requirement of 

𝑟 = 𝑘. 
 

𝑦3,3 

𝑦2,2 

𝑥1 

𝑦2 𝑦2,3 

𝑦3 
𝑦3,2 

𝑦3,1 

𝑦2,1 

𝑥2 
𝑥3 

𝑦1 
𝑦1,1 

𝑦1,2 
𝑦1,3 The following figure was the giving of vertex notation 

to the graph 𝑃3 ⨀ 𝑆4 

 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 

 

 

 

 

 

The purpose of this task was to provide a r-dynamic vertex coloring that was different 

from the previous pattern and gave a different color to the vertex such that each vertex had a 

different color. 

3.  Research Finding 

 

The Result of Data Analysis 

This research was conducted at the experimental and control classes by using two 

qualitative methods in order to know the students skill of combinatorial thinking. The 

implementation of the research was done after conducting validity and reliability tests for the 

instruments. After that, the experimental and control classes were given pre-test to know their 

initial combinatorial thinking skill. 

After conducting pre-test in the control and experimental classes, the learning by 

implementing Problem based learning model held in the experimental class while the usual 

learning held in the control class where the data that would be analyzed by using spss obtained. 

The following was the result of the analysis by using spss application. 

Before showing our result, we needed to conduct reliability and validity tests for the 

instruments of our post-test.  

 

Table 2. The test result of the validity question Correlations 

 No_1 No_2 No_3 No_4 Total 

No_1 

 

 

No_2 

 

 

No_3 

 

 

No_4 

 

 

Total 

Pearson Correlation 

Sig. (2-tailed) 

N 

Pearson Correlation 

Sig. (2-tailed) 

N 

Pearson Correlation 

Sig. (2-tailed) 

N 

Pearson Correlation 

Sig. (2-tailed) 

N 

Pearson Correlation 

Sig. (2-tailed) 

N 

1 

 

44 

.127 

.412 

44 

.062 

.690 

44 

.151 

.329 

44 

.440** 

.003 

44 

.127 

.412 

44 

1 

 

44 

.227 

.138 

44 

.063 

.686 

44 

.510** 

.000 

44 

.062 

.690 

44 

.227 

.138 

44 

1 

 

44 

.316* 

.036 

44 

.825** 

.000 

44 

.151 

.329 

44 

.063 

.686 

44 

.316* 

.036 

44 

1 

 

44 

.578** 

.000 

44 

.440** 

.003 

44 

.510** 

.000 

44 

.825** 

.000 

44 

.578** 

.000 

44 

1 

 

44 

**. Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed). 

*. Correlation is significant at the 0.05 level (2-tailed). 

 

The following table showed the reliability and validity of the result. Based on the table, 

it could be seen that the value of rcount from number 1 was 0.440, number 2 was 0.510, number 

3 was 0.825, and number 4 was 0.578. All items resulted the value of rcount >rtable with N=44, 

therefore all items were valid. 

Table 3. The test result of the realibility question 

Reliability Statistics 

Cronbach's Alpha 

.405 

N of items 

4 
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Based on the table, it could be seen that the overall values of reliability were 0.405 and 

r (table) form the significance level of 5% with dk=N-1=43, r(table)= 0.400. Thus, rcount>rtable. 

This concluded that the instruments item were reliable. 

 

Chart 1. The Distribution of Pre-test of student Combinatorial Thinking Skill in the Control 

Class 

 

The initial research was done to 42 students in the control class to know the level of 

their combinatorial thinking. 42 subjects were tested by using pre-test (chart 1), in the 

experimental class it was found that 14% students were in the category of level 1 in 

combinatorial thinking, 34% students were in the category of level 2, 33% students were in the 

category of level 3, 19% students were in the category of level 4 and there was no student 

reached the category of level 5 in combinatorial thinking  

 

Chart 2. The distribution of Pre-test of student Combinatorial thinking skill in the experiment 

class. 

 

The research was done to 44 students in the experimental class to know the level of their 

combinatorial thinking. 44 subjects were tested by using pre-test (chart 2), in the experimental 
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class it was found that 9% students were in the category of level 1 in combinatorial thinking, 

36% students were in the category of level 2, 32% students were in the category of level 3, 22% 

students were in the category of level 4, and there was no students in the category of level 5. 

The data analysis used quantitative method to find out the different of the variance of 

problem-based learning outcomes. The data analysis was done by using SPSS application with 

the learning result data of pre-test. 

 

Table 4. Independent sample pre-tes 

Test of homogenity of variance 

 

Based on mean 

Levene statistic 

1.537 

df1 

9 

df2 

27 

Sig. 

.186 

Homogeneity test was done to determine whether the variance of the data from the 

analyzed samples was homogeneous or not. Based on table 4, homogeneity test obtained the 

result of sig. 0.186. This would be significant if it was higher than 0.05 (based on the mean = 

0.186>0.05), therefore, the variance of the data was homogenous. 

 

Tabel 5. Independent sampel t-tes pre-test 

Independent Samples Test 

Class N Mean SD t df Sig(2-tailed) 

Experiment 

Control 

42 

44 

35.98 

34.68 

3.530 

3.922 

1.606 

1.610 

84 

83.718 

.112 

.111 

 

The data about pre-test in the experimental and control classes had found that the 

variance was homogeneous. Then, independent sample t test was conducted significantly if the 

value of sig. was higher than 0.05. The value of Sig. (2-tailed) based on the mean=0.112>0.05). 

H0
 was accepted, there was no different within the pre-test mean score from the control and 

experimental classes. 

 

Chart 3. The distribution of Post-test of student Combinatorial thinking skill in the Control 

class 

 

The research was continued by conducting learning used conventional learning model 

followed by post-test. The research was done to 42 students in the control class to know their 

combinatorial thinking level after the learning. 42 subjects were tested by using post-test (Chart 
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3), in the control class it was found that 12% students were on the category of level 1 in 

combinatorial thinking, 24% students were in the category of level 2, 33% students were in the 

category of level 3, 31% students were in the category of level 4, and there was no students in 

the category of level 5. 

Chart 4. The distribution of Post-test of student Combinatorial thinking skill in the experiment 

class 

The research was continued  by conducting learning used problem-based learning followed by 

post-test. The research was done to 42 students in the control class to know their combinatorial 

thinking level after the learning. 42 subjects were tested by using post-test (chart 4), in the 

control class it was found that there was no students in the category of level 1 in combinatorial 

thinking, 9% students were in the category of level 2, 18% students were in the category of level 

3, 32% students were in the category of level 4, and 41% students were in the category of level 

5. 

Table 6. Normality Post-test 

Test of Normality 

 Kolmogorov-Smirnova Shapiro-Wilk 

 

Experiment 

Control 

Statistic 

.101 

.106 

Df 

42 

42 

Sig. 

.200 

.200 

Statistic 

.982 

.979 

Df 

42 

42 

Sig. 

.753 

.635 

After that, it was followed by normality test. This test was done to determine whether the 

distribution of the data was normal or not. The distribution of the data would be said as 

significant if the value was higher or the same with 0.05. Based on Table 6, it was shown that 

the significance value from the experimental class was 0.200≥0.05 and the control class was 

0.200≥0.05. Thus, this data from both classes were normally distributed. 

  

 

 

The data of the implementation of post-test in the experimental and control classes had found 

that it was normally distributed. Then, independent sample t test was conducted significantly if 
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the value  based on Table 7, it showed that Sig. (2-tailed) based on mean = 0.000 < 0.05 H0 was 

rejected, there was a different of pre-test mean score of the control and experimental classes.  

 

Chart 5. The observation result distribution of all subject in the experimental class 

  

The distribution of the observation result from problem-based learning conducted in the 

experimental and control classes with 44 students. Based on Chart 5, it was found that 49% 

students were very active in the learning, 30% students were active, 7% students were quite 

active, 9% students were not active and 5% students were very inactive. Thus, PBL could affect 

the students work in solving problem of r-dynamic vertex coloring. 

 

Portrait phase was taken to draw the processes, we used portrait phase, the portrait phase was 

brought to draw the processes from combinatorial thinking skill, we had selected six objects 

from experimental and control groups, but in this researchm we only described three subjects as 

the illustrations. The interview was carried out on selected subjects to find out the thinking 

process in completing the r-dynamic vertex coloring. 

 

The analysis of the works was done to know the process of students’ worksheet completion in 

producing the final result, to strengthen the solution of this students’ worksheet, the result of the 

work sheet related to the interview and the data of observation. 

 The analysis of subject 1 (figure 4) r-dynamic coloring on graph  𝑃𝑛 ʘ 𝑆𝑚 with n = 3 dan m = 4 

(expanding 4) and verify the truth of color from the suitable vertex and met the requirement for 

graph coloring in dynamic 1 and 2. 

Very Active

49%

Active
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Hesitate

7%

Inactive

9%

Very Inactive 

5%

Precentage of activity Criteria

Figure 4. Graph of the subject 1 
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Subject 1 has reached level 3 of combinatorial thinking skills, based on the results of the analysis 

of work subject 1 has been able to understand simple coloring in a graph then subject 1 has been 

able to apply mathematical symbolization shown by being able to calculate cardinality and can 

develop a method of giving coloring that is prioritized by giving coloring at the vertex that has 

the greatest degree. This ability is clearly explained by the results of the interview below. 

 

The interview result of subject 1: 

Researcher : can you understand the vertex coloring of graph? 

Student  : Yes, I understand the vertex coloring of graphs 

Researcher : can you understand the coloring of graph if the graph given is different? 

Student  : Yes, I can understand the coloring on different graphs 

Researcher : can you provide the dynamic vertex coloring of the graph? 

Student  : Yes, I can give the dynamic vertex coloring according to the conditions 

.............................specified 

Researcher : can you provide the dynamic vertex color staining on an addition (expand) 

.............................graph? 

Student  : no, I can only give coloring to this graph, if I expand it I can't do it. 

Researcher : can you apply the mathematical symbol in the completion of the given 

.............................coloring? 

Student  : yes, I can provide coloring along with mathematical symbols even though I 

............................still have to go back and forth or look back at the symbolic information 

............................provided. 

Researcher : can you calculate the cardinality of the graph given? 

Student  : yes, I can calculate the cardinality of the graph given 

Researcher : can you develop an algorithm? 

Student  : yes, I can make a simple way to give coloring to a graph 

Researcher : can you calculate and test the algorithm that you made? 

Student  : no, I can only use it without being able to test it 

Researcher : can you develop a bijection? 

Student  : no, I can't develop it 

Researcher : can you propose open problems regarding the coloring problems you are 

............................working on? 

Student  : I can't do it, I can only do the coloring given. 
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Figure 5. Phase potrait subject 1 
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Subject 2 has reached level 4 of combinatorial thinking skills, based on the results of the analysis 

of work subject 2 managed to develop algorithms, calculate and test algorithms, subject 2 can 

also apply inductive, deductive and qualitative evidence. This ability is clearly explained by the 

results of the interview below. 

 

The interview result of subject 2 

Researcher : are you able to understand the vertex coloring of graphs? 

Student  : yes, I can understand it 

Researcher : can you do coloring on the other graphs? 

Student  : yes, I can give coloring to a graph that is different from the one given 

Researcher : can you provide dynamic vertex coloring on a given graph? 

Student  : yes, I can provide dynamic vertex coloring 

Researcher : can you do it if it's expanded? 

Student  : yes, I can do it 

Researcher : can you apply mathematical symbolization and calculate the cardinality of 

.............................the graph given? 

Student  : yes, I can use it, but it's still not too smooth because I still have to look back 

............................at the information, and I can also calculate cardinality but it takes a long time 

Researcher : can you develop a bijection? 

Student  : Yes, I can develop a wisdom and test it, but I don't know the truth 

Researchers : can you apply inductive, deductive and qualitative evidence? 

Student  : yes, I can apply it 

Researcher : can you interpret and propose an open problem? 

Student  : no, I can't 

Researchers : can you find out new combinatorial problems and find potential 

.............................applications? 

Student  : I can't, I can only do the graph that I'm working on. 

Figure 6. Graph of the subject 2 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Subject 3 has reached level 5 of combinatorial thinking skills, based on the results of the analysis 

of work subject 3 managed to develop algorithms, calculate and test algorithms, subject 3 can 

also apply inductive, deductive and qualitative evidence. This ability is clearly explained by the 

results of the interview below. 

 

The interview result of subject 3 

Researcher : were you able to understand vertex coloring on graph? 

Student  : Yes, I understood vertex coloring on graph 

Researcher : did you understand vertex coloring on graph to the other graph? 

Student : yes, I understood the coloring on the other graph with the same coloring 

..condition 

Researcher : could you understand the coloring pattern of the graph given? 

Student : Yes, I could understand the coloring pattern on the graph given, what I did 

..was determining the minimum color on the graph. 
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Figure 7. Phase potrait subject 2 
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Figure 8. Graph of the subject 3 
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Researcher : Could the pattern be used on a graph with the same conditions 

Student  : The coloring pattern could only be used for certain graph 

Researcher : Could you write down the results of your work in mathematical form and 

..determine the cardinality? 

Student  : Yes, I could write it in mathematical symbols and determine its cardinality 

Researcher : Could you develop an algorithm? 

Student  : No, I couldn’t make an algorithm 

Researcher : Could you test an algorithm? 

Student : No, I only gave the coloring pattern according to my thought and only on 

..certain graph. 

Researcher : Could you understand the problem of coloring on different graph with the 

..graph that you did coloring to its dynamic vertex? 

Student  : Yes, I could understand the problem of coloring on other graph. 

Figure 9 showed the thinking process of subject 3 in understanding the completion of 

the worksheet in the form of generalization. From step 1 to step 3b,  thinking straight according 

to what was explained in step 3b jumped to 4a then to 4b, but in 4b, subject 1 went back  to 2a. 

In step 3a, he jumped to 4e and then returned to 4a, continued to 4d, 4e, 5a, 5b, 5c, the thinking 

process was back to 4a then continued until it reached 5d. 

 

Figure 10 was the combination of three subjects that had been studied carefully, from the images 

that were processed as the students’ thinking processes in global; the different combinatorial 

thinking skill created the diversity in solving the students’ problems.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.  Disscusion 

The findings showed that the students were required to use their combinatorial thinking and find 

a systematic to ensure that the possibilities had been discussed. In his point of view, 

combinatorial thinking referred to a special aspect of mathematical thinking [6]. It is in line with 
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this research which was intended to analyze the combinatorial thinking skill and the 

implementation of problem-based learning in maximizing the combinatorial thinking skill. 

 The findings in the control group found that 12% students were in the category of level 1 in 

combinatorial thinking, 24% students were in the category of level 2, 33% students were in the 

category of level 3, and 31% were in level 4, while there was no student who reached level 5 on 

combinatorial thinking. In the experimental group, it was found that there was no students in 

level 1 on combinatorial thinking, 9% students were in the category of level 2, 18% students 

were in the category of level 3, 32% students were in level 4, and 41% students were in level 5 

on combinatorial thinking. The results of the analysis of independent sample test showed that 

the students’ learning outcomes at the pre-test stage were not different and at the post-test stage, 

the different analysis test showed significant value of (p ≤ 0.05) which meant that post-learning 

had different results. 

5.  Conclusion 

Based on this research, the implementation of PBL had a significant effect on the students’ 

combinatorial thinking skill in the experimental group. The students in the experimental group 

showed their combinatorial thinking skill compared to the control group. The result showed that 

the enhancement in the students’ learning outcomes and combinatorial thinking skill were seen 

from the post-test. The scores of the experimental group were far better as it was supported by 

problem-based learning (PBL) to improve student combinatorial thinking. 
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