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RINGKASAN

Komutator Operator Momentum Sudut Terhadap Posisi dan Hamiltonian
Partikel Bebas; Vela Rizgiyah; 150210102082; 2019: 35 Halaman; Program
Studi Pendidikan Fisika, Jurusan Pendidikan Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam, Fakultas Keguruan dan limu Pendidikan, Universitas Jember.

Mekanika kuantum merupakan bahasan mikroskopik yang lahir dari
gagasan Werner Karl Heisenberg tentang pengembangan mekanika matriks dan
Erwin Schrodinger tentang pendekatan mekanika gelombang dengan persamaan
Schrodinger. Pengukuran dalam mekanika kuantum tidak dapat dilakukan secara
serempak dan hasilnya tidak pasti namun hanya berupa kemungkinan dengan
menggunakan beberapa persamaan matematis yaitu persamaan Schrodinger dan
metode operator. Operator berperan sebagai representasi variabel dinamis.
Variabel dinamis (observabel) yang sering dijumpai dalam mekanika kuantum
antara lain operator posisi, operator momentum, dan operator energi. Terdapat
hubungan komutasi dalam mekanika kuantum yang hasilnya dapat dijadikan
sebagai tolak ukur tertentu. Tujuan penelitian ini diantaranya (1) menentukan
penyelesaian komutator operator momentum sudut terhadap posisi dengan n = 1
dan n = 2; (2) menentukan penyelesaian komutator operator momentum sudut
terhadap Hamiltonian partikel bebas.

Jenis penelitian ini adalah basic research pada bidang fisika teori berupa
pengembangan teori mekanika kuantum. Penelitian ini dilakukan di Laboratorium
Fisika Dasar, Program Studi Pendidikan Fisika, Universitas Jember. Sumber data
yang digunakan pada penelitian ini berasal dari buku, jurnal, dan internet tentang
operator momentum sudut, operator Hamiltonian, partikel bebas, dan komutator.
Metode pengambilan data penelitian ini yaitu menghitung operator momentum
sudut yang dikomutasikan dengan posisi dan dengan Hamiltonian untuk partikel
bebas. Setelah didapat hasil dari komutator tersebut, kemudian datanya dianalisis
untuk mengetahui komutator tersebut komut atau tidak komut. Desain penelitian

yang digunakan di antaranya tahap persiapan, tahap pengembangan teori, tahap
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hasil pengembangan teori, tahap validasi hasil pengembangan teori, tahap
pembahasan, dan tahap kesimpulan.

Berdasarkan hasil penelitian, komutator operator momentum sudut
terhadap posisi akan bernilai nol atau komut jika dalam momentum sudut yang
berkomutasi tidak terdapat komponen posisi yang dijadikan pasangan
komutasinya sehingga dapat diukur secara bersamaan. Sedangkan komutator
operator momentum sudut terhadap Hamiltonian partikel bebas akan bernilai nol
atau komut hanya dengan momentum sudut orde 1 (L,,L,,L,) sehingga ketiga

momentum tersebut merupakan tetapan gerak.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada abad kesembilan belas, banyak fenomena fisika tidak bisa
dijelaskan secara klasik. Hal yang mendasar dari kegagalan fisika klasik adalah
tidak dapat menjelaskan spektrum radiasi termal pada benda yang bersuhu sangat
tinggi. Pada tahun 1900, Max Planck mampu menjelaskan penyebaran intensitas
radiasi oleh benda hitam dan menyatakan bahwa energi bersifat diskrit. Pada
tahun 1905, Albert Einstein dengan teori efek fotolistriknya menjelaskan bahwa
energi cahaya datang dalam bentuk kuanta disebut foton. Pada tahun 1913, Niels
Bohr juga menggunakan kuantisasi untuk mengulas teori atom hidrogen. Pada
tahun 1924, Louis de Broglie memunculkan konsep dualisme cahaya.

Pada tahun 1925, mekanika kuantum lahir dari gagasan Werner Karl
Heisenberg tentang pengembangan mekanika matriks dan Erwin Schrodinger
tentang pendekatan mekanika gelombang dengan persamaan Schrodinger.
Persamaa Schrodinger tersebut dapat mendefinisikan suatu fungsi gelombang
partikel (Prastowo et al., 2018). Heisenberg menyatakan bahwa posisi atau letak
elektron tidak dapat ditentukan secara pasti. Heisenberg menentukan sifat suatu
partikel melalui suatu variabel yaitu posisi partikel (x) dan momentum (p).
Hipotesisnya menjelaskan bahwa tidak mungkin mengetahui posisi atau
momentum suatu partikel dengan tepat secara serempak atau bersamaan
(Purwanto, 2006: 37). Dalam mekanika klasik, pengukuran dapat dilakukan secara
bersamaan atau serempak dengan hasil yang pasti. Sedangkan dalam mekanika
kuantum, pengukuran tidak bisa dilakukan secara bersamaan dan hasil yang
didapat hanya berupa suatu kemungkinan. Mekanika kuantum dapat menjelaskan
fenomena-fenomena atau besaran mikroskopik yang tidak dapat dijelaskan secara
klasik dengan menggunakan alat ukur yang terbatas dan hasil ukurnya hanya
berupa kemungkinan dari besaran tersebut. Meskipun memiliki alat ukur yang
terbatas, besarannya dapat dihitung dengan menggunakan beberapa persamaan
matematis yaitu persamaan Schrodinger dan metode operator. Karena besaran

yang diukur bersifat mikroskopis, maka hasil yang diperoleh tidak pasti dan hanya
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berupa probabilitasnya saja. Ketidakpastian tersebut tidak hanya dipengaruhi oleh
lingkungan namun juga dari dalam sistem. Heisenberg menjelaskan bahwa suatu
batas ketelitian yang dapat digunakan untuk melakukan sejumlah percobaan telah
ditetapkan oleh alam, sebaik apa pun rancangan alat ukur tetap memiliki batas
ketelitian (Krane, 1992:145).

Terdapat beberapa postulat yang mendasari perumusan mekanika
kuantum, vyaitu representasi keadaan, representasi variabel dinamis, evolusi
sistem, dan tetapan gerak. Postulat representasi variabel dinamis mendasari
metode operator. Variabel dinamis direpresentasikan oleh operator linier yang
akan bekerja pada fungsi dari sistem dan mengubahnya menjadi fungsi gelombang
lain (Purwanto, 2006: 109). Posisi, momentum linier, momentum sudut, dan
energi merupakan variabel dinamis yang dapat diukur secara bersamaan dan pasti
pada mekanika klasik. Namun dalam mekanika kuantum, besaran-besaran tersebut
dihitung menggunakan fungsi gelombang. Fungsi gelombang dalam mekanika
kuantum mewakili keadaan sistem, sedangkan operator mewakili hal yang
teramati.

Komutator adalah hubungan komutasi dari beberapa operator. Komutator
bisa bernilai nol atau bersifat komut jika observable (variabel dinamis) yang
bersangkutan dapat diukur secara bersamaan. Dalam mekanika kuantum,
komutatornya tidak bersifat komut karena observablenya tidak bisa diukur secara

bersamaan sehingga tidak bernilai nol. Mustamin (2017: 22) menjelaskan bahwa
x mewakili operator posisi dan —ih;—x mewakili operator momentum. Operator

posisi dan operator momentum dapat menentukan operator untuk observable lain.
Sunarmi dalam Nugraha (2017) mengemukakan bahwa operator dalam
mekanika kuantum mewakili setiap besaran fisis yang teramati. Dalam mekanika
klasik, operator dinyatakan dengan Q(x,p) sedangkan dalam mekanika kuantum
dengan Q(%,p). Komutator sebaiknya dikenakan pada suatu fungsi agar dapat
bekerja. Fungsi tersebut dapat berupa fungsi gelombang yang diperoleh dari
persamaan Schrodinger. Persamaan Schrodinger merupakan pondasi utama dalam

mekanika kuantum (Supriadi et al., 2017).
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Persamaan Schrodinger dibagi menjadi dua, yaitu persamaan
Schrodinger bergantung waktu dan persamaan Schrodinger tak bergantung waktu
(Supriadi et al., 2018). Persamaan Schrodinger tak bergantung waktu merupakan
bentuk paling sederhananya. Secara fisis, fungsi gelombang tersebut dipengaruhi
potensial yang bergantung pada posisi r saja dan tidak berubah terhadap waktu.
Sedangkan persamaan Schrodinger bergantung waktu menghasilkan fungsi
gelombang yang dipengaruhi potensial yang bentuknya berubah terhadap waktu t.

Krane (1992: 182) menjelaskan bahwa partikel bebas bergerak tanpa
adanya gaya yang mengenainya XF = 0 dan tetapan potensial yang bekerja adalah
konstan. Bebas memilih tetapan potensial sama dengan nol, karena potensial
selalu ditentukan dengan tambahan satu tetapan integrasi sebarang. Persamaan
Schrodinger partikel bebas dapat dituliskan sebagai operator Hamiltonian sama
dengan energi kinetik.

Pada penelitian sebelumnya, terdapat beberapa penelitian mengenai
komutator operator momentum, antara lain: Nugraha (2017) dalam penelitiannya
tentang Komutator Operator Momentum Sudut dalam Koordinat Bola dengan
Fungsi Gelombang Atom Hidrogen menyimpulkan bahwa untuk keadaan dasar
komutator operator momentum sudut atom Hidrogen semuanya bernilai nol atau
bersifat komut yang berarti dapat diukur secara bersamaan, sedangkan dalam
keadaan tereksitasi pertama dan kedua, fungsi gelombangnya tidak compatible
dengan komutator tersebut karena terdapat beberapa komutator yang bukan
termasuk persoalan Eigen; Mei dan Yu (2012) tentang The Definition of Universal
Momentum Operator of Quantum Mechanics and the Essence of Micro-Particle’s
Spin menyimpulkan bahwa ketika fungsi non Eigen dikenai operator akan
menghasilkan nilai non Eigen dan nilai momentum rata-rata berupa bilangan
kompleks; Liu et al. (2010) tentang Raising and Lowering Operator for Orbital
Angular Momentum Quantum Numbers menyimpulkan bahwa bilangan kuantum
menetukan operator penaikan dan operator penurunan momentum sudut dan
seluruhnya berupa fungsi harmonik bola dalam keadaan dasar; Morales dan
Amaya-Tapia (1999) tentang Relationship of The Commutation Rules to
Classical-Like Representations of Quantum Angular Momenta Addition
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menyimpulkan bahwa aturan komutator lebih baik daripada model vektor dalam
msenggambarkan hubungan antara momentum sudut dalam mekanika kuantum;
Enk dan Nienhuis (1994) tentang Commutation Rules and Eigenvalues of Spin
and Orbital Angular Momentum of Radiation Fields menyimpulkan bahwa
dengan menentukan aturan komutasi, arti fisis operator L dan S dapat
diklarisifikasi lebih lanjut, operator L dan S tidak memenuhi aturan komutasi,
sedangkan momentum sudut total J memenuhi aturan komutasi yang sebenarnya.
Berdasarkan uraian tersebut, dengan menggunakan hubungan komutasi
dapat ditentukan besaran-besaran dalam mekanika kuantum yang dapat diukur
secara bersamaaan dan yang tidak dapat diukur secara bersamaan. Oleh karena itu,
perlu dilakukan penelitian dengan mengambil judul Komutator Operator
Momentum Sudut Terhadap Posisi dan Hamiltonian Partikel Bebas. Penelitian ini
merupakan pengembangan dari penelitian sebelumnya yang menggunakan
komutator antar operator momentum sudut, sedangkan penelitian ini
menggunakan komutator antara operator momentum sudut dengan posisi dan
operator Hamiltonian partikel bebas yang. Penelitian ini menggunakan koordinat

Kartesian agar dapat ditransformasikan ke berbagai koordinat.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang maka dapat dirumuskan beberapa
permasalahan, antara lain:
a. Bagaimana penyelesaian komutator operator momentum sudut terhadap posisi
dengann = 1 dann = 2?
b. Bagaimana penyelesaian komutator operator momentum sudut terhadap

Hamiltonian partikel bebas?

1.3 Batasan Masalah

Agar penelitian lebih terfokus dan perumusan masalah dapat terjawab,
maka penulis membatasi masalah sebagai berikut:
a. Persamaan Schrodinger yang digunakan adalah persamaan Schrodinger bebas

waktu atau keadaan tunak.
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b. Fungsi gelombang yang digunakan tidak ternormalisasi

c. Operator momentum sudut dalam koordinat Kartesian

d. Hubungan komutasi operator momentum sudut dengan posisi dan Hamiltonian
hanya menggunakan masing-masing dua buah operator.

e. Operator momentum sudut dan posisi yang diteliti dalam penelitian ini yaitu

orden =1dann = 2.

1.4 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan dari penelitian ini sebagai berikut:
a. Menentukan penyelesaian komutator operator momentum sudut terhadap
posisi dengann = 1 dann = 2.
b. Menentukan penyelesaian komutator operator momentum sudut terhadap

Hamiltonian partikel bebas.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah:

a. Bagi peneliti, dapat menambah wawasan, pengetahuan, dan pengalaman
tentang fisika kuantum khususnya komutator operator momentum sudut
terhadap posisi dan Hamiltonian partikel bebas.

b. Bagi pembaca, dapat dijadikan sumber belajar dalam mempelajari fisika
kuantum pokok bahasan komutator operator momentum sudut terhadap posisi
dan Hamiltonian partikel bebas dan dapat dijadikan referensi dalam
melakukan penelitian lebih lanjut dengan tema yang sama.

c. Bagi lembaga, dapat memberikan sumbangan penelitian dan referensi dalam
perkuliahan fisika kuantum pokok bahasan komutator operator momentum

sudut terhadap posisi dan Hamiltonian partikel bebas.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Schrodinger

Persamaan Schrodinger merupakan persamaan diferensial orde dua yang
harus dipecahkan dalam kasus fisika kuantum nonrelativistik. Solusi dari
persamaan Schrodinger berupa fungsi gelombang yang memberikan informasi
tentang perilaku gelombang dari partikel (Krane, 1992: 170). Pemecahan
persamaan Schrodinger harus memenuhi tiga syarat sebagai berikut:
a. Tidak melanggar hukum kekekalan energi

Hukum kekekalan energi menyatakan bahwa jumlah total energi kinetik
dan potensial dari suatu partikel selalu bersifat kekal. Persamaan hukum
kekekalan energi dapat dituliskan sebagai berikut.

T+V=E (2.1)

dengan T, V, dan E berturut-turut menyatakan energi kinetik, energi potensial, dan
energi total. Pada kasus nonrelativistik, persamaan (2.1) dituliskan sebagai:

p2
N (2.2)
b. Taat asas terhadap hipotesis de Broglie
Semua bentuk persamaan diferensial harus taat pada hipotesis de Broglie.

Pemecahan secara matematis bagi sebuah partikel dengan momentum p harus

berbentuk sebuah fungsi gelombang dengan panjang gelombang A yang sama
dengan h/p. Dengan menggunakan p = hk dimana k adalah bilangan gelombang,

maka energi kinetik dari gelombang de Broglie partikel bebas menjadi:

p? | | h2 K2
2m B 2m

c. Linier dan bernilai tunggal

(2.3)

Dalam pengertian matematis, persamaan Schrodinger harus berperilaku
baik. Pemecahan persamaan Schrodinger harus memberikan informasi tentang
probabilitas ditemukannya sebuah partikel. Meskipun probabilitas dapat berubah
secara kontinu dan partikelnya berubah secara tiba-tiba dari suatu titik dan muncul
kembali di titik lainnya, namun fungsi gelombang tersebut harus bernilai tunggal

artinya tidak boleh ada dua probabilitas untuk menemukan partikel di satu titik
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yang sama. Fungsi gelombangnya harus memiliki sifat superposisi gelombang
sebagai indikator sifat gelombang yang linier dan berkelakuan baik (Krane, 1992:
172).

2.1.1 Persamaan Schrodinger Bergantung Waktu
Persamaan Schrodinger dapat diperoleh dari persamaan gelombang datar

untuk materi yang merambat ke arah r, yakni melalui persamaan:

W(r,t) = Aer® ED (2.4)
Dari persamaan gelombang datar (2.4) jika diturunkan terhadap waktu diperoleh

persamaan:

oV iE
Z=-Zy (2.5)

Energi total E dapat diganti dengan jumlah energi kinetik T dan energi potensial

V, sehingga dapat ditulis:

oy i(T+V

E=__l(h Jy (2.6)
Atau

(T+V)¥ = ih @.7)

2
Hubungan antara energi kinetik dan momentum adalah T = f—m, maka persamaan
(2.7) dapat ditulis ulang sebagai:
pr? _ 0¥
(Z+v)w=mnZ (2.8)
Suku pertama persamaan (2.8) setara dengan
2 2
L7 117 (2.9)
2m 2m
dengan Laplacian V? diberikan oleh
O LA 12
Vi=——+ 372 t o (2.10)
Persamaan (2.9) memberikan “operator” momentum, yaitu
p=—ih= (2.11)
Selanjutnya persamaan (2.8) dapat ditulis kembali menjadi persamaan

Schrodinger bergantung waktu, yaitu:
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h? o L
(-=v2+V)¥ =i (2.12)

(Juwono, 2017: 43-44)

2.1.2 Persamaan Schrodinger Bebas Waktu

Persamaan Schrodinger (2.12) memiliki empat peubah, yaitu tiga peubah
ruang (X, y, z) dan satu peubah waktu (t). Jika energi potensial V bukan merupakan
fungsi waktu, maka dua kelompok peubah tersebut dapat saling dipisahkan,
sehingga didapatkan persamaan Schrodinger bebas waktu. Misalkan fungsi
gelombang dapat dituliskan sebagai

Y(x,y,2t) =Py 2)pt) (2.13)

Dengan memasukkan persamaan (2.13) ke dalam persamaan (2.12) didapatkan

0O [- =V + V(D] y,2) = hp(ry, D= p(t)  (2.14)

Jika kedua ruas persamaan (2.14) dibagi dengan ¥ (x, y, z)p(t), maka diperoleh

1 h? o2 A 1 3
vyl Y +V(x,y,Z)]l/)(x,y,z) = th—o 5000 (2.15)

Kedua ruas persamaan (2.15) bergantung pada peubah yang berbeda, yaitu ruas
Kiri bergantung pada peubah ruang dan ruas kanan bergantung pada peubah
waktu. Kedua ruas persamaan tersebut sama dengan suatu tetapan, yaitu energi
total sistem E. Oleh karena itu, diperoleh persamaan sebagai berikut

W 1 d B
the e @O =E (2.16)
dan
1 h2 2 _
Y(x,y,2) 2 %V + V(x,y,Z)] l/"(x' 34 z)=E (2.17)

Persamaan (2.17) dapat ditulis kembali menjadi persamaan Schrodinger bebas

waktu, yaitu

h2
(= = V2 + Vi) W = Eop (2.18)

dengan v2= 2= + 2 4 &
Y dx2  9dy2  0z2

(Juwono, 2017: 46)
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2.1.3 Aplikasi Persamaan Schrodinger

Persamaan Schrodinger dapat digunakan untuk menyelesaikan beberapa
kasus tertentu. Diantaranya, analisis partikel pada tangga potensial, sumur
potensial, dan partikel bebas. Purwanto (2006: 70) menjelaskan bahwa jika
partikel-partikel bermassa m ditembakkan dari kiri ke kanan dan bergerak di
dalam suatu tangga potensial, maka perilaku partikel dapat dibedakan menjadi dua
kasus berdasarkan harga E, yaitu E < V,, dan E > V.

Sugiyono (2016: 307) menyatakan sumur potensial sebagai grafik
potensial yang membentuk kurva kotak menyerupai sebuah sumur. Terdapat dua
jenis sumur potensial, yaitu sumur potensial tak terhingga dan sumur potensial
berhingga. Sumur potensial tak berhingga ditandai dengan energi potensial yang
tak terhingga, V(,) = o pada batas —o < x < —a atau pada batas a < x < .
Sedangkan pada batas -a < x < a, energi potensial bernilai nol, V(,, = 0. Sumur
potensial berhingga ditandai dengan energi potensial sama dengan nol, Vi, =0
pada batas —oo0 < x < —a dan atau pada batas a < x < o. Sedangkan pada batas
-a < x < a, energi potensial bernilai - Vg, Vi) = —Vj.

Nilai potensial dari persamaan Schrodinger dapat dipilih secara acak
karena tidak akan merubah solusi persamaan Schrodingernya. Nilai potensial
dalam partikel bebas yang merupakan bentuk paling sederhana dari persamaan
Schrodinger adalah nol, dimana tidak ada gaya interaksi di dalamnya (Sani dan
Kadri, 2017: 122). Saat V = 0, persamaan Schrodinger bebas waktu menjadi:

n? d?y

d? 2mE
2=y (2.20)

dengan memperhatikan persamaan umum gelombang:

Y _ 2y, (2.21)

dx?

bilangan gelombang k dapat didefinisikan dengan menggunakan hubungan:

__2mE

k? = (2.22)
bilangan gelombang tersebut dapat mendefinisikan energi dan momentum dari

sebuah partikel bebas (Mc Mahon, 2005: 66).
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Salah satu solusi dari persamaan (2.21) dengan k? selalu positif adalah

Y = Asinkx + B cos kx (2.23)
Dari persamaan (2.22), diperoleh nilai energi yang diperkenankan adalah
_ h2%k?
== (2.24)

Energi partikel diperbolehkan memiliki semua nilai artinya tidak
terkuantisasi karena pemecahan persamaan (2.24) tidak memberi batasan pada k.

Persamaan (2.24) merupakan energi kinetik sebuah partikel dengan momentum
p = hk atau setara dengan p = h/ 2 Yyang berupa persamaan Schrodinger bagi

partikel bebas dan menghasilkan pemecahan yang berkaitan dengan suatu
gelombang de Broglie. Dalam menentukan nilai A dan B persamaan (2.23),
terdapat beberapa kesulitan karena integral normalisasi tidak dapat dihitung dari

—oo hingga oo bagi fungsi gelombang partikel bebas (Krane, 1992: 183).

2.2 Operator

Operator adalah lambang dari suatu perintah matematika untuk
dilakukannya operasi matematik tertentu pada objek yang ada di belakangnya.
Objek yang dimaksud dapat berupa fungsi, parameter, angka, dan sebagainya.
Operator berperan penting dalam mekanika kuantum sebagai representasi
observable atau variabel dinamis (Juwono, 2017: 131). Perbedaan utama antara
mekanika klasik dan mekanika kuantum terletak pada variabel dinamis
(observable). Observable mekanika klasik dinyatakan dengan fungsi, sedangkan
observable mekanika kuantum dinyatakan dengan operator matematis. Mc Mahon
(2005: 46) mendefinisikan operator sebagai instruksi matematis yang dikenakan
pada suatu fungsi dan menghasilkan fungsi baru. Operator sederhana dapat
diperoleh dari turunan suatu fungsi. Operator sering dituliskan dengan
menggunakan huruf kapital dan kadang-kadang dengan tanda sisipan.

2.2.1 Operator Linier
Semua operator dalam mekanika kuantum merupakan operator linier.
Operator tersebut bekerja pada fungsi-fungsi dari sistem dan mengubahnya

menjadi fungsi gelombang lain.
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(Ap = ) (2.25)
Operator 0 yang dioperasikan pada sebuah fungsi gelombang dapat dituliskan
sebagai berikut:

OY(#,t) = Y'(7,t) (2.26)
tanda aksen (‘) digunakan untuk membedakan fungsi kedua dengan fungsi
asalnya.

Postulat kedua mekanika kuantum menjelaskan bahwa suatu variabel O
yang dapat diamati atau diukur (variabel dinamis) direpresentasikan oleh operator
linier O@ﬁ). Sedangkan postulat ketiga menyebutkan bahwa nilai rata-rata dari
variabel dinamis tersebut pada keadaan y dapat didefinisikan dengan nilai harap:

0=(0)= [y Oy dV (2.27)
Operator linier O merupakan operator dengan sifat:

O(ay + bp) = a0y + b0g (2.28)
dengan ¥, merupakan fungsi dan a,b suatu konstanta (Mustamin, 2017: 6).

Sani dan Kadri (2017: 101) menyebutkan sifat-sifat operator linier selain

persamaan (2.28) sebagai berikut:

0(ayp) = aly (2.29)
0@ + ) = 0y + 0¢ (2.30)
(01+02) = 019 + 0y (2.31)

2.2.2 Operator Momentum Sudut
Operator utama dalam mekanika kuantum ada dua, yaitu operator
momentum p dan operator energi atau Hamiltonian H. Operator momentum linier
dinyatakan sebagai:
p = —ihV (2.32)
dan setiap komponen momentum linier dapat dituliskan:

~ g 0 . A 4 O N 4 O
Px = —ih—— P, = ‘%; p, = —ih— (2.33)
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Operator momentum linier dan operator posisi digunakan untuk
mendefinisikan operator momentum sudut (Mc Mahon, 2005: 259-260). Dengan
kata lain operator momentum sudut dibentuk dari operator momentum linier dan
operator posisi. Fisika klasik mendefinisikan momentum sudut sebagai:

L=7Xp (2.34)
dimana 7 adalah vektor perpindahan dan p adalah momentum linier. Komponen
momentum sudut dalam koordinat kartesius dapat diperoleh dari perhitungan
cross product secara eksplisit:

L=7Xxp

i j k

=|lx y z

bx Py Dz
= (ypz — 20y )1 + (20 — xp,)f + (xpy — yp2 )k (2.35)

Selanjutnya diperoleh:

Ly =yp, — zpy (2.36)
L, = zp, — xp, (2.37)
L, = xpy — ypx (2.38)

dengan menggunakan representasi koordinat dari operator momentum, komponen
operator momentum sudut dalam mekanika kuantum dapat dituliskan dengan

menggunakan subtitusi biasa untuk masing-masing komponen momentum linier.

Ly =y (~ihs) —z(—ih%) = —ih (y%—z%) (2.39)
L, =z(-ih) —x(—ih%) = —ih (z:—x—x%) (2.40)
L,=x (—ih;—y) —y (—ih:—x) = —ih (x;—y - y%) (2.41)

Operator momentum sudut kuadrat dapat dituliskan:
=0 +1,°+L, (2.42)
dengan mendefinisikan L2 = L.L
(Mustamin, 2017: 25-26)
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2.2.3 Operator Hamiltonian
Operator Hamiltonian merupakan operator energi yang memiliki nilai
konstan dan salah satu operator utama dalam perumusan matematis mekanika
kuantum. Bentuk operator Hamiltonian dalam persamaan Schrodinger (2.18)
dapat ditulis secara sederhana sebagai
Hy = Ey (2.43)
dimana H adalah operator Hamiltonian yang dapat ditulis sebagai berikut
A=-Lviy (2.44)
Hayward (2002: 115) menjelaskan bahwa fungsi Hamilton merupakan
bentuk alternatif persamaan gerak Newton dengan menggunakan fungsi energi
total. Dalam sistem klasik, fungsi Hamilton hanya berupa energi total sistem yang

dinyatakan dalam koordinat partikel dan momentum konjugasi. Energi Kkinetik
dari suatu partikel dengan massa m dapat ditulis sebagai:

T = —(p:? +p,% + ;%) (2.45)
dimana p,, p,, dan p, masing-masing adalah komponen dari momentum linier
dalam arah sumbu X, y, dan z. Energi potensial [V, ,y merupakan beberapa
fungsi yang tidak ditentukan oleh koordinat. Fungsi Hamiltonian dapat
didefinisikan secara sederhana sebagai jumlah dari energi kinetik dan energi
potensial.

Secara keseluruhan fungsi Hamilton H dapat diubah menjadi operator
Hamiltonian A dengan menerapkan beberapa pola sederhana sebagai berikut:
a. Menggunakan persamaan klasik H untuk semua partikel dan masing-masing
komponen momentum linier dalam koordinat Kartesius.
b. Komponen momentum linier dapat diganti dengan operator momentum linier
p=—ih—
c. Koordinat posisi tidak perlu diubah.
Ketiga pola tersebut jika diterapkan, maka bentuk fungsi Hamilton akan menjadi
persamaan Schrodinger yang juga berupa operator Hamiltonian (Hayward, 2002:

116). Dengan demikian operator Hamiltonian dapat ditulis sebagai berikut
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—

h? [ 82 a2 92
H=T+V = %(ﬁ + 27 + E) + Vixy,2 (2.46)

2.3 Komutator
Misalkan A dan B adalah operator, maka komutator dari A dan B dapat
dituliskan sebagai:
[4,B] = AB — BA (2.47)
Jika [4, B] = 0, maka operator A dan B dikatakan komut. Secara umum dalam
mekanika kuantum AB = BA sehingga [4, B] # 0. Sifat-sifat dari komutator (Mc

Mahon, 2005: 167), antara lain:

a. [4,B]=-[B, 4] (2.48)
b. [A+B,C]=[4C]+[B,C] (2.49)
c. [4,BC]=1[4B]C+B[AC] (2.50)

A

d. Jika X adalah operator posisi dan p adalah operator momentum, maka
[%,p] = ih, [%, %] = [p,p] = 0.

Transtum dan Jean (2005) menyebutkan sifat dari komutator selain keempat sifat

di atas, sebagai berikut:

a. [4.aB+C]=alA B]+[AC] (2.51)

b. [4B,¢] = A[B,¢]+[A C]B (2.52)

2.3.1 Komutator Operator Momentum Sudut
Mustamin (2017: 20) menyebutkan hubungan komutasi dari operator
posisi dan momentum linier untuk setiap komponennya dapat dituliskan sebagai
berikut:
[2,6:] = [9,0y] = [2,5,] = ih (2.53)
[2.8,] = 80,1 = 9,01 = [9.0.] =[] = [20,] =0  (2.54)
Sedangkan hubungan komutasi dari operator momentum sudut untuk setiap
komponennya dapat dituliskan sebagai berikut:
[L.,L,] = ihLl,; L, L,] = ibL,; [L,, L] = ibL, (2.55)
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Sani dan Kadri (2017: 192) menyebutkan hubungan komutasi operator
momentum sudut kuadrat dengan setiap komponen momentum sudut dapat
dituliskan sebagai berikut:

[12,1,] =[12.L,] = [I%.1,] =0 (2.56)
dengan

72 _op2p U 902 (9 1L 0 o 0
[? = 20%r.V= 2h (x =yt zaz) (2.57)

2.3.2 Hubungan Komutasi Operator Hamiltonian dengan Tetapan Gerak
Dengan mengambil operator Hamiltonian yang berupa diferensial

terhadap waktu yang serupa dengan persamaan (2.12), maka

d A ] PN
dimana O adalah suatu operator linier.

Dengan menggunakan persamaan:

7 * * . 0 *

(A = ~in(5) v (259)
dan memperhatikan sifat Hermitiannya operator Hamiltonian, akan terjabarkan

rumus:

20) _ it oy 4 (22
20— Lm0 + (%) (2:60)
dengan menggunakan analogi kaidah Poison dalam mekanika klasik, diperoleh

persamaan sebagai berikut
—={0,0}+= (2.61)

Apabila O tidak merupakan fungsi eksplisit dari waktu t, yaitu Z—f = 0, maka

berlaku hubungan

a(0) i, A
a—f = =([A,0]) (2.62)

Jika O adalah tetapan terhadap waktu, maka kedua ruas persamaan (2.62)
adalah nol. Jadi setiap besaran fisika yang konstan terhadap waktu, operatornya
akan bersifat komut dengan operator Hamiltonian. Dengan kata lain setiap besaran
yang komut terhadap operator Hamiltonian merupakan tetapan terhadap waktu.

Untuk O adalah x atau momentum p, diperoleh hubungan persamaan:
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(%) i 2 o

X0 = LAz = ([ +v.2]) (2.63)
V komut terhadap %, yaitu [V, X] = 0, sedangkan

(62, 2] = plp, 2] + [p,21p = (21/,)[p] (2.64)
sehingga diperoleh persamaan

%) _ [p

X <;> (2.65)

Persamaan (2.65) sesuai dengan yang diharapkan yaitu merupakan persamaan
gerak dalam mekanika.
Selanjutnya persamaan (2.60) juga dapat ditulis:
DY irn A n
20— {(A.5]) = £ ([ +v.5]) = —£15.VD (266)
dari persamaan berikut:
N ,\ . av . av
IV - vIply = —in (5)y — inv (32) + v (52) = —in () v (2.67)

diperoleh persamaan:

[p,V] = —ih (Z—Z) Y (2.68)
Sehingga

ap) _ oV _

= e < (2:69)

Persamaan (2.69) sesuai dengan persamaan gerak dalam mekanika (Soedojo,
2001: 101-102).
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Jenis penelitian ini adalah penelitian dasar (basic research), dengan hasil
pengembangan teori yang ada dalam tinjauan pustaka. Penelitian ini dilakukan
untuk mengetahui hubungan komutasi operator momentum sudut dengan posisi

dan Hamiltonian partikel bebas.

3.2 Tempat dan Waktu Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Laboratorium Fisika Dasar, Program Studi
Pendidikan Fisika pada Semester Ganjil bulan Oktober sampai bulan November
2018.

3.3 Objek Penelitian
Objek penelitian ini adalah materi fisika modern dan fisika kuantum yang
berkaitan dengan persamaan Schrodinger tak bergantung waktu, komutator

operator momentum sudut terhadap posisi dan Hamiltonian partikel bebas.

3.4 Definisi Operasional

Agar tidak terjadi kesalahan dalam mengartikan istilah-istilah dalam
penelitian ini, diberikan definisi operasional mengenai variabel penelitian sebagai
berikut:

a. Komutator Operator Momentum Sudut

Komutator adalah stuktur matematika atau metode dalam mekanika
kuantum untuk mengetahui hubungan komut atau tidak komut suatu variabel.
Operator dalam mekanika kuantum mewakili hal-hal yang teramati. Komutator
operator momentum sudut adalah metode untuk mengetahui hubungan komut atau
tidak komut operator momentum sudut dengan operator atau variabel lain.
Komutator akan bersifat komut jika bernilai nol, berarti operator-operator tersebut
dapat diukur secara serempak. Sedangkan jika komutator tidak bernilai nol maka
bersifat tidak komut, berarti operator-operator tersebut tidak dapat diukur secara

serempak.
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b. Hamiltonian Partikel Bebas

Fungsi Hamiltonian merupakan fungsi energi total yaitu jumlah energi
kinetik dan energi potensial. Dalam partikel bebas fungsi Hamiltonian hanya
terdiri dari fungsi energi kinetik partikel karena tidak terdapat gaya interaksi yang

menyebabkan adanya energi potensial.

3.5 Langkah Penelitian

Persiapan

Pengembangan Teori

A4

Hasil Pengembangan Teori

!

Validasi Hasil Pengembangan
Teori

Hasil

y
Pembahasan

A 4

Kesimpulan
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3.5.1 Persiapan

Tahap ini adalah tahap untuk mempersiapkan bahan-bahan yang akan
dijadikan sumber referensi mengenai penelitian dengan mengumpulkan buku yang
relevan, internet, dan jurnal berskala nasional ataupun internasional terkait dengan

penelitian ini.

3.5.2 Pengembangan Teori

Tahap ini adalah tahap untuk mengembangkan teori yang telah ada di
berbagai sumber referensi mengenai komutator operator momentum sudut. Teori
yang dikembangkan adalah komutator operator momentum sudut terhadap posisi
dan Hamiltonian partikel bebas. Langkah awal adalah menentukan operator
momentum sudut dalam koordinat kartesian. Langkah selanjutnya yaitu
menetukan komutator operator momentum sudut terhadap posisi dan Hamiltonian

partikel bebas.

3.5.3 Hasil Pengembangan Teori

Dari pengembangan teori yang telah dilakukan, dapat diperoleh
persamaan matematis komutator operator momentum sudut terhadap posisi dan
Hamiltonian partikel bebas. Hasil pengembangan teori dapat digunakan untuk
menentukan hubungan komutasi operator momentum sudut dengan posisi dan

Hamiltonian partikel bebas.

3.5.4 Validasi Hasil Pengembangan Teori

Tahap ini adalah tahap untuk membandingkan persamaan matematis
operator momentum sudut dan persamaan matematis komutator operator
momentum sudut terhadap posisi dan Hamiltonian partikel bebas antara hasil
pengembangan teori dengan hasil penelitian yang diperoleh dari buku, internet,

atau jurnal.

3.5.5 Hasil
Tahap ini adalah tahap perhitungan secara manual untuk menentukan
komutator operator momentum sudut terhadap posisi dan Hamiltonian partikel

bebas.
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3.5.6 Pembahasan
Hasil dari pengambilan data akan dibahas secara rinci dalam kaitannya
mengenai komutator operator momentum sudut terhadap posisi dan Hamiltonian

partikel bebas.

3.5.7 Kesimpulan
Hasil dari pembahasan kemudian disimpulkan untuk menjawab

perumusan masalah dalam penelitian.

3.6 Teknik Analisis Data

3.6.1 Analisis Data
a. Operator Momentum Sudut
1) Operator L,

2) Operator L,

Ly =2 (-ng)-x(-ng) = - (o7
O 7 e N 7 A N P P

3) Operator L,

b. Hamiltonian Partikel Bebas

~ 1
H = ﬁ(px +py +pz)
c. Komutator Operator Momentum Linier Dengan Posisi
[%,6:] = [9,0y] = [2,5,] = ih
[21 pAy] = [, ﬁz] = [y: ﬁx] = [5}' ﬁz] = [z, pr] = [ZA' pAy] =0


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

21

3.6.2 Teknik Penyajian Data
Teknik penyajian menampilkan tabel data untuk menentukan komutator

operator momentum sudut terhadap posisi dan Hamiltonian partikel bebas.

Tabel 3.1 Contoh tabel hasil komutator operator momentum sudut terhadap posisi

No. Komutator Hasil
[Zx' x]
[Z'y' x]
[Z'Z' x]
L y]
L]
L..y]
[Ex' Z]
[Ey' Z]
[iz' Z]

[EEN

OO N O O WD

Tabel 3.2 Contoh tabel hasil komutator operator momentum sudut kuadrat
terhadap posisi

No. Komutator Hasil
1 Exz,x
2 -iyz,x
3 Ezz,x
4 |22, x]
® L'y

[~ 2
6 L’y
7 L’y
8 |12, 5]
9 L%z

10 f,yz,z
11 f,zz,z
12 [iZ,Z



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

22

Tabel 3.3 Contoh tabel hasil komutator operator momentum sudut terhadap
posisi kuadrat

Z
o

O| O N[O O | W| NP
—
h
<
<
N

Komutator Hasil
[Ex' xz]
[Z'y' xz]

Tabel 3.4 Contoh tabel hasil komutator operator momentum sudut kuadrat
terhadap posisi kuadrat

No. Komutator Hasil
1 'Elexz'
2 'iy2,x2
3 _Ezz,xz
: [
5 _lA,xZ,yZ_
6 _lA,yz,yZ-
7 'zzz’yz'
8 [Lz,yz]
9 sz‘zz'
10 _ZyZ,Zz
11 _ZZZ,ZZ
12 [zzlzz]

Tabel 3.5 Contoh tabel hasil komutator operator momentum sudut terhadap
Hamiltonian partikel bebas

Komutator Hasil
L]
[2,, 7]
L, H]
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o~
8
T)

=
).

o~
N
=Y

~
- [\S]
)

3.7 Validasi Hasil Pengembangan Teori

Validasi dalam penelitian ini menggunakan data dari buku yang relevan
mengenai operator momentum sudut dalam koordinat Kartesian, hasil beberapa
komutator operator momentum sudut terhadap posisi, dan hasil beberapa
komutator operator momentum sudut terhadap Hamiltonian Partikel bebas.

3.7.1 Validasi Operator Momentum Sudut

Berikut ini merupakan tabel perbandingan operator momentum sudut
dalam koordinat Kartesian dari buku teks (Tabel 3.6) dan perhitungan matematis
manual (Tabel 3.7).

Tabel 3.6 Operator momentum sudut dalam koordinat Kartesian

No Operator Operator Momentum Sudut dalam Koordinat
" Momentum Sudut Kartesian
1 i 'h( e’ )
“ P\, 7 dy
R d d
2 L iR r— — e —
Y th (Z dx X az)
3 P h ( L )
z M\ Y9y " Yox
4 I? 2h? (xi+ i+zi>
dx Y dy dz

(Sani dan Kadri, 2017: 192)

Tabel 3.7 Validasi operator momentum sudut dalam koordinat Kartesian

No Operator Operator Momentum Sudut dalam Koordinat
" Momentum Sudut Kartesian
1 P ‘h( 0 _, 70 )
x '\ “oy
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3 i 'h( g a)
z ' xay dx
4 I? 2h2< i+ i+ i)
*ox Yoy %oz

3.7.2 Validasi Beberapa Komutator Operator Momentum Sudut Terhadap Posisi
Berikut ini merupakan tabel perbandingan beberapa komutator operator
momentum sudut terhadap posisi dari buku teks (Tabel 3.8) dan perhitungan

matematis manual (Tabel 3.9).

Tabel 3.8 Beberapa komutator operator momentum sudut terhadap posisi dalam
koordinat Kartesian

Komutator Operator
No. Momentum Sudut
Terhadap Posisi

Komutator Operator Momentum Sudut Terhadap
Posisi dalam Koordinat Kartesian

1 [L,,x] 0

2 Ly, x] —ihz
3 [L,, x| thy
4 L. y] thz
5 [L,,y] 0

6 [L,y] —ihx
/ Ly 2] —ihy
8 [Zy, z| ihx
9 [ZZ, Z] 0

(Mc Mahon, 2005: 261)

Tabel 3.9 Validasi beberapa komutator operator momentum sudut terhadap posisi
dalam koordinat Kartesian

Komutator Operator
No. Momentum Sudut
Terhadap Posisi

Komutator Operator Momentum Sudut Terhadap
Posisi dalam Koordinat Kartesian

1 [Zx, x] 0

2 [L,,x] —ihz
3 [L,, x| thy
4 L. y] ihz
5 [L,.y] 0

6 [L,,y] —ihx
7 [Ex, Z] —ihy
8 [L,,z] ihx
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9 [L, 2] 0

Dari Tabel 3.8 dan tabel 3.9 dapat dilihat bahwa komutator operator
momentum sudut terhadap posisi akan bernilai nol (komut) apabila terdapat
komponen momentum sudut yang sama dengan posisi yang dijadikan pasangan

komutasi.

3.7.3 Validasi Komutator Operator Momentum Sudut Terhadap Hamiltonian
Berikut ini merupakan tabel perbandingan beberapa komutator operator
momentum sudut terhadap Hamiltonian dari buku teks (Tabel 3.10) dan

perhitungan matematis manual (Tabel 3.11).

Tabel 3.10 Beberapa komutator operator momentum sudut terhadap Hamiltonian

Komutator Operator
Momentum Sudut ~ Komutator Operator Momentum Sudut Terhadap

No. Terhadap Hamiltonian dalam Koordinat Kartesian
Hamiltonian
1 [L, H] 0
2 L, H] 0
3 [L, H| 0

(Gasiorowicz, 1996: 171)

Tabel 3.11 Validasi beberapa komutator operator momentum sudut terhadap
Hamiltonian

Komutator Operator
Momentum Sudut ~ Komutator Operator Momentum Sudut Terhadap

"8 Terhadap Hamiltonian dalam Koordinat Kartesian
Hamiltonian
1 [L, H] 0
2 [L,, H| 0
3 [L, A] 0

Dari Tabel 3.10 dan 3.11 bisa dimaknai bahwa ketiga komponen
momentum sudut merupakan tetapan gerak karena komut dengan operator

Hamiltonian (komutasinya bernilai nol).
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BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Pada penelitian ini telah dikaji komutator operator momentum sudut

dalam koordinat bola terhadap fungsi gelombang atom hidrogen. Berdasarkan

data hasil penelitian dapat disimpulkan:

a.

Komutator operator momentum sudut terhadap posisi dengan orde n = 1 dan
n = 2 bernilai nol atau komut jika dalam komponen momentum sudut tersebut
tidak terdapat posisi yang dijadikan pasangan komutasinya. Kekomutan
tersebut dapat menunjukkan bahwa momentum sudut dan posisi yang
berpasangan dapat ditentukan secara serempak atau simultan.

Komutator operator momentum sudut terhadap Hamiltonian partikel bebas

bernilai nol atau komut jika dikomutasikan dengan momentum sudut L, ; iy

dan L,. Kekomutan dengan Hamiltonian tersebut menunjukkan bahwa ketiga
momentum sudut tersebut termasuk dalam tetapan gerak. Sedangkan saat
operator momentum sudut maupun momentum sudut total dikuadratkan lalu
dikomutasikan dengan Hamiltonian akan menghasilkan nilai negatif namun
tidak berkaitan dengan arah vektor. Sehingga momentum sudut kuadrat dan

momentum sudut total kuadrat bukan termasuk tetapan gerak.

5.2 Saran

Berdasarkan kesimpulan, penulis memberikan saran agar diadakan

penelitian lanjut dengan mengubah operator posisi x dan operator momentum

sudut L orde n > 2; operator Hamiltonian orde n > 1; atau dengan menambahkan

fungsi gelombang pada komutator yang sudah ada dengan mentransformasikan ke

koordinat bola.
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LAMPIRAN A. MATRIK PENELITIAN

DATA DAN
JUDUL TUJUAN PENELITIAN VARIABEL TEKNIS METODE PENELITIAN
PENGAMBILAN
DATA
Komutator ~ Operator — Menentukan komutator — Variabel bebas: — Data diperolen 1. Jenis penelitian:  basic
Momentum Sudut operator  momentum operator momentum dari: research
Terhadap Posisi dan sudut terhadap posisi sudut 1. Buku 2. Analisis:
Hamiltonian  Partikel — Menentukan komutator — Variabel  terikat: 2. Jurnal Penelitian ini
Bebas operator  momentum komutator operator 3. Internet menggunakan persamaan
sudut terhadap momentum  sudut teori sebagai berikut:
Hamiltonian  partikel terhadap posisi dan — Teknik a. Persamaan
bebas Hamiltonian partikel pengambilan data: Schrodinger  partikel
bebas Secara analitik bebas
dengan perhitungan b. Operator momentum
matematis manual sudut
c. Hamiltonian Partikel
bebas
d. Sifat komutator

8¢
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LAMPIRAN B. OPERATOR MOMENTUM SUDUT KUADRAT

~ 2
1. L,” = (yp, — zpy)(yp, — 2Dy)
= YD,YDz — ZDyYPz — YP2ZDy + ZDyZDy

=y (-ing)y (~in )~z () y (in ) v (-m )z (~m
+2(—ih )z (—in <)
= 0+ ihz (—ih <) + ihy (—ih j—y) +0 = ihzp, + ihyp,
=1 (z+ y;—y)
2. L, = (zpx — 0,)(zpx — x1,)
= ZPxZPx — XD, ZPx — ZDx XDz + XD XD,

=z (—ih %) z (—ih :—x) - X (—ih %) z (—ih ;—x) -z (—ih %) X (—ih
+x (—ih %) X (—ih %)
=0 + thx (—ih ;—x) + ihz (—ih %) + 0 = ihxp, + ihzp,
= (x g +2g)
3. L, = (xpy — yp:)(xpy — ¥p2)
= XPyXPy — YDxXDy — XPyYPx + YPxYDx

=x (—ihdd—y) X (—ih%) -y (—ih:—x) X (—ih;—y) —
x(—ingg)y (-mg) +y (- )y (-in )
=0 + ihy (—ih%) + ihx (—ih =) + 0 = ihyp, + ihap,
=h2(y o+ x )
4. 12 =L, +0,°+1L,
= ihzp, + ihyp, + ihxp, + ihzp, + ihyp, + ihxp,
= 2ihxp, + 2ihyp, + 2ihzp,
= Zih(xpx +ypy + zpz)

= 2h? (x:—x+y;—y+z%)

d

d

)

=)

39
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LAMPIRAN C. KOMUTATOR OPERATOR MOMENTUM SUDUT
TERHADAP POSISI
1. [L,,x]
Caral
[Lx, x] = [(ypz — 2py), %]
= lypz x] — [zpy, %]
= (y[pz x] + [y, xIp,) — (z[py, x] + [z, x]py)
= (y(0) + (0)p,) — (2(0) + (0)p,)
=0
Carall
[Ly, x] = (Lyx — xL, )Y
= ((yp. — zpy)x — x(yp, — 2p,) ) W
= (yps — zpy)xb — x(yp, — 2zpy )W
= YP XY — zpyx) — xypYp + xzpy
=\y (—ih %) xp —z (—ih dd—y) xP — xy (—ih é) Y+ xz (—ih ;—y) P

= —ihy % (xy) + ihzdd—y (xy) + ihxy % () — ihxz % W)

= —iny (0+xZ2) +ihz (0 + xﬂ) + ihary 2 — ihaz S
= —lhxy + lhxz + lhxy ihxz%
=0
[Ly,x] =0
2. [Ly x]
Caral

[Ly, x| = [(zpx — xp,), x]
= [zpx, x] — [xpy, ]
= (z[px, x] + [z, x]px) — (x[pz, x] + [x, x]p,)
= (z(=ih) + (0)px) — (x(0) + (0)p,)

= —ihz
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Cara Il
Ly, x]p = (Lyx —xLy )i
= Lyxy — xL, ¢
= (zpx — xp)xyP — x(zpx — Xp, )Y
= zpx ) — Xpxp — xzpyf + x°pY
. d o d . d . d
=z (—Lha) xP —x (—lh;) XY — xz (—lha) Y + x? (—lha) Y
— _ihy L e Frr L () —iFr2 L
= —ihz — (xy) + ihx - (xy) + ihxz — (yY)—ihx — W)
_ AN WY 4 iy W iz
= —ihz (1/) 1 dx) + thx (0 +x dz) + thxz T thx B
h ¥ b L 2 e, W 24
= —ihzy — ihxz =4 ihx -5 ihxz ™ thx =
= —ihzy
[Ly,x] = —ihz
[L, x]
Cara |

[L;,x] = [(xpy — yDx), ]
= [xpy, x| — [ypx, 2]
= (y[py, x] + [x. xIpy) — lpx %] + [y, x]ps)
= (¥(0) + (0)py) — (=ih) + (0)px)

= i{hy
Carall
[Lz, x]p = (Lx — xL)p
=L, xy —xL,y

= (xpy, — ypx)xp — x(xp, — ypy )P
= XPy XY — yPxXP — X*pyiP + xyp Y

= x (~ih ) —y (—ih ) xp — 22 (=i ) v
+xy (—ih:—x)lp
= —ihx% (xy) + ihy:—x (xy) + ihx? % W) — ihxy% )

= —ihx (O + x%) + ihy (1,[) + x%) + ihng— ihxy%
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= —ihx%? — + ithyy + lhxy + ihx? — thy—
= ihyy
[Lz, x] = ihy
. Ly, y]
Cara |

(L] = [(yp, — zpy), ]
= lypzy] = [2py,¥]
= lp2 vl + . ylp2) — (2[py ¥] + [2,¥1py)
= (y(0) + (0)p,) — (z(—ih) + (0)p,)

= ihz

Carall

[Ly, Y] = (Lxy — YL Y
= Ly —yLyy
= (yp. — 2zp, )y — y(yp, — 2Dy )Y
= YpY¥ — 20y ¥ — ¥°p P + yzpy, P
=y (—ih%) yY —z (—ih%) yp — y? (—ih
= —ihy - W) + thz - () + ihy? - () —
= —ihy (0 + yﬁ) + ihz (1/) + ydlp) + Lhy

hy + ihziy + lhyz + lhy ihyza

= ihzy

[Ly,y] = ihz

' [Ly' y]
Caral

[Ly,y] = [(zpx — xp,), Y]
= [zpx, ] — [xp2, Y]
= (z[px, y1 + [2,y]px) — (x[p2 ¥] + [x,¥]p2)
= (2(0) + (0)py) — (x(0) + (0)p,)

ihyz 2 ()

42

¥+ (- )
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=0
Carall
Ly, y] = (Lyy = yL, )Y
:Lyyl/) _yLylp
= (zpx — xp )Y — y(@px — xp)YP
= ZPx YY) — xp, Y — yZp, P + xyp Y
5 d 5 d g d
=Z(—lhE)ylp—x(—lhE)ylp —yz (—lha)l[) +
o d
xy(—LhE)t/)
= —ihz - () + ihx T ) + ihyz = () — ihxy - W)
= —thz 2 ) +ihx 2 () + thyz 2 () — ihxy 22 (P
N LA W\ 4 o, @
= Lhz(0+ydx)+1hx(0+ydz)+Lhyzdx thydz
— b, ¥ @ o @
= —ihyz ot ihxy o T ihyz T ihxy =
=0
[Ly;y]=0
. [Lzy]
Carall

[L2,y] = [(xpy — ¥Px). ]
= [xpy, ¥] = [yPx ¥]
= (x[py,¥] + [x.¥lpy) = Glpx y1 + [y, ¥1px)
= (x(=ih) + (0)py) — ¥(0) + (0)px)

= —ihx
Caralll
[Lz,y]1 Y = Ly — YL )Y
= Lyp —yLy

= (xpy — yp2)y¥ — y(xpy — YD )Y
= XpyyP — YD YY — xypy P + Y2

= x (—ih%) -y (—ih%) Y —xy (_ih%) v

+y? (—ih :—x) Y

43


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

= —ihx % (yy) + ihy ;—x (yy) + ihxy di (¥) —ihy? :_x W)

= —ihx (l/) + y%) + ihy (O + ydlp) + lhxy —ihy? &

dx
= —ihxy — ihxy % + ihy2 thy hy2 Zf
= —ihxy

(L, y] = —ihx

[Ly, z]

Caral

Ly 2] = [(yp, — zpy). 2]
= [yp, 21 — [2p,,2]
= Vlpz 2] + [y, 2Ip2) — (2[py. 2] + (2 zlpy)
= (y(=ih) + (0)p,) — (2(0) + (0)p,)

44

= —ihy
Carall
[Ly, 2] = (Lyz — zLy)Y
= Lyzip — zLyp
= (yp, = 29y )2 — 2(yp, — 2, )b
= Yp.2Y — zpyztp — yzp,h + 2°pyY
=y (—ihé) 7P —z (—ih%) 7P —yz (—ih%) Y+ z2 (—ih%) P
A —ihy% (zy) + ihzdi (zy) + ihyz% () — ihz? di @)
= —lhy(¢+Z—w)+th(O+Z )+lhyz — ihz? a;l:
= —ihyy — lhyz + ihz? — + lhyz — ihz? d:/j
= —ihyy
[Ly z] = —ihy
Ly 2]
Cara |

[Ly, Z] = [(pr - sz),Z]
= [pr,Z] - [po'Z]
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= (z[px, 2] + [z, z]py) — (x[p, 2] + [x, z]p,)
= (2(0) + (0)py) — (x(=ih) + (0)p,)

= (hx
Carall
Ly, 2] = (Lyz —zLy )y
= Lyzw./) — ZLyl/)
= (2px — xp )2 — 2(2px — xPIY
= Zpx 2 — Xp, 7Y — Z°pxih + xZp, P
— o (—h L Y _2(_ma —_ih s
= Z( Lhdx)ZI/} x( lhdz)zw z ( lhdx)llj +xz( lhdz)l/)
- % L3 iy & w2 4 — ihxr L
= —ihz — (zy) + ihx - (zy) + ihz ” () — ihxz — W)
v d . dy e o dY . dY
= —ihz (O + ZE) + thx (1/) + ZE) + thz i lthE
o ody . Qo dp o odY o dY
= —ihz y U ihxy + ihxz o ihz dx ihxz =
= ihxy
[Ly, z] = jhx
. [L, z]
Caral

[L;, 2] = [(xpy — ypx), 2]
= [xpy, 2] - [ypr 2]
= (x[py, 2] + [x. zIpy) = Ylpx 2] + [y, 2]ps)
= (x(0) + (0)py) — (¥(0) + (0)p2)
=0
Caralll
[Lz, 2] = (Lyz — zL, )y
=L,z —zL,p
= (xpy — ypu)7h — 2(xpy — YD )P
= XPyZY) — YDxZY — XZPyY — YZpx P
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=x(-ih)zp -y (—ih) 2 —xz(—ih ) v -
vz (—ih;—x)zp

= —ihx % () + ihy = (zp) + ihxz < () — ihyz+ ()

_ AW W\ | bz iy &
= —ihx (0 +z dy) + thy (0 +z dx) + thxz = thyz T
— _ihz® 4 iz 4 iz iy 2
= —ihxz dy+lhyz ™ + thxz = ihyz -

46
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LAMPIRAN D. KOMUTATOR OPERATOR MOMENTUM SUDUT
KUADRAT TERHADAP POSISI

1. [L% x]
Cara l
(L% 2] =|(in(zp, + yp,)) ]
= ih[(zp, + ypy). %]
= ih([zp,, x] + [ypy, x])
= ih ((zlp, 2] + [z, x]p,) + (¥[py. x] + [¥.x]p,))

= in (20 + ©p,) + (y(©) + (Op,))
=0
Carall
[L% x| = (LPx — xL )P
= Ly2xp — xL P
= (ih(zp; + yp,)) xb — x (ih(zp, + yp,)) ¥
= ihzp,xy + ihyp,xy — ihxzp,y — ithxyp,
= iz (—ih ) xp + iy (—ih =) axp — itz (—ih ) 9 —
ihxy (—ih :—y) Y
=1z (ap) + 0y o (ap) = Wz o () = Py o ()
=h?z (O + xi—f) + h%y (0 + x%) — hzxzz—f — hzx}’%
= hzxz% + hzxy% » hzxz% - hzxy%
=0
[L,%x] =0
2. [L,% x]
Caral
[Lyz,x] = [(ih(xpx + zp,)), x|
= th[(xpx + 2p,), X]
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= ih([xpy, x] + [2p,, x])
= ih((x[py, x] + [x,x]py) + (z[p,, x] + [2,x]p,))
= ih((e(~ih)+(0)p,) + (2(0) + (0)p,))
= h%x
Carall
L% x] ¢ = (Ly*x —xL,* )y
= L,%xp — xL, "
= (ih(xpy + zp,))xyp — x(ih(xpy + zp,) )P
= ihxp,xy + ihzp,xp — ihx?p,p — ihxzp,p
= ihx (—ih =) xp + ihz (—ih ) xp — iha? (—ih =)y —
ihxz (—ih %) Y
= h2x == () + W2z = () — h2x% - () — h2xz = ()
= h%x (1/) + x%) + h?z (O + x%) S % - hzxz%

— B2 2,249 2., W 12 2dY .o dy
=h°xy + h*x dx(+)+hxzdz i > hxzdz

= h2%xy
[Lyz,x] = h%x
3. [L% x]
Caral

[L,%x] = [(in(ypy +xpx)) 2]
= ih|(ypy +xpx), %]
= ih([ypy, x| + [xpx, x1)
= ih ((y[py,x] + [y, xIpy) + ([P x] + [x,x]py) )
= ih (¥ +(O)p,) + (=) + (0)py))
= h%x
Carall

[Lzz,x]tp = (Lzzx — XLZZ)l/)
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= L,%xp — xL,*

= (ih(ypy + xpx)) xp —x (ih(ypy + xpx)) P

= ihyp,xtp + ihxpexp — ihxyp, i — ihx?py

= ihy (—ih;—y) xap + ihx (—ih =) xip — ihcy (—ih%) W —
ihx? (—ih =) ¥

= hZy < (ap) + hZx - () — hixy o (@) — hix? - ()

= hz)’(o +x%) +h?x (¢+x%) —hzxy%—hzxZﬂ

dx
= hzxy% + h%xy + h2x? % - hzxy% — hZx2 %
= h2xy
[Lzz,x] = h%x
[L?, x]
Caral

[L2,x] = [(Zih(xpx +yp, + zpz)),x]
= Zih[(xpx + ypy + sz),x]
= Zih([xpx,x] + [ypy,x] + [sz,x])

= 2ih((x[px, x] + [x, x]px) + (0) + (0))
= 2ih(x(=ih) + (0)py)

= 2h%x
Carall
[L2, x|y = (L*x — xL*)y
= L*xy — xL*Y

= (Zih(xpx +yp, + zpz)) xP — x (Zih(xpx +ypy + zpz)) P
= 2thxp,x + 2ihyp,xp + 2ihzp,xp — 2ihx?p,) —
2ihxypyp — 2ihxzp,y

= 2ihx (—ih £2) xp + 2ihy (—ih =) xap + 2ihz (—ih 5

N———

xP —

2ihx? (—ih ) o — 2ihey (=i 25 — 2ihxz (—ih ) v
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= 2h%x = () + thy% () + 2h2z = (xap) — 2h2x% = () —

2h%xy £ () — 2h%xz 5 ()

= 2nx ( + x32) + 202y (0 + x5) + 2072 (0 + x 52) -

2h2x2 2 2hzxyﬂ — 2h2xz
dx dy dz

— 92 2,299 2., 0¥ 2. QY oo odY
= 2h“xy + 2h*x dx+2h xydy+2h XZ— 2h“x T

2h2xy & — 2h2xz ¥
dy dz

= 2h%xy

[L?, x] = 2h%x

- [L3y]

Caral

L2y] = [(in(zp, +yp,)).5]
= ih[(zp, + ypy).y]
= ih([zp, 1 + [ypy, ¥])
= ih ((0) + (y[py, ¥] + [y, y]Py))
= ih(y(~ih) + (0)p,)
= h2y

Carall

(L2 y]w = (Le®y — L)

= Ly — yL Y

- (ih(zpz + ypy)) yh—y (ih(sz i ypy)) v

= ihzp,yy + ihyp,yp — ihyzp, — ihy*p,

= ihz (—ih ) yy + ihy (=ih =) yp — thyz (—ih ) v -
ihy? (—ih2-)

= h?z 2 O) + b2y = () — h2yz - (@) — h2y? - (@)

o ay 2 dy 2. _dyp 2,24y
=h Z(O+y;)+h y(lp+yE)—h yz——h%y ™
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=h? yz +h2yz/)+h2 2 ‘l’ —h2yz " 1/’ _p2y2 3

dy
=hyp
[Ly%y] = h2y
- (L%
Caral

[L,%y] = [(ihCxpx + 2p,)), ]
= th[(xpy + 2p,), y]
= ith([xpx, ¥] + [2D2, ¥])
= ih(0 + 0)
=0
Carall
L%y = (Ly°y —yLy*)w
= L,’yp —yL,*p
= (ih(xpy + zp,))yyp — y(ih(xp, + zp,))Y
= thxpyyy + ihzp,yp — ihxyp,p — ihyzp,y
= ihx (—ih =)y + thz (—ih =) yy — ihy (—ih =) o —
ihyz (—ih %) Y
= 02x o () + WPz %) = Py o (§) = h2yz 5 ()

=h2x (0 +y £9) + 822 (0 +y - v) - WPxy P — h2yz

= h2xy L + h2yz 22 — n2xy 22— nZyzE
=0
[L,%y] =0
- [L Y]
Carall
[L.2y] =|(in(ypy +xpx)).¥]
= i[(ypy +xpx),¥]
= ih([ypy, y] + [xpx ¥1)

o1
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= in ((y[py¥] + v, ¥Ipy) + (0))
= ih(y(=ih) + (0)p,)
= hzy
Carall
[Lzz,y]l,b = (Lzzy - yLZZ)l/J
= Lzzylp o yLzzl/)
= (ih(ypy +xpx) )y — ¥ (ih(ypy + xpx) ) ¥
= ithyp,y + thxp,yp — ihy?p, P + ihxyp,
= ihy (—ih;—y) y¥ + ihx (—ih=-) yyp — ihy? (—ih;—y) W+
ihxy (—ih dd—x) P
d d d d
=0’y = ) + hix = (y) — hy? = () + hxy - ()
= h?%y (1/} + y%) + h%x (0 + y%) — hzyz% + hzxy%

_ %2 2,2dY 2,000 3o o dP 2., 4y
=h*yy + h*y dy+hxydx hy dy+hxydx

=h%yy
[L.%y] = h%y
. [L%y]
Caral

[12,7] = | (2ih(xp. + ypy + 202)) ¥ ]
= 2ih[(xpx + yP, + 2D,),¥]
= 2ih([xpy, y] + [ypy, ¥] + [2P,,¥])
= 2in ((0) + (¥[py ¥] + v, ¥Ipy) + (0))
= 2ih(y(—ih) + (0)p,)
= 2h%y
Carall
[L2,ylp = (LPy — yL*)y
=L’y —yL*)

52
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= (2ih(xpx + ypy +20,)) v — (20 (xpy + ypy + 20,) ) ¥
= 2ihxp,yy + 2ihyp, yy + 2ihzp,y — 2ihxyp,p —
2ihy?p,y — 2ihyzp,
. b d . b d . . d
= 2ihx (—lha) yy + 2ihy (—lha) yy + 2ihz (—lhE) Y —
2ituy (—ih =) — 2ihy? (—ih;—y) ¥ — 2ihyz (—ih =)
_op2, 4 2, 4 2,4 — 2h2xevE (W) —
= 2h%x - (vip) + 2h%y = (yip) + 2h°z - (yip) — 2h*xy - ()
2,29 (1Y _ oR2y, L
2n2y? & () — 2h2yz L ()
4 a a a
= 2h%x (O + ya) + 2h%y (1/} + ya) + 2h%z (O + y;) -
2h2xy% — 2h%y? % — 2h2yzi—f
= thxy% + 2h2yp + 2h?%y? % + 2h2yzi—f — 2h2xy% -

2n?y? ¥ — 22y 2

dz
= 2h%yy
[12,y] = 2h?y
. [sz,z]
Cara |

L% 2] = |(in(zp, +ypy)) 2|
= ih[(zp, + ypy). 2]
= ih([zp,, 2] + [ypy, 2])
= ih((z[p,, 2] + [z, 2]p,) + (0))
= ih(z(=ih) + (0)p,)
=h?z
Carall
(L2 2]y = (L2 — 2L, %)y
=Lz — zL, "

= (ih(ZpZ + ypy)) 7P —z (ih(ZpZ + pr/)) Y
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= ihzp,zy + thyp,zyp — ihz?p, — ihyzp,

= ihz (—ih =) zp + iy (—ih =) 7 — ihz? (—ih ) ¥ —

ihyZ(—ih%)l[}
= 0222 (7)) + h2y - () — h222 - () — WPyz = ()
=02z (y +255) + 02y (0 +25) — 0222 2 —n2yz 2

= b2z + 1?22 5L + h2yz Y 1” —n?z2 %L —h2yz 2

=hZzy
[L,% z] = 7%z
10. [L,? 2]
Cara |

[1,%2] = [(ibCeps + 2.0),2
= lh[(xpx + sz)'Z]
= ih([xpy, 2] + [2p, 2])
= ih((0) + (z[p,, 2] + [2,2Ip,))
= ih(z(—ih) + (0)p,)
= h?z
Carall
[L 2,2]1,0 = (Lyzz - ZLyZ)l/)
= L,zy — zL, "
= (ih(xpy + 2p,)) 2 — z(ih(xpy + 2zp,) )W
= ihxp,zy + ihzp,zy — ihxzp, Y — ihz zpzl/)
= ihx (—ih =) 2y + ihz (=i ) 2 — iz (—ih =) 1 —
ihz? (—ihé) "
= 12 L () + 22 (2p) — W2z () — h222 2 ()
=hZx (0 +255) + 022 (p + 25%) — h2xz 2 - h272 22

= h2xz 2 4+ B2 2,20 2, 4 _ 2 24P
—hxzdx+hz¢+hz < hxzdx h*z =

54
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= h2z
[LZZ,Z] = h?z
11. [L,% 2]
Cara |

[LZZ,Z] = [(ih(ypy + xpx)) ,Z]
= ih[(ypy + xpx),z]
= ih([ypy, z] + [xpy 2])
= ih(0 + 0)
=0
Caralll
[LZZ,Z] Y = (LZZZ — ZLZZ)l/J
= L2z — zL, P
= (ih(ypy + xpx)) 2 —z (ih(ypy Ay xpx)) P
= ihyp, 2y + ihxp,zy — ihyzp, ) — ithxzp,
= ihy (—ih%) 2 + ihx (—ih =) zip — ihyz (—ih %) W —
ihxz (—ih :—x) "
= hZy - (z9) + hix o () — hyz - (@) — hPxz - ()

=h?%y (0 + Z%) + h%x (0 + Z%) - hzyz% —h2xz

dx
= hzyz% + hzxz% — hzyz% - hzxz%
=0
[L,%z] =0
12. [L?, z]
Caral

[12,z] = [(Zih(xpx +ypy + sz)),z]
= 2ih[(xpy + ypy + 2p,), 2]
= 2ih([xpy, 2] + [ypy, 2| + [2p,.2])

55
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= 2ih((0) + (0) + (z[p,, 2] + [z 2Ip,))
= 2ih(z(—ih) + (0)p,)

= 2h%z
Cara ll
(L%, z]y = (L*z — zL*)y
= L?zy — zL*Y

= (Zih(xpx +ypy + sz)) Y —z (Zih(xpx +ypy + sz)) P
= 2ihxpyzy + 2ihyp,zy + 2ihzp,z — 2ihxzp,p — 2ihyzp, P —
2ihz%p, Y
. o d . o d . o d
= 2ihx (—ih =) zip + 2ihy (—lha) 2 + 2ihz (—ih =) z1p —
2ihz (—ih =) — 2ihyz (—ih%) W - 2ihz? (—ih =) P
_ op2, 4 2, 4 2,4 — 2y L (0 —
= 2h“x ™ (zy) + 2h e (zy) + 2h z— (zy) — 2h“xz ™ W)
20, % ) — op2,2 L
262yz - () — 20222 2 ()
— 9}2 dy 2 ay 2 ayp
= 2n%x (0 + z52) + 2h y(0+zE)+2h z(p+232) -
2h2xz % _ 2}’1zyzﬂ —2h2z2 %
dx dy dz

_ op2., AW 2.4y 2 2,209 o dy
—thzdx+2hyzdy+2h 7y + 2h“z < 2h XZ—

2h2yz ¥ — 222 &
dy dz

= 2h%zy
[12,z] = 2h?%z
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LAMPIRAN E. KOMUTATOR OPERATOR MOMENTUM SUDUT

1.

TERHADAP POSISI KUADRAT

[Ly, x°]
Caral
Ly x*] = [(yp, — zpy), ?]
= [yp,, x*] = [zp,, x?]
= (Y[p, 2] + [y, x21p,) — (z[py, x?] + [z, x%]py)
= (y(0) + (0)p,) — (2(0) + (0)py)
=0
Carall
[Ly, x?] ¢ = (Lyx? — x*Ly )
= Lyx?y — x?L,
= (ypz — 2zpy )X* P — x*(yp, — 2zpy )¢
= yp,x°Y — zpyx* — x2yp, P + x*zp, P
=y (—ih %) x%Pp—z (—ih%) x?p — x%y (—ih %) Y+
x%z (—ih%) Y

= —ihy L () + the L (2) + ihaty L () — ihx?z L ()

= —ihy (O + x? %) + ihz (0 + x? %) + ihxzy% — ihxzz%
= —ihxzy% + ihxzz% + ihxzy% - ihxzz%
=0

[Ly, x?] =0

Ly, %?]

Cara |

[Lnyz] = [(pr - sz),xz]
= [pr'xz] - [xpzvxz]

= (Z[pxﬁxz] + [Zﬁxz]px) - (x[Pz'xz] + [x'xZ]Pz)


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

58

= (z(=2ihx) + (0)py) — (x(0) + (0)p,)
= —2ihxz
Carall
[Ly'xZ] Y = (Lyxz - szy)l/)
= Lyx*p — x*Lyy
= (zpx — xp)x*Y — x*(2px — XY
= zpxx?P — xp,x*P — x%zpp + x°p,P
= 7 (—ih%) x4 —x (—ih%) x%p — x%z (—ih%) Y+
23 (—ih )
= —ihz = (x*y) + ihx% (%) + ihx?z = () — ihx® % W)

= —ihz (2x1/} + x? @) + ihx (O + x?2 ﬂ) + ihx2z 2 — jhx3 ¥

E dz

dx dz
— i a2, s 3 dY e o dY o 3 dY
= —2ihxzy — ihx z—+ thx o T ihx z— ihx =
= —2ihxzy
[Ly,xz] = —2ihxz
[L,, x*]
Cara |

[L,,x*] = [(xpy — ypx) %%]
= [xpy, x| = [yps x?]
= (x[py, x*] = [x, x*1py) — Wlpx %] + [y, x%1py)
= (x(0) + (0)py) — (y(=2ihx) + (0)p,)
= 2ihxy
Carall
[Ly, x*]p = (Lx* = x*L,)
= L,x% — x%L
= (xpy — ypx) %% — x*(xpy — YD2 )P
= xpyX°P — ypux®h — X°pyp + X2 ypytp
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=X (—ih%) X2 —y (—ih;—x) x%p —x3 (—ih%)l/) +

x%y (—ih ;—x) Y

= —ihx - (<) + ihy - (<) + ihx3di(¢)—ihx2y;—x(¢)

= —ihx (0 + x? %) + ihy (lep + x2 1!)) + ihx3 —

—ihx? Y

g dY | AP\ | . zdP . day
= —lhx3 7 T ihy (lep + x? —) + ihx3 —y —thzya

= —ihx3 + 2ihxyy + ihx? y + ihx3 — ihxzyZ—
= 2ihxyy

[L,,x?] = 2ihxy

(L, %]

Cara |

[L..y*] = [(yps = zpy),¥?]
= [yp,, y* - [zp,,¥?]
= lp,y*1 + v, y*p) — (z[py, ¥?] + (2. ¥%1py)
= (y(0) + (0)p,) — (z(=2ihy) + (0)p,)
= 2ihyz
Carall
[Le, y*10 = (Lyy? — y*L )W
= Lyy* — y2Lyeyp
= (ypz — zpy)y*Y — y*(yp, — 20y )V
= ypy*Y — 20y y* P — ¥3p P + y2zp, P

(-0 2)y-s(-nE)u -y (nZ)y

y?z (—ih dd—y) Y

59

1/;

= —ihy Z &%) + thz 5 O%) + thy? () = ihy*z ()

=—lhy(0+y )+lhz(2y1/)+y )+lhy

= hy + 2ihyzp + ihy? z + lhy ihyzza

ay

ihyzzg
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= 2ihyzy
[L,,y?] = 2ihyz
[Ly' y 2]
Caral

[Ly,y?] = [(zpx — xp,), ¥*]
= [2px, ¥?] = [xp2, ¥?]
= (z[px ¥?1 + [2,y%]px) — (x[p2 ¥?] + [%,¥%]p2)
= (2(0) + (0)px) — (x(0) + (0)p,)
=0
Carall
Ly y2]0 = (Lyy? = y2Ly Wb
= Lyy*) — y2Lyp
= (zpx — xp)Y* — y*(2px — X0 )Y
= zpxy*) — xpy* ) — y2zpp + xy?p
= (—ih%) y2p —x (—ih%) y2Y — y?z (—ih;—x) Y+
xy? (—ih%) Y
= —ihz < (y2Y) + ihx = (y2y) + ihyzzi(tp) — ihxy? = ()
=—lhz(0+y )+th(0+y )+Lhy z— lhxy

= —ihy? z—+thy +Lhy z——lhxy
=0
[Ly'yz] =0
(L, ¥?]
Caral
[L,,y3] = [(xpy — ypx) ¥?]
=[xy, ¥*] = [P, ¥°]
= (x[py, ¥?] + 6, ¥*1py) = Olpx y?1 + [y, ¥21ps)
= (x(=2ihy) + (0)p,) — (¥(0) + (0)py)
= —2ihxy
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Carall
[L,y2lY = (Ly* —y*L)Y
= Lzyzl/) - yszl/)
= (xpy — yp2)y*¥ — ¥*(xpy — Y02 )Y
= xpy Y P — Yoy — xy*py Y + ¥3 0
=x (—ih ;—y) yi —y (—ih %) y*p — xy? (—ih ;—y) Y+
y* (~ih )y
= —ihx - (/29 + ihy - (/%) — ihay? = () — ihy* - ()

= —ihx (Zylp + y? ) + ihy (0 + y? ) thyz V) ihy? dlalc)

= —2ihxyy — thy + lhy thy — ihy3 Zi’
= —2ihxyy

[L,,y?] = —2ihxy

[Ly, 2%]

Cara |

[Lr2?] = [(yp, — zpy), 2]
= lyps 2°] - [2zpy, 2°]
= (vlp, 221 + [y, 2%1p,) — (2[py, 2%] + [2,2%]py)
= (y(=2ihz) + (0)p,) — (2(0) + (0)py)
= —2ihyz
Carall
[Ly, 2°]Y = (Lyz® — 2L )Y
= Lyz*P — 2% Lyt
= (ypz — zpy)2*¥ — 2*(yp, — 20y
= yp,2* — zpy 2 — yZ2°pb + 2°py
=y (—ih%) z2Y —z (—ih%) z%Y — yz? (—ih%) Y+

z3 (—ih%) Y
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= —ihy - (z*Y) + ihz > (z%9) + ihyz? - () — ihz® - ()

= —ihy (221/} + z? ﬂ) + ihz (0 + z2 1!)) + Lhyz2 1!) — ih3

dy
= —2ihyzy — Lhyz Lhz3 dw Lhyz — ihz 3215
= —2ihyzy
[L,,z%] = —2ihyz
Ly, 2]
Cara |

Ly, 2%] = [(zpx — xp,), 2%]
= [zpy, 2°] = [xp,, 2°]
= (zlpx, 2°] + [2,2°]px) — (x[p,, 2%] + [x, 2°]p,)
= (z(0) + (0)px) — (x(—2ihz) + (0)p,)
= 2ihxz
Carall
Ly, 2]y = (Lyz® —z°Ly )y
= Lyz*yp — z°Ly
= (zpx — xp)z*p — 2% (2px — xP)YP
= zpx2° — xp,2°Y — Z°pyh + x2°pAp

=z (—ih;—x) z2P —x (—ihé) z2) — 23 (—ih;—x) Y+
2% (—ih =)y
= —ihZ:—x(zzlp) + ihx% (z*Y) + ihz3 i -(¥) - ihxz? % @))

= —ihz (0 + z? 1/}) + ihx (221/)+22 1/)) + lhz3 dw — ihxz? 2

dz
— _in, 399 ; w20 3 24y
= —ihz et 2ihxzy + ihxz = Y+ ihz3 2~ ihxz =
= 2ihxzy
[Ly,2z%] = 2ihxz
[L,,2%]
Caral

[L2,22] = [(xpy — ypx), 2°]

62
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= [xpy, 22| = [ypx 2%]
= (x[py, 22| + [x, 2%1py) — (W[px 2°] + [y, 2°1px)
= (x(0) + (0)p,) — (¥(0) + (0)p,) = 0

Carall

[LZ;ZZ]IP = (LZZZ - Zsz)l/)
= L,z%y — z%L,

= (xpy — ypx)z* — 2°(xpy — yD2 )V
= xpyz° — ypx2°P — x2°py Y + yz°p P
—(—in LY 20 — v (—ih ) 224 — 02 (—ih L
—x( lhdy)Z Y y( Lhdx)z Y —xz ( lhdy)l/)+
L d
yz? (—lha) Y
= —ihx L (224 + ihy L (229) + ihxz® L () — ihyz2 2 ()
ay o dy Y2

= —ihx (0 + 22%1/}) + ihy (0 +22%1/J) + ihaz? 2 —

dy
Hv,2 T
ihyz ©
B 72 iRz ihAZ Y gl 2V
= —ihxz dy1p+lhyz dxl[}+lhxz - thyz ™

=0
[LZ'ZZ] =0
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LAMPIRAN F. KOMUTATOR OPERATOR MOMENTUM SUDUT

KUADRAT TERHADAP POSISI KUADRAT
1. [L % %]
Cara |
[L,% %] = [(ih(zpz + ypy)),xz]
= ih[(zp, + ypy), x|
= ih([zps %] + [ypy, x*])
= ih ((zlp, x?] + [z.x%Ip,) + (y[py, x2] + [, x%1p,))
= ih ((2(0) + (0)p,) + (¥(0) + (0)p,))
=0
Cara Il
[L% x2 | = (L*x? — x2L2 )
= szlel) - szlel’
= (ih(zpz + ypy)) x2p — x? (ih(zpz + ypy)) Y
= ihzp,x*y + ihyp,x* — ihx*zp,p — ihx*yp,y
= ihz (—ih %) x* + ihy (—ih ;—y) x*) — ihx?z (—ih é) Y —
ihx?y (—ih =)

d d d d
=h’z—(x*P) + thE () —h?x?z— ) — hzxzya )
= h?z (O + x? %) + h2%y (0 + x? %) — hzxzz% — hzxzy%
_ dip dy ay ay
= hZXZZE + hzxzya - hzxzzE — hzxzya
=0

[sz,xz] =0
2. [L,% x?]
Caral
[Lyz,xz] = [(ih(xpx + zpz)),xz]
= ih[(xpy + 2p,), x*] = ih([xpy, x*] + [2p,, x*])
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= ih((x[px, x*] + [x, x%]1py) + (2[p,, ¥%] + [2,x%]p,))
= ih((x(=2ihx) + (0)py) + (z(0) + (0)p,))
= 2h%x?
Cara ll
L% %] = (Ly"x* — x*L, ")y
= Lyzle/) — szyzz/)
= (th(xpx + 2p,))x*P — x*(ihCxpy + 2p,) )P
= ihxp,x®yY + ihzp,x?y — ihx3p,p — ihx?zp,y
. L d . . d .
= ihx (—lh E) x% + ihz (—lhE) x* — ihx® (—Lha) Y —
D e, (2
ihx“z (—lh E) Y
= h2x = (%) + 2z (x2) — h2x® = () — h2x2z - ()
dx dz dx dz
—_R2 24y 2 2dy 2,349 2,2, 49
=h x(2x1p+x E)-i_h Z(O+x E)_h x E_h X“z—>

— on2.2 2.3y 2.2 QY Lo 3dY Lo o5 dy
—thlp+hxdx+hxzdz hxdx h*x“z

dz
= 2h%x%yY
[L Z,xz] = il
3. [L% x?]
Caral

[Lzz,xz] = [(ih(ypy + xpx)),xz]
= ih[(ypy + xpx), x|
= ih([ypy, x?| + [xpr, x2])
= ih ((y[py, x?] + [y, 221py) + (xlpe 221 + (2,221
= in ((y(0) + (0)py) + (x(=2ihx) + (0)py))
= 2h?x?
Carall
[Lzz,xz]tp = (Lzzx2 — szzz)l/J
= L, x*p — x*L,"p
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= (ih(ypy + xpx)) x%p — x? (ih(ypy + xpx)) P

= ithypyx*y + ihxp,x*yp — ihx?yp,yp — ihx3p,

= ihy (—ih;—y) 1% + ihx (—ih=-) x%y — ihx?y (—ih%) W —
. . d
ihx3 (—Lh E) Y

= B2y - (x) + h2x - () — W2y 2= () — h2® ()

=12y (0 +x25 )+h2 (20 +x2Z2) — h2x?y = ~ () -
h?x® —(IP)

= h2x%y 5+ 2022 + h2x FF — h2x2y = (@) — R2x® - ()

= 2h2x21/}
[Lzz,xz] = 2h?%x?
[L?, x?]
Caral

[1,2%] =|(2ih(xpy +ypy +2p,) ), 2]
= 2ih[(xpy + yp, + 2p,), x?|
= 2in([xpy, x2] + [ypy, x2] + [2p,, x2])
= 2ih((x[px 2] + [x, x]py) + (0) + (0))
= 2ih(x(—2ihx) + (0)py)
= 4h%x?
Carall
[LZIXZ]I!) = (LZXZ - Xsz)lp
= L2 x% — x2 L%y
= (2in(xps + ypy +7p2)) " = x° (200 (x0y + ypy + 20.) ) ¥
= 2thxp,x* + 2ihypyx®y + 2ihzp,x* — 2ihx3pap —
2ihx%yp,y — 2ihx%zp,P

= 2ihx (—ih =) x% + 2ihy (—ih%) x? + 2ihz (—ih =) X%y
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—2ihx3 (—ih ;‘—x) W — 2ihx?y (—ih%) W — 2ihx?z (—ih é) "
= M2 L (2) + 20y & (%) + 272 2 () -

2h%x3 % W) — 2h2x2y;—y W) — 2h2xzz£ (D)
= 2n%x (20 + 22 52) + 202y (0 + x2 ‘;—‘”) +2h%z (0 +

2 dy 2311’ 2211’ zzdll’
x228) — 20223 S8 — 2h2x?y 2 — 2h2x?z %L

 AR2.2 23% 2.2, 9Y 2.2 00 5o 3dy
= 4h“x“y+2h°x +2hxydy+2hxzdz thdx

thxzy 1!’ 2y

2z
= 4h2x21/}
[L?, x%] = 4h%x?
[sz'yz]
Carall

(L% y?] = [(in(zp, + yp,)) . v?]
= ih[(zp, + ypy). ¥?]
= ih([zp,, y*1 + [ypy, ¥?])
= n((0) + O[py.y?] + 1.y7Ipy))
= ih(y(—2ihy) + (0)py)
= 2h?y?
Carall
(L% y2] Y = (LY — 2L )Y
= L*y*Y — 2L Y
= (ih(zp, + ypy)) y? — y* (ih(zp, + ypy) ) ¥
= ihzp,y* + ihyp,y*P — ihy?zp, — ihy>p,
= ihz (—ih=") y? + thy (—ih %) y2 — ihy?z (—ihi) W —
ihy? (—ih:—y) "
=0z 2 (y79) + 1%y - (%) — Wy?z 2 () — 0°y° ()
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=12z (0+y222) + 2y (299 +y? ) —n2y22 L —h2y 2L

—hzyzz +2h2 21[}+h2 3 1!’ hzyzz 1!’ h2y3d1l)

dy
= 2h2y2¢
[LxZ,yz] = 2h?y?
6. [L,*¥?]
Caral

[L,% ¥?] = [(ihCxpx + 2zp2)), ¥?]
= ih[(xpy + 2zp,), ¥?]
= ih([xpy, y*] + [2p,, ¥*])
= ih(0 + 0)
=0
Carall
[L,%y? ]y = (L, °y* — L, )y
= L,*y* — y?L, %Y
= (ih(xpy + zp,))y* Y — y2(ih(xpy + zp,) )¢
= thxp,y*Y + ihzp,y*y — ihxy?pp — ithy?zp,
ihx (—ih<-) y? + ihz (—ih =)y — ihxy? (—ih =) —
ihy?z (—ih%) Y
Zx = (y2) + h2z- (y?) — hZxy? = () — h2y2z - ()

= h%x (0 + y? ﬂ) + h2z (0 +y2 2 ) hzxyz dw hzyzz dw

—hzxyz IIJ hzyzz IIJ hzxyzdlli h2y?z Zf
=0
[L,%y?] =0
7. [LZ Yy ]
Cara

[L.%y?] = [(in(vpy + 2px)) . ¥?|
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= ih[(ypy +xp2).¥?]
= ih([ypy, ¥*] + [xpx, ¥?1)
= in ((y[p, ¥2] + [y, ¥1py) + (@)
= ih(y(—2ihy) + (0)p,)
= 2h%y?
Caralll
[LZZJ yz]lp = (Lzzyz - yszz)lp
= Lz2 21!’ = yszzlp
= (in(ypy + xpx)) y*0 — y? (in(ypy + xp) ) v
= ithyp,y*P + thxp,y*y — ithy*pyp — ihxy®p
= ihy (—ih%) y2 + ihx (—ih %) y2 — ihy3 (—ih%) P —
ihxy? (—ih:—x) Y
= 0%y - (%) + 2 - (v29) — h2y® = () — hPxy? - ()

=h?%y (Zytp + y? %) + h%x (0 +y2;—xtp) — h2y3ﬂ—

dy
2,28
hexy o
— i 2,3 2, 024 $2.38 12 24P
h*y“y + h°y dy+hxy dxt/) hey 7 hexy o
= 2h%y%y
[LZZJyZ] = thyz
8. [L%y?]
Caral

112,21 = [(2ih(xps + ypy + 2p,) ), ¥?]
= Zih[(xpx +ypy + sz)’yz]
= 2ih([xpx, y?1 + [ypy, ¥?] + (204, ¥?])
= 2ih((0) + (—2ihy?) + (0))
= 4h?y?

Carall
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(L2, y*1yp = (LPy? — y*L?)
=Ly*Y —y L%
= (2ih(xpy + ypy + 20,) ) y? — y2 (2i0(xps + ypy + 20,) ) ¥
= 2ihxp,y*Y + 2ihyp,y*y + 2ihzp,y*yP — 2ihxy?p,p —
2ihy®py — 2ihy?zp,p
. o d . . d . o d
— 2ihx (—lh a) y2¢ + 2lhy (—lh E) yzl/J + 2ihz (—lha) YZI/)
—2ihxy? (—ih ) — 2ihy® (~ih ) ¥ — 2ihy?z (—ih )
— 9h2, 4 2 2,4 2 2,4 20y _
= 2h%x = (%) + 20%y = (%) + 20z - (v5h)
2...,2 9 _ 932,34 — 9R2y2, 4
2htxy® - () — 20%y° = () — 2h°y*z - (Y)
= 2n%x (0 + y2Z2) + 202y 2y + y? %) + 202z (0 +
2V 532,200 5p0 3dY 50 o dY
y dz) 2h“xy - 2h“y = 2h“y z—
— 2.2 W 2.,2 2.,3 99 2.2, _ op2 20Y
= 2h°xy dx+4h y“y + 2h*y dy+2h yz— 2h°xy T

2,3 _ op2.2 ¥
2hydy 2hyzdz

= 4h2y?y
[L?,y?] = 4h%y?
[sz,zz]
Caral

[L.%2%] = [(ih(sz + ypy))lzz]
= ih[(zp, + ypy), 2%
= ih([zp,, 221 + [ypy, %))
= ih(—2ihz? + 0)
= 2h?%z?

Carall

[L,% 2% = (L %2 — 22L,% )

= L,*z% — 22 L,
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= (ih(zpz + ypy)) z% — 72 (ih(zpz + ypy)) Y
= ihzp,z*y + ihyp,z*y — ithz3p,p — ihyz?*p,y
P S N S G I W PR G A
—lhz( lhdz)z l/)+Lh_’y( lhdy)Z Y — ihz ( lhdz)llj

b o d

ihyz ( ih dy)l/}
= W2z (2%9) + h2y == (z29) — 223 - () — h2yz? = ()

dz ydy dz y dy

32 2 Ay 2 209\ _ 32, 38 2 2dY
= 12z (22 + 22 52) + 02y (0 + z E) h2z3 S — hZyz2

= 20222y + 0273 L+ h2yz2 - h22P S — htyz2

dz dy
= 2h%z%y
[sz,zz] = 2h%z2
10. [L,?, 2]
Cara |

1,2, 2%] = [(ih(xpy + 2p,)), 2]
= ih[(xpy + zp,), 2°]
= ih([xpy, 2°] + [2p;, 2°])
= ih(0 — 2ihz?)
ez
Caral
[L Z’Zzhb = (LyZZZ — ZzLy2)¢
= LyZZZIlJ _ ZZLy2¢
= (ihCGxpx + 2p,))2% — 22 (ih(xpy + 2p,))Y
- (-0 )+ 1 (-0 2) (v 2) -
ihz3 (—ih<-)
= 2L (22) + W22 (229) — Wz L () — 1278 L ()

— B2 24 2 2dY\ _y2. 2d¥ 1o 3dY
=h x(O+Z dx)+h Z(ZZ¢+Z dz) hxz T h*z =

_ 32,299 2.2 2,30 22  2d¥ o 3dP
=hxz dx+2hz¢+hzdz h°xz - hzdz

= 2h%z%y
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|Ly? 2%] = 2n?z?
11. [L,%, 2%
Caral
[L,%2%] = [(ih(ypy + xpx)),zz]
= i[(ypy +xpx), 7%]
= ih([ypy, 2%] + [xpy, 2%1)
= ih(0 + 0)
=0
Caralll
(12,22 = (1,727 — L7
i LZZZZIP - ZZLZZ'(!}
= (B, +22)) 70 =2 (8, +202)
= ihyp,z% + ihxp,z%p — ihyz2p, P — ihxz?p,y
= thy (—ih%) z%y + ihx (—ih;—x) 7% — ihyz? (_ih %) W —
ihxz? (—ih %) )
d d d d
= hzya (ZZIIJ) alx hzx; (Zzl/)) — thZZ E (1/)) _ hZXZZ a (l/))

= h2 24 2 2d N w2 2d¥ oo o dp
=h y(0+z dy¢)+h x(0+z dxl/)) hyz = h%xz” -~

_ d d dy dy
= h?yz? El[) + h%xz? Y- h2yz? ey h2?xz? —=
=0
[L,%,22] =0
12. [L?, Z?]
Caral
[L%,2%] = [(Zih(xpx +ypy + sz));zz]
= 2ih[(xpy + ypy + 2p,), 27|
= 2ih([xpy, 2°] + [ypy, 2%] + [2p,, 2%])
= 2ih(0 + 0 — 2ihz?)
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= 4h?z?
Carall
(12,22 = (1222 - 212y
— L2Z21/) _ ZZLzl/)
= (Zih(xpx + ypy, + sz)) z2) — z2 (Zih(xpx + ypy, + sz)) Y
= 2ihxp,z*y + 2ihyp,z*y + 2ihzp,z*p — 2ihxz*p,) —
2thyz*p,y — 2ihz3p,y
. . d . L d : . d
= 2ihx (—lh E) z% + 2ihy (—Lha) z% + 2ihz (—lh E) z%yY
. . d . L d . . d
—2ihxz? (—lha) Y — 2ihyz? (—Lha) Y — 2ihz3 (—lha) Y
— 9h2,. % 2 2,4 2 2,4 2.0\ _
= 2h xdx(z Y) + 2h ydy(z Y) + 2h ZdZ(Z Y)
32.2d 0N or2. 2 d 0N oro 3d
2ih*z*— () — 2h*yz o () = 2h*z° —(¥)
) 24y 2 24y 2
= 2h x(0+z dx)+2h y(0+z dy)+2h Z(ZZI/J+

z? ﬂ) —2ih22 % 2h%yz? W _opzz3
dz dx dy dz

_ 32,299 2..29Y 2.2 2,30 5.0 2dY
= 2h°xz dx+2hyz dy+4h21p+hzdz ZLthx

2h2yz2 & _ op23
dy dz
= 4h%z%y

[12,z%] = 4h%Z2
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LAMPIRAN G. KOMUTATOR OPERATOR MOMENTUM SUDUT
TERHADAP HAMILTONIAN PARTIKEL BEBAS

1. [L,, H]

Cara |
(L, H] = | (P2 = 21, (ﬁ (p+* + 1y + pﬁ))]
= -[Op. ~2p,). (py? +p.7)]
=5 ([op. = 2,).0,%] + (P2 = 2p,).2%])
= —((yp2py?] = [20y 2y%]) + (P2 2221 = [22,227])
=— (((y[pz, py?] + [1.0y21p2) — (@) + ((0) = (2[py, p,2] +
[z, pzz]py)))
= = (@ + (2ihpy )p,) + (—2(0) - 2ihp,)p, )

= ﬁ (Zihpypz - Zihpypz)

= - (0)
=0
Caralll
[Lx, HIY = (LyH — HL, )y
=L,HY—HL, Y
=L,HY—HL, Y

= (ypz i Zpy) i(pxz + pyz + pzz) Y — i(pxz ir pyz +
2m 2m

pzz)) (ypz — zpy )W

1 1 1 L L
= (GyPepe™ + 5o ypaly W+ oy Y — 5 zpyp Y — 5 2py )~

1 1
=20y ) — (=D VP + 50, 2D, + 50, 2yp W —

1.2 _ 1.2 _12
D 22D — 5D 22D — 5=p, 22D )

(o () (v v o (- (int)

2m
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(- y (~ih L)y + h (~in )y (~in L)y -
2 ) 2
(Y z(~ih &)y -k (~in LY 2 (=ih L)y -

(1 3 dy 1 .43 dy 1 Y 1 .33 dzp

— = = e el s el

2m dx“d 2m dy“dz 2 d 2m dx dy

1 23 dy 1w, dz/; 1 33 d° d di

1 .43 d° [ dy 1 3d [_dy 1 33 d° [_dy
il 2 (V%) — il 12 (23) — zmih’ (dy)

1 a3 ¥di

' a7

3 3 3 3
(i'hs d*y 1 3.3 dy LR d¢_1.h3zd¢

2m dx dxdz m

1 iy

il (dy+Zdydz>

1 g3 dy 1p 1 _w 1 43 dy
(Zm ih ydxzdz+ 2m ih’ Y@ “min 2 idy

1 43 d’y L iRy dz,b d*y
;nlh Zd—f—% < hy + h <_dde+
( sydy_ 1 g3, dp 1 gps dy
dydz Vi  zm' dezdy 2m' Zdy3

2
e (;y;g+ (dydz ))>

143 d% 1 33 dY 1 43 dy 1 33 dy
h —ih —ih’y——-—ih"z
y x’dz = 2m y dy*dz + om0 Y dz®  2m dx*dy

2m

d
13,y 1 s Y 1 a3 &Y 1 g3 dy

2mt Zdy3 2m' Zdydzz 2m’ ydxzdz m dydz

d
3 3
Lih3zd_¢_iih3zd_¢) - (Lih%(y d w) +Lih3i(d_¢+
y yaz 2 dy

d*y 1 a3d( dy\_ 1 43d( dy\_ 1 43d/( dy\_
Vi) +omih’ & (vY) b’ i (2mk) — b (2 59)
Y

75
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1 4.3 dy 1 43 dy, 1 33 dy 1 23 d% , 1.3 dy
am VY gz TN Ytz m ot s iz s+ Dl g+
3
1.h3zd1[)2
2m dydz
1 43 d 1 33 dy 1 .33 dy 1 33 dy
1 — 1 1 h -1
om0 Y o2a; N Y odaz T Y ez am ' Y ez
1 23 d% 1 23 d%% 1 .3 dy 1 343 dy 1 .33 d*y
DY 7 oy i e e a2 T
1 43 d% 1 .43 d’y 1 43 d% 1.43d% , 1.3 d%Y
ami 2 s —gnillzom + otz ms — Sl o + il o
=0
[Lyx, H] =0
2. [Ly H]
Caral

[Ly, H] = | (zpx — xp,), (i (n:® +p,° + Pzz))]
= 5 [@p2 = 2p), (02 + p,7)]
= — ([(2px — xP,), Px*] + [(zpx — xP,), P,2])
= = (([2px, Px*] = %P2, Px*D) + (2P 2,21 = %D, P, 2D))
= 5 ((© = Glpz 2221 + [0 21p2)) + (Calps p27) +
[2.2,21p:) — (0)))
= — ((=x(0) - 2ihp,)p,) + (2(0) + (2ihp,)px))

1 . p
= o (_Zlhpxpz T Zlhpxpz)

=5-(0)
=0
Carall
[Ly'H]’vb = (LyH - HLy)ll’
= LyHy — HL

1 1
= (2px — xp,) (% (p* + )% + pzz)) Y- (% (p? +py° +

pzz)) (zpx — xp) Y
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1 1
= (5 203w + o 2Dy + o 2P — o Xp,D P —
1 1 1
S XDy Y — gxm%) — (522 + 5y 2zpap +

1 1 1 1
D2 2D — = DA — Dy XDY — 2D, P,

1 d\? d 1 d\? d
o (ing) z(-in )y — o (- ) x (- g)w -
1 d\? d d\?
(03 <o) (02
(1 23 Y 1 43 1 dgw_L3d¢_
o (2 ih oce + 2m ih’z dxd dxdy? + dxd 2 2m dx2dz
ds ds
2m dy*dz 2m dz3
d d d? d d? d
(£ £ (8 200 () - A ()
dx dx 2m dy? dx dz? dx
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