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MOTTO 

 

Sesungguhnya dalam kesulitan ada kemudahan. Bila engkau telah selesai dari 

suatu pekerjaan maka kerjakan urusan yang lainnya dengan tekun 

(Terjemahan Q.S Ash-Sharh: 6-7)
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 Chaos Game merupakan bentuk permainan menggambar titik dalam suatu 

bidang dengan aturan tertentu yang diulang-ulang secara iteratif. Salah satu 

metode untuk membangkitkan fraktal adalah Chaos Game. Banyak penelitian 

yang mengembangkan metode Chaos Game dengan memodifikasi aturannya. 

Pada penelitian ini dikaji pengembangan aturan Chaos Game yang disebut aturan 

non-random Chaos Game dimana aturan tersebut akan diterapkan pada segitiga. 

Simulasi program aturan non-random Chaos Game ini dilakukan enam 

percobaan dengan memvariasikan segitiga, urutan pemilihan titik sudut dan letak 

titik awal yang berbeda-beda. Urutan pemilihan titik sudut yang digunakan 

berdasarkan kombinasi dari tiga titik sudut segitiga yaitu 𝑇଴, 𝑇ଵ dan 𝑇ଶ. Setiap 

percobaan menunjukkan distribusi pengelompokan titik-titik bentukan non-

random Chaos Game pada titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ dan 𝑇ଶ memiliki frekuensi yang sama 

karena pemilihan titik sudut dilakukan secara urut sehingga pada seluruh 

percobaan menghasilkan peluang terpilihnya titik sudut yang cenderung sama 

yaitu 33,33%. Setiap percobaan menghasilkan visualisasi non-random Chaos 

Game dengan titik-titik yang tidak dapat menyebar pada seluruh daerah titik 

sudut. Titik-titik bentukan non-random Chaos Game hanya berkelompok di 

koordinat tertentu pada masing-masing pemilihan titik sudut yang sama. Dengan 

demikian, objek bentukan non-random Chaos Game tidak dapat dikatakan sebagai 

fraktal karena objek tersebut tidak membentuk suatu bentuk tertentu dan tidak 

memiliki salah satu sifat penting fraktal yaitu self similarity. 

 Pemilihan titik sudut dipilih secara urut secara terus menerus 

mengakibatkan tidak ada perulangan pemilihan titik sudut dari iterasi satu ke 

iterasi selanjutnya. Akibatnya, letak titik-titik bentukan non-random Chaos Game 
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tidak berbeda signifikan sehingga pergerakan titik-titik tersebut hanya berputar 

secara terus menerus pada lingkup tertentu. Perbedaan urutan pemilihan titik 

sudut hanya akan merubah arah putaran pergerakan titik-titik bentukan non-

random Chaos Game. 

Objek yang dihasilkan aturan non-random Chaos Game tidak membentuk 

suatu fraktal, namun objek tersebut memiliki karakteristik dimana kumpulan titik 

bentukan aturan non-random Chaos Game pada pemilihan titik sudut yang sama 

konvergen ke koordinat tertentu. Hal tersebut telah dibuktikan menggunakan 

perhitungan numerik yang berdasarkan enam percobaan pada simulasi program 

dimana nilai jaraknya semakin kecil dari iterasi rendah ke iterasi tinggi, maka 

titik-titik tersebut terletak semakin dekat antar titik satu dengan titik lainnya pada 

pemilihan titik sudut yang sama. Artinya, pada iterasi tinggi titik-titik yang 

dihasilkan akan menuju pada satu titik tertentu. Serta dengan perhitungan analitik 

yang memanfaatkan segitiga sembarang dan didapatkan tiga rumus umum jarak 

antar dua titik pada kumpulan titik pemilihan titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, 𝑇ଶ sehingga 

didapatkan limit dari ketiga rumus tersebut adalah sama dengan nol. Apabila 

dibentuk suatu segitiga baru dimana titik pembentuknya adalah titik terakhir dari 

kumpulan titik bentukan non-random Chaos Game di masing-masing pemilihan 

titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, 𝑇ଶ maka didapatkan fakta bahwa segitiga tersebut tidak sebangun 

dengan segitiga awal untuk memulai aturan non-random Chaos Game. Fakta 

tersebut dibuktikan dengan simulasi program dan perhitungan analitik. 
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BAB 1. PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Era globalisasi ini menjadikan ilmu pengetahuan dan teknologi 

berkembang sangat pesat. Wujud perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi 

adalah dengan ditemukannya komputer yang memberikan peranan penting dalam 

berbagai aspek kehidupan. Adanya komputer memudahkan manusia untuk 

mempelajari berbagai bidang ilmu pengetahuan. Geometri fraktal merupakan 

salah satu ilmu pengetahuan di bidang matematika yang berkembang cukup pesat 

dengan adanya komputer. Geometri fraktal ini kemudian lebih dikenal dengan 

istilah fraktal.  

Fraktal dapat membantu menjelaskan banyak situasi yang sulit 

dideskripsikan menggunakan geometri klasik. Fraktal sudah cukup banyak 

diaplikasikan dalam sains, teknologi, dan seni karya komputer. Keindahan fraktal 

menjadikan objek tersebut banyak digunakan dalam graphical computer untuk 

menciptakan bentuk-bentuk yang alami bahkan menakjubkan. Keberadaan fraktal 

menunjukkan bahwa matematika bukanlah subjek yang kering dan datar, tetapi 

merupakan subjek yang indah dan dapat menghasilkan karya-karya yang memiliki 

citra seni dan nilai intelektual yang tinggi. Fraktal merupakan bahasa baru, fraktal 

dapat menggambarkan awan sama persisnya seperti seorang arsitek yang dapat 

menggambarkan rumah  (Barnsley, 1993). 

Apabila visualisasi komputer diaplikasikan pada fraktal, dapat disajikan 

argumen-argumen visual yang ampuh untuk menunjukkan bahwa geometri fraktal 

menghubungkan banyak bidang matematika dan sains, jauh lebih besar dan luas 

dari yang diperkirakan sebelumnya. Bidang-bidang yang terhubungkan oleh 

fraktal terutama adalah dinamika non linier, teori chaos, dan kompleksitas. Salah 

satu contoh adalah menggambar metode Newton sebagai fraktal yang ternyata 

menunjukkan bahwa batas antara penyelesaian yang berbeda adalah fraktal dan 

penyelesaiannya sendiri adalah atraktor aneh. Fraktal juga telah digunakan untuk 
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kompresi data dan memodel sistem geologis dan organis yang kompleks, seperti 

pertumbuhan pohon dan perkembangan lembah sungai. Berbagai bidang lain yang 

memanfaatkan fraktal adalah bidang seismologi, kosmologi, kompresi data dan 

sinyal, pembuatan musik jenis baru, klarifikasi slide histopatologi di ilmu 

kedokteran, serta pembuatan berbagai bentuk karya seni baru. 

Beberapa teknik atau metode untuk membangkitkan objek fraktal 

diantaranya adalah L-system, IFS (Iteratered function system), Iterated Complex 

Polynomial dan Strange Attractor. Fraktal IFS dapat dibangun dengan dua metode 

yaitu Supercopier dan Chaos Game. Chaos Game merupakan bentuk permainan 

menggambar titik dalam suatu bidang dengan aturan tertentu yang diulang-ulang 

secara iteratif. Pertama gambar tiga titik sebagai pembentuk segitiga, kemudian 

ambil titik sebarang  atau acak sebagai titik awal. Selanjutnya tandai titik yang 

jaraknya setengah dari salah satu titik sudut segitiga yang dipilih secara acak. 

Lakukan pengulangan langkah di atas sejumlah iterasi yang diinginkan. Pada 

jumlah  iterasi yang kecil titik-titik tersebut terkesan chaos (kacau), namun 

semakin banyak iterasi maka akan semakin jelas pola titik tersebut menyerupai 

segitiga Sierspinksi. 

Menurut Purnomo (2014) segitiga Sierpinski adalah fraktal linier yang 

mempunyai keserupaan diri identik sampai iterasi tak hingga. Segitiga Sierpinski 

merupakan segitiga yang terdiri dari segitiga-segitiga lain yang berbentuk sama 

dan berulang dengan skala tertentu. Apabila bagian dari segitiga tersebut 

diperbesar, maka akan tampak keseluruhan dari segitiga Sierpinski. 

Sunbye (1997) membangun segitiga Sierpinski  dengan perangkat spiner 

untuk mendapatkan angka acak dan segitiga yang telah diberi tanda pada titik 

sudutnya. Titik awal yang digunakan terletak pada segitiga. Zohuri (2015) 

mengatakan bahwa bila titik awal pada Chaos Game terletak pada segitiga 

Sierpinski, maka titik yang ditandai berikutnya juga berada pada segitiga 

Sierpinski. Namun,  Purnomo et al (2016) mengatakan bahwa pembangkitan titik 

tengah dari titik awal sebarang yaitu pada, di dalam, ataupun di luar segitiga dapat 

membangun segitiga Sierpinski. Karena titik sudut dipilih secara acak, maka pada 

iterasi tertentu titik tengah yang dibangkitkan akan berada pada bagian dalam 
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segitiga dan tidak akan keluar dari segitiga. Purnomo (2016) juga memaparkan 

bahwa pembentukan pola segitiga Sierpinski pada Chaos Game dapat dikaji 

dengan konsep transformasi affine, khususnya konsep dilatasi dengan faktor 

setengah dan pusat dilatasi di salah satu titik sudut segitiga sama sisinya. 

 Devaney (2003) membangun hexagon Sierpinski dengan jumlah titik 

sudut sebanyak enam dengan aturan produksi yang berbeda yaitu mengubah jarak 

antara titik acak dan titik sudut yang dipilih menjadi faktor tiga. Hal ini berarti 

bahwa memindahkan titik sehingga jarak yang dihasilkan dari titik acak dan titik 

sudut yang dipilih adalah sepertiga jarak awal. Dalam kaitannya dengan Chaos 

Game, penelitian ini akan membahas kajian pada aturan non-random Chaos Game 

di mana pemilihan titik sudutnya dilakukan secara urut secara terus menerus 

(tidak acak) dan titik-titik sudut pembentuknya adalah segitiga. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan di atas, maka rumusan 

masalah yang dibahas pada penelitian  ini adalah 

a. Apakah kumpulan titik bentukan aturan non-random Chaos Game pada 

pemilihan titik sudut yang sama konvergen di titik koordinat tertentu? 

b. Bagaimana perhitungan numerik dan analitik aturan non-random Chaos Game 

terhadap kumpulan titik bentukan aturan non-random Chaos Game pada 

pemilihan titik sudut yang sama? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah  

a. Mengetahui kumpulan titik bentukan aturan non-random Chaos Game pada 

pemilihan titik sudut yang sama konvergen di titik koordinat tertentu. 

b. Mengetahui perhitungan numerik dan analitik aturan non-random Chaos Game  

terhadap kumpulan titik bentukan aturan non-random Chaos Game pada 

pemilihan titik sudut yang sama. 

c. Membuat program untuk memvisualisasi aturan non-random Chaos Game 

pada segitiga.  
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1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang dapat diambil dari penelitian ini adalah memberikan  

informasi tentang Chaos Game yang dikembangkan dengan memodifikasi 

aturannya, dimana pemilihan titik sudut aturan tersebut dipilih secara urut secara 

terus menerus (tidak acak) yang akan diterapkan pada segitiga serta mengetahui 

analisis dari aturan non-random Chaos Game sehingga dapat bermanfaat pada 

penelitian-penelitian berkaitan selanjutnya. 
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Fraktal 

Mandelbrot (1997) mengatakan bahwa Fraktal berasal dari bahasa latin 

yaitu fractus yang artinya tidak teratur atau terfragmentasi dan kata kerja frangere 

yang berarti kepingan-kepingan atau fragmen-fragmen yang tidak beraturan. Akan 

tetapi di dalam ketidak teraturan tersebut, fraktal mempunyai keteraturan bentuk 

“kesamaan diri” (self-similarity) yaitu suatu bentuk yang mengulang bentuk 

keseluruhan dalam skala yang berbeda. Sifat  self-similarity fraktal mempunyai 

tiga jenis klasifikasi yaitu exact self-similarity, approximate self-similarity, dan 

statistical self-similarity.  

a. Exact Self-Similarity adalah bentuk fraktal yang tampak persis dalam berbagai  

skala. Fraktal ini terjadi pada farktal yang terdefinisi dengan iterasi yaitu 

Iterated Function System (IFS), misalnya kurva Koch seperti Gambar 2.1.  

 

 

E0            E1        E2 

 

E3            Ek        En 

 

Gambar 2.1 Kurva Von Koch 

(Sumber: Sulistiyantoko, 2008) 

 

b. Approximate Self-Similarity merupakan kebalikan dari  Exact Self Similarity. 

Bentuk fraktal  Approximate Self-Similarity tidak memiliki bentuk yang sama 

persis dalam berbagai skala. Contoh dari fraktal jenis ini adalah Mandelbrot set 

seperti Gambar 2.2. 
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Gambar 2.2 Fraktal Mandelbrot set 

(Sumber: Devaney, 2002) 

 

c. Statistical Self-Similarity merupakan bentuk fraktal yang paling dasar karena 

tidak tervisualisasi dengan jelas tetapi memiliki ukuran statistik yang 

dipertahankan pada ukuran dan rasio yang berbeda. Ukuran statistik yang 

dimaksud adalah ukuran fraktal tersebut dapat ditunjukkan dengan grafik 

statistik. Contoh fraktal jenis ini adalah Brownian motion (Bourke, 2002). 

Fraktal dapat dibagi menjadi dua jenis,  yaitu himpunan-himpunan fraktal 

(fractal sets) dan fraktal alami (natural fractal). Contoh himpunan fraktal adalah 

Koch snowflake, Cantor dust, Sierpinski triangle, Julia set dan Mandelbrot set. 

Sedangkan untuk fraktal alami, Mandelbrot mencontohkan bentuk pegunungan, 

awan-awan, cabang pohon, garis pantai, salju, model fluktuasi mata uang dalam 

pasar finansial, dan lainnya (Mandelbrot,1977). 

 

2.2 Barisan Konvergen  

Definisi 2.1.  Barisan bilangan real adalah suatu fungsi bernilai real (atau suatu 

barisan di ܴ ) atau suatu fungsi pada himpunan 𝑁  dengan daerah hasil yang 

termuat di ܴ. 

 Bartle (1992) menyatakan bahwa suatu barisan di ܴ  memasangkan 

masing-masing bilangan asli ݊ = ͳ, ʹ, ͵, … secara tunggal dengan bilangan real. 

Bilangan real yang diperoleh tersebut disebut elemen, nilai atau suku dari barisan 
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tersebut. Penulisan elemen dari ܴ yang berpasangan dengan ݊ ∈ 𝑁 menggunakan 

suatu simbol seperti ݔ௡,  ܽ௡ atau ݖ௡. Jadi bila 𝑋: 𝑁 ⟼ R suatu barisan, maka nilai 𝑋  di ݊  dapat dituliskan dengan 𝑋௡ . Contoh barisan adalah bila ܽ ∈ ܴ , maka 

barisan ܣ = ሺܽ௡: ݊ ∈ 𝑁ሻ  adalah barisan ሺܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, … , ܽ௡, … ሻ.  Khususnya bila ܽ = ଵଶ , maka diperoleh barisan ቀ ଵଶ𝑛 : ݊ ∈ 𝑁ቁ. 

Definisi 2.2. Misalkan 𝑋 = ሺݔ௡ሻ barisan bilangan real. Bilangan real ݔ dikatakan 

limit dari ሺݔ௡ሻ jika untuk setiap 𝜀 > Ͳ terdapat bilangan asli 𝑁 yang bergantung 

pada 𝜀 sehingga berlaku |ݔ௡ − |ݔ < 𝜀 untuk setiap ݊ ≥ 𝑁 

 Bila ݔ merupakan suatu limit dari barisan tersebut, dapat dikatakan bahwa 𝑋 = ሺݔ௡ሻ konvergen ke ݔ atau mempunyai limit ݔ. Jika suatu barisan mempunyai 

limit maka barisan tersebut konvergen. Sebaliknya jika tidak mempunyai limit 

maka barisan tersebut divergen. Bila suatu barisan ݔ = ሺݔ௡ሻ mempunyai limit ݔ 

di ܴ, dapat digunakan notasi lim ௡ݔ = ௡ሻݔatau limሺ ݔ =  Notasi lain untuk hal .ݔ

ini adalah ݔ௡ ⟶ ݊ bila ݔ ”௡ “mendekatiݔ untuk menyatakan bahwa ݔ ⟶ ∞.  

Teorema 2.1 Misalkan 𝑋 = ሺݔ௡ሻ barisan bilangan real, maka lim௫→𝑎 𝑘ሺݔ௡ሻ = 𝑘 lim௫→𝑎ሺݔ௡ሻ.  

Teorema 2.2  Jika Ͳ < ܾ < ͳ, maka limሺܾ௡ሻ = Ͳ 

 

2.3 Konsep Geometri 

2.3.1 Koordinat Titik pada Segmen Garis 

Misalkan segmen garis ܲܳ̅̅ ̅̅  didefinisikan oleh titik ܲሺݔଵ, ,ଶݔଵሻ dan ܳሺݕ  ,ଶሻݕ
maka dapat dicari koordinat ܴሺݔ, ሻݕ ∈ ܲܳ̅̅ ̅̅   atas perbandingan ݉ ∶ ݊ terhadap titik 

ujung-ujung ܲ dan ܳ.  
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Gambar 2.3 Titik ܴ diantara titik ܲ dan ܳ 

(Sumber: Kusno, 2010) 

Pada Gambar 2.3, ∆ܴܵܲ ~ ∆ܴܳܶ sehingga berlaku ௠௡ = ௌ௉ொ் = ௬−௬భ௬మ−௬  atau ݕ = ௠௬మ+௡௬భ௠+௡        (1.1) 

Dengan cara yang sama untuk ݔ, maka didapatkan hubungan ௠௡ = ௫−௫భ௫మ−௫  atau ݕ = ௠௫మ+௡௫భ௠+௡        (1.2) 

 Jika ܴ merupakan titik tengah dari ܲܳ̅̅ ̅̅ , yaitu ݉ ∶ ݊ = ͳ: ͳ, maka koordinat 

titik ܴ dapat dinyatakan sebagai ܴ ቀ௫మ+௫భଶ , ௬మ+௬భଶ ቁ           (1.3) 

 Secara umum, jika perbandingan ݉ ∶ ݊  bernilai sebarang real 𝑘 ≠ −ͳ , 

maka posisi ܴ  dapat terletak mungkin diantara ܲܳ̅̅ ̅̅  atau diperpanjangnya dan 

koordinat ܴ berbentuk ܴ ቀ𝑘௫మ+௫భଵ+𝑘 , 𝑘௬మ+௬భଵ+𝑘 ቁ           (1.4) 

Oleh karenanya terdapat beberapa kemungkinan untuk nilai 𝑘 yaitu: 

a) Jika 𝑘 > Ͳ, maka ܴ diantara ܲܳ̅̅ ̅̅ ; 

b) Jika −ͳ < 𝑘 < Ͳ, maka ܴ pada perpanjangan ܳܲ̅̅ ̅̅ ; 

c) Jika 𝑘 = −ͳ, maka menunjukkan titik di tak terhingga; 

d) Jika 𝑘 < −ͳ, maka ܴ pada perpanjangan ܲܳ̅̅ ̅̅  (Kusno, 2010) 

2.3.2 Kesebangunan Segitiga 

 

Gambar 2.4 Kesebangunan dua segitiga sebarang 

 

 Gambar 2.4 merupakan dua sebarang segitiga yang telah diketahui panjang 

sisi-sisinya. Dua segitiga dikatakan sebangun jika ada korespondensi satu-satu 

antar titik-titik sudut kedua segitiga tersebut sedemikian hingga berlaku: 

1. Sudut-sudut yang bersesuaian (berkorespondensi) sama besar. 
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ܤܣܥ∠ = ∠ܴܳܲ, ܤܥܣ∠ = ∠ܴܲܳ, ܤܣܥ∠ = ∠ܴܲܳ 

2. Semua perbandingan panjang sisi-sisi yang bersesuaian (berkorespondensi) 

sama besar. |ܥܣ||ܴܲ| = |ܴܳ||ܤܥ| =  |ܳܲ||ܤܣ|
2.4 Chaos Game 

Pada geometri fraktal, Chaos Game merupakan salah satu metode untuk 

membangkitkan segitiga Sierpinski. Kaitan Chaos Game dengan fraktal secara 

fisika dan matematika, teori chaos menjelaskan tentang perilaku dari sistem 

dinamis non linier tertentu yang pergerakannya sangat bergantung pada kondisi 

awal. Sebagai hasil dari ketergantungan pada kondisi awal tersebut adalah bahwa 

kondisi awal menyebabkan gangguan yang pada akhirnya akan terlihat sebagai 

suatu yang acak. Jadi pergerakan  yang akan datang sangat bergantung 

sepenuhnya pada kondisi awal mereka (Sulistiyantoko, 2008). 

Tahapan metode ini dimulai dengan penentuan koordinat titik awalnya 

secara acak dan titik sudut secara acak. Kemudian ambil titik baru yang berjarak 

setengah dari titik awal ke titik sudut. Selanjutnya titik baru bentukan Chaos 

Game berperan sebagai titik awal, sehingga didapatkan titik-titik lain bentukan 

Chaos Game sesuai iterasi yang ditentukan. Seluruh tahapan Chaos Game secara 

berurutan dari iterasi rendah sampai ke iterasi tinggi dipaparkan pada Gambar 2.5, 

Gambar 2.6, Gambar 2.7, Gambar 2.8 dan Gambar 2.9.  

Purnomo et al (2016) mengklasifikasikan koordinat titik awal acak menjadi tiga, 

yaitu: 

a) pada segitiga Sierpinski 

b) di dalam segitiga Sierpinski 

c) di luar segitiga Sierspinski 

Jika titik acuan awal terletak di luar segitiga sama sisi, maka pada iterasi 

selanjutkan akan dibangkitkan titik-titik tengah yang mendekati ke salah satu dari 

tiga titik sudut segitiga sama sisinya. Karena titik sudut dipilih secara acak, maka 

pada iterasi tertentu titik tengah yang dibangkitkan akan berada pada bagian 

dalam segitiga sama sisi. Pada saat titik tengah tersebut berada di bagian dalam 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


10 

 

segitiga sama sisi, maka titik tengah berikutnya yang dibangkitkan akan selalu 

berada di dalam segitiga sama sisi dan kumpulan titik tengahnya akan membentuk 

pola segitiga Sierpinski.  

  

Gambar 2.5 Segitiga awal yang memiliki titik sudut ABC 

(Sumber: Zohuri, 2015) 

 

Gambar 2.6 Chaos Game setelah iterasi ke-30 dalam membangkitkan segitiga 

Sierspinski 

(Sumber: Zohuri, 2015) 

 

Gambar 2.7 Chaos Game setelah iterasi ke-100 dalam membangkitkan segitiga 

Sierpinski 

(Sumber: Zohuri, 2015) 
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Gambar 2.8 Chaos Game setelah iterasi ke-400 dalam membangkitkan segitiga 

Sierpinski 

(Sumber: Zohuri, 2015) 

   

Gambar 2.9 Chaos Game setelah iterasi ke-30.000 dalam membangkitkan segitiga 

Sierpinski 

(Sumber: Zohuri, 2015) 

Menurut Purnomo (2016) Pembentukan pola segitiga Sierpinski pada 

masalah Chaos Game dapat dijelaskan dengan transformasi affine. Transformasi 

affine yang digunakan adalah konsep dilatasi dengan faktor setengah dan pusat 

dilatasi di salah satu titik sudut segitiga sama sisinya. Dengan konsep dilatasi 

seperti ini, maka setiap titik yang terletak pada segmen garis dalam segitiga 

Sierpinski akan didilatasi setengahnya dengan pusat dilatasi di titik sudut 

manapun. Setiap pengambilan titik awal sebarang ଴ܶሺݔ଴,  ଴ሻ yang terletak padaݕ

segmen garis pembentuk segitiga Sierpinski, maka akan membangkitkan titik 

tengah yang juga terletak pada segmen garis pembentuk segitiga Sierpinski. 

Dengan kata lain, kumpulan titik-titik tengah tersebut akan membentuk pola 

seperti pada segmen garis pada segitiga Sierpinski. Dalam hal ini titik awal 
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sebagai acuan menentukan titik-titik tengah tidak harus berada di bagian dalam 

segitiga sama sisi, namun juga dimungkinkan berada di luarnya. Karena titik 

sudut dipilih secara acak, titik-titik tengah yang berada di luar segitiga sama sisi 

dalam iterasi tertentu akan berada di dalam segitiga sama sisinya. 

Segitiga Sierspinski merupakan segitiga yang dibangun dengan jarak 

setengah dari titik sudut, sehingga membentuk segitiga baru pada bagian 

tengahnya. Apabila jaraknya diubah menjadi 1/3 dari titik sudut, maka terbentuk 

suatu poligon segienam di bagian tengahnya seperti Gambar 2.10. Karena tidak 

menghasilkan segitiga Sierpinski, maka jarak Chaos Game haruslah setengah dari 

titik sudut agar dapat membangun segitiga Sierpinski (Armana, 2016). 

 

Gambar 2.10 Segitiga Sierpinski dengan jarak 1/3 dari titik sudut pada iterasi 

tingkat 3 

(Sumber: Armana, 2016) 

Devaney (2003) memodifikasi segitiga Sierpinski dengan memanfaatkan 

transformasi geometri yaitu rotasi. Dimulai dengan titik pada sebuah segitiga 

seperti dalam kasus ini adalah segitiga Sierpinski. Untuk 2 titik bawah pindahkan 

titik ke setengah jarak dimana titik itu disebut. Untuk titik paling atas, pindahkan 

titik separuh jarak ke titik tersebut, kemudian putar titik 90 derajat searah jarum 

jam dengan pusat perputaran titik puncak tersebut. Hasil aturan produksi di atas 

adalah seperti Gambar 2.11. 
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Gambar 2.11 Sierpinski dengan perputaran 90 derajat 

(Sumber: Devaney, 2003) 

 

Gambar 2.11 menunjukkan ada tiga bentuk dasar yang self-similarity, 

masing-masing merupakan setengah ukuran asli, tapi bagian atasnya diputar 90 

derajat searah jarum jam. Apabila rotasi pada bagian atasnya diubah menjadi 180 

derajat, maka akan menghasilkan fraktal seperti pada Gambar 2.12.  

 

 

Gambar 2.12 Sierpinski dengan perputaran 180 derajat 

(Sumber: Devaney, 2003) 

 

Pada Gambar 2.12 terlihat bahwa bagian atas yang self-similarity berputar 

sebesar 180 dejarat. Devaney (2003) juga merubah sudut perputaran pada bagian 

titik kiri bawah menjadi 20 derajat searah jarum jam, memutar 20 derajat titik 

kanan bawah berlawanan jarum jam, namun tidak memutar titik bagian atas maka 

dihasilkan fraktal seperti Gambar 2.13. 
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Gambar 2.13 Sierpinski dengan perputaran 20 derajat 

(Sumber: Devaney, 2003) 

 

Chaos Game merupakan suatu permainan titik yang masih dapat 

dikembangkan aturan produksinya, misal bagaimana jika mengubah jumlah titik 

sudutnya atau mengubah jarak antara titik awal dengan titik sudut yang 

ditentukan, dan masih banyak yang lainnya. Devaney (2003) memodifikasi aturan 

produksi Chaos Game dan menghasilkan Sierpinski hexagon. Pertama ditentukan 

enam titik awal sehingga membentuk sebuah hexagon, kemudian lakukan 

langkah-langkah Chaos Game pada segitiga Sierpinski, namun yang berbeda 

adalah jarak antara titik sudut dengan titik awal yaitu sepertiga jarak aslinya. 

Dengan kata lain, kita mengkompres rasio dari game ini menjadi tiga. 

 

 

Gambar 2.14 Sierpinski hexagon 

(Sumber: Devaney, 2003) 
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Gambar 2.14 menunjukkan sebuah Sierpinski hexagon pada iterasi   ke- 

1000. Sierpinski hexagon di atas terdiri dari enam bagian yang self-similarity, 

yang masing-masing berukuran sepertiga ukuran penuh Sierpinski hexagon 

tersebut. Jadi setiap bagian tersebut berukuran sama seperti jarak permainan yang 

telah ditentukan di awal. 
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BAB 3. METODE PENELITIAN 

 

Pada bab ini membahas tentang prosedur yang akan digunakan untuk 

menyelesaikan penelitian ini. Secara skematik, langkah-langkah yang akan 

dilakukan dapat digambarkan dengan diagram alir pada Gambar 3.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1 Skema Penelitian 

 

Berdasarkan skema pada Gambar 3.1, langkah-langkah penelitian dapat 

dijelaskan sebagai berikut: 

3.1 Aturan Non-Random Chaos Game  
 

Non-random Chaos Game hampir sama seperti Chaos Game biasanya, 

namun perbedaannya adalah cara pemilihan titik sudutnya yang urut dari iterasi 

satu ke iterasi selanjutnya. Misalkan kita tentukan urutan pemilihan titik sudut 

pada segitiga adalah 2, 3, 1, maka untuk iterasi pertama dipilih titik sudut 2. 

Iterasi kedua dipilih titik sudut 3 dan iterasi ketiga dipilih titik sudut 1, begitu 

seterusnya sampai pada iterasi yang diinginkan. Jika urutan titik sudut dari iterasi 

satu ke iterasi selanjutnya dijadikan sebuah urutan barisan maka akan menjadi 

231231231231231231... 

Aturan Non-random Chaos Game pada segitiga 

Simulasi Program 

Hipotesis Awal  
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Berikut adalah algoritma non-random Chaos Game pada segitiga: 

a. membuat sebuah segitiga. 

b. memilih titik sebarang sebagai titik awal. 

c. memilih titik sudut segitiga sesuai urutan yang telah ditentukan.  

d. menentukan titik baru yang berjarak setengah dari titik awal ke titik sudut. 

e. menjadikan titik baru dari langkah (d) menjadi titik awal. 

f. mengulang langkah 3 dengan urutan titik sudut selanjutnya. 

g. melakukan hingga iterasi yang diinginkan. 

3.2 Simulasi Program 

Software yang digunakan untuk membuat program dalam penelitian ini 

adalah software MATLAB R2015b. Prosedur untuk membuat program ini adalah 

sebagai berikut: 

1. Input 

Pada tahap ini diinputkan iterasi yang dilakukan pada Chaos Game, 

bidang segitiga, serta titik awal untuk memulai Chaos Game. 

2. Proses 

 Pada tahap ini dilakukan pemrosesan program untuk aturan non-random 

Chaos Game yang telah dijelaskan pada langkah di atas. 

3. Output 

 Output yang dihasilkan dari simulasi ini berupa visualisasi objek sesuai 

dengan aturan non-random Chaos Game pada segitiga. Terdapat tiga titik sudut 

dengan warna pendistribusian yang berbeda, yaitu merah, hijau dan biru. Titik 

bentukan non-random Chaos Game pada pemilihan titik sudut 𝑇଴  berwarna 

merah, pemilihan titik sudut 𝑇ଵ  berwarna hijau dan pemilihan titik sudut 𝑇ଶ 

berwarna biru. Hal tersebut bertujuan untuk membedakan pengelompokkan 

geometri titik-titik yang dibentuk sehingga memudahkan dalam analisis fraktal 

yang dihasilkan. 
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3.3 Hipotesis Awal 

 Hasil simulasi program di atas merupakan visualisasi dari aturan non-

random Chaos Game. Pada tahap ini dijelaskan pembuktian dari hipotesis awal 

aturan non-random Chaos Game pada segitiga. Hipotesis awal sesuai dengan hasil 

visualisasi program untuk aturan non-random Chaos Game adalah kumpulan titik 

bentukan aturan non-random Chaos Game pada pemilihan titik sudut yang sama 

konvergen ke titik koordinat tertentu. Makna dari “pemilihan titik sudut yang 

sama” adalah titik-titik yang memiliki warna pendistribusian yang sama. Misalnya 

pada Gambar 2.3 titik-titik yang berwarna merah merupakan titik-titik dengan 

pemilihan titik sudut yang sama, karena semua titik merah merupakan titik yang 

dihasilkan dengan pemilihan titik sudut 𝑇଴. Gambar 3.2 adalah visualisasi program 

aturan non-random Chaos Game. 

 

Gambar 3.2 Aturan non-random Chaos Game pada iterasi ke-2000 

 

Pembuktian hipotesis di atas dilakukan dengan memanfaatkan koordinat 

titik-titik bentukan aturan non-random Chaos Game yang disajikan pada simulasi 

program. Kemudian mencari jarak antar titik-titik yang dibentuk dengan 

perhitungan numerik pada masing-masing pemilihan titik sudut yang sama. Selain 

itu, juga dilakukan perhitungan secara analitik dengan mencari koordinat titik-titik 

bentukan non-random Chaos Game secara manual dengan memanfaatkan segitiga 

sebarang. 
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

 Pada bab ini akan dijelaskan pembuktian aturan non-random Chaos Game 

pada segitiga berdasarkan hipotesis yang telah dipaparkan pada Bab 3. 

Pembuktian tersebut dilakukan dengan melakukan simulasi program terlebih 

dahulu untuk mengetahui objek yang dihasilkan aturan non-random Chaos Game. 

Kemudian dilakukan perhitungan numerik yang berdasarkan simulasi program 

tersebut, dilanjutkan perhitungan analitik yang menunjukkan bahwa kumpulan 

titik pembentuk non-random Chaos Game pada pemilihan titik sudut yang sama 

konvergen ke titik koordinat tertentu.  

4.1 Aturan Non-Random Chaos Game  

Non-random Chaos Game hampir sama seperti Chaos Game biasanya, 

namun perbedaannya adalah cara pemilihan titik sudutnya yang urut dari iterasi 

satu ke iterasi selanjutnya. Titik sudut pada segitiga adalah 𝑇଴, 𝑇ଵ, dan 𝑇ଶ. 

Misalkan ditentukan urutan pemilihan titik sudut pada segitiga adalah 𝑇ଵ 𝑇଴ 𝑇ଶ, 

maka untuk iterasi pertama dipilih titik sudut 𝑇ଵ. Iterasi kedua dipilih titik sudut 𝑇଴, iterasi ketiga dipilih titik sudut 𝑇ଶ, iterasi keempat dipilih titik sudut 𝑇ଵ dan 

begitu seterusnya sampai pada iterasi yang diinginkan. Jika urutan titik sudut dari 

iterasi satu ke iterasi selanjutnya dijadikan sebuah urutan barisan maka akan 

menjadi 𝑇ଵ𝑇଴𝑇ଶ𝑇ଵ𝑇଴𝑇ଶ𝑇ଵ𝑇଴𝑇ଶ.... 

Berikut adalah algoritma non-random Chaos Game pada segitiga: 

a. membuat sebuah segitiga. 

Langkah pertama adalah membuat sebuah segitiga dengan tiga titik sudut 

yaitu 𝑇଴, 𝑇ଵ dan 𝑇ଶ. Segitiga yang dapat digunakan adalah segitiga sama sisi, 

segitiga sama kaki, segitiga siku-siku dan segitiga sebarang. Gambar 4.1 

merupakan segitiga awal untuk memulai non-random Chaos Game. 
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Gambar 4.1 Segitiga sebarang dengan titik sudut 𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ 

 

b. memilih titik sebarang sebagai titik awal. 

Titik awal adalah titik untuk memulai non-random Chaos Game. Titik 

awal dapat diletakkan di sebarang koordinat, artinya letak titik awal dapat 

berada di dalam, pada atau di luar segitiga yang telah di buat dari langkah (a). 

Misalkan ditentukan titik awal ܤሺݔ,  .ሻ seperti pada Gambar 4.2ݕ

 
Gambar 4.2 Titik awal non-random Chaos Game di dalam segitiga 

 

c. memilih titik sudut segitiga sesuai urutan yang telah ditentukan.  

Pada langkah ini urutan pemilihan titik sudutnya sudah ditentukan oleh 

program. Segitiga memiliki tiga titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, dan 𝑇ଶ maka terdapat enam 

kombinasi urutan pemilihan titik sudut yang dapat muncul di program. 

Misalkan ditentukan urutan pemilihan titik sudut pada program adalah 𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ...maka pada langkah ini dipilih titik sudut 𝑇଴ seperti 

Gambar 4.3. 

 
Gambar 4.3 pemilihan titik sudut ke-1 
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d. menentukan titik baru yang berjarak setengah dari titik awal ke titik sudut. 

Berdasarkan pemisalan pada langkah (b) dan (c), maka ditentukan titik 

tengah antara titik awal ܤሺݔ,  ሻ dengan titik sudut 𝑇଴ sehingga didapatkan titikݕ

baru ܣଵ seperti pada Gambar 4.4. Perhitungan koordinat titik tengah yang 

digunakan adalah pada Persamaan (1.3). 

 
Gambar 4.4 Non-random Chaos Game iterasi ke-1 

 

e. menjadikan titik baru dari langkah (d) menjadi titik awal. 

Pada langkah ini titik awal yang digunakan bukan titik ܤሺݔ,  .ଵܣ ሻ, melainkan titikݕ

f. mengulang langkah (c) dengan urutan titik sudut selanjutnya. 

Selanjutnya memilih titik sudut pada urutan selanjutnya. Berdasarkan urutan 

pemilihan yang ditentukan pada langkah (c), pada langkah ini dipilih titik sudut  𝑇ଵ seperti pada Gambar 4.5. 

 
Gambar 4.5 Urutan pemilihan titik sudut ke-2 dengan titik awal ܣଵ 

 

g. melakukan hingga iterasi yang diinginkan. 

Kemudian melakukan langkah (d), (e), (f) secara berulang-ulang sampai pada 

iterasi yang diinginkan. Titik ܣଶ merupakan titik tengah antara ܣଵ dengan 𝑇ଵ. 
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Gambar 4.6 Non-random Chaos Game iterasi ke-2 

 

4.2 Simulasi Program 

4.2.1 Fasilitas yang Tersedia pada GUI 

  Software yang digunakan untuk menyelesaikan penelitian ini adalah 

MATLAB R2015b. Terdapat dua hal yang harus diperhatikan pada tampilan GUI 

yang disajikan pada layar untuk menghasilkan visualisasi objek-objek dari aturan 

non-random Chaos Game pada segitiga, diantaranya pemilihan titik sudut dan 

koordinat pembentuk titik non-random Chaos Game. 

  Pada matlab terdapat istilah uipanel yang berarti bagian dan uitable yang 

berarti tabel. Pada uipanel New Chaos Game, terdapat edit teks Iterasi yang 

berfungsi menginputkan iterasi yang digunakan non-random Chaos Game dan 

tiga pushbotton yaitu “Start”, “Process”, dan “Reset” yang memiliki fungsi 

masing-masing. Pushbutton “Start” berfungsi untuk mengawali program dengan 

memilih titik koordinat bentukan segitiga serta titik awal pada axes. Sebelum 

menentukan letak titik sudut dan titik awal, terdapat edit teks “jumlah titik sudut” 

yang berfungsi untuk menentukan poligon yang akan digunakan pada aturan non-

random Chaos Game karena pada program ini disiapkan aturan non-random 

Chaos Game untuk semua poligon meskipun yang dibahas pada penelitian ini 

hanya pada segitiga.  Pushbuton “Process” berfungsi untuk memulai non-random 

Chaos Game, pushbutton “Reset” berfungsi untuk menghapus semua proses yang 

dilakukan non-random Chaos Game. Pada uipanel “Output” terdapat axes dengan 

tampilan koordinat kartesius yang berfungsi untuk menampilkan visualisasi non-

random Chaos Game. Pada uipanel “Analisis Geometri” terdapat tiga uitable dan 

satu text. Uitable pertama yaitu “Titik Sudut” yang akan menampilkan koordinat 

titik-titik sudut, warna dari titik-titik tersebut, dan peluang terpilihnya titik-titik 
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sudut tersebut sebagai fasilitas tambahan pada program. Uitable kedua adalah 

“Proses Iterasi” yang menampilkan koordinat titik-titik bentukan non-random 

Chaos Game, titik sudut yang dipilih untuk membentuk titik tersebut, serta dapat 

mengetahui apakah letak titik tersebut berada di dalam atau di luar bidang. Uitable 

ketiga adalah “Jarak antara 2 titik” yang menampilkan jarak antar titik-titik 

bentukan non-random Chaos Game pada masing-masing titik sudut. Terdapat 

fasilitas tambahan pula yaitu text “Running Time” yang berfungsi untuk 

menampilkan waktu yang dibutuhkan untuk Chaos Game. Gambar 4.7 meupakan 

tampilan program yang dibuat beserta fasilitas-fasilitas yang tersedia. 

 

Gambar 4.7 Tampilan program GUI  

4.2.2 Data Awal yang Harus Ditentukan User 

  Simulasi tersebut dilakukan dengan memvariasikan segitiga, urutan 

pemilihan titik sudut, dan letak titik awal. Terdapat tiga titik sudut pembentuk 

segitiga yaitu 𝑇଴, 𝑇ଵ, dan 𝑇ଶ. Berikut merupakan variasi segitiga, urutan pemilihan 

titik sudut, dan letak titik awal. 

a. Jenis segitiga 

1) Segitiga sama sisi 

2) Segitiga sama kaki 
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3) Segitiga siku-siku 

4) Segitiga sebarang 

b. Urutan pemilihan titik sudut  

1) 𝑇ଵ 𝑇ଶ 𝑇଴ 

2) 𝑇ଶ 𝑇଴ 𝑇ଵ 

3) 𝑇଴ 𝑇ଶ 𝑇ଵ 

4) 𝑇ଵ 𝑇଴ 𝑇ଶ 

5) 𝑇ଶ 𝑇ଵ 𝑇଴ 

6) 𝑇଴ 𝑇ଵ 𝑇ଶ 

c. Letak titik awal 

1) Pada segitiga 

2) Di dalam segitiga 

3) Di luar segitiga 

4.2.3 Tahapan Non-Random Chaos Game 

   Tahapan ini bertujuan untuk memvisualisasikan objek yang dihasilkan 

aturan non-random Chaos Game. Setelah mendapatkan variasi segitiga, urutan 

pemilihan titik sudut, dan letak titik awal, langkah selanjutnya adalah melakukan 

simulasi program. Iterasi yang digunakan untuk semua simulasi adalah 33 karena 

setelah iterasi ke-33, titik-titik yang dihasilkan non-random Chaos Game tumpang 

tindih dengan titik yang dihasilkan pada iterasi ke-33. Hal tersebut mengakibatkan 

objek yang dihasilkan pada iterasi tersebut sama dengan objek yang dihasilkan 

pada iterasi ke-33.  

 Langkah pertama ketika melakukan simulasi adalah memasukkan iterasi 

pada edit teks iterasi, kemudian menentukan letak titik sudut pembentuk segitiga 

dan titik awal pada axes dengan cara mengklik pada kursor sesuai letak titik yang 

diinginkan user. Sebelum menentukan titik sudut dan titik awal, pushbutton 

“Start” harus ditekan terlebih dahulu dan inputkan jumlah titik sudut pembentuk 

poligon karena pada program telah disiapkan aturan non-random Chaos Game 

untuk semua poligon. Langkah selanjutnya adalah menekan pushbutton “Process” 

untuk memulai non-random Chaos Game. Selanjutnya akan ditampilkan hasil 

visualisasi objek pada uipanel output sesuai dengan aturan non-random Chaos 
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Game. Peluang terpilihnya masing-masing titik sudut, warna distribusi masing-

masing titik sudut dan letak titik koordinat titik sudut ditampilkan pada uitable 

“Titik Sudut”. Sedangkan titik koordinat dan jarak antar titik bentukan non-

random Chaos Game ditampilkan pada uitable “Proses Iterasi”. 

 

Gambar 4.8 Iterasi ke-33 percobaan ke-1 

 Percobaan ke-1 sampai ke-6 disimulasikan dengan memvariasikan 

segitiga, urutan terpilihnya titik sudut dan letak titik awal. Iterasi untuk semua 

simulasi adalah 33 iterasi dan peluang kemunculan masing-masing titik sudutnya 

secara otomatis adalah ͵͵,͵͵%. Gambar 4.8 merupakan visualisasi non-random 

Chaos Game berdasarkan simulasi program pada percobaan ke-1. Percobaan ke-1 

memvariasikan segitiga sama sisi dengan urutan pemilihan titik sudut 𝑇ଵ 𝑇ଶ 𝑇଴ dan 

letak titik awalnya berada di dalam segitiga. Pada visualisasi hasil non-random 

Chaos Game, titik-titik bentukan non-random Chaos Game mempunyai daerah 

yang berbeda warna serta tidak dapat menyebar ke semua daerah titik sudut. Titik-

titik tersebut berdistribusi hanya di satu tempat pada koordinat tertentu dan 

berdekatan dengan titik-titik sudut yang terpilih. Seluruh titik bentukan pada 

pemilihan titik sudut  𝑇ଵ  adalah titik berwarna hijau, titik tersebut berdistribusi 

secara berkelompok pada koordinat yang terletak paling dekat dengan titik sudut 𝑇ଵ. Titik berwarna biru merupakan titik bentukan dari pemilihan titik sudut 𝑇ଶ, 

titik tersebut juga berkelompok pada suatu koordinat tertentu yang terletak paling 
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dekat dengan titik sudut 𝑇ଶ. Begitu juga dengan titik berwarna merah yang 

merupakan titik hasil bentukan non-random Chaos Game pada pemilihan titik 

sudut 𝑇଴. Visualisasi objek non-random Chaos Game percobaan ke-2 sampai ke-6 

dipaparkan pada lampiran. Percobaan ke-2 menggunakan segitiga sebarang 

dengan urutan pemilihan titik sudut 𝑇ଶ 𝑇଴ 𝑇ଵ dan letak titik awalnya berada di luar 

segitiga. Objek yang dihasilkan hampir menyerupai pada percobaan ke-1, titik 

bentukan non-random Chaos Game tidak menyebar merata pada seluruh daerah 

titik sudut, namun titik-titik tersebut berjalan mendekati suatu koordinat tertentu 

yang mendekati masing-masing titik sudut. Percobaan selanjutnya menggunakan 

segitiga sama kaki dengan urutan pemilihan titik sudutnya adalah 𝑇଴ 𝑇ଶ 𝑇ଵ dan 

letak titik awalnya berada di dalam segitiga. Tidak terdapat hasil yang berbeda 

secara signifikan, titik bentukan non-random Chaos Game tetap tidak 

berdistribusi secara merata pada seluruh daerah titik sudut dan hanya 

berkelompok pada suatu koordinat tertentu pada masing-masing pemilihan titik 

sudut yang sama. Percobaan ke-4 menggunakan segitiga sebarang dengan urutan 

pemilihan titik sudut 𝑇ଵ 𝑇଴ 𝑇ଶ serta letak titik awalnya berada pada segitiga. 

Visualisasi dari aturan non-random Chaos Game pada percobaan ke-4 ini mirip 

dengan percobaan-percobaan sebelumnya, titik bentukan non-random Chaos 

Game hanya berkelompok pada koordinat tertentu pada masing-masing pemilihan 

titik sudut yang sama. Percobaan ke-5 menggunakan letak titik awal yang sama 

dengan percobaan ke-2 yaitu terletak di luar segitiga, namun segitiga yang 

digunakan adalah segitiga siku-siku dan urutan pemilihan titik sudutnya adalah 𝑇ଶ 𝑇ଵ 𝑇଴. Meskipun urutan pemilihan titik sudut dan bentuk segitiga percobaan ke-5 

berbeda dengan percobaan ke-4, namun hasil percobaan ke-5 hampir sama dengan 

percobaan ke-4 karena titik bentukan non-random Chaos Game tetap tidak 

berdistribusi secara merata pada seluruh daerah titik sudut. Titik-titik tersebut 

berkelompok pada suatu koordinat tertentu pada masing-masing titik sudut yang 

sama. Percobaan ke-6 menggunakan segitiga yang sama dengan percobaan ke-5 

yaitu segitiga siku-siku, namun urutan pemilihan titik sudutnya 𝑇଴ 𝑇ଵ 𝑇ଶ dan letak 

titik awalnya pada segitiga. Titik bentukan non-random Chaos Game berdistribusi 

hanya di koordinat tertentu pada masing-masing pemilihan titik sudut yang sama.  
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Setiap percobaan simulasi program menghasilkan visualisasi non-random 

Chaos Game dengan titik-titik yang tidak dapat menyebar pada seluruh daerah 

titik sudut. Titik-titik bentukan non-random Chaos Game hanya berkelompok di 

koordinat tertentu pada masing-masing pemilihan titik sudut yang sama. Titik-titik 

berwarna merah merupakan titik yang dibentuk dari titik yang berada pada daerah 𝑇଴, titik-titik berwarna hijau merupakan titik yang dibentuk dari titik yang berada 

pada daerah 𝑇ଵ dan titik-titik berwarna biru merupakan titik yang dibentuk dari 

titik yang berada pada daerah 𝑇ଶ. Distribusi kumpulan titik-titik bentukan non-

random Chaos Game pada titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ dan 𝑇ଶ memiliki frekuensi yang sama 

karena pemilihan titik sudut dilakukan secara urut sehingga pada seluruh 

percobaan menghasilkan peluang terpilihnya titik sudut yang cenderung sama 

yaitu ͵͵,͵͵%. Armana (2016) menyatakan bahwa peluang munculnya titik sudut 

berpengaruh pada distribusi pengelompokan titik-titik yang dihasilkan. Apabila 

titik sudut tersebut mempunyai peluang lebih banyak, maka lebih banyak pula 

titik yang dihasilkan dari titik sudut tersebut. Objek bentukan non-random Chaos 

Game tidak dapat dikatakan sebagai fraktal karena objek tersebut tidak 

membentuk suatu bentuk tertentu dan tidak memiliki salah satu sifat penting 

fraktal yaitu self similarity. 

Gambar 4.9 merupakan ilustrasi pergerakan titik bentukan non-random 

Chaos Game dari iterasi satu ke iterasi selanjutnya secara manual menggunakan 

segitiga sama sisi dan letak titik awal di dalam segitiga. Ilustrasi ini digunakan 

untuk menunjukkan bahwa perbedaan urutan pemilihan titik sudut tidak 

berpengaruh terhadap objek yang dihasilkan aturan non-random Chaos Game. 
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Gambar 4.9 Ilustrasi pergerakan titik bentukan non-random Chaos Game 

Titik-titik tersebut berkelompok di suatu koordinat tertentu pada masing-masing 

titik sudut. Hal tersebut disebabkan karena pada aturan ini, pemilihan titik sudut 

dipilih secara urut secara terus menerus mengakibatkan jarak antara titik-titik 

bentukan non random Chaos Game tidak berbeda signifikan dari iterasi satu ke 

iterasi selanjutnya. Misalkan urutan pemilihan titik sudut yang ditentukan adalah 𝑇଴ 𝑇ଵ 𝑇ଶ yang dilakukan berulang-ulang sampai pada iterasi yang diinginkan 

sehingga urutan pemilihan titik sudut secara terus menerus menjadi 𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ.... Terlihat bahwa tidak ada perulangan pemilihan 

titik sudut dari iterasi satu ke iterasi selanjutnya. ܣଵ merupakan titik bentukan dari 

titik awal 𝑃 dengan titik sudut 𝑇଴, ܣଶ dibentuk dari titik awal ܣଵ dengan titik 

sudut 𝑇ଵ, ܣଷ dibentuk dari titik awal ܣଶ dengan titik sudut 𝑇ଶ. Kemudian titik ܣସ 

dibentuk dari titik awal ܣଷ dengan titik sudut 𝑇଴ dan seterusnya. Titik-titik 

bentukan non-random Chaos Game selanjutnya sangat bergantung pada titik-titik 

yang dihasilkan sebelumnya. Sehingga, apabila letak titik awal pada pemilihan 

titik sudut yang sama tidak berbeda signifikan, maka titik-titik bentukan non-

random Chaos Game yang dihasilkan tidak berbeda signifikan  pula. Hal tersebut 

mengakibatkan titik-titik bentukan non-random Chaos Game tidak dapat 

menyebar ke seluruh daerah titik sudut. Pemilihan titik sudut yang dilakukan urut 

secara melingkar serta tidak adanya perulangan pemilihan titik sudut 
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mengakibatkan pergerakan titik-titik yang dihasilkan hanya berputar pada lingkup 

tertentu seperti pada Gambar 4.3. Perbedaan urutan pemilihan titik sudut dan letak 

titik awal juga tidak mempengaruhi objek yang dihasilkan. Perbedaan urutan 

pemilihan titik sudut hanya akan merubah arah putaran pergerakan pemilihan titik 

sudut dan meskipun letak titik awal berada pada atau di luar segitiga, maka pada 

iterasi ke-𝑛 titik bentukan non-random Chaos Game akan mendekati segitiga dan 

selanjutnya akan bergerak berputar seperti pada Gambar 4.3. 

4.3  Perhitungan Numerik Aturan Non-Random Chaos Game pada Segitiga  

Berdasarkan variasi segitiga, urutan pemilihan titik sudut, dan letak titik 

awal enam percobaan pada Sub-bab 4.2, kemudian dilakukan perhitungan 

numerik berdasarkan percobaan simulasi program tersebut untuk mengetahui 

pergerakan nilai jarak dari kumpulan titik bentukan non-random Chaos Game 

pada pemilihan titik sudut yang sama. 

Selanjutnya, dilakukan iterasi secara bertahap dengan kelipatan 3 sampai 

pada iterasi yang ditentukan. Iterasi yang dilakukan secara bertahap dengan 

kelipatan 3 akan memudahkan peneliti untuk melihat pergerakan titik-titik 

bentukan Chaos Game dari iterasi awal sampai iterasi tinggi. Langkah terakhir 

adalah mencari jarak antara dua titik bentukan non-random Chaos Game pada 

pemilihan titik sudut yang sama secara bertahap. Rumus jarak antara dua titik 

yang digunakan dipaparkan pada Persamaan (4.1). 

 

Gambar 4.10 Penyajian Segmen Garis 

(Sumber: Kusno, 2003) 
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Jarak antara titik ܣ terhadap titik ܤ adalah |̅̅ܤܣ ̅̅ | = √ሺxଶ − xଵሻଶ + ሺyଶ − yଵሻଶ     (4.1) 

 

Percobaan ke-1 

Urutan pemilihan titik sudut pada percobaan pertama adalah 𝑇ଵ 𝑇ଶ 𝑇଴, 

sehingga urutan pemilihan titik sudut secara terus menerus adalah 𝑇ଵ𝑇ଶ𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ  𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ  𝑇଴.... Berikut rincian titik koordinat, warna dan peluang terpilihnya 

titik sudut 𝑇଴  𝑇ଵ 𝑇ଶ seperti pada Gambar 4.11. 

  

         Gambar 4.11 Titik sudut percobaan ke-1 

 

Langkah pertama adalah melakukan iterasi secara bertahap dengan 

kelipatan 3, dimulai dari iterasi ke-3 kemudian iterasi ke-6, selanjutnya iterasi ke-

9 dan seterusnya sampai pada iterasi yang telah ditentukan seperti pada Gambar 

4.12 dan Gambar 4.13. Pada percobaan ke-1 ini titik awal Chaos Game terletak di 

dalam segitiga. 

         

(a)                                                    (b) 

Gambar 4.12 Iterasi ke-3 (a) dan Iterasi ke-6 (b) percobaan ke-1 
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(c)                                                    (d) 

Gambar 4.13 Iterasi ke-9 (c) dan Iterasi ke-33 (d) percobaan ke-1 

Langkah selanjutnya adalah mencari jarak antara dua titik bentukan non-

random Chaos Game pada pemilihan titik sudut yang sama secara bertahap 

menggunakan Persamaan (4.1). Berdasarkan simulasi program didapatkan hasil 

perhitungan jarak antara titik-titik bentukan non-random Chaos Game pada 

pemilihan titik sudut yang sama pada percobaan ke-1 seperti pada Tabel 4.1. 

          Tabel 4.1 Hasil perhitungan jarak pada percobaan ke-1 

 
Jarak dua titik di Masing-masing Pemilihan Titik Sudut 

Titik Sudut   𝐓૚ Titik Sudut 𝐓૛   Titik Sudut 𝐓૙ |ܣ𝑛ܣ𝑛+ଷ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | 
- Titik sudut Tଵ 𝑛 = ͳ,Ͷ, ͹…ʹͺ 

- Titik sudut Tଶ 𝑛 = ʹ,ͷ, ͺ…ʹͻ 

- Titik sudut T଴ 𝑛 = ͵, ͸, ͻ…͵Ͳ 

0,491533 0,245767 0,122883 

0,061442 0,030721 0,015360 

0,007680 0,003840 0,001920 

0,000960 0,000480 0,000240 

0,000120 0,000060 0,000030 

0,000015 0,000008 0,000004 

0,000002 0,000001 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

 

Berdasarkan Tabel 4.1 terlihat bahwa pada percobaan ke-1, jarak antara 

titik-titik bentukan non-random Chaos Game pada pemilihan titik sudut yang 

sama memiliki nilai yang semakin kecil dan semakin menuju nilai nol. Tabel 4.2 
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merupakan rancangan percobaan ke-1 sampai ke-6 dengan variasi urutan 

pemilihan titik sudut, jenis segitiga dan letak titik awal. 

Tabel 4.2 Rancangan percobaan ke-1 sampai ke-6  

Percobaan ke- Urutan pemilihan 

titik sudut 

Jenis segitiga Letak titik awal 

Percobaan ke-1 𝑇ଵ 𝑇ଶ 𝑇଴ Segitiga Sama Sisi Di Dalam Segitiga 

Percobaan ke-2 𝑇ଶ 𝑇଴ 𝑇ଵ Segitiga Sembarang Di Luar Segitiga 

Percobaan ke-3 𝑇଴ 𝑇ଶ 𝑇ଵ Segitiga Sama Kaki Di Dalam Segitiga 

Percobaan ke-4 𝑇ଵ 𝑇଴ 𝑇ଶ Segitiga Sembarang Pada Segitiga 

Percobaan ke-5 𝑇ଶ 𝑇ଵ 𝑇଴ Segitiga Siku-Siku Di Luar Segitiga 

Percobaan ke-6 𝑇଴ 𝑇ଵ 𝑇ଶ Segitiga Siku-Siku Pada Segitiga 

 

Pada Tabel 4.1 dapat dilihat bahwa berdasarkan simulasi program, pada 

percobaan ke-1 non-random Chaos Game didapatkan selisih jarak titik-titik 

bentukan non-random Chaos Game yang semakin kecil menuju nilai nol dari 

iterasi rendah ke iterasi tinggi pada masing-masing pemilihan titik sudut. 

Misalnya pada titik sudut 𝑇ଵ dapat dilihat bahwa jarak antara titik iterasi ke-1 

dengan iterasi ke-4 adalah Ͳ,Ͷͻͳͷ͵͵, kemudian jarak antara titik iterasi ke-4 

dengan iterasi ke-7 adalah Ͳ,Ͳ͸ͳͶͶʹ  sampai pada jarak antara titik iterasi ke-22 

dengan iterasi ke-25 adalah Ͳ,ͲͲͲͲͲͲ. Selisih jarak titik-titik bentukan non-

random Chaos Game pada titik sudut 𝑇ଶ dan 𝑇଴ pada percobaan ke-1 juga bernilai 

semakin kecil dan menuju nilai nol. Tabel 4.2 merupakan rancangan percobaan 

untuk percobaan ke-1 sampai ke-6 dengan variasi segitiga, urutan terpilihnya titik 

sudut dan letak titik awal. Meskipun dilakukan berbagai variasi seperti pada Tabel 

4.2 didapakan hasil perhitungan jarak antar titik-titik bentukan non-random Chaos 

Game pada pemilihan titik yang sama juga memiliki nilai yang semakin kecil dan 

menuju ke nol. Visualisasi objek yang dihasilkan non-random Chaos Game dan 

hasil perhitungan jarak berdasarkan simulasi program pada percobaan ke-2 sampai 

ke-6 terdapat pada lampiran. Hal tersebut menunjukkan bahwa jarak antara dua 

titik bentukan non-random Chaos Game pada pemilihan titik sudut yang sama 

semakin kecil dari iterasi rendah ke iterasi tinggi, maka titik-titik tersebut terletak 
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semakin dekat antar titik satu dengan titik lainnya. Artinya, pada iterasi tinggi 

titik-titik yang dihasilkan akan menuju pada satu titik tertentu. 

Berdasarkan simulasi program yang telah dilakukan, dapat dilihat bahwa 

objek yang dihasilkan aturan non-random Chaos Game tersebut memiliki tiga 

kumpulan titik  yang merupakan hasil pemilihan titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, 𝑇ଶ. Selanjutnya 

akan dibuktikan  apabila titik terakhir dari masing-masing kumpulan tersebut 

dibentuk suatu segitiga akan sebangun dengan segitiga awal untuk memulai non-

random Chaos Game. Terdapat dua syarat untuk membuktian suatu segitiga 

adalah sebangun yaitu semua perbandingan panjang sisi-sisi yang bersesuaian 

(berkorespondensi) sama besar dan sudut-sudut yang bersesuaian 

(berkorespondensi) sama besar. Berdasarkan dua syarat tersebut, maka digunakan 

segitiga siku-siku untuk mempermudah dalam melihat sisi-sisi dan sudut yang 

berkorespondensi. Gambar 4.14 adalah hasil simulasi program dengan segitiga 

awal siku-siku, urutan titik sudut 𝑇ଶ, 𝑇଴, 𝑇ଵ dan letak titik awalnya berada di dalam 

segitiga. 

 

Gambar 4.14 Aturan non-random Chaos Game pada segitiga siku-siku 

 

 Panjang sisi segitiga siku-siku dapat diperoleh dengan menghitung jarak 

antar dua titik sudut memanfaatkan koordinat ሺݔ,  .”ሻ pada tabel “Titik Sudutݕ

Berikut adalah koordinat ሺݔ,  ሻ titik sudut pembentuk segitiga awalݕ
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Tabel 4.3 Koordinat segitiga awal 

Titik sudut Koordinat x Koordinat y warna 𝑇଴ 1,003976 8,964286 Merah 𝑇ଵ 1,003976 0,988095 Hijau 𝑇ଶ 7,007952 0,988095 Biru 

 

Sehingga didapatkan segitiga siku-siku dengan panjang sisinya adalah 

 

Gambar 4.15 Segitiga siku-siku yang diketahui panjang sisi-sisinya 

 

 Selanjutnya, dicari panjang sisi segitiga hasil aturan non-random Chaos 

Game. Iterasi yang digunakan adalah 35, namun dapat dilihat pada tabel “Proses 

Iterasi” bahwa koordinat ݔ dan ݕ di iterasi ke-25, 26 dan 27 sama dengan iterasi-

iterasi selanjutnya pada masing-masing pemilihan titik sudut. Sehingga untuk 

mencari sisi-sisi segitiga hasil non-random Chaos Game, akan digunakan 

koordinat ሺݔ,  ሻ dari iterasi ke-25 untuk pemilihan titik sudut 𝑇ଶ, iterasi ke-26ݕ

untuk pemilihan titik sudut 𝑇଴, dan iterasi ke-27 untuk pemilihan titik sudut 𝑇ଵ. 

Berikut adalah tabel koordinat ሺݔ,  .ሻݕ
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Tabel 4.4 Koordinat titik sudut segitiga hasil non-random Chaos Game 

Titik sudut Koordinat x Koordinat y warna ܣଶହ 4,434820 2,127551 Biru ܣଶ଺ 2,719398 5,545918 Merah ܣଶ଻ 1,861687 3,267007 Hijau 

 

Sehingga didapatkan segitiga hasil non-random Chaos Game adalah 

 

Gambar 4.16 Segitiga hasil non-random Chaos Game yang diketahui panjang sisi-

sisinya 

 

 Berdasarkan Gambar 4.15 dan Gambar 4.16 didapatkan perbandingan sisi-

sisi yang berkorespondensi sebagai berikut: 

 
|𝑇భ𝑇మ̅̅ ̅̅ ̅̅ ||𝐴మల𝐴మళ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = ଺,଴଴ଷଽ଻଺ ଶ,ସଷସଽ଻ହ = ʹ,Ͷ͸ͷ͹ʹ͵ 

 
|𝑇బ𝑇భ̅̅ ̅̅ ̅̅ ||𝐴మఱ𝐴మళ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = ଻,ଽ଻଺ଵଽଵଶ,଼ଵସଵଷ଼ = ʹ,ͺ͵Ͷ͵ʹͺ 

 
|𝑇బ𝑇మ̅̅ ̅̅ ̅̅ ||𝐴మఱ𝐴మల̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = ଽ,ଽ଼ଷଷହଷଷ,଼ଶସ଺ସସ = ʹ,͸ͳͲʹ͸ͻ 

 Perbandingan di atas menunjukkan bahwa ketiga perbandingan panjang 

sisi-sisi segitiga yang berkorespondensi memiliki nilai yang berbeda, maka tidak 

perlu dibuktikan untuk syarat kedua. Sehingga dapat disimpulkan berdasarkan 

simulasi program bahwa segitiga baru dimana titik pembentuknya adalah titik 

terakhir dari kumpulan titik bentukan non-random Chaos Game di masing-masing 
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pemilihan titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, 𝑇ଶ tidak sebangun dengan segitiga awal untuk 

memulai non-random Chaos Game. 

 

4.4  Perhitungan Analitik Aturan Non-Random Chaos Game pada Segitiga 

 Pada perhitungan numerik berdasarkan simulasi program telah 

menunjukkan bahwa jarak antara dua titik bentukan non-random Chaos Game 

pada pemilihan titik sudut yang sama semakin kecil dari iterasi rendah ke iterasi 

tinggi. Selanjutnya akan dibuktikan dengan perhitungan analitik apakah kumpulan 

titik bentukan non-random Chaos Game pada pemilihan titik sudut yang sama 

konvergen ke titik tertentu. Perhitungan analitik ini memanfaatkan segitiga 

sebarang. Langkah pertama adalah menentukan koordinat titik sudut segitiga. 

Segitiga yang digunakan adalah segitiga sebarang maka diambil sebarang 

koordinat titik sudut 𝑇଴ሺݔଵ, ,ଵሻݕ 𝑇ଵሺݔଶ, ,ଷݔଶሻ, dan 𝑇ଶሺݕ  ଷሻ seperti pada Gambarݕ

4.17. 

 

Gambar 4.17 Segitiga sebarang dengan titik sudut 𝑇଴ 𝑇ଵ 𝑇ଶ 
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Gambar 4.18 Aturan non-random Chaos Game iterasi ke-1 

 

Langkah awal untuk memulai aturan non-random Chaos Game setelah 

menentukan titik sudut pembentuk segitiga adalah menentukan titik awal untuk 

memulai permainan titik ini. Kemudian menentukan titik baru yang merupakan 

titik tengah antara titik awal dengan titik sudut yang dipilih sesuai urutan yang 

ditentukan. Gambar 4.18 menunjukkan titik sudut yang dipilih pada iterasi 

pertama adalah titik sudut 𝑇଴ dan letak titik awal untuk memulai permainan ini 

adalah sebarang titik koordinat 𝑃ሺݔ଴, ,଴ݔ଴ሻ. Misalkan jarak antara titik awal  𝑃ሺݕ  ଴ሻ dengan titik sudut 𝑇଴ adalah 𝑎, maka jarak titik bentukan non-randomݕ

Chaos Game ܣଵ dengan titik awal ataupun titik sudut 𝑇଴ adalah 
ଵଶ𝑎. Titik 

koordinat ܣଵ adalah ቀ௫బ+௫భଶ , ௬బ+௬భଶ ቁ. 
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Gambar 4.19 Aturan non-random Chaos Game iterasi ke-2 

Selanjutnya titik baru ܣଵ berperan sebagai titik awal, sehingga didapatkan 

titik ܣଶ yang merupakan titik tengah antara titik ܣଵ dengan titik sudut 𝑇ଵ seperti 

Gambar 4.19. Titik koordinat ܣଵ adalah ቀ௫బ+௫భଶ , ௬బ+௬భଶ ቁ dan titik koordinat titik 

sudut 𝑇ଵ adalah ሺݔଶ, ଶ adalah ቀ௫బ+௫భ+ଶ௫మଶమܣ ଶሻ maka titik koordinatݕ , ௬బ+௬భ+ଶ௬మଶమ ቁ. 

Kemudian titik ܣଶ berperan sebagai titik awal dan didapatkan titik ܣଷ yang 

merupakan titik tengah antara titik awal dengan titik sudut 𝑇ଶ seperti pada Gambar 

4.20. Titik koordinat 𝑇ଶ adalah ሺݔଷ, ଷ adalah ቀ௫బ+௫భ+ଶ௫మ+ଶమ௫యଶయܣ  ଷሻ maka titik koordinatݕ , ௬బ+௬భ+ଶ௬మ+ଶమ௬యଶయ ቁ. 

 

Gambar 4.20 Aturan non-random Chaos Game iterasi ke-3 
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Gambar 4.21 Aturan non-random Chaos Game iterasi ke-12 

 

 Langkah selanjutnya adalah melakukan iterasi berulang-ulang sampai 

pada iterasi yang telah ditentukan sehingga menghasilkan objek seperti pada  

Gambar 4.21 dengan urutan pemilihan titik sudutnya adalah 𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ𝑇଴𝑇ଵ𝑇ଶ.... Terdapat dua belas titik bentukan non-random 

Chaos Game yang belum diketahui titik koordinatnya, maka untuk mengetahui 

koordinat titik-titik tersebut adalah menggunakan perhitungan titik tengah seperti 

pada Tabel 4.5. 

  Tabel 4.5 Koordinat titik tengah bentukan non-random Chaos Game 

Titik 

tengah 

Koordinat x Koordinat y 

𝑃𝑇଴, 𝐴భݔ ଵܣ  
଴ݔ + ʹଵݔ 𝐴భݕ  𝐴భݕ  = Ͳݕ + ʹͳݕ  

,ଵ𝑇ଵܣ 𝐴మݔ ଶܣ  
଴ݔ + ଵݔ + ଶʹଶݔʹ 𝐴మݕ  𝐴మݕ  = Ͳݕ + ͳݕ + ʹʹʹݕʹ  

,ଶ𝑇ଶܣ 𝐴యݔ ଷܣ  
଴ݔ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷʹଷ 𝐴యݕ   

଴ݕ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷʹଷ  

,ଷ𝑇଴ܣ 𝐴రݔ ସܣ 𝐴రݔ  = Ͳݔ + ͳݔ + ʹݔʹ + ͵ݔʹʹ + ͳʹͶݔ͵ʹ 𝐴రݕ   
଴ݕ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ + ʹଷݕଵʹସ  
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,ସ𝑇ଵܣ 𝐴ఱݔ ହܣ  
଴ݔ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ + ʹଷݔଵ + ʹସݔଶʹହ 𝐴ఱݕ   

଴ݕ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ + ʹଷݕଵ + ʹସݕଶʹହ  

,ହ𝑇ଶܣ 𝐴లݔ ଺ܣ  

଴ݔ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ + ʹଷݔଵ + ʹସݔଶ+ʹହݔଷʹ଺  
𝐴లݕ  

଴ݕ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ + ʹଷݕଵ + ʹସݕଶ+ʹହݕଷʹ଺  

,଺𝑇଴ܣ 𝐴ళݔ ଻ܣ  

଴ݔ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ + ʹଷݔଵ + ʹସݔଶ+ʹହݔଷ + ʹ଺ݔଵʹ଻  
𝐴ళݕ  

଴ݕ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ + ʹଷݕଵ + ʹସݕଶ+ʹହݕଷ + ʹ଺ݕଵʹ଻  

,଻𝑇ଵܣ 𝐴ఴݔ ଼ܣ  

଴ݔ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ + ʹଷݔଵ + ʹସݔଶ+ʹହݔଷ + ʹ଺ݔଵ + ʹ଻ݔଶʹ଼  
𝐴ఴݕ  

଴ݕ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ + ʹଷݕଵ + ʹସݕଶ+ʹହݕଷ + ʹ଺ݕଵ + ʹ଻ݕଶʹ଼  

,𝑇ଶ଼ܣ 𝐴వݔ ଽܣ  

଴ݔ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ + ʹଷݔଵ + ʹସݔଶ+ʹହݔଷ + ʹ଺ݔଵ + ʹ଻ݔଶ + ଷʹଽݔ଼ʹ  
𝐴వݕ  

଴ݕ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ + ʹଷݕଵ + ʹସݕଶ+ʹହݕଷ + ʹ଺ݕଵ + ʹ଻ݕଶ + ଷʹଽݕ଼ʹ  

,ଽ𝑇଴ܣ 𝐴భబݔ ଵ଴ܣ  

଴ݔ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ + ʹଷݔଵ + ʹସݔଶ+ʹହݔଷ + ʹ଺ݔଵ + ʹ଻ݔଶ + ଷݔ଼ʹ + ʹଽݔଵʹଵ଴  
 𝐴భబݕ

଴ݕ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ + ʹଷݕଵ + ʹସݕଶ+ʹହݕଷ + ʹ଺ݕଵ + ʹ଻ݕଶ + ଷݕ଼ʹ + ʹଽݕଵʹଵ଴  

,ଵ଴𝑇ଵܣ 𝐴భభݔ ଵଵܣ  

଴ݔ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ + ʹଷݔଵ + ʹସݔଶ+ʹହݔଷ + ʹ଺ݔଵ + ʹ଻ݔଶ + ଷݔ଼ʹ + ʹଽݔଵ+ʹଵ଴ݔଶʹଵଵ  

 𝐴భభݕ

଴ݕ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ + ʹଷݕଵ + ʹସݕଶ+ʹହݕଷ + ʹ଺ݕଵ + ʹ଻ݕଶ + ଷݕ଼ʹ + ʹଽݕଵ+ʹଵ଴ݕଶʹଵଵ  

,ଵଵ𝑇ଶܣ 𝐴భమݔ ଵଶܣ  

଴ݔ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ + ʹଷݔଵ + ʹସݔଶ+ʹହݔଷ + ʹ଺ݔଵ + ʹ଻ݔଶ + ଷݔ଼ʹ + ʹଽݔଵ+ʹଵ଴ݔଶ + ʹଵଵݔଷʹଵଶ  

 𝐴భమݕ

଴ݕ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ + ʹଷݕଵ + ʹସݕଶ+ʹହݕଷ + ʹ଺ݕଵ + ʹ଻ݕଶ + ଷݕ଼ʹ + ʹଽݕଵ+ʹଵ଴ݕଶ + ʹଵଵݕଷʹଵଶ  

 

Misalkan titik koordinat ܣଵ,  ଷ diketahui, maka berdasarkan Tabel 4.5ܣ ଶ,  danܣ

didapatkan tiga rumus koordinat sebagai berikut. 

1. Titik sudut 𝑇଴, 𝑛 = ݌͵ + ͳ untuk  ݌ bilangan asli ݔ𝐴𝑛 = ଴ݔ + ∑ ʹଷ𝑖௣𝑖=଴ ଵݔ + ሺʹݔଶ + ʹଶݔଷሻ∑ ʹଷ𝑖௣−ଵ𝑖=଴ʹଷ௣+ଵ  

𝐴𝑛ݕ = ଴ݕ + ∑ ʹଷ𝑖௣𝑖=଴ ଵݕ + ሺʹݕଶ + ʹଶݕଷሻ∑ ʹଷ𝑖௣−ଵ𝑖=଴ʹଷ௣+ଵ  

2. Titik sudut 𝑇ଵ, 𝑛 = ݌͵ + ʹ untuk  ݌ bilangan asli ݔ𝐴𝑛 = Ͳݔ + ሺݔͳ + ሻʹݔʹ ∑ ʹ͵𝑖݌𝑖=Ͳ + ∑ ʹ͵𝑖+ʹ݌−ͳ𝑖=Ͳ ଷ௣+ଶʹ͵ݔ  

𝐴𝑛ݕ = Ͳݕ + ͳݕ) + ∑(ʹݕʹ ʹ͵𝑖݌𝑖=Ͳ + ∑ ʹ͵𝑖+ʹ݌−ͳ𝑖=Ͳ ଷ௣+ଶʹ͵ݕ  
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3. Titik sudut 𝑇ଶ, 𝑛 = ݌͵ + ͵ untuk  ݌ bilangan asli ݔ𝐴𝑛 = Ͳݔ + ሺݔͳ + ʹݔʹ + ∑ሻ͵ݔʹʹ ʹ͵𝑖݌𝑖=Ͳʹଷ௣+ଷ  

𝐴𝑛ݕ = Ͳݕ + ͳݕ) + ʹݕʹ + ∑(͵ݕʹʹ ʹ͵𝑖݌𝑖=Ͳʹଷ௣+ଷ  

Langkah selanjutnya adalah membuktikan ketiga rumus koordinat tersebut benar 

dengan menggunakan induksi matematika. Karena nilai koordinat ݔ dan ݕ sama, 

maka akan dilakukan induksi matematika pada salah satu koordinat yaitu 

koordinat ݔ.  

1. Buktikan benar untuk  ݌ = ͳ berlaku 

a. Titik sudut 𝑇଴, 𝑛 = ݌͵ + ͳ ݔ𝐴ర = ቆݔͲ + ͳݔ + ʹݔʹ + ଷʹ͵ݔʹʹ + ͳቇݔ ͳʹ 

𝐴రݔ = ቆݔͲ + ͳݔ + ʹݔʹ + ͵ݔʹʹ + ͳʹସݔ͵ʹ ቇ 

𝐴య.భ+భݔ = ଴ݔ + ∑ ʹଷ𝑖ଵ𝑖=଴ ଵݔ + ሺʹݔଶ + ʹଶݔଷሻ ∑ ʹଷ𝑖ଵ−ଵ𝑖=଴ʹଷ.ଵ+ଵ  

𝐴య೛+భݔ = ଴ݔ + ∑ ʹଷ𝑖௣𝑖=଴ ଵݔ + ሺʹݔଶ + ʹଶݔଷሻ∑ ʹଷ𝑖௣−ଵ𝑖=଴ʹଷ௣+ଵ  

Terbukti benar untuk ݌ = ͳ 

b. Titik sudut 𝑇ଵ, 𝑛 = ݌͵ + 𝐴ఱݔ ʹ = ቆݔͲ + ͳݔ + ʹݔʹ + ͵ݔʹʹ + ͳʹସݔ͵ʹ + ቇʹݔ ͳʹ 

𝐴ఱݔ = ቆݔͲ + ͳݔ + ʹݔʹ + ͵ݔʹʹ + ͳݔ͵ʹ + ʹͶݔʹʹହ ቇ 

𝐴య.భ+మݔ = Ͳݔ + ሺݔͳ + ∑ሻʹݔʹ ʹ͵𝑖ͳ𝑖=Ͳ + ∑ ʹ͵𝑖+ʹͳ−ͳ𝑖=Ͳ ଷ.ଵ+ଶʹ͵ݔ  

𝐴య೛+మݔ = Ͳݔ + ሺݔͳ + ∑ሻʹݔʹ ʹ͵𝑖݌𝑖=Ͳ + ∑ ʹ͵𝑖+ʹ݌−ͳ𝑖=Ͳ ଷ௣+ଶʹ͵ݔ  

Terbukti benar untuk ݌ = ͳ 
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c. Titik sudut 𝑇ଶ, 𝑛 = ݌͵ + 𝐴లݔ ͵ = ቆݔͲ + ͳݔ + ʹݔʹ + ͵ݔʹʹ + ͳݔ͵ʹ + ʹͶݔʹʹହ + ቇ͵ݔ ͳʹ 

𝐴లݔ = ቆݔͲ + ͳݔ + ʹݔʹ + ͵ݔʹʹ + ͳݔ͵ʹ + ʹͶݔʹ + ʹͷݔ͸ʹ଺ ቇ 

𝐴య.భ+యݔ = Ͳݔ + ሺݔͳ + ʹݔʹ + ∑ሻ͵ݔʹʹ ʹ͵𝑖ͳ𝑖=Ͳʹଷ.ଵ+ଷ  

ଷ௣+ଷݔ = Ͳݔ + ሺݔͳ + ʹݔʹ + ሻ͵ݔʹʹ ∑ ʹ͵𝑖݌𝑖=Ͳʹଷ௣+ଷ  

Terbukti benar untuk ݌ = ͳ 

2. Asumsikan benar untuk  ݌ =  berlaku ݍ

a. Titik sudut 𝑇଴  ݔ𝐴య೜+భ = ଴ݔ + ∑ ʹଷ𝑖௤𝑖=଴ ଵݔ + ሺʹݔଶ + ʹଶݔଷሻ∑ ʹଷ𝑖௤−ଵ𝑖=଴ʹଷ௤+ଵ  

b. Titik sudut 𝑇ଵ  ݔ𝐴య೜+మ = Ͳݔ + ሺݔͳ + ∑ሻʹݔʹ ʹ͵𝑖ݍ𝑖=Ͳ + ∑ ʹ͵𝑖+ʹݍ−ͳ𝑖=Ͳ ଷ௤+ଶʹ͵ݔ  

c. Titik sudut 𝑇ଶ ݔ𝐴య೜+య = Ͳݔ + ሺݔͳ + ʹݔʹ + ∑ሻ͵ݔʹʹ ʹ͵𝑖ݍ𝑖=Ͳʹଷ௤+ଷ  

Maka untuk ݌ = ݍ + ͳ 

 Titik sudut 𝑇଴, 𝑛 = ͵ሺݍ + ͳሻ + ͳ 

𝐴యሺ೜+భሻ+భݔ  = ଵଶ ଷ௤+ଷܣ) +  (ଵݔ
          = ଵଶ (௫బ+(௫భ+ଶ௫మ+ଶమ௫య)∑ ଶయ𝑖೜𝑖=బଶయ೜+య +  (ଵݔ

                              = ଵଶ (௫బ+௫భ∑ ଶయ𝑖೜𝑖=బ +(ଶ௫మ+ଶమ௫య)∑ ଶయ𝑖೜𝑖=బ +ଶయ೜+య௫భଶయ೜+య ) 
                = ௫బ+௫భ ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బ +ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻ ∑ ଶయ𝑖೜𝑖=బଶయ೜+ర  

𝐴యሺ೜+భሻ+భݔ        = ௫బ+௫భ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బ +ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻ∑ ଶయ𝑖ሺ೜+భሻ−భ𝑖=బଶయሺ೜+భሻ+భ  

Terbukti benar untuk  ݌ = ݍ + ͳ 
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 Titik sudut 𝑇ଵ, 𝑛 = ͵ሺݍ + ͳሻ + ʹ 

𝐴యሺ೜+భሻ+మݔ    = ଵଶ ଷሺ௤+ଵሻ+ଵܣ) +  (ଶݔ
              = ଵଶ (௫బ+௫భ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బ +(ଶ௫మ+ଶమ௫య)∑ ଶయ𝑖ሺ೜+భሻ−భ𝑖=బଶయሺ೜+భሻ+భ +  (ଶݔ

          = ଵଶ (௫బ+௫భ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బ +ଶ௫మ∑ ଶయ𝑖ሺ೜+భሻ−భ𝑖=బ +ଶమ௫య∑ ଶయ𝑖ሺ೜+భሻ−భ𝑖=బ +ଶయሺ೜+భሻ+భ௫మଶయሺ೜+భሻ+భ ) 

                      = ௫బ+௫భ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బ +ଶ௫మ ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బ +ଶమ௫య∑ ଶయ𝑖ሺ೜+భሻ−భ𝑖=బଶయሺ೜+భሻ+మ  

𝐴యሺ೜+భሻ+మݔ       = ௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మሻ ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బ +ଶమ௫య ∑ ଶయ𝑖ሺ೜+భሻ−భ𝑖=బଶయሺ೛+భሻ+మ  

Terbukti benar untuk  ݌ = ݍ + ͳ 

 Titik sudut 𝑇ଶ, 𝑛 = ͵ሺݍ + ͳሻ + ͵ 

𝐴యሺ೜+భሻ+యݔ   = ଵଶ ଷሺ௤+ଵሻ+ଶܣ) +  (ଷݔ
                  = ଵଶ (௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మሻ ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బ +ଶమ௫య∑ ଶయ𝑖ሺ೜+భሻ−భ𝑖=బଶయሺ೛+భሻ+మ +  (ଷݔ

                      = ଵଶ (௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మሻ ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బ +ଶమ௫య∑ ଶయ𝑖ሺ೜+భሻ−భ𝑖=బ +ଶయሺ೜+భሻ+మ௫యଶయሺ೜+భሻ+మ ) 

                      = ௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మሻ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బ +ଶమ௫య∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బଶయሺ೜+భሻ+య  

𝐴యሺ೜+భሻ+యݔ       = ௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మ+ଶమ௫యሻ ∑ ଶయ𝑖೜+భ𝑖=బଶయሺ೛+భሻ+య  

Terbukti benar untuk  ݌ = ݍ + ͳ 

 Karena ketiga rumus koordinat tersebut benar pada langkah 1 dan 2 

untuk koordinat ݔ, maka dapat disimpulkaan rumus tersebut adalah benar pula 

untuk semua 𝑛 bilangan asli untuk koordinat ݕ. Selanjutnya melakukan 

pembuktian kekonvergenan  masing-masing kumpulan titik pada pemilihan titik 

sudut yang sama. Pada langkah ini dilakukan perhitungan jarak antar dua titik 

pada pemilihan titik sudut yang sama dengan memanfaatkan koordinat ሺݔ𝐴𝑛 , ݕ𝐴𝑛ሻ 
masing-masing pemilihan titik sudut.  
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1. Pemilihan Titik sudut  𝑻૙  

Berikut adalah rumus jarak antar dua titik bentukan non-random Chaos Game 

pada pemilihan titik sudut 𝑇଴ dimana 𝑛 = ݌͵ + ͳ. 

ଷ௣+ଵ̅̅ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଵܣ|  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = √ቀݔ𝐴య೛+భ − 𝐴యሺ೛−భሻ+భቁଶݔ + ቀݕ𝐴య೛+భ −  𝐴యሺ೛−భሻ+భቁଶݕ

 = √    
      ቆ௫బ+∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బ ௫భ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻ∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బଶయ೛+భ − ௫బ+∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ ௫భ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻ∑ ଶయ𝑖ሺ೛−భሻ−భ𝑖=బଶయሺ೛−భሻ+భ ቇଶ +
ቆ௬బ+∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బ ௬భ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻ∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బଶయ೛+భ − ௬బ+∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ ௬భ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻ∑ ଶయ𝑖ሺ೛−భሻ−భ𝑖=బଶయሺ೛−భሻ+భ ቇଶ  

 = √    
      ቆሺଵ−ଶయሻ௫బ+ሺ௫భሻቀଶయ೛−଻∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ ቁ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻቀଶయሺ೛−భሻ−଻∑ ଶయ𝑖ሺ೛−భሻ−భ𝑖=బ ቁଶయ೛+భ ቇଶ +
ቆሺଵ−ଶయሻ௬బ+ሺ௬భሻቀଶయ೛−଻∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ ቁ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻቀଶయሺ೛−భሻ−଻∑ ଶయ𝑖ሺ೛−భሻ−భ𝑖=బ ቁଶయ೛+భ ቇଶ  

Berdasarkan rumus di atas akan dibuktikan (ʹଷ௣ − ͹∑ ʹଷ𝑖௣−ଵ𝑖=଴ ) = ͳ dan ቀʹଷሺ௣−ଵሻ −͹∑ ʹଷ𝑖ሺ௣−ଵሻ−ଵ𝑖=଴ ቁ = ͳ untuk  ݌ > ͳ dengan induksi matematika sebagai berikut. 

1. Buktikan benar untuk  ݌ = ʹ berlaku 

a. (ʹଷ௣ − ͹∑ ʹଷ𝑖௣−ଵ𝑖=଴ ) = ͳ 

(ʹଷ.ଶ − ͹∑ʹଷ𝑖ଶ−ଵ
𝑖=଴ ) = ͳ 

 ሺʹ଺ − ͹ሺͳ + ʹଷሻሻ = ͳ 

 ሺ͸Ͷ − ͹ሺͻሻሻ = ͳ 

 ሺ͸Ͷ − ͸͵ሻ = ͳ 

 ͳ = ͳ 

       Terbukti benar untuk  ݌ = ʹ 

b. ቀʹଷሺ௣−ଵሻ − ͹∑ ʹଷ𝑖ሺ௣−ଵሻ−ଵ𝑖=଴ ቁ = ͳ 

ቌʹଷሺଶ−ଵሻ − ͹ ∑ ʹଷ𝑖ሺଶ−ଵሻ−ଵ
𝑖=଴ ቍ = ͳ 

 ሺʹଷ − ͹ሺͳሻሻ = ͳ 

 ሺͺ − ͹ሻ = ͳ 

 ͳ = ͳ 

      Terbukti benar untuk  ݌ = ʹ 
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2. Asumsikan benar untuk ݌ = 𝑘 berlaku 

a. (ʹଷ௣ − ͹∑ ʹଷ𝑖௣−ଵ𝑖=଴ ) = ͳ 

(ʹଷ𝑘 − ͹∑ʹଷ𝑖𝑘−ଵ
𝑖=଴ ) = ͳ   ⟺    ͹∑ʹଷ𝑖𝑘−ଵ

𝑖=଴ = ʹଷ𝑘 − ͳ 

b. ቀʹଷሺ௣−ଵሻ − ͹∑ ʹଷ𝑖ሺ௣−ଵሻ−ଵ𝑖=଴ ቁ = ͳ 

ቌʹଷሺ𝑘−ଵሻ − ͹ ∑ ʹଷ𝑖ሺ𝑘−ଵሻ−ଵ
𝑖=଴ ቍ = ͳ  ⟺   ͹ ∑ ʹଷ𝑖ሺ𝑘−ଵሻ−ଵ

𝑖=଴ = ʹଷሺ𝑘−ଵሻ − ͳ 

Maka untuk ݌ = 𝑘 + ͳ 

 ቀʹଷሺ𝑘+ଵሻ − ͹∑ ʹଷ𝑖ሺ𝑘+ଵሻ−ଵ𝑖=଴ ቁ =  ʹଷ𝑘. ʹଷ −  ͹(∑ ʹଷ𝑖𝑘−ଵ𝑖=଴ + ʹଷ𝑘) 
                               =  ʹଷ𝑘. ʹଷ −  ͹∑ʹଷ𝑖𝑘−ଵ

𝑖=଴ − ͹.ʹଷ𝑘 

                                =  ʹଷ𝑘. ʹଷ − ሺʹଷ𝑘 − ͳሻ − ͹.ʹଷ𝑘                                 =  ʹଷ𝑘. ͺ − ͹.ʹଷ𝑘 − ሺʹଷ𝑘 − ͳሻ             =  ʹଷ𝑘 − ሺʹଷ𝑘 − ͳሻ       = ͳ 

       Terbukti benar untuk ݌ = 𝑘 + ͳ 

 ቀʹଷሺ𝑘+ଵሻ−ଵ − ͹∑ ʹଷ𝑖ሺሺ𝑘+ଵሻ−ଵሻ−ଵ𝑖=଴ ቁ = ʹ͵𝑘 −͹ ቀ∑ ʹଷ𝑖ሺ𝑘−ଵሻ−ଵ𝑖=଴ + ʹ͵ሺ𝑘−ͳሻቁ 
                                    =  ʹଷ𝑘 −  ͹ ∑ ʹଷ𝑖ሺ𝑘−ଵሻ−ଵ

𝑖=଴ − ͹. ʹଷሺ𝑘−ଵሻ 
                                                 =  ʹଷሺ𝑘−ଵሻ. ʹଷ − ͹. ʹଷሺ𝑘−ଵሻ −  ͹ ∑ ʹଷ𝑖ሺ𝑘−ଵሻ−ଵ

𝑖=଴  

                                               =  ʹଷሺ𝑘−ଵሻ. ͺ − ͹. ʹଷሺ𝑘−ଵሻ − (ʹ͵ሺ𝑘−ͳሻ − ͳ)                    =  ʹଷሺ𝑘−ଵሻ − (ʹ͵ሺ𝑘−ͳሻ − ͳ)   = ͳ 

       Terbukti benar untuk ݌ = 𝑘 + ͳ 

Karena (ʹଷ௣ − ͹∑ ʹଷ𝑖௣−ଵ𝑖=଴ ) = ͳ dan ቀʹଷሺ௣−ଵሻ − ͹∑ ʹଷ𝑖ሺ௣−ଵሻ−ଵ𝑖=଴ ቁ = ͳ untuk  ݌ > ͳ benar, 

maka didapatkan rumus umum jarak antar dua titik sebagai berikut 
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ଷ௣+ଵ̅̅ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଵܣ| ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = √ቀሺଵ−ଶయሻ௫బ+ሺ௫భሻ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻଶయ೛+భ ቁଶ + ቀሺଵ−ଶయሻ௬బ+ሺ௬భሻ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻଶయ೛+భ ቁଶ. 

Selanjutnya akan dibuktikan  |ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଵܣଷ௣+ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |untuk  konvergen dengan mencari 

nilai lim௣→∞|ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଵܣଷ௣+ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |, maka berdasarkan Teorema 2.1 didapatkan seperti 

di bawah ini. 

 lim௣→∞√ቀሺଵ−ଶయሻ௫బ+ሺ௫భሻ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻଶయ೛+భ ቁଶ + ቀሺଵ−ଶయሻ௬బ+ሺ௬భሻ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻଶయ೛+భ ቁଶ 

= lim௣→∞ ͳ√ሺʹଷ௣+ଵሻଶ . √(ሺͳ − ʹଷሻݔ଴ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ)ଶ + (ሺͳ − ʹଷሻݕ଴ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ)ଶ 

Berdasarkan Teorema 2.2 akan dibuktikan bahwa lim௣→∞ ଵ√ሺଶయ೛+భሻమ  konvergen ͳ√ሺʹଷ௣+ଵሻଶ = ͳʹଷ௣+ଵ = ͳʹଷ௣ . ͳʹ 

Sehingga dibuktikan, lim௣→∞ ͳ͵ʹ݌ = ቆ lim௣→∞ (ͳʹ)𝑛ቇ͵ = ሺͲሻ͵ = Ͳ 

Terbukti bahwa rumus |ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଵܣଷ௣+ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |memiliki limit sama dengan nol, maka 

dapat disimpulkan bahwa rumus tersebut konvergen untuk sebarang ݔ, ݕ ∈ 𝑅. 

Sehingga dpat disimpulkan pula bahwa kumpulan titik bentukan non-random 

Chaos Game pada pemilihan titik sudut 𝑇଴ konvergen ke titik koordinat tertentu. 

 

2. Pemilihan Titik sudut  𝑻૚  

Berikut adalah rumus jarak antar dua titik bentukan non-random Chaos Game 

pada pemilihan titik sudut 𝑇ଵ dimana 𝑛 = ݌͵ + ʹ. 

ଷ௣+ଶ̅̅ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଶܣ|  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = √ቀݔ𝐴య೛+మ − 𝐴యሺ೛−భሻ+మቁଶݔ + ቀݕ𝐴య೛+మ −  𝐴యሺ೛−భሻ+మቁଶݕ

 = √    
      ቆ௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మሻ∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బ +∑ ଶయ𝑖+మ೛−భ𝑖=బ ௫యଶయ೛+మ − ௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మሻ∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ +∑ ଶయ𝑖+మሺ೛−భሻ−భ𝑖=బ ௫యଶయሺ೛−భሻ+మ ቇଶ +
ቆ௬బ+ሺ௬భ+ଶ௬మሻ∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బ +∑ ଶయ𝑖+మ೛−భ𝑖=బ ௬యଶయ೛+మ − ௬బ+ሺ௬భ+ଶ௬మሻ∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ +∑ ଶయ𝑖+మሺ೛−భሻ−భ𝑖=బ ௬యଶయሺ೛−భሻ+మ ቇଶ  
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 = √    
      ቆሺଵ−ଶయሻ௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మሻቀଶయ೛−଻∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ ቁ+ሺଶమ௫యሻቀଶయሺ೛−భሻ−଻∑ ଶయ𝑖ሺ೛−భሻ−భ𝑖=బ ቁଶయ೛+మ ቇଶ +
ቆሺଵ−ଶయሻ௬బ+ሺ௬భ+ଶ௬మሻቀଶయ೛−଻∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ ቁ+ሺଶమ௬యሻቀଶయሺ೛−భሻ−଻∑ ଶయ𝑖ሺ೛−భሻ−భ𝑖=బ ቁଶయ೛+మ ቇଶ  

Karena (ʹଷ௣ − ͹∑ ʹଷ𝑖௣−ଵ𝑖=଴ ) = ͳ dan ቀʹଷሺ௣−ଵሻ − ͹∑ ʹଷ𝑖ሺ௣−ଵሻ−ଵ𝑖=଴ ቁ = ͳ untuk  ݌ ∈ 𝑁 > ͳ yang 

telah dibuktikan benar dengan induksi matematika pada pemilihan titik sudut 𝑇଴, 
maka didapatkan rumus umum jarak antar dua titik sebagai berikut |ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଶܣଷ௣+ଶ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = √ቀሺଵ−ଶయሻ௫బ+ሺ௫భሻ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻଶయ೛+మ ቁଶ + ቀሺଵ−ଶయሻ௬బ+ሺ௬భሻ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻଶయ೛+మ ቁଶ. 

Selanjutnya akan dibuktikan  |ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଶܣଷ௣+ଶ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |untuk  konvergen dengan mencari 

nilai lim௣→∞|ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଶܣଷ௣+ଶ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |, maka berdasarkan Teorema 2.1 didapatkan seperti 

di bawah ini. 

 lim௣→∞√ቀሺଵ−ଶయሻ௫బ+ሺ௫భሻ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻଶయ೛+మ ቁଶ + ቀሺଵ−ଶయሻ௬బ+ሺ௬భሻ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻଶయ೛+మ ቁଶ 

= lim௣→∞ ͳ√ሺʹଷ௣+ଶሻଶ . √(ሺͳ − ʹଷሻݔ଴ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ)ଶ + (ሺͳ − ʹଷሻݕ଴ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ)ଶ 

Berdasarkan Teorema 2.2 akan dibuktikan bahwa lim௣→∞ ଵ√ሺଶయ೛+మሻమ  konvergen ͳ√ሺʹଷ௣+ଶሻଶ = ͳʹଷ௣+ଶ = ͳʹଷ௣ . ͳʹଶ 

Sehingga dibuktikan, lim௣→∞ ͳ͵ʹ݌ = ቆ lim௣→∞ (ͳʹ)𝑛ቇ͵ = ሺͲሻ͵ = Ͳ 

Terbukti bahwa rumus |ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଶܣଷ௣+ଶ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | memiliki limit sama dengan nol, maka 

dapat disimpulkan bahwa rumus tersebut konvergen untuk sebarang ݔ, ݕ ∈ 𝑅. 

Sehingga dpat disimpulkan pula bahwa kumpulan titik bentukan non-random 

Chaos Game pada pemilihan titik sudut 𝑇ଵ konvergen ke titik koordinat tertentu. 

 

3. Pemilihan Titik Sudut 𝑻૛ 

Berikut adalah rumus jarak antar dua titik bentukan non-random Chaos Game 

pada pemilihan titik sudut 𝑇ଶ dimana 𝑛 = ݌͵ + ͵. 
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ଷ௣+ଷ̅̅ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଷܣ|  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = √ቀݔ𝐴య೛+య − 𝐴యሺ೛−భሻ+యቁଶݔ + ቀݕ𝐴య೛+య −  𝐴యሺ೛−భሻ+యቁଶݕ

 = √(௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మ+ଶమ௫యሻ ∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బଶయ೛+య − ௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మ+ଶమ௫యሻ ∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బଶయሺ೛−భሻ+య )ଶ +(௬బ+ሺ௬భ+ଶ௬మ+ଶమ௬యሻ ∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బଶయ೛+య − ௬బ+ሺ௬భ+ଶ௬మ+ଶమ௬యሻ∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బଶయሺ೛−భሻ+య )ଶ  

 = √    
      ቆሺଵ−ଶయሻ௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మ+ଶమ௫యሻቀଶయ೛−଻∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ ቁଶయ೛+య ቇଶ +
ቆሺଵ−ଶయሻ௬బ+ሺ௬భ+ଶ௬మ+ଶమ௬యሻቀଶయ೛−଻∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ ቁଶయ೛+య ቇଶ  

Karena (ʹଷ௣ − ͹∑ ʹଷ𝑖௣−ଵ𝑖=଴ ) = ͳ untuk  ݌ ∈ 𝑁 > ͳ yang telah dibuktikan benar dengan 

induksi matematika pada pemilihan titik sudut 𝑇଴ maka didapatkan rumus umum 

jarak antar dua titik sebagai berikut. |ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଷܣଷ௣+ଷ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = √ቀሺଵ−ଶయሻ௫బ+ሺ௫భሻ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻଶయ೛+య ቁଶ + ቀሺଵ−ଶయሻ௬బ+ሺ௬భሻ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻଶయ೛+య ቁଶ. 

Selanjutnya akan dibuktikan  |ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଷܣଷ௣+ଷ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | untuk  konvergen dengan mencari 

nilai lim௣→∞|ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଷܣଷ௣+ଷ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |, maka berdasarkan Teorema 2.1 didapatkan seperti 

di bawah ini. 

 lim௣→∞√ቀሺଵ−ଶయሻ௫బ+ሺ௫భሻ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻଶయ೛+య ቁଶ + ቀሺଵ−ଶయሻ௬బ+ሺ௬భሻ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻଶయ೛+య ቁଶ 

= lim௣→∞ ͳ√ሺʹଷ௣+ଷሻଶ . √(ሺͳ − ʹଷሻݔ଴ + ଵݔ + ଶݔʹ + ʹଶݔଷ)ଶ + (ሺͳ − ʹଷሻݕ଴ + ଵݕ + ଶݕʹ + ʹଶݕଷ)ଶ 

Berdasarkan Teorema 2.2 akan dibuktikan bahwa lim௣→∞ ଵ√ሺଶయ೛+యሻమ  konvergen ͳ√ሺʹଷ௣+ଷሻଶ = ͳʹଷ௣+ଷ = ͳʹଷ௣ . ͳʹଷ 

Sehingga dibuktikan, lim௣→∞ ͳ͵ʹ݌ = ቆ lim௣→∞ (ͳʹ)𝑛ቇ͵ = ሺͲሻ͵ = Ͳ 

Terbukti bahwa rumus |ܣଷሺ௣−ଵሻ+ଷܣଷ௣+ଷ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | memiliki limit sama dengan nol, maka 

dapat disimpulkan bahwa rumus tersebut konvergen untuk sebarang ݔ, ݕ ∈ 𝑅. 
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Sehingga dapat disimpulkan pula bahwa kumpulan titik bentukan non-random 

Chaos Game pada pemilihan titik sudut 𝑇ଶ konvergen ke titik koordinat tertentu. 

 Pembuktian di atas membuktikan bahwa kumpulan titik bentukan aturan 

non-random Chaos Game pada pemilihan titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, dan 𝑇ଶ konvergen di 

titik koordinat tertentu. Sehingga dapat disimpulkan bahwa kumpulan titik 

bentukan aturan non-random Chaos Game pada pemilihan titik sudut yang sama 

konvergen di titik koordinat tertentu. 

 Pada Subbab 4.3 telah dibuktikan bahwa segitiga baru dimana titik 

pembentuknya adalah titik terakhir dari kumpulan titik bentukan non-random 

Chaos Game di masing-masing pemilihan titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, 𝑇ଶ tidak sebangun 

dengan segitiga awal  untuk memulai non-random Chaos Game. Selanjutnya akan 

dibuktikan bahwa hal tersebut benar dengan memanfaatkan segitiga sebarang pada 

pembuktian kekonvergenan yang telah diketahui panjang sis-sisi pada segitiga 

seperti pada Gambar 4.22. 

 

Gambar 4.22 Segitiga sebarang yang telah diketahui panjang sisi-sisi segitiga 

 

 Sebelumnya telah didapatkan tiga rumus umum untuk mengetahui 

koordinat terakhir titik bentukan non-random Chaos Game pada pemilihan titik 

sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, dan 𝑇ଶ. Selanjutnya menghitung panjang sisi-sisi dari ketiga rumus 

tersebut menggunakan perhitungan jarak antara dua titik. Rumus yang digunakan 

adalah persamaan 4.1 maka didapatkan panjang sisi sebagai berikut. 
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ଷ௣+ଶ̅̅ܣଷ௣+ଵܣ|  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| = √ቀ௫బ+∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బ ௫భ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻ ∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ −ଶయ೛+భ௫మቁమ+ቀ௬బ+∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బ ௬భ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻ∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ −ଶయ೛+భ௬మቁమሺଶయ೛+మሻమ  

ଷ௣+ଷ̅̅ܣଷ௣+ଶܣ|  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| = √ቀ௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మሻ ∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బ +∑ ଶయ𝑖+మ೛−భ𝑖=బ ௫య−ଶయ೛+మ௫యቁమ+ቀ௬బ+ሺ௬భ+ଶ௬మሻ ∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బ +∑ ଶయ𝑖+మ೛−భ𝑖=బ ௬య−ଶయ೛+మ௬యቁమሺଶయ೛+యሻమ  

ଷ௣+ଷ̅̅ܣଷ௣+ଵܣ|  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| = √ቀଷ௫బ+ଷ(∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బ ௫భ)+ଷ(ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻ∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ )−ଶయ೛+భ௫మ−ଶయ೛+మ௫యቁమ+ቀଷ௬బ+ଷ(∑ ଶయ𝑖೛𝑖=బ ௬భ)+ଷ(ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻ ∑ ଶయ𝑖೛−భ𝑖=బ )−ଶయ೛+భ௬మ−ଶయ೛+మ௬యቁమሺଶయ೛+యሻమ  

  Pada subbab 4.3 dilakukan pembuktian kesebangunan berdasarkan 

simulasi program menggunakan  iterasi ke-25, 26, dan 27, maka selanjutnya akan 

digunakan iterasi ke-25, 26, dan 27 pula pada perhitungan analitik. Sehingga 

didapatkan panjang sisi segitiga bentuka non-random Chaos Game sebagai 

berikut. 

͸̅̅ʹܣͷʹܣ|  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = √ቀݔͲ+∑ ʹ͵𝑖𝑖=Ͳ ∑ሻ͵ݔʹʹ+ʹݔʹͳ+ሺݔ ʹ͵𝑖͹𝑖=Ͳ −ʹʹͷݔʹቁʹ+ቀݕͲ+∑ ʹ͵𝑖𝑖=Ͳ ∑ሻ͵ݕʹʹ+ʹݕʹͳ+ሺݕ ʹ͵𝑖͹𝑖=Ͳ −ʹʹͷݕʹቁʹቀʹʹ͸ቁʹ  

ଶ଻̅̅ܣଶ଺ܣ|  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| = ∑ሻʹݔʹ+ͳݔͲ+ሺݔ)√ ʹ͵𝑖𝑖=Ͳ +∑ ʹ͵𝑖+ʹ͹𝑖=Ͳ ∑ሻʹݕʹ+ͳݕͲ+ሺݕ)+ʹ(͵ݔ͸ʹʹ−͵ݔ ʹ͵𝑖𝑖=Ͳ +∑ ʹ͵𝑖+ʹ͹𝑖=Ͳ ʹ(͹ʹʹ)ʹ(͵ݕ͸ʹʹ−͵ݕ  

ͷ̅̅ʹܣ͹ʹܣ|  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = √ቀ͵ݔͲ+͵ቀ∑ ʹ͵𝑖𝑖=Ͳ ∑ቁ͵ݔʹʹ+ʹݔʹͳቁ+͵(ቀݔ ʹ͵𝑖͹𝑖=Ͳ )−ʹʹͷݔʹ−ʹʹ͸ݔ͵ቁʹ+ቀ͵ݕͲ+͵ቀ∑ ʹ͵𝑖𝑖=Ͳ ∑ቁ͵ݕʹʹ+ʹݕʹͳቁ+͵(ቀݕ ʹ͵𝑖͹𝑖=Ͳ )−ʹʹͷݕʹ−ʹʹ͸ݕ͵ቁʹቀʹʹ͹ቁʹ  

Misalkan  |𝑇଴𝑇ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ | ≤ |𝑇ଶ𝑇଴̅̅ ̅̅ ̅̅ | ≤ |𝑇ଵ𝑇ଶ̅̅ ̅̅ ̅̅ ͸̅̅ʹܣͷʹܣ| | ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | ≤ ͷ̅̅ʹܣ͹ʹܣ| ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | ≤ ͹̅̅ʹܣ͸ʹܣ| ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | 
Maka  
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|𝑇଴𝑇ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ͸̅̅ʹܣͷʹܣ|| ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |𝑇ଶ𝑇଴̅̅ ̅̅ ̅̅ ͷ̅̅ʹܣ͹ʹܣ|| ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |𝑇ଵ𝑇ଶ̅̅ ̅̅ ̅̅ ͹̅̅ʹܣ͸ʹܣ|| ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | 

   

Gambar 4.23 Kesebangunan dua segitiga sebarang  

 

Misalkan disubstitusikan nilai ሺݔ଴, ଴ሻݕ = ሺ͵,ͳሻ,  ሺݔଵ, ଵሻݕ = ሺʹ,ʹሻ,  ሺݔଶ, ଶሻݕ =ሺͳ,ͳሻ, ሺݔଷ, ଷሻݕ = ሺͶ,Ͳሻ, Sehingga didapatkan nilai perbandingan sisi-sisi yang 

berkorespondensi antara dua segitiga adalah sebagai berikut. 

 
|𝑇బ𝑇భ̅̅ ̅̅ ̅̅ ͸̅̅ʹܣͷʹܣ|| ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| = √ሺ௫మ−௫భሻమ+ሺ௬మ−௬భሻమ .ଶమల

√(௫బ+∑ ଶయ𝑖ఴ𝑖=బ ௫భ+ሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻ∑ ଶయ𝑖ళ𝑖=బ −ଶమఱ௫మ)మ+(௬బ+∑ ଶయ𝑖ఴ𝑖=బ ௬భ+ሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻ∑ ଶయ𝑖ళ𝑖=బ −ଶమఱ௬మ)మ
= ͳ,Ͷͺͷʹ͸ͻ  

 
|𝑇మ𝑇బ̅̅ ̅̅ ̅̅ ͷ̅̅ʹܣ͹ʹܣ|| ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| = √ሺ௫య−௫భሻమ+ሺ௬య−௬భሻమ.  ଶమళ

√ቀଷ௫బ+ଷ(∑ ଶయ𝑖ఴ𝑖=బ ௫భ)+ଷቀሺଶ௫మ+ଶమ௫యሻ∑ ଶయ𝑖ళ𝑖=బ ቁ−ଶమఱ௫మ−ଶమల௫యቁమ+ቀଷ௬బ+ଷ(∑ ଶయ𝑖ఴ𝑖=బ ௬భ)+ଷቀሺଶ௬మ+ଶమ௬యሻ∑ ଶయ𝑖ళ𝑖=బ ቁ−ଶమఱ௬మ−ଶమల௬యቁమ
= ͳ,͸ͳʹͳʹ͸ 

  
|𝑇భ𝑇మ̅̅ ̅̅ ̅̅ ͹̅̅ʹܣ͸ʹܣ|| ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| = √ሺ௫య−௫మሻమ+ሺ௬య−௬మሻమ.  ଶమళ

√(௫బ+ሺ௫భ+ଶ௫మሻ∑ ଶయ𝑖ఴ𝑖=బ +∑ ଶయ𝑖+మళ𝑖=బ ௫య−ଶమల௫య)మ+(௬బ+ሺ௬భ+ଶ௬మሻ∑ ଶయ𝑖ఴ𝑖=బ +∑ ଶయ𝑖+మళ𝑖=బ ௬య−ଶమల௬య)మ
= ͳ,͹ͳ͸ͺͻͷ 

 Perbandingan di atas menunjukkan bahwa ketiga perbandingan panjang 

sisi-sisi segitiga yang berkorespondensi sudah jelas memiliki nilai yang berbeda, 

maka kedua segitiga tersebut tidak sebangun. Sehingga tidak perlu dibuktikan 

untuk syarat kedua. Kesimpulannya adalah berdasarkan perhitungan analitik, 

segitiga baru dimana titik pembentuknya adalah titik terakhir dari kumpulan titik 

bentukan non-random Chaos Game di masing-masing pemilihan titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, 𝑇ଶ tidak sebangun dengan segitiga awal untuk memulai non-random Chaos 

Game. 
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BAB 5. PENUTUP 

 

5.1  Kesimpulan 

 Berdasarkan dari hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat 

ditarik kesimpulan sebagai berikut. 

1. Kumpulan titik bentukan aturan non-random Chaos Game pada pemilihan 

titik sudut yang sama konvergen di titik koordinat tertentu. 

2. Perhitungan numerik non-random Chaos Game menghasilkan nilai jarak 

antar dua titik pada pemilihan titik sudut yang sama bernilai semakin kecil 

dari iterasi rendah ke iterasi tinggi. Artinya, pada iterasi tinggi titik-titik 

yang dihasilkan non-random Chaos Game akan menuju pada satu titik 

tertentu. Sedangkan perhitungan analitik aturan non-random Chaos Game 

menghasilkan nilai jarak antar dua titik pada pemilihan titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, 𝑇ଶ konvergen di titik koordinat tertentu. 

3. Objek yang dihasilkan aturan non-random Chaos Game tidak membentuk 

fraktal. 

4. Segitiga baru dimana titik pembentuknya adalah titik terakhir dari 

kumpulan titik bentukan non-random Chaos Game di masing-masing 

pemilihan titik sudut 𝑇଴, 𝑇ଵ, 𝑇ଶ tidak sebangun dengan segitiga awal  untuk 

memulai non-random Chaos Game. 

 

5.2  Saran  

  Pada penelitian ini dilakukan modifikasi aturan Chaos Game menjadi 

aturan non-random Chaos Game dimana pemilihan titik sudutnya dipilih 

secara urut. Pada penelitian selanjutnya masih banyak modifikasi aturan pada 

Chaos Game yang dapat dilakukan, misalnya menambah aturan baru pada 

pemilihan titik sudutnya atau merubah nilai jarak antara titik awal dengan 

titik sudut sehingga dapat membentuk objek fraktal. 
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LAMPIRAN 

 

A. Visualisasi Simulasi Program Percobaan ke -2 sampai ke-6 

 

1. Visualisasi objek Percobaan ke-2 dengan urutan titik sudut 𝑇ଶ 𝑇ଵ 𝑇଴ 33 iterasi 

 

Data jarak antar dua titik bentukan non-random Chaos Game berdasarkan 

simulasi program percobaan ke-2 

 
Jarak Titik-titik di Masing-masing Titik Sudut 

Titik Sudut   𝐓૛ Titik Sudut 𝐓૙ Titik Sudut 𝐓૚ |𝐴𝑛𝐴𝑛+ଷ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | 
- Titik sudut Tଶ 𝑛 = ͳ,Ͷ, ͹…ʹͺ 

- Titik sudut T଴ 𝑛 = ʹ,ͷ, ͺ…ʹͻ 

- Titik sudut Tଵ 𝑛 = ͵, ͸, ͻ…͵Ͳ 

2,676999 1,338500 0,669250 

0,334625 0,167312 0,083656 

0,041828 0,020914 0,010457 

0,005229 0,002614 0,001307 

0,000654 0,000327 0,000163 

0,000082 0,000041 0,000020 

0,000010 0,000005 0,000003 

0,000001 0,000001 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 
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2. Visualisasi objek Percobaan ke-3 dengan urutan titik sudut 𝑇଴ 𝑇ଶ 𝑇ଵ 33 iterasi 

 

Data jarak antar dua titik bentukan non-random Chaos Game berdasarkan 

simulasi program percobaan ke-3 

 
Jarak Titik-titik di Masing-masing Titik Sudut 

Titik Sudut   𝐓૙ Titik Sudut 𝐓૛ Titik Sudut 𝐓૚ |𝐴𝑛𝐴𝑛+ଷ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | 
- Titik sudut T଴ 𝑛 = ͳ,Ͷ, ͹…ʹͺ 

- Titik sudut Tଶ 𝑛 = ʹ,ͷ, ͺ…ʹͻ 

- Titik sudut Tଵ 𝑛 = ͵, ͸, ͻ…͵Ͳ 

0,889140 0,444570 0,222285 

0,111143 0,055571 0,027786 

0,013893 0,006946 0,003473 

0,001737 0,000868 0,000434 

0,000217 0,000109 0,000054 

0,000027 0,000014 0,000007 

0,000003 0,000002 0,000001 

0,000000 0,000000 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

 

3. Visualisasi objek Percobaan ke-4 dengan urutan titik sudut 𝑇ଵ 𝑇଴ 𝑇ଶ 33 iterasi 
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Data jarak antar dua titik bentukan non-random Chaos Game berdasarkan 

simulasi program percobaan ke-4 

 
Jarak Titik-titik di Masing-masing Titik Sudut 

Titik Sudut   𝐓૚ Titik Sudut 𝐓૙ Titik Sudut 𝐓૛ |𝐴𝑛𝐴𝑛+ଷ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | 
- Titik sudut Tଵ 𝑛 = ͳ,Ͷ, ͹…ʹͺ 

- Titik sudut T଴ 𝑛 = ʹ,ͷ, ͺ…ʹͻ 

- Titik sudut Tଶ 𝑛 = ͵, ͸, ͻ…͵Ͳ 

0,421604 0,210802 0,105401 

0,052701 0,026350 0,013175 

0,006588 0,003294 0,001647 

0,000823 0,000412 0,000206 

0,000103 0,000051 0,000026 

0,000013 0,000006 0,000003 

0,000002 0,000001 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

 

4. Visualisasi objek Percobaan ke-5 dengan urutan titik sudut 𝑇ଶ 𝑇଴ 𝑇ଵ 33 iterasi 
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Data jarak antar dua titik bentukan non-random Chaos Game berdasarkan 

simulasi program percobaan ke-5 

 
Jarak Titik-titik di Masing-masing Titik Sudut 

Titik Sudut   𝐓૛ Titik Sudut 𝐓૚ Titik Sudut 𝐓૙ |𝐴𝑛𝐴𝑛+ଷ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | 
- Titik sudut Tଶ 𝑛 = ͳ,Ͷ, ͹…ʹͺ 

- Titik sudut Tଵ 𝑛 = ʹ,ͷ, ͺ…ʹͻ 

- Titik sudut T଴ 𝑛 = ͵, ͸, ͻ…͵Ͳ 

1,971073 0,985536 0,492768 

0,246384 0,123192 0,061596 

0,030798 0,015399 0,007700 

0,003850 0,001925 0,000962 

0,000481 0,000241 0,000120 

0,000060 0,000030 0,000015 

0,000008 0,000004 0,000002 

0,000001 0,000000 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

0.000000 0,000000 0,000000 

 

5. Visualisasi objek Percobaan ke-6 dengan urutan titik sudut 𝑇଴ 𝑇ଵ 𝑇ଶ 33 iterasi 

 

Data jarak antar dua titik bentukan non-random Chaos Game berdasarkan 

simulasi program percobaan ke-6 

 
Jarak Titik-titik di Masing-masing Titik Sudut 

Titik Sudut   𝐓૙ Titik Sudut 𝐓૚ Titik Sudut 𝐓૛ 

 |𝐴𝑛𝐴𝑛+ଷ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | 
- Titik sudut T଴ 𝑛 = ͳ,Ͷ, ͹…ʹͺ 

- Titik sudut Tଵ 𝑛 = ʹ,ͷ, ͺ…ʹͻ 

2,328482 1,164241 0,582120 

0,291060 0,145530 0,072765 

0,036383 0,018191 0,009096 

0,004548 0,002274 0,001137 

0,000568 0,000284 0,000142 

0,000071 0,000036 0,000018 

0,000009 0,000004 0,000002 

0,000001 0,000001 0,000000 
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- Titik sudut Tଶ 𝑛 = ͵, ͸, ͻ…͵Ͳ 

0,000000 0,000000 0,000000 

0,000000 0,000000 0,000000 

 

B. Lampiran Script  Pembangkitan Titik Tengah  Non-Random Chaos 

Game 

function [x1 y1 terpilih warna 
jarak]=chaos_nr(x,y,acak,wrn,nr,iter) 
n=length(x); 
t=0; 
for i=1:iter 

t=t+1; 
terpilih(i)=nr(t); 
warna(i)=wrn(nr(t)); 
x1(i)=(acak(1)+x(nr(t)))/2; 
y1(i)=(acak(2)+y(nr(t)))/2; 
acak=[x1(i) y1(i)]; 
if t>=n 
   t=0; 
end 

end 
  

for z=1:iter-3 
   jarak(z)=sqrt((x1(z+3)-x1(z))^2+(y1(z+3)-y1(z))^2); 
end 
 

C. Lampiran Script Peluang Terpilihnya Titik Sudut 

function P=frekuensi(D,m) 
n=length(D); 
k=1;b=0; 
defDat=1:m; 
P=zeros(1,m); 
for i=2:n 
    if D(i-1)==D(i) 
        k=k+1; 
    else 
        b=b+1; 
        data(defDat(D(i-1)))=D(i-1); 
        P(defDat(D(i-1)))=k/n; 
        frek(defDat(D(i-1)))=k; 
        k=1; 
    end 
end 
b=b+1; 
data(defDat(D(i)))=D(n); 
frek(defDat(D(i)))=k; 
P(defDat(D(i)))=k/n; 
 

D. Lampiran Script  Pembentuk Segitiga, Pemilihan Titik Awal Acak dan 

Pemilihan Urutan Titik Sudut 
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set(handles.pushbutton1,'enable','off') 
prompt={'Jumlah Titik :'}; 
name='Titik'; 
numlines=1; 
answer=inputdlg(prompt,name,numlines); 
a=str2double(answer); 
for j=1:a+1 
    if j>a 
        uiwait(warndlg('Tentukan Titik Acak Awal','Titik 
Acak','modal')); 
    end 
    [x,y]=ginput(1); 
    TS(j,:)=[x y]; 
    [m n]=size(TS); 
    hold on 
     
     if j<=a 
         plot(x,y,'o','markersize',10,'markerfacecolor','y'); 
        text(x,y+0.2,['\color{black}T' num2str(j-
1)],'fontsize',11,'fontweight',... 
            
'bold','fontname','cambria','HorizontalAlignment','center','Vertic
alAlignment','baseline') 
     else 
         plot(x,y,'o','markersize',10,'markerfacecolor','c'); 
     end 
    set(handles.axes1,'XLim',[0 10],'YLim',[0 
10],'xtick',[0:10],'ytick',[0:10]); 
    
end 
nr=randperm(m-1); 
set(handles.uitable1,'Userdata',nr); 
set(handles.figure1,'Userdata',TS); 
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