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Mekanika kuantum merupakan bahasan fisika yang bersifat mikroskopik
sehingga jika ingin mengukur suatu besaran, maka alat ukur yang digunakan
terbatas dan hasil ukur yang didapat hanya probabilitas dari besaran tersebut.
Walaupun, besaran fisika kuantum hanya memiliki alat ukur yang terbatas, namun
besarannya dapat dihitung dengan seperangkat persamaan matematis yaitu dengan
menggunakan persamaan schrédinger dan hubungan komutasi dari beberapa
operator. Komutator bersifat komut jika beberapa operator dapat diukur secara
serempak, namun pada bahasan mekanika kuantum umumnya observabel tidak
dapat diukur secara serempak sehingga komutator bersifat tidak komut.
Pembahasan mengenai momentum sudut sangat penting dalam mekanika kuantum,
karena dari momentum sudut dapat diterangkan lebih mendalam sifat-sifat atom,
molekul, kemagnetan dan lain sebagainya. Tujuan penelitian ini di antaranya (1)
menentukan persamaan matematis dari komutator operator momentum sudut
dalam koordinat bola dengan fungsi gelombang atom hidrogen; (2) menentukan
hubungan komutasi operator momentum sudut dalam koordinat bola dengan
fungsi gelombang atom hidrogen.

Jenis penelitian ini adalah basic research pada bidang fisika teori berupa
pengembangan teori mekanika kuantum. Penelitian ini dilakukan di Laboratorium
Fisika Dasar, Program Studi Pendidikan Fisika, Universitas Jember. Sumber data
yang digunakan pada penelitian ini berasal dari buku, jurnal, dan internet tentang
operator momentum sudut dalam koordinat bola, komutator, dan fungsi
gelombang atom hidrogen. Metode pengambilan data penelitian ini yaitu

menghitung komutator operator momentum sudut dalam koordinat jika
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dioperasikan dengan fungsi harmonik bola atom hidrogen. Setelah didapat hasil
dari komutator tersebut, kemudian datanya dianalisis untuk mengetahui komutator
tersebut komut atau tidak komut. Desain penelitian yang digunakan di antaranya
tahap persiapan, tahap pengembangan teori, tahap hasil pengembangan teori, tahap
validasi hasil pengembangan teori, tahap pengambilan data, tahap pembahasan,
dan tahap kesimpulan.

Pada penelitian ini, momentum sudut pada atom hidrogen yang diukur
hanya gerakan elektron mengelilingi inti dan tidak meninjau gerakan elektron
berputar pada porosnya. Metode yang digunakan untuk dapat mengamati
momentum sudut elektron adalah metode operator. Operator momentum sudut
pada penelitian ini dioperasikan dengan fungsi gelombang atom hidrogen dalam
koordinat bola sehingga fungsi gelombang bagian radial dari atom hidrogen dapat
diabaikan karena tidak mempengaruhinya dan hanya menggunakan fungsi
harmonik bola yang terdiri dari fungsi bagian polar dan fungsi bagian azimut.

Berdasarkan data hasil penelitian, dapat disimpulkan bahwa nilai eigen
operator momentum sudut dalam koordinat bola dipengaruhi oleh fungsi harmonik
bola atom hidrogen. Pada fungsi Yqo, seluruh hasil komutatornya komut sedangkan
pada fungsi Yio, Y111, Y20, Yo:1, dan Yo., terdapat beberapa operator yang tidak
komut sehingga taat asas pada prinsip ketidakpastian Heisenberg. Pada fungsi Y1,
Yis1, Y20, You1, dan Yoi, terdapat beberapa komutator yang merupakan bukan
persoalan eigen sehingga pada fungsi tersebut, operasi operatornya tidak
compatible yang menyebabkan momentum sudut elektron tidak dapat diamati.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pengukuran besaran dalam fisika klasik dapat dilakukan dengan cara dan
hasil yang pasti serta dapat dilakukan secara serempak. Namun dalam mekanika
kuantum, untuk beberapa besaran tertentu misalnya posisi dan momentum, akurasi
pengukuran dua besaran tersebut tidak dapat ditingkatkan secara serempak. Jika
kita meningkatkan akurasi salah satu besaran, maka akurasi besaran yang lain akan
berkurang. Hal ini sesuai dengan prinsip ketidakpastian Heisenberg, bahwa tidak
ada satu pun besaran fisika yang dapat diukur secara serempak dengan hasil yang
pasti untuk partikel yang sangat kecil semacam elektron.

Pada saat mengukur observabel fisika klasik, gangguan pada sistem
tersebut terjadi namun tidak begitu berarti sehingga dapat diabaikan. Dalam sistem
atom dan subatom, proses pengukuran yang dilakukan mengganggu sistem secara
signifikan sehingga tidak dapat diabaikan. Sebagai ilustrasi, ketika mengukur
posisi elektron hidrogenik maka elektron harus dibombardir dengan radiasi
elektromagnetik (foton). Jika posisi ditentukan secara akurat, maka panjang
gelombang radiasi harus cukup pendek yaitu kurang dari 10™° m sehingga energi
dari bombardir elektron dengan foton lebih besar dari 10* eV. Energi ionisasi atom
hidrogen sekitar 13,5 eV sehingga berakibat posisi elektron yang diukur akan
terganggu cukup besar (Zettili, 2001:172).

Mekanika kuantum merupakan bahasan fisika yang bersifat mikroskopik
sehingga jika ingin mengukur suatu besaran, maka alat ukur yang digunakan
terbatas dan hasil ukur yang didapat hanya probabilitas dari besaran tersebut.
Berbeda hal dengan fisika klasik yang terdapat banyak alat ukur karena besaran
yang diukur bersifat makroskopik dan hasil yang didapatkan adalah pasti.
Walaupun, besaran fisika kuantum hanya memiliki alat ukur yang terbatas, namun
besarannya dapat dihitung dengan seperangkat persamaan matematis yaitu dengan
menggunakan persamaan schrodinger dan hubungan komutasi dari beberapa
operator. Akibat dari objek yang diukur bersifat mikroskopik, sehingga hasil yang
diperolen melalui persamaan matematis tersebut tidak pasti dan hanya dapat
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mengetahui probabilitas dari partikel tersebut. Ketidakpastian tersebut bukan
hanya pengaruh dari lingkungannya, tetapi juga dari sistem itu sendiri.
Ketidakpastian Heisenberg mengemukakan bahwa alam menetapkan suatu batas
ketelitian yang dapat digunakan untuk melakukan sejumlah percobaan, tidak
perduli sebaik apa pun peralatan ukur yang dirancang (Krane, 1992:145).

Mekanika kuantum didasari atas beberapa postulat, yaitu representasi
keadaan, representasi variabel dinamis, nilai rata-rata variabel dinamis, dan
tetapan gerak. Postulat yang mendasari dari operator adalah representasi variabel
dinamis yang menyatakan bahwa setiap variabel dinamis (observabel)
direpresentasikan oleh operator linier. Operator tersebut bekerja pada fungsi-
fungsi dari sistem, dan mengubahnya menjadi fungsi gelombang yang lain
(Purwanto, 2006:110). Variabel dinamis dalam fisika klasik sering ditemui pada
posisi, momentum linier, momentum sudut, dan energi dapat langsung diukur atau
dihitung tanpa harus mengenai suatu fungsi seperti pada mekanika kuantum.
Operator sangat penting dalam bahasan mekanika kuantum karena memuat suatu
kesatuan perangkat matematis untuk menghitung observabel yang akan diteliti dan
menjadi satu-satunya pilihan untuk menyajikan besaran fisika.

Operasi dari beberapa operator berkaitan dengan hubungan komutasi
(komutator). Komutator bersifat komut jika beberapa operator dapat diukur secara
serempak, namun pada bahasan mekanika kuantum umumnya observabel tidak
dapat diukur secara serempak sehingga komutator bersifat tidak komut.
Observabel yang tidak dapat diukur secara serempak berkaitan dengan prinsip
ketidakpastian Heisenberg. Komutator dapat bekerja jika operator tersebut dikenai
fungsi eigen yang dalam penelitian ini digunakan fungsi gelombang atom hidrogen
ternomalisasi. Fungsi gelombang tersebut didapat dari persamaan schrodinger
tidak bergantung waktu (keadaan tunak). Berdasarkan hal tersebut, penelitian ini
menggunakan atom hidrogen karena susunan atomnya yang sederhana yaitu hanya
mengandung satu proton dan satu elektron. Pauling (1935: 112) menyatakan
bahwa studi struktur atom hidrogen adalah langkah yang penting untuk
mempelajari lebih lanjut struktur atom kompleks dan molekul, bukan hanya karena

atom hidrogen merupakan struktur atom yang paling sederhana melainkan juga
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sebagai basis dalam perlakuan terhadap struktur atom berelektron banyak maupun
molekul kompleks. Pada penelitian ini atom hidrogen yang digunakan hanya
sampai dengan n = 3, karena jika n semakin besar maka fungsi gelombangnya
akan semakin kompleks sehingga dilakukan pembatasan dalam perhitungan. Di
samping itu, probabilitas menemukan elektron akan semakin menurun jika jarak
elektron dengan inti semakin besar. Hermanto (2016) berpendapat bahwa semakin
besar bilangan kuantum mengakibatkan semakin kecil nilai probabilitasnya yang
artinya pada bilangan kuantum utama semakin besar, elektron semakin tidak
ditemukan.

Momentum sudut memainkan peran penting dalam mekanika Klasik.
Studi tentang dinamika sistemnya memiliki simetri tertentu, seperti rotasi invarian
dalam ruang dibuat sederhana dengan menggunakan konsep momentum sudut
misalnya momentum sudut dari sistem terisolasi adalah kekal (Zettili, 2001:269).
Momentum sudut dalam mekanika kuantum konsepnya lebih kompleks daripada
mekanika klasik. Di dalam mekanika kuantum terdapat momentum sudut orbital
dan momentum sudut spin. Momentum sudut spin merupakan besaran intrinsik
dari partikel elementer seperti elektron dan foton, dan tidak akan dijumpai pada
bahasan mekanika klasik (Liboff, 1980:309). Pada fisika klasik, besarnya
momentum sudut yaitu jumlah keadaan yang didapat tak terbatas dengan
mengubah vektor momentum sudut. Tetapi pada mekanika kuantum, hanya ada
jumlah keadaan yang terbatas, yaitu bilangan kuantisasi. Selain itu pada mekanika
kuantum, tidak dapat menggambarkan keadaan dengan menetapkan arah dari
vektor momentum sudut, melainkan dengan memberikan komponen dari
momentum sudut bersama beberapa arah (Goswami, 1997:229).

Perkembangan ilmu fisika, khususnya dalam mekanika kuantum
pembahasan mengenai momentum sudut sangat penting, karena dari momentum
sudut dapat diterangkan lebih mendalam sifat-sifat atom, molekul, kemagnetan
dan lain sebagainya (lvan, 1996). Dalam atom hidrogen, selain mengorbit inti,
elektron juga membawa bentuk lain dari momentum sudut yang tidak berkaitan
dengan ruang. Dianalogikan bahwa elektron sebagai bumi, selain mengorbit

matahari (inti atom), bumi (elektron) juga mengalami rotasi di sekitar pusat massa
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yang disebut dengan spin (Griffiths, 1995:154). Dengan lahirnya konsep dualisme
gelombang-partikel, artinya elektron tidak hanya bersifat sebagai partikel namun
juga dapat bersifat sebagai gelombang. Perilaku elektron sebagai gelombang
diselesaikan menggunakan fungsi matematika yang disebut orbital elektron. Setiap
orbital atom memiliki satu set bilangan kuantum, yaitu energi, momentum sudut,
dan proyeksi momentum sudut. Penelitian kali ini hanya fokus pada momentum
sudut orbital dan mengabaikan efek spin elektron karena spin akan tetap bernilai
konstan jika tidak dikenai dengan medan magnet eksternal (Efek Zeeman).

Pada teori mekanika kuantum, setiap besaran fisis teramati
direpresentasikan oleh suatu operator mekanika kuantum. Untuk suatu besaran
fisika teramati, dalam fisika klasik direpresentasikan oleh Q (x, p), operator
mekanika kuantumnya Q (%,) (Sunarmi, 2009). Operator momentum sudut (Z)
merupakan vektor sehingga memiliki nilai dan arah, dimana arah momentum sudut
dalam koordinat kartesian terdiri atas L,, L,, dan L,. Momentum sudut dapat
bergerak ke segala dimensi ruang, sehingga akan lebih tepat jika menggunakan
koordinat bola dengan mentransformasikan dari koordinat kartesian. Metode yang
dapat digunakan untuk transformasi koordinat pada penelitian kali ini adalah
dengan melakukan diferensial total. Alasan peneliti menggunakan koordinat bola
yaitu variabel antar komponennya bebas (tidak bergantung dengan yang lain).
Sebagai ilustrasi, jika sebuah bola dikaitkan dengan tali yang pendek maka akan
menghasilkan putaran yang cepat. Namun jika bola dikaitkan dengan tali yang
panjang, maka putarannya akan semakin pelan. Penelitian kali ini tidak meninjau
jarak sehingga koordinat bola dapat mengatasi hal tersebut karena komponen dari
r, 6, dan ¢ tidak saling bergantung satu sama lain sehingga berapapun jarak (r)
yang digunakan tidak mempengaruhi putaran dari bola tersebut.

Beberapa penelitian sebelumnya mengenai komutator operator
momentum sudut, antara lain: Sunarmi (2009) dalam penelitiannya tentang
komutator operator momentum sudut dalam koordinat bola menyimpulkan bahwa
komponen operator momentum sudut berkomutasi dengan operator yang sama dan
juga dengan kuadrat operator momentum angular total; Enk dan Nienhuis (1994)
tentang Commutation Rules and Eigenvalues of Spin and Orbital Angular
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Momentum of Radiation Fields menyimpulkan bahwa arti fisis operator L dan S
lebih lanjut mengklarifikasi dengan menentukan aturan komutasinya. Kita melihat
bahwa tiga komponen S komut, dan bahwa S memiliki komutator tak lenyap
dengan komponen L. Oleh karena itu, karena operator ini tidak mentaati aturan
komutasi untuk komponen momentum sudut, mereka tidak menghasilkan rotasi,
dan mereka tidak mewakili momentum sudut yang sebenarnya. Di sisi lain,
komponen momentum sudut total J mematuhi aturan komutasi yang sebenarnya;
Penelitian Mei dan Yu (2012) tentang The Definition of Universal Momentum
Operator of Quantum Mechanics and the Essence of Micro-Particle’s Spin
menyimpulkan bahwa ketika operator dikenai pada fungsi non-eigen, nilai non-
eigen dan nilai rata-rata operator momentum ialah bilangan kompleks secara
umum; Penelitian Pegg dkk. (2005) tentang Minimum States Uncertainty States of
Angular Momentum and Angular Position menyimpulkan bahwa keadaan batasan
minimum  hasil ~ ketidakpastian ~ (Constrained  Minimum  Uncertainty
Product/CMUP) menghasilkan hasil ketidakpastian lebih kecil daripada keadaan
intelligent karena memiliki rapat probabilitas lebih besar di tepi jarak 2z daripada
keadaan intelligent; Santhanam (1975) meneliti tentang Quantum Mechanics in
Discrete Space and Angular Momentum menyimpulkan bahwa jumlah operator
dan fase juga memenuhi QMDS (Quantum Mechanics in Discrete Space) ketika n
berhingga dan menjadi konjugat kanonik dalam arti biasa sebagai n mendekati tak
hingga

Berdasarkan uraian tersebut, besaran momentum sudut pada mekanika
kuantum merupakan besaran mikroskopik, sehingga alat ukur atau metode hitung
yang digunakan hanya seperangkat persamaan matematis yaitu dalam penelitian
ini menggunakan metode operator. Oleh karena itu, perlu dilakukan penelitian
dengan mengambil judul Komutator Operator Momentum Sudut Dalam Koordinat

Bola Dengan Fungsi Gelombang Atom Hidrogen.
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1.2

Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut maka dapat dirumuskan beberapa

permasalahan, antara lain:

a.

1.3

Bagaimana persamaan matematis dari komutator operator momentum sudut
dalam koordinat bola dengan fungsi gelombang atom hidrogen?
Bagaimana hubungan komutasi operator momentum sudut dalam koordinat

bola dengan fungsi gelombang atom hidrogen?

Batasan Masalah
Agar penelitian lebih terfokus dan dapat menjawab permasalahan yang ada,

maka penulis membatasi masalah sebagai berikut:

a.

1.4

Persamaan schrodinger yang digunakan ialah tidak bergantung waktu
(keadaan tunak) dalam koordinat bola.

Fungsi gelombang atom hidrogen memenuhi syarat normalisasi.

Fungsi gelombang atom hidrogen yang digunakan dalam penelitian ini hanya
fungsi harmonik bola.

Bilangan kuantum yang digunakan dalam penelitian ini yaitu untuk n < 3.
Efek dari spin elektron diabaikan.

Hubungan komutasi operator momentum sudut hanya menggunakan masing-

masing minimal dua buah operator.

Tujuan Penelitian
Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
Menentukan persamaan matematis dari komutator operator momentum sudut
dalam koordinat bola dengan fungsi gelombang atom hidrogen.
Menentukan hubungan komutasi operator momentum sudut dalam koordinat

bola dengan fungsi gelombang atom hidrogen.
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1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

a. Bagi peneliti, dapat menambah wawasan, pengetahuan, dan pengalaman
tentang momentum sudut dalam aspek kajian menurut mekanika kuantum.

b. Bagi pembaca, dapat dijadikan sebagai sebagai salah satu sumber referensi
dalam mempelajari teori kuantum mengenai pokok bahasan komutator
operator momentum sudut menggunakan fungsi gelombang atom hidrogen
ternormalisasi dan dapat melakukan penelitian lebih lanjut dengan tema
serupa.

c. Bagi lembaga, dapat memberikan sumbangan penelitian dan bahan referensi
tambahan dalam pembelajaran fisika kuantum dengan pokok bahasan operator

momentum sudut.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Schrodinger
Pada kasus fisika kuantum takrelativistik, persamaan utama yang harus
dipecahkan adalah suatu persamaan diferensial parsial orde kedua, yang dikenal
sebagai persamaan Schrodinger. Berbeda dari hukum Newton, pemecahan
persamaan Schrodinger yang disebut fungsi gelombang memberikan informasi
tentang perilaku gelombang dari partikel (Krane, 1992:170). Pemecahan
persamaan Schrodinger harus memenuhi tiga syarat sebagai berikut:
a. Tidak melanggar hukum kekekalan energi
Hukum kekekalan energi merupakan penjumlahan antara energi Kinetik dan
energi potensial dari suatu partikel, di mana jumlah total energinya selalu bersifat
kekal. Persamaan hukum kekekalan energi dapat dirumuskan sebagai berikut.
K+V=E (2.1)
dengan K, V, dan E berturut-turut adalah energi kinetik, energi potensial, dan
jumlah energi kinetik dan potensial. Pada kasus takrelativistik, maka persamaan
(2.1) menjadi
By 4 2.2)
2m
b. Taat asas terhadap hipotesis de Broglie
Bentuk persamaan diferensial apa pun, haruslah taat asas terhadap hipotesis
de Broglie. Untuk memecahkan persamaan matematik bagi sebuah partikel
dengan momentum p, maka pemecahan yang didapati haruslah berbentuk sebuah
fungsi gelombang 4 yang sama dengan h/p. Dengan menggunakan p = Ak dimana

k adalah bilangan gelombang, maka energi kinetik dari partikel bebas menjadi

_ pZ — thZ

T 2m 2m

c. Persamaan yang dihasilkan harus bernilai tunggal dan linier

(2.3)

Pemecahan persamaan Schrodinger harus memberi informasi tentang
probabilitas menemukan partikelnya. Meskipun terkadang ditemukan probabilitas
berubah secara tidak kontinu yang berarti partikelnya menghilang secara tiba-tiba

dari satu titik dan muncul kembali pada titik lainnya. Walaupun ditemukan
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probabilitas yang tidak kontinu, namun fungsinya harus bernilai tunggal yaitu
tidak boleh ada dua probabilitas untuk menemukan partikel di satu titik yang sama.
Fungsinya harus pula linier, agar gelombangnya memiliki sifat superposisi yang
diharapkan sebagai milik gelombang yang berperilaku baik (Krane, 1992:172).

Gelombang de Broglie partikel bebas w(x, ¢) memiliki bentuk matematik
yang serupa dengan A sin (kx-wt), yaitu bentuk dasar sebuah gelombang dengan
amplitudo A yang merambat dalam arah x positif. Untuk mempermudah, waktunya
diabaikan (t = 0) sehingga

Y(x,t) = Asin(kx — wt)
Y(x,0) = Asin(kx — w X 0)
dari persamaan di atas, dapat diperoleh hasil fungsi gelombang tak bergantung
waktu
Y(x) = Asin kx (2.4)

Dari persamaan (2.1) dan (2.3), satu-satunya cara untuk memperoleh suku
yang mengandung k* adalah dengan mengambil turunan kedua dari persamaan
(2.4)

2
il R e
—%%+ VY = EyY (2.9)

Persamaan (2.5) merupakan persamaan Schrodinger bebas waktu satu dimensi

2.2 Persamaan Schrodinger untuk Atom Hidrogen

Sebuah atom hidrogen terdiri dari sebuah proton yaitu partikel yang
bermuatan listrik +e dan sebuah elektron mengelilingi proton yaitu partikel yang
bermuatan —e dengan perbandingan massa proton jauh lebih besar dari massa
elektron yaitu m, = 1836 me. Selain elektron berputar mengelilingi inti, ternyata
elektron juga bergetar di titik setimbangnya sehingga elektron selain dipandang
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sebagai partikel, juga dipandang sebagai gelombang. Untuk kemudahan, dianggap
protonnya diam dengan elektron bergerak disekelilingnya tetapi dicegah untuk

melarikan diri oleh medan listrik proton. Massa tereduksi dari atom hidrogen yaitu

karena massa proton yang jauh lebih besar dari elektron, sehingga dilakukan
pendekatan massa tereduksi atom hidrogen u = m,. Persaman Schrodinger untuk
elektron dalam tiga dimensi yang harus dipakai untuk persoalan atom hidrogen
ialah

2m,

+ 2

2y
ox 2

2y
dy 2

+Z—‘f+ (E-V)yY =0 (2.6)

(Beiser, 1983: 174)

X

Gambar 2.1. Posisi relatif antara proton dan elektron (Sumber:
http://math.tutorcircle.com/analytical-geometry/polar-
coordinates.html)

Karena proton dianggap diam, maka konstribusi energi sistem hanya

diberikan oleh elektron yaitu energi kinetik

2

K=2 (2.7)

2m,
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dan energi potensial

e 1
v _471'80; (28)
yaitu
pz e? 1
EEH:K+V:2m T dme,r (29)
Dengan demikian, persamaan Schrodinger untuk atom hidrogen
h? 62+62+62 e? 1 .
2m, \0x?  0y? 0z2 ¥ Are, T Y =E)
h? e? 1
(=5 V=5t ¥ () = Ep(@) (2.10)

Pemecahan persamaan Schrodinger untuk atom hidrogen pada persamaan
(2.10) bergantung pada besaran r. Dalam koordinat kartesian, r dinyatakan sebagai
\/m yang sangat menyulitkan proses pemecahan persamaan. Oleh
karena itu digunakan koordinat bola sebagai variabel », 6, dan ¢ yang berarti tidak
ada tanda akar kuadrat karena tidak perlu membagi r ke dalam bentuk x, y, z
(Naresh, 2015). Di dalam koordinat bola (r, 8, ¢), persamaan (2.10) menjadi

- zfrie 7%{6% (rz Z_lf) . ﬁaie (sin ¢ %) B sii 9 %} - (4220 %z/)) = Eyp (211)

Selanjutnya, untuk mendapatkan solusi bagi persamaan (2.11) dilakukan

pemisahan variabel y(7) = ¥ (r, 8, @) sebagai berikut
Y(,6,9) = R(r)O(O)P(¢) (2.12)
(Purwanto, 2006:154-155).
Alasan untuk menulis persamaan Schrodinger dalam koordinat bola untuk
persoalan atom hidrogen ialah dalam bentuk ini persamaan dapat dipisahkan
menjadi tiga persamaan yang bebas, masing-masing hanya mengandung satu
koordinat saja. Fungsi R (r) memberikan bagaimana fungsi gelombang elektron
berubah sepanjang vektor jejari dari inti, dengan 8 dan ¢ konstan. Fungsi @ (6)
memberikan bagaimana fungsi gelombang elektron y berubah terhadap sudut zenit
0 sepanjang meridian pada bola yang berpusat pada inti, dengan r dan ¢ konstan.
Fungsi @(p) memberikan bagaimana fungsi gelombang elektron w berubah
terhadap sudut azimut ¢ sepanjang garis pada bola yang berpusat pada inti, dengan

r dan & konstan (Beiser, 1983: 176-177).
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Subtitusi ungkapan (2.12) ke dalam persamaan (2.11) kemudian dikalikan
dengan (2m, r2/ h?), maka diperoleh

d( dR)@cD_I_ 1 d ( 6d®)R¢+ 1 d?o
ar\" dr sinfdb sin do sin? 6 d¢?
L PP PP
h? Ame,T B

Persamaan diatas menjadi lebih sederhana jika tiap suku dibagi dengan RO,

sehingga didapat

1d ZO_R) 1 d( ) 1 d%¢ Zmerz( e? )_
R dr (T‘ or +051n9d9 sin 6 +qbsm29d(p + h2 E+47t£0r =0 (2-13)

Dari persaman (2.13) ini tampak bahwa suku pertama dan keempat hanya
bergantung jari - jari r, suku kedua dan ketiga hanya bergantung sudut 6 dan ¢.
Penjumlahan suku-suku yang hanya bergantung pada jari-jari dan dua sudut ini
akan selalu sama dengan nol untuk sembarang nilai r, 8, dan ¢ jika masing-
masing suku sama dengan konstanta yang berharga + ¢(¢ + 1), maka suku yang

hanya bergantung jari-jari akan menjadi

1d/,dR\ 2m,r? e?
(r —)+ E+ — L+ 1)

R dr dr h2 47‘[507-
atau
d [ 9 dRY . 2mer? e2 B
(P a) + 5 (4 o) R=t+ DR (2.14)
sedangkan suku yang hanya mengandung sudut 6 dan ¢ menjadi
1 d 1 d*o _
Osin 0 do ( sin ¢ ) $snZ0 dg? (7 gl (2.15)

Setelah dikalikan dengan sin? 6, persamaan (2.15) menjadi

sinf d . 1 d%o .
2 < (sing =) + 37+ ((C+ Dsin?0 = 0 (2.16)

Tampak bahwa persamaan (2.16) juga terpisah menjadi dua bagian yaitu
bagian yang hanya bergantung pada sudut azimuth ¢ dan bagian yang bergantung
pada 6. Selanjutnya tetapkan masing — masing bagian sama dengan konstanta —m?

dan m% Persamaan (2.16) dapat juga dituliskan menjadi

0 d 1 d%o
Slg d9(1 0 )+5d—2+£(£+1)sm 6 = —m? + m? (2.17)


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

13

Melalui metode separasi variabel, persamaan (2.17) dapat dijabarkan sebagai
berikut:

1d*® 5
Dde? -
atau
e +mie =0 (2.18)
Sehingga
sind d /. dO )
5 @(sm9@> + £(¢ + 1)sin?0 = m?
atau, setelah dikalikan dengan ©/sin?6 diperoleh
L L (sino %)+ {ec+ - 2o =0 (2.19)

(Purwanto, 2006:155-157).

Dengan demikian, persamaan (2.11) dapat dipisah menjadi tiga persamaan

deferensial biasa. Selanjutnya, persamaan (2.14), (2.18), dan (2.19) akan

dijabarkan untuk memperoleh solusi gelombang radial, solusi gelombang polar,
dan solusi gelombang azimuth.
2.2.1 Solusi Persamaan Radial

Tampak pada persamaan (2.14) terdapat nilai atau energi eigen E. Untuk

keadaan terikat yaitu keadaan dengan energi negatif E = —|E|, persamaan (2.14)

diselesaikan dengan merubah variabel

8m.|E|\1/2
p=(=T) " r (2.20)
Membuat persamaan (2.14) tereduksi menjadi
v (el (G A_N\gp =
r (p dp) SR+ (p R =0 (2.21)
dengan
e? m, 1/2
A= 4mwegh? (ﬁ) (222)

Untuk menentukan solusi persamaan (2.21), diselidiki terlebih dahulu
(perilaku) persamaan tersebut pada dua daerah ekstrim yaitu daerah jauh sekali
dan daerah pusat koordinat. Untuk daerah jauh sekali dimana p — o, persamaan

(2.21) secara efektif menjadi
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d?R 1,
Froi cR=0 (2.23)
dengan solusi persamaan ini
R=~eP/? (2.24)

Sedangkan pada daerah titik asal, R ditulis sebagai

R (p) = @ (2.25)

dan substitusikan ke dalam suku pertama persamaan (2.21) diperoleh

Ldfad (V)] _dU
p2dp {’D dp (p)} " pdp? (2.26)
karena itu persamaan (2.21) tereduksi menjadi persamaan diferensial untuk U
d%u L(6+1) A1 y
o U+(;—Z)U—O (2.27)

Selanjutnya kalikan dengan p? dan ambil limit mendekati pusat koordinat

. d%u 1 d%u
lim, o {p? T = (C+ DU +2pU = 3p%U } = (pZd—pz) —((+1DU=0 (2.28)

Tampak bahwa suku dominannya adalah
d’U  ((t+1)
~ Uu=20
dp? p?
Solusi yang memenuhi persarnaan suku dominan ini dan kondisi fisis

keberhinggaan p — 0 adalah
N (2.29)
Karena itu solusi untuk daerah asal (koordinat), menggunakan hasil (2.29)
dan hubungan (2.25) diberikan oleh
R =~ pf (2.30)
Pertimbangkan solusi-solusi untuk daerah ekstrim di depan, solusi
umumnya diusulkan berbentuk perkalian antara solusi titik asal, posisi jauh sekali
dan fungsi umum terhadap jarak
R (p) = p'e™/* L(p) (2.31)
Subtitusi ungkapan (2.31) ke dalam persamaan (2.21) didapatkan

persamaan untuk L, yaitu

pZZTLZ+{2(f+1)—p} Z—2+{A—(€+1)}L=O (2.32)
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Solusi deret
L=Y%%0ap° (2.33)
akan memberi rumus rekursi
s+{+1-2
IG5 +1 = Tipeiziin & (2.34)

Tampak bahwa deret akan berhingga jika A adalah bilangan bulat,
misalkan 1 = n, maka deret as+; dan seterusnya akan menjadi nol jikas = n —
£ — 1. Sehingga L(p) merupakan polinomial

- Sy lo (2.35)
Dengan menggunakan pemilihan A = n, persamaan (2.32) menjadi

p‘%+ RUAD-p} L+ - C+DIL =0  (236)

Persamaan (2.36) ini tidak lain adalah persamaan diferensial Laguerre terasosiasi,

yang mempunyai bentuk umum

27p
qu

+{p+1- p}i+{q—p}Lp=0 (2.37)

p

Solusinya disebut pollnom Laguerre terasosiasi L’; dapat diperoleh dari rumus
Rodrigues

q! d1
ep
(q—p)! dpT

Pada kasus ini, koefisien p dan g dihubungkan dengan bilangan kuantum

Ly(p) = (e™p?™)

orbital | dan bilangan bulat n yang disebut bilangan kuantum utama (Purwanto,
2006:160-163). Tinjau persamaan (2.36) dan (2.37), sehingga akan memberikan
nilai p = 2l + 1 dan g = n + | dan memperhatikan persamaan (2.24), (2.29), dan
(2.31), Fungsi U (p) diberikan oleh

U(p) = e~?/?p“™1 L35 (p)
dan dengan meninjau persamaan (2.25), maka persamaan di atas menjadi

R(p) = Ryo(p) = Nyee /2 pl L2584 (p) (2.38)
di mana N, merupakan konstanta normalisasi dan dengan melihat persamaan

(2.20), nilai p dapat dimisalkan oleh ri—ro di mana ap merupakan radius Bohr. Untuk
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mencari nilai N, digunakan syarat normalisasi dari persamaan radial yaitu

f R%,(r)r?dr = 1, sehingga akan menghasilkan

o _ 2

1= (220)° N2, 7 e p2er2 (12641) dp (2.39)
dengan menggunakan tabel integral, nilai integral dari persamaan di atas diberikan
oleh

[ n[(n + DI

—p H20+2 L2£’+1 d
f ¢p ( ) (n £—1)!
0

sehingga nilai dari konstanta normalisasi Ny adalah
1/2
C[r 2 \3 (—e-1)
Nn{) N [(a) 2n[(n+1)!]3] (2'40)
dengan melihat persamaan (2.38) dan (2.38), didapat solusi umum persamaan
radial ternormalisasi adalah

2\3 (n—2—1117"
Rue(p) = I(nao) 2(‘:11[(n+ 1)!)]3l e P12pl1284 ) ()

atau

1/2 .
7 2\3 (m—e-1) ———r2r \f ap41 (27
Rne = [(a) —Zn[<n+1ms] e °(m) Lnve (m) (2.41)

(Rajasekar dan Velusamy, 2015:314-315).

2.2.2 Solusi Persamaan Polar

Persamaan diferensial (2.19) dengan konstanta £(# + 1) dan m? dikenal
sebagai persamaan diferensial Legendre terasosiasi. Solusi dari persamaan ini
dapat diperoleh menggunakan metode Frobenius dan diberikan oleh deret
berhingga yang dikenal sebagai polinom Legendre terasosiasi. Inilah alasan
pengambilan tetapan + ¢(€ + 1) ketika menguraikan persamaan (2.13) menjadi
persamaan (2.14) dan (2.10). Bila konstantanya bukan + ¢(£ + 1) maka solusinya
adalah deret takberhingga.

Solusi persamaan (2.19) diberikan oleh polinom Legendre P;" (cos )

0 (0) = 0;,(0) = Ny, Py (cos0) (2.42)

dengan Nj, merupakan konstanta normalisasi
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(Opm,0p ') = Nppy Ny ' fon Py (cos ) P}l, (cosB)sinBdO = 6,y 6,,, (2.43)
Mengingat sifat ortogonolitas P;" (cos 8), sehingga

(£ + |m|)!
6£’{" 6mm’
20+ 1 (£ — |m)!

T
f P (cos ) P}"' (cosB)sinf do =
0

didapatkan nilai konstanta normalisasi

2641 =i
Nem = € 2 (L+m))!

(2.44)

di mana € = (—1)™ untuk m > 0 dan € = 1 untuk m < 0. Substitusi persamaan
(2.44) ke dalam persamaan (2.42), sehingga diperoleh

2¢+1 (6—|m])!
2 (&+m)!

O, (0) = P;"*(cos 0) (2.45)

Bentuk eksplisit dari polinom P;" (cos 8) dapat diperoleh melalui rumus

Rodrigues
d £+|m|

d cos t*imlg

1

T (1 — cos20)™m/?

P}*(cos ) = (cos?6 — 1) (2.46)
Dengan demikian persamaan (2.45) sebagai solusi umum persamaan

polar dapat dituliskan menjadi

_ /25+1 C=mD![ 1 0 ponmlyz_dtm T
O,m(0) =€ N —(£+|m|)![2f’€! (1 — cos“0) e ZIT (cos“6 — 1) ](2.47)

(Purwanto, 2006:158-159).

2.2.3 Solusi Persamaan Azimuth

Persamaan (2.18) merupakan persamaan azimuth yang menggambarkan
rotasi di sekitar sumbu z. Sudut rotasi di sekitar sumbu z ini adalah nol sampai 2.
Konstanta negatif —m? dipilih agar memberi solusi berupa fungsi sinusoidal yang
periodik. Bila dipilih konstanta positif m? akan memberi solusi fungsi eksponensial
(Purwanto, 2006:157-158).

Tinjau kembali persamaan (2.18) yang merupakan persamaan diferensial
biasa yang pemecahannya dapat memisalkan % = D, sehingga akan menjadi
D?’®+m?d =0
(D2+m¥)d =0
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D=+im
kedua ruas dikalikan dengan ® maka didapatkan

do _
@ e

dengan mengintegralkan kedua ruas, di mana ruas kiri dengan batas @ sampai ®
dan ruas kanan dengan batas 0 sampai ¢, sehingga diperoleh hasil

D = Pye™m (2.48)

Untuk menentukan besarnya nilai ®q pada persamaan (2.48), maka fungsi

® harus menggunakan syarat normalisasi sebagai berikut
2T
j d* dde = 1
0

sehingga dipenuhi oleh konstanta @, = 1/+/2m. Karena itu solusi persamaan

azimuth adalah
P (@) = ™ (2.49)

dengan m merupakan bilangan bulat magnetik.

2.2.4 Solusi Gabungan

Solusi umum dari persamaan Schrodinger atom Hidrogen merupakan
solusi gabungan dari solusi persamaan radial, polar, dan azimut. Solusi persamaan
(2.12) dapat dinyatakan dalam bentuk lain dengan memasukkan solusi yang ada

persamaan (2.41), (2.47), dan (2.49) sehingga akan diperoleh

_ L ime [PHLEmMNT 1 0 2pym2_ AT 29 _
lpn{’m(r, 9} d)) = me Em [fo! (1 cos 9) T eos -8 (COS 0

' 1/2 _ . . i
1] [(nz_o)g%] e () 2 (Z) (@s0)

dengan
n=123,...
£=0,1,2,...,n-1
m=0,+1,+2,..., +¢
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2.3 Momentum Sudut

Arti dari momentum sudut dalam fisika klasik (Liboff, 1980:310) adalah
salah satu konstanta gerak fundamental (bersama dengan momentum linier dan
energi) dari sistem terisolasi. Secara klasik, momentum sudut partikel adalah
besaran yang bergantung pada momentum linier partikel p dan perpindahannya r
dari titik asal. Hal ini diberikan dengan

-

L=7Xp (2.51)

Gambar 2.2. Momentum Sudut m yaitu sebanding dengan komponen tegak lurus
(v.) dari kecepatan, atau ekuivalen terhadap tegak lurus perpindahan
r. dari titik asal
(sumber: https://en.wikipedia.org/wiki/Angular_momentum).

2.3.1 Komponen Koordinat Kartesian
Komponen kartesian klasik dari momentum sudut orbital L untuk partikel
dengan momentum p = (py, py, Pz) di perpindahan r = (X, y, z) adalah
Ly = yp, — zp, Ly = zp, — xp, L, = xpy, —ypx (2.52)
Operator mekanika kuantum L,, L,, dan L, bersesuaian dengan
observabel ini, yang diperoleh definisinya secara langsung dari persamaan (2.52),
dengan p digantikan oleh operator gradien yang bersesuaian. Berikut ini adalah

operator momentum sudut dalam mekanika kuantum

~ ~

Lx =YDz — 2Dy Ly = ZAﬁx - fﬁz

o~

z = fﬁy - ypr (253)


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

20

Dalam hubungan 3 dimensi, vektor operator momentum linier dapat diuraikan

menjadi

D= (e By,b,) = —ih (3,5 5-) = —ihV (2.54)

Persamaan (2.53) dapat dituliskan sebagai persamaan single vector

L=—ih#xV (2.55)
(Liboff, 1980:310-311)
Kuadrat momentum sudut pada persamaan (2.55) adalah kuadrat dari masing-

masing komponen operator momentum sudut, yang dapat ditulis sebagai berikut
A= [ 12 il (2.56)
Selain ketiga operator momentum tersebut (L, Ly, dan L;), ada juga
operator momentum sudut lain yaitu pergeseran (shift) operator. Pergeseran
operator akan terbukti sangat berguna untuk menentukan besaran momentum
sudut dan untuk menilai elemen matriks operator momentum sudut. Satu operator,
L. disebut operator naik dan yang lain, L. disebut operator turun. Kedua operator

didefinisikan sebagai berikut:

L, =L,+iL, - = Lyg=ilL, (2.57)
Kebalikan hubungan dari persamaan (2.57) adalah
Ly+L_ Ly—L_
b= +2 L, = +T (2.58)

(Atkins dan Friedman, 2005:101-102).
L. dan L. bukanlah operator Hermitian, karenanya dapat dibuktikan bahwa

i, =upe> (2.59)

selain itu,
2=12+5(LLo+L_Ly) (2.60)

dan juga
L L_=1*>-12+hlL, (2.61)
L_L,=1*-1%2—-hL, (2.62)

Operator L. dan L. memungkinkan untuk merepresentasikan semua fungsi eigen
dari L? dan L, menggunakan hanya satu fungsi eigen dan operator L. dan L. (Peleg
dkk, 1998:99).
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2.3.2 Komponen Koordinat Bola

Pada persamaan (2.55), operator momentum sudut berada pada koordinat
kartesian karena operator laplace V yang digunakan berada pada koordinat
kartesian. Apabila operator momentum sudut akan diubah ke koordinat bola, maka
operator V harus diubah ke koordinat bola. Operator V dalam koordinat bola dapat

dituliskan sebagai

~ N a
V= _+9_£+(prsin9£ (263)
karena vektor 7 = r#, dan substitusikan operator V dalam koordinat bola ke

persamaan (2.55), sehingga diperoleh

ad
sin@deg

Zz—lh[r(rXr)—+(r><9)—+( ®)

selain itu, arah vektor satuan dari (# x #) = 0, (# x §) = @, dan (* x @) = -0,

maka diperoleh

E=—Lh( - ésiie%) (2.64)

Vektor satuan 8 dan ¢ dapat diselesaikan ke dalam komponen Kkartesian
6 = (cos 0 cos @)i + (cos B sin )] — (sin B)k
P = —(sin )i + (cos @)j
Dengan memasukkan vektor satuan tersebut ke persamaan (2.64), sehingga

diperoleh

L =—ih [( sin i + coscp])—— (cochos ¢l + cos @ sin@j — sin Hk) = 66(p]

Dengan mengambil vektor unit i, j, k secara berurut-urut untuk L,, L,, dan L,

sehingga dapat dituliskan menjadi

L, =—ih (— sin(p%— coscpcotH%) (2.65)
~ : G : 2

Ly = —ih (cos ¢5, ~sine cot@ ﬁ) (2.66)
o i

L, = —ih " (2.67)

Operator naik dan operator turun dalam koordinat bola dapat dituliskan

dengan memanfaatkan persamaan (2.57), sehingga didapat
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0 0
Ly = —ih[(—sin(pi icoscp)%— (cos @ t isin ) coteﬁ]

Karena cos ¢ + i sin ¢ = e*'®, sehingga dapat dituliskan menjadi
i a . a
Ly = the'? (= + lCOtH%) (2.68)

(Griffiths, 1995:150-151).

Operator yang banyak digunakan adalah kuadrat dari momentum sudut).

Operator dari kuadrat momentum sudut dapat diselesaikan dengan perkalian titik
(dot product), sehingga diperoleh

2 _p2[ 1 0 (. nd 1 9%
L7 =-h [sineae (Sln969)+sin296cp2] (2.69)

(Purwanto, 2006:175).

2.4 Hubungan Komutasi Operator Momentum Sudut
Di dalam mekanika kuantum (Purwanto, 2006:112), variabel-variabel
dinamis pada umumnya tidak komut misalkan A dan B adalah dua variabel

dinamis, umumnya berlaku:

AB # BA
atau
AopBoph # BopAgp Yy (2.70)
Selanjutnya didefinisikan hubungan komutasi atau komutator antara A dan B
sebagai
AB — BA = [A, B] (2.71)
Karena X, y, dan Z komut secara bersamaan dan begitu juga p,, p,, dan p, dan
karena
[X,D,] = ih
[JA’ ) ﬁy] = ih
[2,P.] = ih

sehingga komutator L, dan Ey dapat diperoleh melalui
[Z'xﬂz'y] = [yﬁz - ZApAy'ZApr - J’C\ﬁz]
[L.,L,] =inL, (2.72)
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Perhitungan yang sama menghasilkan dua komutasi yang lain; tapi hal itu
jauh lebih sederhana untuk menyimpulkan komutasi dari (2.72) dengan permutasi
siklis dari komponen xyz, x —y — z — x:

|L,,L,] = ihL, (2.73)
[L,,L.]=inL, (2.74)
Karena L,, L,, dan L, tidak komut, sehingga tidak dapat mengukurnya secara

serentak untuk ketelitian yang berubah-ubah (Zettili, 2001:270).

2.5 Fungsi Eigen Momentum Sudut
Pada persamaan (2.67) dan (2.69), operator L, dan L? hanya bergantung pada
sudut @ dan ¢, keadaan eigennya hanya bergantung pada 6 dan ¢. Penandaan
keadaan eigennya bersama-sama dengan
(0plL,m) =Y, (6, 9) (2.75)
di mana Y, ialah fungsi kontinyu dari 8 dan ¢ (Zettili, 2001:302). Terlihat bahwa
fungsi Y|y separasi dari Oy (/) dan @ (). Dengan mensubstitusikan solusi dari
persamaan (2.45) dan (2.49), sehingga

2041 (6—|m|)!

Yom (6, @) = € 4 (£+|m])!

P}*(cos )e'™ (2.76)

Persamaan (2.75) disebut sebagai fungsi harmonik bola.
2.5.1 Fungsi Eigen Operator L,

Operasikan persamaan (2.67) dengan menggunakan fungsi harmonik bola
persamaan (2.75), sehingga dituliskan menjadi

.
LZYfm (91 (P) = _lh%Yfm (6' (P)

Kemudian substitusikan persamaan (2.75), sehingga menjadi

L,Yem (6, 0) = —ih P}*(cos B)e'™?

o[ [2¢+1 (¢—|m]):
do\ S| an 2+ m])!

Turunan dari Y, hanya bergantung pada sudut ¢, dengan mudah didapatkan

20+1 (£—|m])!
4w (2 + |m))!

P}*(cos 8)e'™®

LY (8, 9) = _ih(im)e\/
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L,Yom o, (P) = mh¥;n, @, (P) (277)
Terlihat bahwa Y, (6, ¢) persamaan (2.76) merupakan fungsi eigen dari operator

L, dengan nilai eigen (mh).

2.5.2 Fungsi Eigen Operator L?
Persamaan (2.69) dikalikan suatu fungsi eigen yang dalam hal ini fungsi
harmonik bola agar diperoleh nilai eigen dari operator L

1 9
LZng (9' (P) 1 _h [sme 00 (Slne ) smze a2 ]Y{)m (0 (P) (2 78)

Nilai turunan kedua dari Y, adalah —m?2Y,,,, dan memisahkan variabel Y

sehingga persamaan (2.77) menjadi

LYem (6, 9) = —1* [{ 1 0 aae (Sm ¢ ae) sin 2 e} G"m] P (279)

Selanjutnya gunakan persamaan (2.19) untuk @y, maka

1 d( edef’”)+ o+ 1) 7 @, = 0
smodo "M% g sin2gf tm =

Maka
2

1 d( d@{)m) m
sinoas 925 ) sinze

Dengan demikian diperoleh
LY, (0, ) = —R%[—L(C + 1)0p, 1D
Karena @), dan @, merupakan fungsi dari harmonik bola, sehingga
L*Yp, (8, 9) = €(€ + 1)A%Y,,, (6, D) (2.80)

Artinya Y, (6, ) juga merupakan fungsi eigen dari L2 dengan nilai eigen

G[m = —f(f + 1)®£’m

£(¢ + 1)R2. Hal ini berarti Y, (6, @) merupakan fungsi eigen serempak dari L, dan
L2, dan hasil ini memberikan konsekuensi lebih lanjut yaitu

[L?,L,] =0 (2.81)

(Purwanto, 2006:175-176).

Operator L? juga komut dengan operator L, dan L, . Hal ini berarti kuadrat dari

momentum sudut yaitu modulus, dapat memiliki nilai yang pasti pada saat yang

sama sebagai salah satu komponennya (Landau dan Liftshitz, 1977:85). L? komut

dengan operator Ly, Ly dan L, dilihat dari bentuk persamaan operator laplace
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dalam koordinat bola dan bentuk dari L, pada persamaan (2.67), operasi % tidak
memiliki efek pada fungsi atau operator yang bergantung pada 6, tidak ada fungsi

2
dari ¢ di operator L2, dan % komut dengan aa? (Miller, 2008:251).
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Jenis penelitian ini adalah basic research, dengan hasil pengembangan
teori yang ada pada tinjauan pustaka. Penelitian ini dilakukan untuk mengetahui
hubungan komutasi operator momentum sudut dalam sistem koordinat bola dapat

bersifat komut atau tidak komut jika dikenai fungsi gelombang atom hidrogen.

3.2 Tempat dan Waktu Penelitian
Penelitian ini dilakukan di Laboratorium Fisika Dasar, Program Studi

Pendidikan Fisika pada Semester 8 bulan Januari sampai bulan Februari 2017.

3.3 Objek Penelitian

Objek penelitian ini adalah pada materi fisika modern dan fisika kuantum
yang berkaitan dengan persamaan schrodinger tiga dimensi tak bergantung waktu
untuk atom hidrogen dan komutator operator momentum sudut dalam koordinat

bola.

3.4 Definisi Operasional

Agar tidak terjadi kesalahan dalam mengartikan istilah-istilah dalam
penelitian ini, maka diberikan definisi operasional mengenai variabel penelitian
sebagai berikut:
a. Komutator Operator Momentum Sudut

Komutator operator momentum sudut adalah suatu metode yang digunakan
untuk mengetahui hubungan komut atau tidak komut dari operator momentum
sudut. Apabila operator momentum sudut yang dihitung bernilai nol (komut),
berarti operator tersebut dapat diukur secara serempak dalam waktu yang
bersamaan. Namun, jika operator tersebut tidak bernilai nol (tidak komut), berarti
operator tersebut tidak dapat diukur secara serempak atau dengan kata lain taat

asas ketidakpastian Heisenberg.
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b.  Fungsi Gelombang Atom Hidrogen
Fungsi gelombang atom hidrogen

schrodinger atom hidrogen yang berupa persamaan diferensial orde dua. Fungsi ini
diperoleh dengan memasukkan potensial atom hidrogen ke dalam persamaan

schrodinger, kemudian menerapkan metode separasi variabel dan syarat batas agar

fungsinya menjadi ternormalisasi.

3.5 Langkah Penelitian

merupakan solusi dari persamaan

Pers

lapan

A

y

Pengembangan Teori

A

4

Hasil Pengembangan Teori

A

y

Validasi Hasil

Pengembangan
Teori

A

y

Pengambilan Data

A

y

Pembahasan

A

y

Kesimpulan

3.5.1 Persiapan

Tahap ini ialah tahap untuk mempersiapkan bahan-bahan yang akan
dijadikan sumber referensi mengenai penelitian yang akan dikaji dengan cara

mengumpulkan buku yang relevan, internet, dan jurnal berskala naasional ataupun

internasional terkait dengan penelitian ini.
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3.5.2 Pengembangan Teori

Pada tahap ini, peneliti mengembangkan teori yang telah ada di berbagai
sumber referensi mengenai komutator operator momentum sudut. Teori yang
dikembangkan adalah komutator operator momentum sudut dalam sistem
koordinat bola dengan menggunakan fungsi gelombang atom hidrogen. Langkah
pertama yang dilakukan adalah menentukan fungsi gelombang atom hidrogen.
Langkah selanjutnya yaitu mengubah bentuk operator momentum sudut dari
koordinat kartesian ke koordinat bola dengan metode diferensial total. Langkah
terakhir yaitu mencari hubungan komutasi dari beberapa operator tersebut yang
telah ditransformasi ke koordinat bola dengan menggunakan fungsi gelombang

atom hidrogen.

3.5.3 Hasil Pengembangan Teori

Dari pengembangan teori yang telah dilakukan, dapat diperoleh
persamaan matematis komutator operator momentum sudut dalam koordinat bola
dengan fungsi gelombang atom hidrogen. Hasil pengembangan teori dapat
digunakan untuk menentukan hubungan komutasi dari operator momentum sudut

jika dikenai fungsi gelombang atom hidrogen.

3.5.4 Validasi Hasil Pengembangan Teori

Pada tahap ini peneliti bertujuan untuk membandingkan persamaan
matematis operator momentum sudut dalam koordinat bola dan persamaan
matematis komutator operator momentum sudut dalam koordinat bola antara hasil
pengembangan dengan hasil penelitian yang diperoleh dari buku, internet, atau
jurnal. Adapun peneliti memvisualisasikan grafik fungsi radial dan fungsi
harmonik bola menggunakan bola dengan menggunakan Matlab. Grafik tersebut
kemudian dicocokkan dengan grafik fungsi radial dan fungsi harmonik bola di

berbagai referensi.
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3.5.5 Pengambilan Data
Tahap ini adalah tahap perhitungan secara manual untuk menentukan
komutator operator momentum sudut dalam koordinat bola dengan fungsi

gelombang atom hidrogen.

3.5.6 Pembahasan
Hasil dari pengambilan data akan dibahas secara rinci dalam kaitannya
mengenai komutator operator momentum sudut dalam koordinat bola dengan

menggunakan fungsi gelombang atom hidrogen

3.5.7 Kesimpulan
Hasil dari pembahasan kemudian disimpulkan untuk menjawab rumusan

permasalahan dalam penelitian.

3.6 Teknik Analisis Data

3.6.3 Analisis Data

a. Operator momentum sudut dalam koordinat bola
1) Operator L,

- 0 d
= —ih(—sin(p%—coscpcoteﬁ>

2) Operator L,

R , d - -
L, = —ih (coscp 39 cotfsing %>

3) Operator L,
4) Operator L

5) Operator L_

- 70 0
L_=—he™® (— — icot@—)
26 2
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6) Operator L?

-2 o 1 d /. 0 1 92
L =-h <51n9—)+

sin 6 90 30/ " sin2 0 g2
b. Fungsi harmonik bola dari atom hidrogen
Yo (6, @) = 00y ()P, ()
C. Komutator operator dengan fungsi harmonik bola

[4, B]Y1 (6, 9) = (AB — BA)Y;n (6, ¢)

3.6.4 Teknik Penyajian
Teknik penyajian menampilkan tabel data simulasi untuk menentukan

komutator operator momentum sudut dengan fungsi harmonik bola atom hidrogen.

Tabel 3.1 Contoh data simulasi untuk menentukan komutator operator momentum
sudut dengan fungsi harmonik bola hidrogen

Komutator

Operator Fungsi Harmonik Bola

=z
o

Momentu
m Sudut Y00 Y10 Yl—l Yll Ygo Yg_l Ygl Y2_2

Lo Ly]

[Ly. L]

L2, Ly |

2,.1:]

LI ]

[Le, L]

[Ly. L]

OIN[OOjO|BWIN|F-

L., L]

3.7 Validasi Hasil Pengembangan Teori

Validasi dalam penelitian ini menggunakan data dari buku atau jurnal yang
relevan mengenai operator momentum sudut dalam koordinat bola, hasil beberapa
komutator operator momentum sudut dalam koordinat bola, dan fungsi gelombang
atom hidrogen untuk n < 3 (Pembuktian terlampir). Adapun fungsi gelombang
atom hidrogen kemudian disimulasikan dengan menggunakan software
Matlab2014a.
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3.7.1 Validasi Operator Momentum Sudut dalam Koordinat bola

Berikut ini merupakan tabel perbandingan operator momentum sudut

dalam koordinat bola dari buku teks (Tabel 3.2) dan perhitungan matematis
manual (Tabel 3.3).

Tabel 3.2 Operator momentum sudut dalam koordinat bola

Operator .
No Momentum Sudut Operator Momentum Sudut dalam Koordinat Bola
d d
L T
in smcpae cos ¢ cotd 5o
. J 0
2 L, —ih (cos (p% —sin@cotf %>
. a
3 L, —lﬁ%
4 L. hetie (i +icoth i)
a6 do
5 L —he™i® (i—icotei)
) 20 do
6 L e a<_ea>+ e
sin000\" " 90) " sin20 ¢
(Rajasekar dan Velusamy, 2015:267).
Tabel 3.3 Validasi operator momentum sudut dalam koordinat bola
Operator .
No Momentum Sudut Operator Momentum Sudut dalam Koordinat Bola
d d
1 Ly —ih(— Sin(p%—COS(pCOtQ%)
2 L 'h( 9 _ singcotd a)
y i COS(paO sin co T
3 L ih g
z 2 a([)
4 L, hetie (i +icoth i)
96 Ao
5 L —he™i® (i—icotei)
] 96 o
6 L? o a<_ea>+ Lo
sin0@0\ " 80) " sin?09¢?
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3.7.2 Validasi Hasil Beberapa Komutator Operator Momentum Sudut dalam
Koordinat Bola
Berikut ini merupakan tabel perbandingan hasil beberapa komutator
operator momentum sudut dalam koordinat bola dari penelitian terdahulu (Tabel

3.4) dan perhitungan matematis manual (Tabel 3.5).

Tabel 3.4 Hasil beberapa komutator operator momentum sudut dalam koordinat

bola
No Komutator Operator Komutator Operator Momentum Sudut dalam
Momentum Sudut Koordinat Bola
1 [L, L] 0
2 [L,.L,] 0
3 [L,L,] 0
. L2 Ly ] n2
do
5 [, ] ETP )
h sm<p69+cosg0cot96g0
6 [Ez’ zx} 2 ( i — cj i)
h cos<pa‘9 sm(pcoteago
[ [Lx’ L+] ih? i
do
8 Ly, L4] ok
de
9 N cee (2 4 eots 2)
h<e 30 + icot @ 3
10 [Lx’ L—] ih? i
do
i [Ly, L] _ ]
do
12 L, L] g2 i (_i ; i)
h*e %0 +icot @ Y
13 [ix,ZZ] 0
14 [zy,zz] 0
15 [Ez, zz] 0
16 [E+, ZZ] 0
17 [i_, zZ] 0
LR A By
de
o (L L4] 2in?
de

(Sunarmi, 2009)
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Tabel 3.5 Validasi hasil beberapa komutator operator momentum sudut dalam

koordinat bola

No Komutator Operator
Momentum Sudut

Komutator Operator Momentum Sudut dalam

Koordinat Bola

1 [L, L] 0
2 [Ly.L,] 0
3 [L,L,] 0
4 [Zx' zy] h2 i
09
> [Ly’LZ] —h? (sinfp%+ cos<pcot9%)
6 [LZ' Lx] h® (cos Q % —sing cot 6 %)
7 [T, 1] -
09
8 [y, L] el
09
) (L5, L] hle'® (% + icot 6 %)
10 [Lx L-] 22
09
11 [y, L-] 2l
09
12 [, L] hZe~i# (% —icot 6 %)
13 Vi, 7| 0
14 .. 0
15 [L,, %] 0
15 LT 0
17 [L_,1%] 0
. [ 2] e L
09
19 [L-L.] 2in? L
09

Berdasarkan Tabel 3.4 dan 3.5, dapat diperoleh makna bahwa komutator

operator momentum sudut dalam koordinat bola akan komut (bernilai nol) apabila

antar komponen operator momentum sudutnya sama dan kuadrat operator

momentum sudut beroperasi dengan semua komponen operator momentum sudut.

Operator penaik (L,) dan operator penurun (L_) tidak merubah nilai dari

komponen operator momentum sudut L, dan f,y, tetapi merubah nilai dan L, .
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Berikut ini merupakan tabel perbandingan fungsi gelombang atom

hidrogen n < 3 dari buku teks (Tabel 3.6) dan perhitungan matematis manual

(Tabel 3.7).
Tabel 3.6 Fungsi gelombang atom hidrogen
n| I | m Rui (1) Om (9) Dn (¢)
2 1 1
110 0 3—/26 r/ag 8 _
aO \/i V27T
1 = 1 1
0| 0 (2= =) e/ 2 —
(2(10)3/2 2al V2 V21
1 r 1
7 0 e Ec059 —
1 V3(2ay)3/2 ay 2 N
1 r \3 1 .
+1 _ ,-1/2ay T V3 . ei—up
\/§(2a0)3/2 ao + > sin @ _’_271
G 2 <1 2r N A > r/3as 1 1
e T T A m— _
(3ay)3/2 3ag 27a3 V2 V2n
2
0 L(L_r_z%-r/sao 3 osh L
1 9V2(3ay)3/2\ay  6ag 2 \2m
2
9v2(3a)*/2\a 64 2 VZn
3 0 4 ﬁ -r/3ag 5 3 29 1 L
27v10(3ay)3/2 a3 g (3¢os ) Nz
4 7 )
2 +1 _e—r/3a0 — 1_5 . eilgo
27@(3610)3/2 a(z) + 7 sin @ cos 6 o
2
9 4 T_ze_r/3a0 \/Esinza ——_et2ip
27/10(3a)3/2 ag 4 V2

(Krane, 2012:205).
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m Rni (r) Om (e) D, ((P)
i _7"/(10 1 1
0 3/2 ¢ il
% V2 21
1 ™ i V2
0 _— (2 — _) e T/Zao -
(2a4)3/? a NG N
0 ;Le—r/Zao ECOSH 1
\/§(2a0)3/2 Qo 2 \/2_7'[
1 - B 1.
+1 _ _ pT/2a9 —V3 . oti
V3(2ay)3/2 ay + 2 sin @ Nz
2 2r 218 B 1 1
0| ———=(1——+ e~T/3a0 s
(3ay)3/? 3ay 27a 2 Ner
9V2(3ag)3/2\ayg 643 5 o
+1 L(L_r_>e—r/3a0 +§ N 1 i
9V2(3a9)3/2\ay 643 +—-sin o
4 r? 5 1
0 . —T/3(10 y 2 _
27V10(3aq)3/2 a g (3cos0 —1) T
4 r’ 15 1 .
+1 __,—1/3ap - [1o . e
27\/10(3(10)3/2 a% + 7 sin @ cos @ _\/Z_ﬂ
2
+2 4 T or/3a, V15 24 L o
27V 10(3a0)3/2 a(z) —4 sin —m
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a. Fungsi gelombang radial atom hidrogen
Berikut ini adalah perbandingan grafik fungsi radial untuk atom hidrogen
dari hasil Matlab2014 terhadap buku teks (Krane, 2012: 206).

Fungsi Gelombang Radial (Abdul Rafie N.)
2 T T

n=1

051 —

r = posisi elektron (a0)

Gambar 3.1 Grafik fungsi gelombang radial atom hidrogen n=1 dari buku teks
(gambar atas) dan hasil simulasi Matlab2014a (gambar bawah).
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0.8
0.6 - "=z
049\ =0
&=
0.2 -
I::] \.?/_/_'_._/_'———"‘
-0.2 | | | |
0 2 4 6 8 10
r
Fungsi Gelombang Radial (Abdul Rafie N.)
08 T T T T
n=2 =0
06 n=2l=1
0.4} .
=
02 —
0 o T —— |
02 1 1 1 1
0 2 4 B g 10

t = posisi elektron (a0)

Gambar 3.2 Grafik fungsi gelombang radial atom hidrogen n=2 dari buku teks
(gambar atas) dan hasil simulasi Matlab2014a (gambar bawah).
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Rir)

Fungsi Gelombang Radial {Abdul Rafie N.)

0.4 T T T
n=3 =0
n=3,=1 |
n=3 |=2

&
e —

01 ] ] ]

0 5 10 15 20

r = posisi elektron (a0)

Gambar 3.3 Grafik fungsi gelombang radial atom hidrogen n=3 dari buku teks
(gambar atas) dan hasil simulasi Matlab2014a (gambar bawah).

b. Fungsi harmonik bola atom hidrogen
Berikut ini adalah perbandingan grafik fungsi harmonik bola untuk atom

hidrogen dari hasil Matlab2014a terhadap buku teks (Levi, 2006: 498).
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D P8R T

=2

m=0 m=1 m=0 m=2 m=1 m=0
YI:O YI:] Y!:I Y!—Z Y!:Z Y!:E

Gambar 3.4 Grafik fungsi harmonik bola atom hidrogen dari buku teks

Z axis Z axis
P(mP = PO, 0 Pim? = P{1, 1)? l
(a) (b)
A Zaxis A Zaxs

PU.m? = P(1,00 PUm? = PE, 07 %%
(d)

(©)
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Z axis
PU.m? = P2, 1)? Z axis
PU.mf = P2, 27

(e) ()
Gambar 3.5 Grafik fungsi harmonik bola atom hidrogen dari simulasi
Matlab2014a di mana (a) Yoo?, (b) Y12, (€) Y1o°, (d) Yo%, (€) Y212,
dan (f) Y222
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BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Pada penelitian ini telah dikaji komutator operator momentum sudut

dalam koordinat bola terhadap fungsi gelombang atom hidrogen. Berdasarkan data

hasil penelitian dapat disimpulkan:

a.

Pada fungsi Yqo diketahui bahwa fungsinya sesuai terhadap semua komutator
operator momentum sudut sehingga termasuk ke dalam persoalan eigen. Pada
fungsi Yio, Y1s1, Y0, Yo:1, dan Yo, terdapat beberapa komutator operator
momentum sudut yang tidak ada nilai eigen karena operatornya mengubah
fungsi tersebut menjadi fungsi lain sehingga tidak termasuk ke dalam
persoalan eigen. Komutator [Ex,iy] dan komutator kuadrat momentum sudut
dengan ketiga komponen momentum sudut merupakan persoalan eigen karena
menghasilkan nilai eigen sehingga seluruh fungsi harmonik bola atom
hidrogen merupakan fungsi eigen untuk komutator tersebut. Komutator

[ZZ,Z_] termasuk persoalan eigen untuk beberapa fungsi tertentu seperti Yoo,

Y11, dan Y,,. Komutator [ZZ,Z+] juga termasuk persoalan eigen untuk
beberapa fungsi seperti Yoo, Y11, dan Y,,. Pada prinsipnya, operator penurun
bekerja pada bilangan kuantum magnetik minimum (negatif) dan operator
penaik bekerja pada bilangan kuantum magnetik maksimum (positif).

Komutator [L,, L, ] komut di fungsi Yoo, Y10, dan Yoo dan tidak komut di fungsi
Y111, Yoi1, dan Youo. Pada prinsipnya, bilangan kuantum magnetik memainkan
peran penting pada komutator tersebut karena jika m = 0 menghasilkan nilai
nol, m = 1 menghasilkan nilai +ih, dan m = £2 menghasilkan nilai +2i#.
Komutator [L,,L,] dan [L,,L,] hanya dapat ditentukan pada keadaan dengan
fungsi gelombang yang simetri bola yaitu bernilai nol sehingga saat
menentukan komutator tersebut pada keadaan fungsi gelombang yang
bergantung pada sudut, komutator tersebut tidak dapat ditentukan sebab
elektron berputar sangat cepat. Komutator [L,, L] komut di fungsi Yoo, Y11,

dan Y,, sehingga selain fungsi tersebut komutatornya tidak dapat ditentukan
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karena bukan persoalan eigen. Komutator [L,,L_] komut di fungsi Yoo, Y11,
dan Y., sehingga selain fungsi tersebut komutatornya tidak dapat ditentukan
karena bukan persoalan eigen. [L,, L?], [L,, %], dan [L,, L?] komut di semua
fungsi harmonik bola atom hidrogen karena L? merupakan magnitude (besar)

momentum sudut dari ketiga komponen momentum sudut Ly, Ly, dan L.

5.2 Saran

Berdasarkan kesimpulan tersebut, penulis memberikan saran agar
diadakan penelitian lebih lanjut seperti mengubah koordinat atom hidrogen
menjadi  koordinat yang lain, menyelesaikan dengan numerik dan
memvisualisasikan hasil komutator operator momentum sudut, serta dapat juga

menggunakan fungsi gelombang atom yang lain.
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LAMPIRAN A. MATRIKS PENELITIAN

Judul Rumusan Masalah Variabel Indikator Sumber Data Metode Penelitian
KOMUTATOR 1. Bagaimana 1. Variabel bebas: 1 Komutator Literatur yang 1. Jenis  Penelitian:
OPERATOR persamaan Fungsi harmoik operator sesuai: basic research
MOMENTUM SUDUT matematis  dari bola atom momentum a Buku 2. Analisis:

DALAM KOORDINAT komutator hidrogen sudut b Jurnal Persamaan teori
BOLA DENGAN FUNGSI operator . Variabel terikat: 2 Koordinatbola ¢ Internet yang dilakukan
GELOMBANG ATOM momentum sudut Komutator 3 Fungsi dalam penelitian ini
HIDROGEN dalam koordinat operator gelombang adalah:
bola dengan momentum sudut atom hidrogen a Persamaan
fungsi dengan  fungsi Schrodinger
gelombang atom gelombang atom pada atom
hidrogen? hidrogen hidrogen tak
. Bagaimana bergantung
hubungan antar waktu
komponen b Operator
operator momentum
momentum sudut sudut
dalam koordinat ¢ Transformasi
bola dengan koordinat
fungsi d Sifat komutator
gelombang atom
hidrogen?

2%
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LAMPIRAN B. PERSAMAAN SCHRODINGER UNTUK ATOM
HIDROGEN

Persamaan Schrdinger tiga dimensi dalam koordinat kartesian adalah sebagai
berikut:
%y 9%y 621/; 2m
0x2 = dy?  0z2

dengan

w7 E-VYp=0

e21

4-7'[80

sehingga

%y 9%y a*Y 2m, e? 1
0x2 ' ay? ' 9z2  h? (E * _>¢_0

4rte, r
92 N 92 N 92 2m, [ e* 1 _ZmeE
0x%  dy? 0z2 v h? \4ne, r V= h? v
n? [ 92 A 92 N 92 e? 1 E
2m, \ 0x2 ay2 0z2 <} Ame, T v==Ey

(o - Y ) = By ©1)

2me 4n£ T

Jika persamaan (B.1) diubah ke dalam koordinat bola, maka operator V2 diubah ke

koordinat bola menjadi

V2o 16( 6)+ 1 6( 06) 1 92
r2or\" ar) " rZsing 90 S 00) " r2sin20 \ 9¢p?

sehingga persamaan (B.1) atau (2.11) menjadi

R (10 Za) 1 a( ) 1 (az)
2m, <r26r (T' or +r 2sing 96 sing r2sin260 \d¢ 2 ¥ 41150 l/) =Ey

h zfrie r%{air (rz Z_zf) a sni o aae (sm 2 ae) - siiL 9 ((’127#2)} B (41rs r 1/)) Ey (B2

Selanjutnya, untuk mendapatkan solusi bagi persamaan (2.11) dilakukan

pemisahan variabel y(7) = ¥ (r, 8, @) sebagai berikut

Y(,0,0) =R()O6)D(p) (B.3)
dengan memanfaatkan turunan parsial, maka persamaan (B.3) jika diturunkan
terhadap r, 6, dan ¢ akan menjadi
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W _ 9 — 00X

2 =_ROD = 00 (B.4a)
M _ 9 _ pp%e

0 = % R@dD—RCDde (B.4b)
o _ 9 ROD = R@d(D

dp 0@ - do

%y a do d*®

W—@R@@— RQd(pz (B4C)

R 1 (o zaw) 170 ( 61,[)) 1 621,11} ( e? 1)
— —1—|(r*—)———(sinf—|) — —t—\E - =
2m, r? {ar( or sin 6 90 S 969 sin 6 ¢ 2 +4n£0r Yy =0

ol (750) + s (S 050) + gt} + (E+im)w =0 (BS)

dengan memasukkan turunan fungsi y yang telah didapat dari persamaan (B.4a),

(B.4b), (B.4c) ke dalam persamaan (B.5), maka akan diperoleh

o (P50 * e (sin 05) + g ) + (B +55-7) RO® = 0 (B

persamaan (B.6) dapat diselesaikan dengan mengalikan (2m, r?/ h%) dan

membagi ROD ke semua ruas, sehingga akan didapatkan hasil

1d za_R) 1 i(- d_@) 1 d2%e Zmerz( ez)_
Rdr(r or) Yomeag SN055) Y omzpaer T e Bt )=0 (BD)
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LAMPIRAN C. SOLUSI RADIAL ATOM HIDROGEN

d ( 2dR) 2m,r?

e?
EFE 72 <E+ )R:£(£+1)R

4dmte,r

dengan menggunakan pemisalan

8m, |E[\"/*

d ( ,dR\ 2m,r? e?
E(r —)+ E+ R—£(£+1R=0

r h? Ame, T
1d<2dR>+2meE e? £(£+1)h2R_O
rZdr\" dr h? Amte, T 2m,r? y
e? £(£+1)h?

Egl

S T (,02 d—R) i
8melE[\™ 2
( mhe| |) p2dp dp h

Persamaan (C.1) dikalikan dengan (

h

8me|E|
h2

2 ap\P o) T HE T ame, p 72 \ B2

karena E = —|E|, sehingga persamaan di atas dapat dituliskan menjadi

1 d<p2dR> [ 1 e? 1m,

p2dp dp 4 2me,p h

persamaan diatas dapat disederhanakan dengan pemisalan A =

sehingga persamaannya akan menjadi
1d/,dR 1 2 2(+1)
(2 [-24 2 HEDN g

p2dp\" dp 47 p  p?

1 d (p2dR) _ et 2_1\p =
p2 dp (,0 dp) p? R+ (p 4)R =0
Untuk daerah tak hingga (jauh sekali)

d’R 1

=~ —ZR=0
dp? 4

-1z~ =il
ame o (22l ) 2m, (225lEL)  p2
_1 - -
) sehingga akan diperoleh

1d (pz dR) [E e? 12m, <8me|E|>_1/2_{’({’+1) o

(£ +1
(8m, |EN) /2 —%lR ~ 0

57

] =0 (C.1)

)1/2’

(C.2)
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dengan solusi
R~ e P/?

Untuk daerah asal (pusat koordinat)

U (p)
R(p)= —=
() )
dR_d(U)_ldU 1
do dp\p/ pdp p?

d (2dR>_d[2<1dU 1U)]— d*U
o \P ap) T apl? pap " p2 )1 = Pap?

Persamaan (C.2) akan menjadi

d?u 2(£+1)

dp2 pZ

A 1
U+ (S-3)u=o ©3)
kalikan persamaan di atas dengan p? dan ambil limit mendekati nol (pusat

koordinat)
2

li Gl £(£+ 1)U + ApU 12U = (Wi
im pU—2p =|p 02

2
p—0 p de
d’U (¢ +1) o
dp? p2
solusi persamaan di atas adalah

>—€(€+1)U: 0

£+1

_U_
R (p) = R

U=p

dengan menggabungkan solusi R pada daerah tak hingga dan daerah pusat
koordinat, serta fungsi umum terhadap jarak, maka diperoleh

R(p) = p’e /> L(p) (C4)
atau U (p) = p**le™"/ L(p)

di mana L (p) merupakan sebuah polinomial yang bentuknya

L(p) = ag+ a1p + azp? + -+ asp® atau L = Y2y a, p° (C.5)
dengan ap # 0

Untuk suku pertama persamaan (C.3), penyelesaiannya
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2

d<u p 1 p
;ﬁ;-_.L(p)[e(e4-1)pf 1 —7-(44-1)pfe‘f4-zpﬁ+1e‘7]

d*L(p) d*L(p)
+ S [ate + vyptes o] + L o)

Persamaan (C.3) menjadi

L(p) [l’(f +1)ptle 7 (£ + 1)p’e 4l /0’5”rl "] +—L= (p) [2(¢ +

_ _ dL _ 2(0+1 1
Dpler/2 — pttle=ni2] +#[p“1e p/2] — % U+ (;_Z)U = 0(C.6)

kedua ruas terakhir pada persamaan (C.6) tampak konstan, sehingga dapat

diselesaikan dengan

2+ 1) A1
—=U = (———)U = konstan

p* p 4
tE+ 1 _2

)7 ap
(£ +1

( ) L2

p 4

Persamaan (C.6) dapat disederhanakan dengan mengalikan semua ruas dengan
p“’e_%, sehingga didapat

d?L dL

d—2+{2(€+1)—p}5+{ﬂ—{’—1}L=0 (C.7)

Substitusi persamaan (C.5) ke dalam (C.7) dan koefisien p° sama dengan nol
(s+Dsag 1 +2+1D(s+Dagy; —2sa,+[A—2(f+1D]a, =0
Agiq1[s? +s+26s+20+2s+2] —a,[2s—A1+2£+2] =0

Agi1[S2 +s+20s+ 20 +25+2] = ay[2s — 1+ 2¢ + 2]

Aop1 [2s — A+ 2¢ + 2]
a;, [s2+s+20s+ 28+ 25+ 2]

a1 2(s+f+1)—4
a, (s+1D(s+2¢+2)
Jadi secara umum rumus rekursi didapatkan

_ s+f+1-2
TS T G DGs+22+2) "

Deret (C.5) harus bernilai terbatas dari s. Dengan kata lain, pada rumus rekursi

ketika s — oo dan as+1 — a¢/s, maka p — o dan L (p) — €” akan divergen. Untuk
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membatasi ekspansi deret (C.5) setelah suku s + 1, maka yang memenuhi deret
batasnya adalah A = s + / + 1 = n, dengan n adalah bilangan bulat positif. Nilai s
dapat diasumsikan nol, sehingga nilai » >/ + 1. Dengan substitusi nilai 1 = n,

maka persamaan (C.7) menjadi
d?L dL
W+{2(£+1)—p}E+{n—(€+1)}L=0 (C.8)

Persamaan (C.8) merupakan bentuk dari polinom Lagurre Terasosiasi.
d2 P p

q P _
—-p} — —p}P =0
pdp +{p+1-p} dp+{q p} Lq
Polinom Laguerre Terasosiasi dapat diselesaikan dengan rumus Rodrigues
q! dt .
L5 (p) = ef —(e7Pp?7P)
P = q=—p apr P

Fungsi U (p) diberikan oleh U(p) ~ e ?/2p**1 12541 (p) dan karena R (p) = CAC))

sehingga

R(p) = Rue(p) = Nye 2 pt L2 (p)
Nn merupakan konstanta yang dicari melalui syarat normalisasi gelombang

o0 T 21
j ] ] R2,(r62, ()2, (p)r?sin@de db dr = 1
9=0Jp=0

karena fungsi R (p) hanya bergantung pada p yang didalamnya mengandung

variabel r, sehingga normalisasi yang digunakan hanya pada integral bagian radial

f R:,(r)r?dr =1
0

jow =e(p) (p%) ﬂdp =l

na
o N "je ppze+2(L2£+1) dp =1
0
nao 2n [(n+ D'
(n £—1)!

S n—t—-11]"
N = [(nao) 2n[(n + 1)!]3l
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el
R, = [(

2

3 (n—¢—1)!

nay

)
nag

)

1/2
3 (n—e-1)

2n[(n+ 1D!]3

/
2n[(n+1)!]3]

1/2
l e P/2pt L2 (p)

r

£
- 2r 20+1 (21
e nag (_) L _
na n+/{ nag

)

61
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LAMPIRAN D. SOLUSI AZIMUT ATOM HIDROGEN

Alasan penggunaan konstanta -m® karena pada konstanta m® didapatkan
bahwa untuk posisi yang sama, nilainya akan berbeda.
Konstanta m?
— 2
W =m*®P
D?® = m?®

o "

do
do B

o _
B~ mde

*do j‘l’
—=m| do

o, P 0

()

In— =
nq)o me

mao

O = Pyetme (D.1)

Dengan memasukkan sudut ¢ = % ke solusi (D.1), sehingga

D(9) = Gpe*" (5)

kemudian ketika sudut berputar sejauh 2w, maka

s
®( + 21) = Boe™(6727)
Terlihat bahwa nilai dari ®(¢) = ®(¢ + 27), sehingga konstanta m? tidak cocok
sebagai solusi persamaan azimuth.

Konstanta —m?

d*® ,
W = —-m-P
D2® = —m?o

D =+4+im
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@ _ )
d(P—_Lm
d(D—+' d

g~ Timde

*do ¢

—=iimf do

o, P 0
lna=iim¢

0
O = Ppetime
O = ye™? + Pye™?

Ambil operasi positif, sehingga

. . 2
o = (d)oe‘m"’ + q)oe_lm(p) X E

eim(p IR e—im(p
@ = 204 x (—)
2
® = 2d; cos(me)
® = A cos(mo) (D.2)

Dengan memasukkan sudut ¢ = g ke solusi (D.2), sehingga

®(p) = Acosm (E) = l\/§

6 2
kemudian ketika sudut berputar sejauh 2w, maka
T 1
®(p + 2n) = Acosm(g+ 27‘[) = E\/g

Tampak bahwa nilai yang didapat sama antara ®(¢) dan ®(¢ + 2x), walaupun
sudut telah berputar sejauh 2n sehingga konstanta —m? cocok untuk solusi azimut.

Untuk menentukan besarnya @y, maka solusinya harus dinormalisasi
2n

J O ddp =1
0

2n ) _
f Dpe MO Pyelmede = 1
0

2n
f O3 de =1
0
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2n:
0

®3[2n] =1

Dilo] 7 =1

sehingga solusi azimut ternormalisasi adalah

ime

1
O () = 7=e

64

(D.3)
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LAMPIRAN E. PEMBUKTIAN FUNGSI GELOMBANG ATOM
HIDROGEN

Berikut ini akan dijabarkan mengenai pembuktian fungsi gelombang atom
hidrogen yang ada pada Tabel 3.2

1. Fungsi gelombang untuk n =1

Fungsi Azimut

1
Dy (9) = =€

V21
m=0
Dy () = A et0v = =
V2T V21
Fungsi Polar
2041 (b—mD'J 1 d +iml
Om () = € |5 Gy [z (1 ~ 0™ -y (cos?6 — 1)
| =0
20+1 (0-0)![ 1 d 04
o= j oo o 1 050" g (o320 = 1)
- ===
A 7
Fungsi Radial

3 ap " | 1/2 - ?
[ S (2 (2
nay,/ 2n[(n+ 1)!]3 nay/ " \nay

—1)2(+1 2r +¢ 2r n—~—1
(2041 2r :( DT (n+£)! e d" o 2r
n+¢ €

n+{

na, (n—¢-1)! y p 2r na,
(n_ao)
n=1
2r\  (=1)20*t1(140)! 2= gito _2r 170t
4()- e
a (1—0—1)' d 2r + ag
()
2r _ar
= (—1)e% e ao

d ()


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

L (2T 2r( _2r
Ly (a_) = —e%|e 2 |=1
0

i 3¢1—0— 1?2 - 0
) aror] () 4G

2. Fungsi gelombang untuk n = 2

Fungsi Azimut

1 g
(@) = =€

V21
m=0
Do) = o=et = —
V2T V2T
m=z=1
D,1() = Leii(‘o
\ V2m
Fungsi Polar
_ ,2£’+1 —mD!'T 1 9 5 dtHml 5 A
Bt’m(e) =€ 2 @tm))! [2{,7 (1 — COS 9)|m|/ m (COS 0 — 1) ]
I=0danm=0
20+1(0—-0)!] 1 — qd 0+0 , .
000 (6) 2\/ 2 (0+0)! I200! (1= cos®8)%/% o —rag (cos’0 — 1)
- ==
V2 V2
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I=1danm=0
2141 (1-0)![ 1 2 N0 1+0 1
= — /2~ 20 _ 1
®10(6) \/ 2 @tz s O g T (0570~ 1
2141 (1-0)![ 1 2 N0 1+0 1
= - /2 = 20 _ 1311
\/ 2 @+ oy |z & TS O s iag (s 8~ )
_ 3 x 1% 29 —1 ]
212 dcosH(COS )
= AL X1X2 6]
= Al cos
= ECOS
I=1danm=1
21+1 (1-D!'[ 1 1+1
— (=11 1 — cos20)1/2 2
0;1(8) = (1) \] 2 (1t 1)!I211! (1 —cos“6) Teos 171G (cos?6

- 1)1]

31
2 2|21

1
1 (1 — cos?6)1/2

1
o (1 — cos26)1/2

1

d 2
(1 — cos?6)1/2 s O (cos?6 — 1)1l

d
dcosOBdcosf

(cos? — 1)1]

d cos

HZCOS@]

[(1 - cos?6)1/?]

[(sin?6)1/2]

67
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V3
0,1(0) = —7sin V)

I=1danm=-1
21+1 (1 —|-1P![ 1
_ = 1
by 4
2 -11/2 2 1
— COS 3) m(cos 9—1)]

f[(l—coszé?)l/z]
\/7[(51n 9)1/2

0,.1(0) = 731n9

Fungsi Radial

3 —¢?—-1)! L2 r £
Rn{’ S ( - ) (n 4 1). e_m (Z_T) LZ{i:—él (2)
nay/ 2n[(n+ 1)!]J3 nag) " T

_1)2¢+1 2 n . 5 5
()
n nay (Tl —f— 1)' J 2r n+f na,

(7zz)

n=2danl=0

r -D'@+0) . a2t T a\2-0-1
Ll (ao) 2-0-1)! e P (L)2+0 le o (—) l
Qo
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1\ @=0-D11" o r\0 o
el Sl )
\a/) 22[2+ 0T o) 12\

@zl -3

=|\— 0 X ——

\ay) ax23| °© o
( 1/2

~Garl2~ Gl

n=2danl=1

ry (=D +1)! o gt L 221
L3 (a_o): 2-1-1) "“‘)d(L)zﬂ le a0 (—) ]

_ ey o Al l_ar_o(iﬂ
=1 e d(L)g e 7

Qo

r o d d d _r
== —68“0 e o

4(z)(5%)? (&)

r r _r
L3 (—) = 6be%e % =6
Qg
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. '(1)3 2-1-11" _%(r
= —_ ) — ol —
2= \g) 22[+ D] ¢ \a
() ] ()
= _ 0l—
\ay/ 2.2[(3)!]? ag
BE
= _ 0l—
\ay/ 4[6]3 2 ao
R
= —_— —i ol —
\a,) 26| ° ' \q
B
— _ 0l—
\a,/ 2223] ° ' \q
_ 1 3 1 1/2 r ..
ICE
| Ao 3 agp
) e ()
= — = of—
| Zao 3 € ag
=;L —r/2ag
V3(2a0)3/2 ag
8. Fungsi gelombang untuk n = 3
Fungsi Azimut
o ((p)zieiﬂup
N V2m
m=0
D (@) AN et 0 _ N
\V2m \V2m
m=+1
b q(@) = Leii(p
- V2w
m=z2
®1y(g) = et

70
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Fungsi Polar

N Y I AR PN R 2n  ne
@),,am(e)_e/—2 —(f+|m|)![zfé! (1 = cos?0)™I/2 — 0 (cos?6 — 1)/]

I=0danm=0

2.0+ 1 (0—0)!
900(9):6\/ 2 (0+0)!l200!

0+0

d cos 0199

(1 — cos?6)%/? (cos?6 — 1)Ol

~ @
V2
I=1ldanm=0

N
sl -

Bpo(0) =

21+1 (1-0)!] 1 d 110 1
010(0) = J Q=L (1 - cos20)?2 2" (cos26 — 1)!

(1+0)![211! d cos 1109
2141 (1-0)![ 1 d 110 ]
1— 2pN0/2 % 29 _ 1)1
\/ A+ 0y [z & s O s g (0576~ 1)
-1><1>< d 20 1]
2 12 dcostﬁ?(COS )
1
\/7—><1><2c059]
2
=\/;cost9
I=1danm=1
21+1 (1-1D!'[ 1 1+1
— (—1)\1 ) 29\1/2 2
011(6) = ( 1)\/ > (1+1)![211! (1 — cos0) " —— 73, (cos“0
_1)1]

31
= — /——I211| (1- coszé?)l/2 S 20 (cos?6 — 1) l

d d
=—/— 1 — cos?9)/? 20 —1 ]
4 [2 ( cos”0) dcos6Bdcosb (cos )
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3711 d
B _\/; [2_ (1 - cos?0)"” dcos6
3
= —j; [(1 - cos?6)1/?]
-

V3
@11(9) = —7Sin9

I=1danm=-1

21+1(@A—|-1D!] 1
91—1(9) = E\] i ( | D [211] (1

2 (+]|-1D!

1+]—1]
— cos2g)I-1l/2 4

31
= ’——lzlll (1- coszé?)l/2

d cos 1t1-1lg

(cos?8 — 1)1]

T (cos?6 — 1) l

\/7[(1 — cos?6)1/?]
\/7[(sm 6)1/2]

0,_1(0) = 7sm9

d d
= s 29 1/2
\/; ( cesh) dcos@ dcosf

/3 d
= |[=]1=(1 - 2n0\1/2 2 ]
( cos“0) o cos 0

(cos?6 — 1) ]

72
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I=2danm=0
22+1(2-0)! 5 av0 d 20
= — /2~ 209 _ 2
©20(0) \/ 2 (2+0)!l222! (1= cos™0) " o5 730 (050~ 1)
_ 511 d - 12]
]2 [8 dcosOdcosh (6o )
I N 4cos@ 29 1]
= |2 |18dcose (o )
_ 2[R 3cos?6 1]
= 13 _2( cos )
5
@20(9)=\/;[(3C0529—1)]
| =2danm=1
22+1 (2-1)! 2+1
— (=1)! 1— 29\1/2 2
0,1(0) = ( )\/ > (2+1)!l222!( cos“0) Toos ZFg (cos?6

- 1)2]

= —ﬁ [1 (1 — cos?6)1/? < 4 d (cos?0 — 1)2]
2618 dcos@dcosfdcosf

- _\/:I (1 — cos?g)1/2 d czs 0 <dcc()15229 (o 1)2>l

= ——\/7[8 1—coszt9)1/2

= ——\/7128 [(1 - c0529)1/2

= ——f[(l — c0s20)1/2(2 cos 0)]

(12c0529 — 1)]

(cosZB - 1)]
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— (sin%0)/2 cos 6

I
1 o

ﬁﬁ

—sin 6 cos 0

I
N W

sin @ cos 6

5—sin @ cos 6

0,,(0) = — |—sin6f cos O

U1 AW -M@

| =2danm=-1

2 @2+|-1D!

2241 C2—-|—-1PD!' 1
92—1(9):\/ R b [222!

b 1)2]

_ 51[1(1 29)1/2 d d d 29 12]
]2 618 €03 dcosé’dcos@dcosé?(coS )

5 1|1
_ ’___ o <2a1/2
5 2.3[8(1 cos“6)

1— 29 1/2
\/7[8 cos“0)

== |=12=[(1 — cos? 1/2
2\/7 8[( cos“0)

= g\/g [(1 = cos?8)1/2(2 cos 6)]

(1 — cos?p)I=11/2

(12c0329 — 1)]

; (cos?6 — 1)]

24+|-1]

d cos 2tI-1lg

(cos?0 — 1)2>l

74

(cos?6
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_ 6 /5
2 . 207\1/2
=113 (sin“6)*/< cos
35 0 cos 6
=5 3sm cos

= sin 6 cos 6

= [5—sinfcosB

ﬁm’
Sw O

15
0,_4(0) = Tsin 0 cos 6

| =2danm=2
0,,(6) = (—1)? [PAXLC=D 1\ oo 242 .
2289) = 2 2+2)|222 €0s dcos?i2g (€O
o 1)2]
[ (1- 0) d d d 29 4 2]
2 (4)' 8 cos® dcosB dcosOdcosbdcosB (cos )

1 ’5 d a3
~ 3 ?m[(l_cos )dc059<dcos39 (C0529_1)2>l
\/7[(1—c0529)
—2451\/7(51n 6)
35 . 2g
=3 E(sm )

(24 cos 9)]
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1 (5
4\/3;(sm)

1
=2 V15(sin?8)

0,,(0) = \/%_5 (sin?6)

| =2danm=-2

22+1 (2—1|-2])!
0,-,(6) :\/ 2 (2+|-2)D! IZZZ!

24|-2|

d cos 2t1-2lg

(1 — cos?9)|—2l/2 (cos?6

- 1)2]

d d d
dcosBdcosfdcosbdcosb

[8( — cos?8) (cos?6 — 1)2]

2 (4)'

15 “ 0 d d’ 29 _ 12
82232 c0s*6) 755\ Geosza (0 )

(24 cos 9)]

dcos@

\1 59(_29)
=7 |320sin

1
= Z\/E(sinZH

0,,(8) = ? (sin?6)
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Fungsi Radial
Y

3 1/2
R, = (2) (n—*-1)! e_ng_o(z_r) L2e+1<ﬁ>
né nay/ 2n[(n+ 1)!]3 nag/) " \na,

[2+1 ( 2r ) _ (—D¥*(n+ o) 2 grtt l _2_r( o >n—f—1l
n+f

na na
n+f 8 e 0

e
na, n—-¢-1)! d(z_r) na,
nay
n=3dan1=0
—1)2.0+1 | 2r 340 2r 3-0-1
L13<2r):( 1) (3+0).em d - e_m<2_r)
3a0 (3 —-0- 1)' d 2r ) 3610
(m
(D)3 x2! . d d d 2 a
A 21 £ d(Zr)d(Zr)d(Zr)e (3_610)
3a0 3610 3610
L (2T 2r  d d 2r\ _2r _2r 2r 2
L3 (_) — _363610 2 ( )e 3a0 i e 3a0 (_)
3ao d (Z_r) d (Z_T) 3ao 3ag
3a0 3a0
2r 2r 2r 2r 2
— _363(10 d Ze 3a0 —e 3(102 <2_> + e_% <2_r)
d (Z_r) 3a, 3ay
3a0

2r 2r 2r 2 2r
= —3e3a0 g [Ze_ﬁ —4 <Z_r) e 390 + (2_r) e 390
2r 2r 2r 2r 2r
= —3e3a0 [—2¢ 340 — 4e 3a0 + 4 <Z_r) e 390 +2 (2_7‘) e 3a0
3(10 3(10
2r 2
_ ¢ a0 (Z_r)
3a0
2r 2r 2r 2r\%] _z2r
= —3e3a0 |-2 — 4 + 4(—) +2 (—) - (—) e 340
3a0 3a0 3a0
—-al-or6(20) - (Z)
B 3a0 3a0

3 3—0—1n 1" _r
fao = [(320) e 0;!);3] ) 4 e
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B ( 2 )3 2
"~ [\3a,/ 2.3.33.23

1/2

T

“Tag x —3 6+6<2r> <2r)2
¢ 3a0 3a0

11,131 [ 4r 412
] 30 % —3 |6 (—)— i
9 _<3a0) ¢ B <9a(2)>l
11,131 [ 4y 412
==l 3a0 x —6(—1 ( ) —
3 _<3a0) ¢ BT (54a§)]
133 4y 412
= 2 (—) 3agp 1 = (_) +
| 3aO ] ¢ I 6610 54a%
R 2 A 2r 2r 2r2 /3y
0= Ba)Z\"  3a,  2742)°¢
n=3danl=1
132141 2 3+1 2 3-1-1
Li(Zr)=( 1) (3+1)!ﬁ d e_%<2—r)
3a, B3-1-1)! d 2r\3t1 3a,
(3)
2r 4
= —24@%‘1—4 e ( Zr)
d ( 2r ) 3ay
3a0
2r d d d _2r /o or
= 24630 ——— [e 3ag (3_>
Qo
& (Sao) 4 (3a0) 7 (Sao) = (3a0)
2 2
= —24‘€ﬁ > Cé (; [e 3ar() —e 3a0 ( 2r >
r r r 3a,
d (3&0) d (3(10) d (3a0)
2_7‘ d r 2r 2r 27
= —24e3% —e 300 — g 3ap 4 ¢ 3a0 ( )]
d (Z_T) d (Z_r) ! 3a,
3a0 3a0
2r d - 2r 2r , or
=S 2r 2r =2e Trteiao (3 )]
— Il i 8 aop
z (3(10) d (3610)
2r - 2r 2r 2
[ 3a 3a 3ag — 3a
chettt d (Z_r) _Ze the Tome (Bao)]
3a0
2r d o _2r _2r /2y
= —24e3a0 3e 3a0 — e 3ao (_)]
d (2_7') L 3ao
3a0
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2r
——24e3a0[ 3e 3a0—e 3a0 +e 3‘10( )]
3a0
2r _2r
——2463%[ 4+( )]e 3ag
3a0
5 () = 244 (5 )|
3(10 3(10
— — | r
Ryy = (2) 3-1-1! e-m(Z_r) LZ(Z—r)
3a,) 23[B+ DI 3a, 3a,
() ]« (&) esfo-(Z2)
0
34, (4)'] Gy a
() rersres] o (@) afs- (2]
= 0
\3a,) 2x3x8x33x25x13| °  \3a 3a,
24f/ 13 1 1Y%, 2r 2\ T
- 7|2 Ga) e~ Ga)le ™™
32 3(10 2 X 42 X 4 3(10 3(10

2411 (1)311/2 8r 4%\ =
_ s - I ¥ Syl 0
3222|\3ay) 2| \3ay 9a2)°

3[f 1\ 1] 8 r T\
6 55
9(\3ay/ 2| 3\ay 3a3
8(1)311/2 roor2\ _r
= — —_— —_ —— e 3a0
9|\3a,/ 2 ay 6a?

p 8 <r r2 > 4 )
——— e — — — e
* T 9\2(3a,)%/2 \ a0 63

n=3danl=2
_1)2.2+1 2r 342 2r 3—2/1
LS(Zr):( 1) (3+2)!em d e_%<2_r)
>\3q, B3-2-1)! 42T 3+2 3a,
(E)
—1)5 2 5 2 0
=( 1) (5)!eﬁ d e_ﬁ(z_r>
(0)! d 2r\° 3ay
(3a)
5.4.321 2r.  d° _2r
—_— — eSao [e 3a0

5
L al)
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R3, =

2r _2r
= —120e3% x —e 340

2r
—) =120

3(10

1/2 2

- (32()) 2. ((();')' l 6_3’;#‘)(3272) x 120

=120

120 (1)3 1 a2 o
= 0
5x32x4x2[\3a,) 2x5| 9a2°
1204, 1\3 11572 _r_
 CEE
3609|\3a,/ 10| a2

14(1 3912 o
3ay/ 10| a}
4 r2

—16;
27v10(3a,)3/2 a§

—r/3ag

2 1
(3a0> 2><3x53><43><33><23><13l

3 — —
- (320) 2(2 (32+ 2;)'] = (32;0) L3 <_

80
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LAMPIRAN F. OPERATOR MOMENTUM SUDUT DALAM
KOORDINAT BOLA

AZ
(r, 6, @)
o r |
_"\ E
= : — -
% e
@ :

Gambar 1. Koordinat Bola (Sumber:
http://www.met.reading.ac.uk/pplato2/h-flap/phys11_3.html).

Transformasi koordinat kartesian ke bola adalah

x = rsinfcose (G.1)
y = rsinfsing (G.2)
z =rcosf (G.3)

Jika dikembalikan persamaan (G.1), (G.2), dan (G.3) ke koordinat kartesian, maka

akan menjadi

r=(x? + y? + z%)1/2 (G.4)
cosf = (m) (G5)
tang = (i—]) (G.6)

Transformasi koordinat dari koordinat kartesian ke koordinat bola dapat dilakukan
dengan metode diferensial total. Jika terdapat fungsi y yang bergantung pada r,

cos 0, tan ¢, maka bentuk diferensial totalnya menjadi

dy = %dr + - f;/; ~dcos6 + m(:fw dtang (G.7)

Persamaan (G.4) dapat dituliskan sebagai berikut jika masing-masing diturunkan

terhadap x, y, z
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oY _ dYp or 0y  dcosO Jy Jdtang

= G.8
0x or oOx dcos 6 Ox dtang  Ox ( )
oY _ dyYp or dy dcos 6 oy Odtang (G 9)
dy o dy dcos 8 Ody dtang  dy '
oY _ dy or dy 0dcosB dy Odtang (G 10)

0z or 0z dcos 8 0z dtanp 0z
Persamaan (G.8), (G.9), dan (G.10) merupakan dasar untuk merubah operator

momentum sudut pada koordinat kartesian ke koordinat bola

. d 0 d .
1. Transformasi —, —, dan — ke koordinat bola
ox’ d0y 0z

. d
1.1 Transformasi P

Dengan menggunakan persamaan (G.8) kemudian fungsi y berada diluar ruas
perkalian sehingga

or 0 dcosf 0 dtangp 0

lp [Bx (37” dx dcos 0 dox Odtang ] ¥ (Gll)
Untuk menghltung dldapat dengan menurunkannya terhadap 06
dcosf .

50 sin
dcosO = —sinf 00

ad 1 9
dcos @ _sinea_e (G.12)
dtanp 1

dp  cos?e
dtang = cos2g do

3 2, 0

dtang eS¢ g (613)

dengan memasukkan persamaan (G.12) dan (G.13) ke dalam persamaan (G.11),
sehingga menjadi

a_a(++2)1/za+a z 1 9
ox =~ oyt or  \0x \(x2 + y? +zz)1/2 ~sin6 a0

+ aa_x (%) cos?¢ %l P
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[x d +( Xz y 1 6) y , 0
~lror r3 sin6ag)  x2 % ('06<p v
dengan memasukkan nilai x, y, dan z ke persamaan (G.1), (G.2), dan (G.3)

didapatkan hasil sebagai

9] rsinfcosp 0  rsinfcose Xrcosd 1 0
ax’ [ r ar * T2 sin 6 96
rsinfsing , 0
" 1r2sin20cos’g 0s"¢ %] v

B [ 20 d N cospcosf 3 sing 6]
P S aind ar r 00 rsinf dp

0 . d cosgpcos® 0 sing 0
— = sinfcosp — e — G.14
dx ¢ or & r a6 rsinf d@ ( )

1.2 Transformasi % ke koordinat bola

Dengan menggunakan persamaan (G.9) kemudian fungsi y berada diluar ruas
perkalian sehingga

ar 0 6 cosfd 0 dtang
l/) [By ar dy 0dcos @ 1 dy Jdtang ] l/) (615)
Substitusikan persamaan (G.12) dan (G.13) ke dalam persamaan (G.15), sehingga
menjadi
0 0 z 1 0
2 2y1/2 —
l'b [ Gt +<6y<(x + y? +zz)1/2> sin989>
a ,y :
+£(E) cos (p%llﬁ
y 0 < vz ) o7 > 1 ]
r6r+ 73~ " 5ind 89 "’a v

dengan memasukkan nilai x, y, dan z ke persamaan (G.1), (G.2), dan (G.3)

didapatkan hasil sebagai

d  [rsinBsing 0 +rsin65in<p><rcos€ 1 0 N cos’gp 0
ay = T ar r3 sinf 90 rsinfcosp dp
_[ B d +sinq)cos€ d cosp 0
Bl ™ T d60  rsinf dp

singpcosf 0 cosp 0

d PSR
3y sin@sing Sttt ” (G.16)


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

84

1.3 Transformasi ;—Z ke koordinat bola

Dengan menggunakan persamaan (G.10) kemudian fungsi w berada diluar ruas

perkalian sehingga

l,b [ar a acos 6 0 dtang d ]l/)
0z or 0z dcos 6 0z Otang

(G.17)

Substitusikan persamaan (G.12) dan (G.13) ke dalam persamaan (G.17), sehingga

menjadi

l/) (x + +z2)1/2 g —+ ] z - 9
Y 9z \(x% + y2 + z2)1/2 sin6 00
a ,y >
+£(z)cos gaﬁllp
|z 0 9 1 z%\ -1 0 +0
~|ror r 13 sm960 4
B [rCOSH 0 +1<1 (2)2) -1 6]
N r Or r r sin @ 00 ¥

2
Jika melihat pada persamaan (G.5), maka nilai G) = cos?6 sehingga didapatkan

hasil
% = 0059§+i(1—00529)—9%]¢
[ Jd 1
= _cosea+;(sm9 , Gﬁ]l’b
[ Jd 1
= cosea—;sme—]lp
9 =~ cosoL —Lsing L (G.18)
0z ar r 06

2. Transformasi operator momentum sudut ke koordinat bola
Setelah mendapat transformasi % % dan % pada persamaan (G.14), (G.16), dan

(G.18) serta memasukkan nilai x, y, dan z pada persamaan (G.1), (G.2), dan (G.3).
Langkah selanjutnya yaitu menentukan operator momentum sudut dalam

koordinat bola dengan memanfaatkan ketiga persamaan tersebut.
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2.1 Transformasi L,
L,=-in <yi - zi)
0z dy
I g 1 0
= —ih [rsm@sxmp (cos@ i ;sm 0 %>
d singcosd 0  cosp 0 )]

E“L r %+rsin9@

—rcosf (sin@simp

0 0
= —ih [rsin@sinfpcose —— ;rsin@sin(p sin @ — — rcos@sinfsing EP

or 20
esin(pcose d » cosp 0
& r a0 reos rsinf d¢

9]
= —ih [(sin@simpcos@ — rcosfsinfsing) 7

d cosfOcosp 0
— (ein2fci 28cing) — B S >
(sin“Bsing + cos“Osing) 30 sind 3¢

d cosBcosp 0

— i s > 2 DAl kbt |
Lh[ sing(sin“6 + cos“0) 50 sin@ 9

85

. \ d cosfOcosp 0
=i [—smq)% ~ sind %
L,=in [sinfp% + cotfcose ai] (G.19)
)
2.2 Transformasi L,
X ) d 0
L =—ih(s 5% ;)
) ] d cospcosd 0  sing 0
= —ih [rcose (sm@cosgo E + — 33 m%)

By ( 96 1 66)]
rsingcecose | cos aT' T'Sln 69

) ) d cospcosf 0 sing 0
= —ih [rcosHsmHCOS(p ar + rcos6 — 20 rcosf <ind %

d

0 1
—rsinf 0— no —sinf —
rsinfcos@cos 3 + rsinfcose - sin %0

9]
= —ih [(rcosBsinHCOS(p — rsinfcos@cost) 3

) d cosOsing 0
+ (cos?Bcosg + sin*Hcosp) 36 smf 99
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d cosBOsing 0
_ .2 29y 2 _ ZOOURRY U
= —ih [cos<p(sm 0+cos<6) 50 sind 2

~ : d N
L, = —ih [cosq) i cotOsing @] (G.20)

2.3 Transformasi L,
d 9]

E = — _— Yy —

z th <x dy ax)
_ 'h[ mo ('6' 6+sin(p60566+c05(p 6)
= —ih|rsinfcosg ( sinfsing — T

mBsi ( 0 0 +cos<pcos@ Jd sing 0 )]
— rsin@sing | sinfcosp —+ —M8MM— — ——
or r d0 rsinf dp

/ 'h[ n, . 9] g W g singcosf d
= —ih |rsindcospsindsing - + rsindcose 50
cosp 0 d

—<ind % — rsinfsingsinfcosg E

+ rsinfcose

. cospcosO 0 .. sing 0
— rsinfsing 1 B\Vag + rsinfsing

rsinf 0@
. . ) . ) : d
= —ih [(rsm Ocos@sing — rsin“fsingcose) 3

ah (sinBcosgasinqocosB — sinf@singcospcoso 39

d
+ (cos?@ + sin®¢) %)]
= —ih [O + 0 + (cos?p + sin’¢) i]
dp

;:-m% (G.21)
2.4 Transformasi L,

Ly=1L,+il,

dengan memasukkan L, dan Zy yang didapat dari persamaan (G.19) dan (G.20),

sehingga akan menjadi

- 0 0 0 0
L, =in (simp 30 + cotOcosgp ﬁ) +i X —ih (cosgo 30 cotfsing %>

9] 0 d d
=ih [(sin(p 30 + cotBcose %) + i (—Cosgo 30 + cotOsing %ﬂ
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0 0
= ih [(sin(p — icosg) 38 + cotB(cose + ising) %]
karena nilai cos + ising = e'? sehingga

> . _ _ 9] 9

L, =inh [(sznfp - LCOS(p)% + cotfe'? %]
 tosg-+ iy 4 e 2]
= f|(cosg + ising) = + icotBe P

=h [ei"’ 9 + icotfe'? i]
00 o
L, = he |2+ icotf —| (G.22)
+ a0 g -

2.5 Transformasi L_

~

1_=L&il¥
dengan memasukkan L, dan Zy yang didapat dari persamaan (G.19) dan (G.20),

sehingga akan menjadi

- d 0 0 0
L_=ih (simp 30 + cotBcos@ %) — i X —ih (cosq) Fr cotfBsing %>

2 [( B8 a0\ . ] i 0
= ih [(smgo% + cotfcosg %) ¥l (—cosqo% + cotOsing %>]
_.h[(. by )0+ 06( . )6]
= ih |(sing + icosp) o5 + cotd(cosg — ising T

karena nilai cosg — ising = e™*? sehingga
L_=in [(sin(p + icosgo)i + cotfe ™ i]
20 do
=h [(—COS(p + ising) i + icothe i]
a0 dp
= —h [(cosgo — ising) 9 _ icothe™% i]
a0 dp
=—h [e_i‘/’ 9 _ icotfe™® i]
20 (610

~

—i 3} . i
L_=—he ™ [% icotf 6(p] (G.23)

2.6 Transformasi L2
?=I0,L_+1I%2-nL,
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2

= he'¥ [669 + icot6 —] X —he ™ |— — icotf —] ( Lh—)
.0
— h(—lh%)
= —h? {e"‘/’ e o ie'e ¢ (—cscze 9 + cot® o )
002 310 000¢
+ei"’icot9<—le “”i+ iy g )
90 9920

@ cot?6 —“Pa —igp 0 h? 4 'hza
+ e'%cot —ie %+e % — W—H %

2 02 b, W0 d ,, 0 , 2 , 92
=—h al92+lcsc 9%+ cote@—wot 96<p+COt Ha—(pz —h 6_(p2
vinz 2
i 30
2 (97 2 2040 d . 8% , 0°
=—h 692+l(csc 6 — cot 9)—¢—l cot0%+cot 96(,02 —h 397
+lh2
+ + t@a+ t20 o h? 62+-h26
02 i —+co 50 co 352 352 i 30
e +tea+ t2¢92+az i
aez : oo g T O B0 T ap2  ‘ag
02 te + 2 02 N 92
692 e co a(p a(p
9° 92
— cot@— + (cot?6 + 1) —}
{a@z 2
o + tB + 2g 0
302 co csc 32
2[1 1ot
—h sin 6 96 (Slne )+sin266<p2 (624)


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

89

LAMPIRAN G. HUBUNGAN KOMUTASI OPERATOR MOMENTUM
SUDUT DALAM KOORDINAT KARTESIAN

1. Hubungan Komutasi Operator L, dan L,

[Ex'iy] = [yﬁz - ﬁﬁy;ﬁﬁx - fp’\z]

)= [Fin(y g5 255). = (5 =5
oy =T 5, T 25y ) T Pax T ¥z

[Le, L]y = [(—ih (y%— Zaa_y) X —ih (Z:_x_x:_z)>

o) e

[(Zaa_x_x%> (y(')z >]¢

ad (’) a0 6 a 0 a 0
= im2(y AR _¢)
9z ax 92" 9z 6y 0x 6y 0z

_(aa¢ o a9 oy aa¢>]

dx” 0z dx Ody dz” 0z dz 0dy

oY 9%y 9%y %Y Y
——im2 |22 - .
= (=iR) I(y dx tyz 9zox VX972 7 0yox o 0yoz

_( oy L, 0% W oy a%)}

2 oxaz axay G2 T dy = 0zdy

oy
.

0
Nl [y% B dy

= in2 [y gz - 5| v
N
= (—ih)(~ih) [ya—xa—]w

- W-in) [x5- -y 5]
= (lh)Lle
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[L.,L,] =inL,
2. Hubungan Komutasi Operator L, dan L,

[L,.L,] = [2p, — 2B, 2B, — P.. |

=2 [legz-x) < (e )]

[z <z

= inp|(zmx Pl 2 2 2T 2T
dx dy dx~ 0x dz 0dy 0z~ O0x

(aa¢ 0o W _ 0 aa¢)]
ayzax xay 9z > ox_ Ox yax 0z

. 9P 0% ) ) R
— (_ 2 b _ o2
= (=ih) [Z dy > oxay Yoxz ¥ azay+xyazax

[ 0%y 0% azw oy alpl
— | XZ

0yox X dydz Y2 ox? Yoz 0z Ty 0x0z

) d
d
= (W0 [y5 - %
d
= (W0 |y~ 25w

90
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3. Hubungan Komutasi Operator L, dan L,

[L..L.] = [%B, — 9P, 9D, — 2B, ]
[i E]—[—'h( 6_ 6)_,h( 6_ 8)]
2o =T ey T Yex) T Va2 T Yoy
(L v = || i == i)x"h( o~ i)
zZ) xlnb_ l xay yax ' yaZ Zay
'h( d a)x 'h( J a)
' yaz Zay : xay yax 4
= in[(xas—ya ) x (oo —2 )|
=R\ Ve X Ve~ ZplY

(05 -255) % (e35-35)
yaz Z@y xay yax v
) a oY a JdyP a oy Ja JdyP
— (_iB)2  Be AN R B s A S 44
= (=) [(x(')yy(')z x(’)yzay yaxyaz+y6xzay>
( a dy a dyY d 61/J+ 0 61/))1
Yoz ay  Yaz7ox  Zay ay T ZoyY ox

oY 9%y 9%y 9% 9%y
— [N 2 . Ul _ P
=2 Kx 0z Xy 0ydz 'y dy? Y oxdz tyz 0xdy

_(y %y, 9% 2y Y a%u)l

o 9z0y Y ozax dy? N Zox A dyox

= (—ih)? [x—Z —z—
= (—ih)(—ih) [x%— z;—x] ¥
— (i) (~ih) [z;—x— x%] "

= ihL, ¢
L, L] =inL,

91
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LAMPIRAN H. PEMBUKTIAN KOMUTATOR OPERATOR
MOMENTUM SUDUT DALAM KOORDINAT
BOLA

1. Komutator operator L, dan L,
[ix'ix]l/) = (ixzx - Z\';vcix)ll’

0 0 d d
= [{ih (simp 30 + cotOcosp %> X ih (simp 30 + cotOcos@ %»

. .0 0
- {lh (smqo 39 + cotOcosp %)

d d
X ih (sin(p 30 + cotBcosp %>}] Y
=0
2. Komutator operator L, dan L,
[Zy’zy]lrb = (Zyzy y Eyiy)‘p

(it (coso 5~ cortsing )
= —l COSQ — — cotosing —
\FT) Yo

0 d
X —ih <c05<p 39~ cotlBsing %)}

_ {—ih (cosga (')6_9 — cotBsing %)
X —ih (cosgo i — cotBsing i)}] Y
200 do
=0

3. Komutator operator L, dan L,

[EZ,ZZ]IIJ = (Ezzz - iziz)lp

—[( 2 'ha) (‘hax ‘ha)]
—La(pla(p—La(pLa(de
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4. Komutator operator L, dan L,

[Ex'iy]lp = (szy - Z'yz'x)l/)
— {0 (s 2 + corpeos ) x it casip 2 — corsing 2]
=it \sing 55 + co COS(pa(p in|cosp 25— co smcpa(p

0 0
—3—ih (cos — — cotOsin —)
{ T Y50

0 d
X ih (singo 30 + cotOcosp %)}] P

—hz{ .0 0 .0 ol 0
= Sing =5 cosp =5 — sing = cotdsing A

0 0 0 ) 0
+ cotBcosgp % cos® 30 cotOcosp % cotlOsing %} Y

hz{ 9 i + g to 0
cos<pagsm(p69 cos<pagco cos<pa¢

i Jd d ] 0 d
— cotfsing % sing F7 cotfsing % cotOcose %} P

9% oY 9%y
— 52 ) o : N2 2
=h {smqocosgo FYE sin go( csc 0 5 + cotf 380 )

0y 0%y
+ cotfcose | —sing 30 + cos@ 9090

0 92
— cot?Bcosg (cosq) % + sing a_g;/;)}

9% oY 9%y
— K2 M) —— 2 —csclp—L
h {cosq)szmp 502 + cos <p< csc 06 cot6 309 >

, ap %Y
— cotBsing | cose 30 + sing 9030

d Gk
— cot?Bsing <—sin<p % + cosg a—(:;)}

oY LR
_ 52 2 2 2
=h {( csc Ha +COt6696 )( sin“@ — cos“)

2

d000¢

d
+ cotf(cos? g + sin? @) — cot?0(cos? g + sin?p) %}
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0 0
= h2 {csczﬁ W _ cot?6 —l/)}

d¢ d¢
0
= h%*{csc?0 — cot29}—¢
do
= h2 a_lp
do
-~ o~ d
[Lx'l‘y] = h? B

5. Komutator operator L, dan L,
Ly, L = (LyL, — L,Ly )

: a d 0
= [{lfl (— coscp@ + sin @ cot0%> X —lh%}

W . a d
—{—lh%Xlh(—COS(p%+Sln(pC0t9%)}]lp

- 12 cos 0Lt sin gcoro 22}
= coscpaea(p sin ¢ co 6cp6cp¢

5 d N | [0 4 . d
—h {——coscp—+—smcpcott9—} Y

ao a0  do ao
9% 9%
2 .
=h {—coscpaea +sm(pcott9—a 2}

d 92 9 92
= h? {sinfp% — Ccos@ 6961120 + cotf <cos<p % + sing 6_(,02>}
oY oY
— 32 _cinm T _ i
=h ( sing 30 cotBcosp acp)

[L E]—hz( i to a>
v Ly | = sing = — cotfcosg T
6. Komutator operator L, dan L,

[L, L) =(L,L, - L.L,)yp

—[{ 'hax‘h(‘ 9 1 cotd a)}
= l a(p l Slnq) 69 co COSQD a(p

0 0
— {ih (sin(p 30 + cotBcosp %> X —ih —}] Y
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—hz{a' a+a to a}
= a(Psm(pae a(pco COS(pa(pl[J

hz{' 0 0 + cotf g a}
sm<paea(p co cos<pa(pa(pl/)

oY 9%y oY 0%y
2 : ; —_r
—h{cos<pae+sm<pa ae+cot9< sing - +cos<pa >

g4 92
— h? {sin(p 66(;/:0 + cotOcosp a_g;/;}

oY oY
2 .
=h (COS(p 30 singcotf 30 )

V /4 o 0
[L,,L]=nr (cos<p =0 singcotf %)

7. Komutator operator L, dan L,
[ix'i+]1/) = (sz+ - E+zx)¢

—[{'h(' a+ to a)xhi<ﬂ<a+' tHa)}
= l Sm(pOH co COS(pGQD e 69 LCO a(p

N 0 d d d
—Jpele [— 1+ ' O NG — —_
{he (60 +icotf (')(p) X ih (sm(p Y + cotOcosp 6(,0)}] Y

=i {sinwiei"’ a0 + sinwiei‘picot Hi + cotOcosg iei‘/’ a
20° 90 20 P, 90° 90

a . d
+ cotBcosgp % e?icoth %} P

— ih? {ei‘/’ isin<p P + e icot@cosgo %
30" ™30T ¢ 50 %G

. 0 0 : 0 0
iof y T
+e lcote—a(p sing 30 - (4 lCOte_a(p cotOcose —a(p}zp


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

96

92 . 0 02
= ih? {singoe”p o + isinge'? <—csc29—lp + cot 6 Ld )

002 310 000¢

oY 9%y
iel? —L 4 oo
+ cotBcosg <le 20 +e 6<p69>

-0 L
+ icot?0 cose <ie”” % + et 6_:2})}

. %’y o R/
— ih%de®sing — ip —csclo —L
ih {e sing 502 +e cosgo( csc“6 R + cotl 9000

. op %Y
+ ie' cot O COS(p% + sing 3090

. o %Y
. l(ﬂ 2 - e i
+ ie'?cot-6 < sing T + cosg 6(,02)}

. d § 0 \ d
= h? {—isin(pe“” csc@ % — cot?@ cospe'? % + e cospcsc? 3

. ap
+ ie'? cot*fsing —}
de

. d . d
= lih? {isimpe”” (cot?0 — csc?0) % + cospe'® (csc?6 — cot?0) lp}

g
. 0
= ih%e (cosp — ising) %
= ihzei(p e_i(P a_l/)
de
d
= ih? _1’0
do
A d
[Lx; L+] = th %

8. Komutator operator L, dan L,

[Zy'ZvL]l»b = (zyz+ - i+f‘y)¢


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

97

) 0 i 0 wl( 9 . 0
= [{lh(— coscp@+sm(pcot6%> X he'? <%+ Lcot0%>}
- {hei‘p (i+icot91)
200 dp

0 0
X ih(— coscp@+sin(pcot0%>}]1/)

=ihz{—coscpiei‘”i—coscpiei"’icote—
a6~ 06 a6 dp
+sincpcot9£e""’i+sincpcot@iei"’icote—}lp
deo 060 do dp
— ih? {—ei‘”icoscpi+ei‘”isin(pcotﬁi
a6 a6 a6 IO
g tea a+i¢" tea'n taa}
e?ico a(pcoscpae e?ico 6(,051 @ co e Y
9%y , oy R
— ih2 ) _ ip _% ip | _ 2p_ 1T
ih { cos @e FTH icosgpe ( csc Ha(p+60t0595(p>
0 L
+sincpcot6<ie“”%+e“p a(p—;’;)
oy 9%y
. . 2 . l§0_ lQD_
+ isingcot 9<Le 90 +e 6(,02)}
. b oY R
_ip2)_Lip L P o _ 2p_ T
ih { e coscp892+e smcp( csc 06¢+C0t9696<p>

. d Gk
—ie'? cot O (—simp % + cos @ 6(,0(;/)9)

. oY 9%
. 2 l(p e . __
+ icot“Oe <cos<p @ + sing 6(p2>}
0

— hZ{ ip 29_
l Lcospercsc a(p

oY . ayP .
s 2 ip T P o 2p_ T __ s 2 ip _r
sin@cot“fe 9 + e'? sin@ csc“0 30 icot“0e'Ycosp 6<p}
. d
= ih? {i cos @ e'? (csc?6 — cot?8) %

| )
— e sin @ (cot?0 — csc?0) —}
do
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j 0
= ih?e'? (i cos @ + sin @) 'azj
j 0
= h%e'¥ (— cos @ + ising) %

: ]
= —h*e'? (cos @ — ising) %

= —hlelP el a_l’b
o
= _le@
a¢
d

9. Komutator operator L, dan L,
[iz'z+]lp = (Zzi+ i z\'+Zz)¢

- [[Finx e (& + tcoro )]
= la(p e 90 LCO a(p

{re (35 +icoro 35) < -ing]
e \5g tico 30 Laq) "

_hZ{_i i(pi_i iQ: tei}
=1 a(pe 90 a(pe LCO a(p lp

oy O N
—in {_e“p———e“plcote——}lp

00 0@ 99 0
=% {_iei(p g_lg gl ;;—;/:9 —icotf <iei<p g_l(/p) + el %)}
— ih? {_ei(p aa(;_g)H —e?jcot 93271’5}
= ih? (—iei"’ g—lg + cot fe'? Z—Z)
= ih®e" (—ig—lg+ cotHZ—:/;)
= h%e'? (Z—lg+ icotﬁg—:ﬁ)

i 7T — K2,iQ d . d
[LZ'L+]—he %‘i‘lCOtH%
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10. Komutator operator L, dan L_

Lol lp= (LI ~LL)y

= [{ ( ) 50 + cotBcosg (')(p) X —he (69 icotf 6<p>}
- {—he‘i‘” (i —icotf i) X ih (simp 9 + cotfcose g
20 3¢ 20 F
= ih? {Simp ie‘i‘” 9 + sing ie‘i‘” icoth 9
P ART) 90 P
— cotfcosp —e™ 1% + cotfcose rs e %icoth i} Y
do a0 do do

— ih? {—e‘i"’ isin(p 4 e icoté?cosgo Y
290 °" 38 30 50

+e 9icot %sinqo ;—9 +e icotd % corRBos %} v
= ih? {e_i‘/’ sing E:Tl/; + isinpe ™ <—cscze g—l(/; + cot6 ;(:g;)

— cotfcosg <_ie_w ?)_lg y <’ ai:;#g)

+ icot?Ocosq <—i€_i<p Z—:/; iifen %)}

62

: . d
— ih? {—e‘“” sinq)—¢ — e “cosg <—c5(:29 d + co

002 10

. 5 L 0%
+icotfe ¢ | cospe™? + sing 3000

. d 92
+ icot’f e <—sin<p % + cosg 6_(;;/2)>}

. d -0
= ih? {—isimpe_”/’ csc?6 . d + cot?Ocospe™® d
2% 2%

. oy , oY
— e lo 20— 4 icot’Qe P sing —
e P cospcsc 0 9 + icot“Be "’ sing 6(,0}

to

99

Tk

4]

GRY)
¢59>
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oy

= 'hz{' inpe ™ (—csc?6 + cot?0) —
ih* jisinpe " (—csc“8 + co )E)(p

. d
+ cospe™® (cot?0 — csc?0) %}
= ih?e ¥ (—cosp — ising) %

. 0
= —ih%e " (cosp + ising) %

= —ihte i lp W
do
G,
= —ihz—lp
dg
I d
L. L ]= —th%

11. Komutator operator L, dan L_

~ ~

[Ly’z—]ll’ = (ZyL— e L—Z'y)d’

) d ) d o ad d
= [{—lh (coscp— — sm(pcoté?%) X —he ¢ (—— i cot@—)}

a6
—{—h —w(i_' tgi)
(2 30 Lco B

20 do

0 9]
X —ih (cos (D= sin @ cot 6 %)}] Y

0

= ih? i—iw__ i —ig ; i
= ih cos e cos e icoth

00

g . 0
—singcotd —e Y — + sin@cotl

L0 00
0

. .0
— ih? {e‘“” 5605 P55~ e " —sin @ cot —

a0 00

dp
0 01 ot 6 6}
a(pe ico & Y

[of0)

—lpg tBa a+ —ipj tea ' tHa}
e “%ico aq)coscp e “%ico agosm(pco Y

00

¢
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= ih? - __ T g —ip | _ 2
ih {cos pe 302 icosgpe < csc 9_8(p + cotf 3690
oY 0%y
— Q] il T —ip
sin @ cot 6 < ie 50 +e 6(,069)
. L0 0%
+ isingcot?8 (—le 9 v + e—io 6_<p2>}

, 9%y . oY 9%y
— jh2lel® — e o —csclo —L—
ih {e CoS @ 302 e smcp( csc 96(,0 + cotf 9000

. 0 92
—ie " cotl (—simp % + cos @ aq);pe)

. N 9%y
. 2 _l(p ML . P
+ icot“Oe <cos<p T + sing 6(,02)}

| d
= ih® {i cos @ e csc?0 %
Y

i t’0e " —
+ sin ¢ co e B

—i q 2 01/) o 2 —i
—e " sin@ csc*8— —icot“Oe "’ cose —}
dg dg
: d
= ih? {i cos @ e % (csc?6 — cot?h) i
de
. oY
+ e ¥ si t20 — csc?6 —}
e '’ sin (co csc“0) 20
= ih?e~ (i cos ¢ — sin @) 2
dg

. d
= h%e™ (- cos @ — ising) %

. d
= —h%e™% (cos ¢ + ising) %

= —h2e"Wel® %
d¢
= _hZa_lp
dg
- 0
[£,] = —n2 =

dp
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12. Komutator operator L, dan L_

(L. = (LI~ L)y

<[ e (s 2)
= la(P e 30 LCO a(p

{h‘i‘ﬂ(a j tea>x 'ha}]
e Y ico T [ 70 Y
=i a(pe 50 a(Pe ico 0
e 22 ticorg L)
ih“qje 363 e ico B0 0 Y
L0 0%y 0 0%
— ih2)_ ip ip — = Lo i
ih { ie 69+ 39000 icotd| —ie 6<p+ 307
2 2
_ Y Ao Y
— iH2 ip — Lp = s
ih {e 3090 e Lcott9a(p2
0 P
— 2( __ ip ¥ —lp
ih ( ie 30 cot Be 5 >
oY Y
— 2=l | _;_ T i
ihce ( 169 cot@a >
_ [/ 5¢)
— K2 ip _ N
h (69 lCOtgaq)

13. Komutator operator L, dan L?

Lo, L]y = (LoL? = 2L )y

o [ 0 d

= [{lh (smq) 39 + cotBcosg ﬁ)
- 1 a(_ea>+ i)
sin6a8\" """ 38 sin? 0 d?
n2 1 a(_ea)+ 1 92
sin6aB\" 98 sin? 0 d?

0 0
X ih (sin(p 30 + cotBcosp %>}l P
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. ] d d
= l{th (smgo 39 + cotbcosq @)
x —h? to— 8 32 Lo
Ot %50 662 sm2 0 dp?
h? | cotd — a az Lo
Ot¢ 50 692 sm2 0 d?

d d
X ih (sin(p T + cotBcosg £>}] Y

. a 02 a 1 0°
+SsnQ -5 +S

0 d
= —ih3 —cotf —
i {smfp 90 <° 56962 * """ 36 5inZ 6 o2

00

0 d o 0°
+ cotOcose %cotﬂ 30 + cotfOcosp — T 302

a 1 0?
+ cotfcosp — 30 5?6 9¢7 Y
0 92 9

0 0 0
3 e | i | - =z
+ih {Coté?aesmgo Y + coté?ae cotOcose B + 502 sing Y

+ s to 9 + L M
302 cotBcosg B | SIngB)a¢? sing EY:
1 02

0
+ Maqﬂ cotfcosp aq)}‘/’
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oY 0%y 3y

#3) i 2 ;

= —ih {smgo( csc 969 + cotf 002>+sm<p FTE

R

d000¢

. 2cot6621/)+ 1 3y
S\ " inzg 0p?  sin?6 00 0>

93y N cotf 03y
dp 002 €SP Sinze o@3

> + cosg cot?8

+ cos@ cotf

92 0 02
+ ih3 {cot@singa 6_015 + cose cotf <—csc29 4 + cotf v )

do d000¢
a3y 2 cotf AP Y 3%y
9 b L . 2 __r
+ sing FTE + cosg (sinze B csc“0 9000 + cotl 3¢ 002

o 1 . al/J_l_z 6Zt/)+ . 3y
sinzg\ >30T 2P 3009 T °"? 50002

cotd N R/ 93y
+ SinZd —CcosQ % — 2sing 6_<pz + cosg a_cp3
L. I?]=0
14. Komutator operator L, dan L?

Ly, I2]y = (L, L% = I°L, )y

0 0
= [{—ih (cos — —sin@ cotd —)
H 96 BT

x —h? | cot O 0 + o + L 2%
©tY%6 T 902 sin? @ d?

w2 (cot62 1 i - i
Y36 " 902 sin? 0 d@?

9] 9]
X —ih (cos a5~ sin ¢ cot 6 %)H Y



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

105

3 0 0l 0 0 9 1 o2
TSP a0 T % Phe 902 T P 5asin2 6 92

0
—sm(pcotH%cotHae

9 o 0 _1 &
_qu)cotec,)(p(,)e2 51r1((Jcot9(,M)51r12ea(p Y

73 {cotd g g t6 < to g + o g
— if? ot =z cos ¢ — co aesmcpco 30 50205 P55
92 g0, 1 @ 9
~ 55 Rl R WSRE om0 "% 25,

1 92 ” 0
~ sin2 0 92 e 2@ v
0y ‘P 0%
— ip3
= ih {coscp(—csc 669 +c0t6w> +cosch

2 cotd 621,b+ 1 93y , 20 0%y
sin%6 d@?  sin%0 90 0> Sing co 000¢

By cotl P
dp 002 Sln¢sin296@3

+ cos @ <—

— sing cot

92 d 02
—ind3 {cot@cos‘(p 6_011; — sing cotf <—csc20 g + cotf L )

do 000¢
RV 2 cot 6 oY 0%y 3y
- g — _2csc?
+ cos @ FTE sing <sm26 T csc“0 9000 + cotf 7d 662>

& oy . Ry 0y
sinza\~ %90 T <" 3000 T “°°? 50002

cotd P ¥, 0%y 0 93y
Sinze sm<p a COSQP —— a > sm<pa
L, 2] =0
15. Komutator operator L, dan L?

[L,, |y = (L,1% — 1L,y
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e Y P A M S
B lacp Y30 T 902 sin? 0 d?

h? t66+az+ Lo x'ha
Y36 " 902 sin? 0 9?2 ' 10 v
d d 0 0? o 1 072
Y

= i3 ]—coth—+ —— + — ~
! {acp EEPT: > @ 0672 N 0@ sin? 0 d?

3f g d 6+62 0, 1 92 a
S 000 00%20¢ sin?00d@?d@ v

2y 3P 1 9%y
= ih%{cotd
! {co 000¢ N d¢p 062 L sin? 0 6@3}

0%y 93y 1 9%y
— iHK3
i {Cow 309 90007 | sinZ0 a<p3}

[L,,I*] =0
16. Komutator operator L, dan L?

= hi‘f’(a+' t06>x h? t96+az+ TR
1" \Ge T 50 OtY 30 T 302 " sin? 0 92
h?|( cot@ g + % + . ol
O30 " 962 " sin? 8 02

xhi¢(a+' t06>
e Y ico T P
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Y OO INON N ISR I S
- ¢ 30 "0 ¢ 30902 T ¢ 305sinZ0a@?
2

0 d .
i t o t — i o ___
+icotfe a(pco 969+Lcotee 3¢ 902

+icotf w9 1 a
reotoe d¢ sin? 6 d? v

3 da . o0 g™ 0 02 0
4+ h’{cotf —e'? — 4+ cot0—icotfe'? —+—e'Y —

08 06 a0 dp 002" 06
+62't0i‘f’a+1 9° i(pa
gzt cotve 1) sin266cp2e 10
+ D & the g
sinzeacpzlco ¥ 10 v
: oY %Y 9%y
— —H3 )i | _ 2g_1 — 17 o
h {e ( csc Hae+cot6602>+e FTE

. 2 cotf %y 1 0%y 0%y
ip | _ 9 t29 ip T
te ( sin2@ dp? v sin?6 26 6(p2> e C 000¢

3 3
+icotfe'? % VI \; g0t i‘palp}

¢ 062 \ Ysin2g © GIO%:

N ] d 0?2
+ A3 {cot fe'? % +icotOe'® <—csczé?—¢ + cotb v )

1) d00¢
1 ei® % + jel® (i:ﬁ;;g—i—chcze aa;;l:p + cotf azgall()az)
Bt d)

[L,,I*]=0
17. Komutator operator L_ dan L?
[L_ 12y = (L_1* - L )y
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- h‘i‘ﬂ(a ' t@a)x n(cotgdy Oy L O
ol | A VT e " OtY 30 T 902 " sin? 0 92
h? | cotd g + o + L &
“tY30 T 967 " sinZ00¢?
x —Hh ‘i‘l’(a i cot O 6)
e 38 ico e, P

3 i O g .0 0 4 1 92
=h°{e™® —cotl—=+e™ ——=+e ¥ —

96 90 96 962 90 sin? 0 d¢?
— icotBe_i"’icotH—— icotfe —ﬁ
do a6 g 062

» & _ip G wl 0°
9PoLo 2 d¢ sin? 0 d? v

. a . 0 Jd » 2
—h’{cot—e ¥ — —cotf—icotfe™ —+—e ¥ —

a0 a0 a0 dp 0062 a0
az_te_i¢a+1az o
ez Ot7 € G510 sinzeacpze 10
1 9% N 40
—ma—(pzlcotee % P
= P 0%y i OV
= A3 {e 42 (—c5029ﬁ+c0t6—692>+e “”W
2 3 2
+e LA ¢+ o R —icot?fe™ 974
sin%6 d@?  sin%0 90 0> 000¢

—icot@e ¥

Py  cotd . 0%
. el
dp 00%2 sin?6 @3

L . d 02
—h3 {cot fei¥ dy icot@e @ <—csc29 » + cotf v )

06?2 10 000¢
93y (2coth Y 9%y a3y
—ip _ il - 9 2
+e e (sinZH 30 csc-0 3000 + cotf 30 662>
1 oY 9%y %Y
—ip T _ 2jpie —ip
sin2 0 (e 30 “'° 3809 T 30097

[ cot O -0 92 93
— tco e_l(p_llj_zl'e_up_l/)_l_e_up_lp
910 dp? o@3
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[L_,1*] =0
18. Komutator operator L, dan L_
[E+, E_]l/) == (Z+E_ - E_Z+)l/)
—[hﬁ¢(a+' tea)x h—w(a ; tea)}
= e 30 LCco a(p e 30 LCo a(p
{h‘i‘ﬂ(a j t@a)xhi‘/’<a+' taa)}]
e Y ico 90 e ico Y

20 9
= —h? {ei"’ ie_i"’ ol el? ie_i"’ i cot Hi
26° 96 ¢ 90 P
+ eicot Bie‘i"’ 9 + el cotzeie‘i"’ i}zp
do a0 do do
+ h? {e‘i"’ iei"’ 9 + et ie""’icot Hi
20°¢ 90 20 P

— e @icot Hiei"’ 4 + e % cot?0 iei"’ i}1/)
90° 8 a0

¢
h W & | oY R
— _HR2 ip ,—ip __ T _ s ip ,—ip | _ 2n0_ 1T
h {e e 502 ie?e < csc 06¢+C0t8696g0>

. oY 9%y
ip; e —ig
+e lcot0< ie 09+e 6<p60>

, .0 a2
+ e cot?0 (—ie‘“” —:/; +e —¢>}

> o2 S 0 92
+ h? {e‘“"e”" % +ie" P el? (—cscze—lp+ cotf L/ )

do d000¢p
. 0 9%
—e Picotl <ie“” —lp + e'? e >

FL d9a0

. ) 9?2
+ e @ cot?h (ie“/’ % + el® 6_gol/2)>}

d 0
= h? {—Zi cchB—lp + 2i cotze—lp}
de do
d
= 2ih%*{cot?6 — csczﬁ}a—lp
oY
= —2jh2 L
2ih 30
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)
S a1 oy
[L,,L_]=-2in?— P

19. Komutator operator L_ dan L.

L)y
= [{—he‘l (ai - LcotH—) X he'? (660 +icot 9—)}

{ ( +lcot0—)x—he_i‘p (%—wot@%)}]lp

~

[Z_, Z_l_]l/) = (Z:_Z+ L

=—h2{ ~ip 2 gip +e” i“’iei"’icoté)i
09 09 a0 do
—e‘“”icot@iei‘pi+e—i"’c0t29 ¢ el? i}1/)
do 00 6(,0 do

+ K {ei‘/’ ie‘“" i —el® ie‘i‘/’ i cot Bi
00 00 00 do

+e“plcotHie l¢i+e”ﬂcot Hie_“” i}1/)
do a0 do do

9%y I J oY %P
— K2 —iQ ,ip T o=l Ll | 2np_ 1T
h {e e 062+Le e < csc 06<p+60t0696<p>

, oY 24
—e g ip T 4 oip
N (le a0 y 6(p60>

, 0 92
+ e Wcot?f | ie — id + e — o
d¢ 0¢?

00?2 510 000¢

. 0P 24
ip; _ip—ip ~ T
+e lcot9< ie 00+e 0(p69>

. oY ) 621/)
ip 2 il il e
+ e cot-0 ( ie T +e 6<p2>}

K d 02
+ K2 {e“"e‘“" ) iel9e™io <—CSCZH—¢ + cotf v )

d d
= h? {21’ cscze—lp —2i cotze—lp}
dp dp

d
= 2ih*{ csc?*6 — cot29}—¢
do
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LAMPIRAN I. SIMULASI FUNGSI GELOMBANG ATOM HIDROGEN
DENGAN PROGRAM MATLAB VERSI R2014a

I.1 Fungsi Radial

a. Bilangann=1

a0=5.3;

n=0:0.0001:6;

r=n.*al;

pr=r./al;

R10=2.*((1./a0)"1.5) .*exp(-r./a0) .*10;
plot (pr,R10, 'linewidth', 2)

xlabel ('r = posisi elektron (al)")
ylabel ("R(xr) ")

title ('Fungsi Gelombang Radial (Abdul Rafie N.)"'")
legend('n=1")

axis ([0 6 0 21)

b. Bilangann=2

a0=5.3;

n=0:0.0001:10;

r=n.*al;

pr=r./al;

R20=(1./(2* (sqrt(2)))).*((1./a0).71.5).*(2-(xr/a0)) .*exp (-
r/ (2*a0)) . *10

R21=(1./(2* (sqrt(6)))).*((1./a0).71.5).*(r./a0) .*exp (-
r/ (2. *aO)) w10s

plot (pr,R20, 'r-',pr,R21, 'linewidth', 2)

xlabel ('r = posisi elektron (al)"'")

ylabel ("R(r)")

title ('Fungsi Gelombang Radial (Abdul Rafie N.)'")
legend('n=2,1=0"', 'n=2,1=1")

axis ([0 10 -0.2 0.8])

c. Bilangann=3

a0=5.3;
n=0:0.001:20;
r=n.*al;

pr=r./al;
R30=(2./(81.%* sqrt
(18.*(r./a0) (

(1./a0) .71.5).* (27~

) *
/ ( aO ~2))) .*exp(-r./ (3.*a0)) .*10;
) .

(3)))) .
*(r."2).
(6)))) .
(3.*a0
(30)))

R31=(4./(81.%* qrt (1./a0).71.5).*(r./a0).*(6-
(r./aO)) *exp -r./ ) *10
R32=(4./(81.* (sqrt (30 ) . (1./a0) .71.5).*%((r.”2)/(a0.72)) .*exp (-

r/(3.*%a0)).*10;

plot (pr,R30, 'r-',pr,R31, 'g-'",pr,R32, 'linewidth', 2)
xlabel ('r = posisi elektron (a0)")

ylabel ("R(r) ")

title ('Fungsi Gelombang Radial (Abdul Rafie N.)"'")
legend('n=3,1=0"', 'n=3,1=1", 'n=3,1=2")
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axis ([0 20 -0.1 0.41])

1.2 Fungsi Harmonik

L = input ('Enter the orbital L (L =0, 1, 2, 3, ...) ")

m L = input('Enter the magnetic quantum number mL (mL = 0, 1, 2,
3, ... L) ")

tmin = -pi;

tmax = pi;

numt = 511;

dt = (tmax-tmin)/ (numt-1);

t = tmin : dt : tmax;

$define cos (t)
z = cos(t);

$definite associated legendre polynomials

Plm = legendre (L, z);

A = Plm(m L+1,:)/max(abs (Plm(m L+1,:)));
B = -A;

fs = 10;

XA = A."2 .* sin(t);

yA = A."2 .* cos(t);

XB = B."2 .* sin(t);

yB = B."2 .* cos(t);

tml = "P({\itl}, {\itm})"*2 = P(';
tm2 = num2str (L) ;

tm3 = ', ';

tm4 = numZ2str(m L);

tm5 = '")"2"';

tm = [tml tm2 tm3 tm4 tm5];

%set (gcf, 'Units', 'centimeters', 'position', [16,6,12,11]);
subplot(1,2,2);

plot (xA,vyA, 'b', 'linewidth', 3)

hold on

plot (xB,yB, 'b', 'linewidth', 3)

plot ([0 0]1,[0,1.2],'b"','linewidth',2);

h plot = plot([0O 0],[1.18,1.18],"'"");

set (h_plot, 'MarkerSize', 8, 'MarkerFaceColor', 'b',
'MarkerEdgeColor', 'b'");

text (0.15,1.2, "{\1itz} axis', 'Fontsize', fs);

text (-1.8,1,tm, 'Fontsize', fs);

axis equal tight
axis off
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LAMPIRAN J. KOMUTATOR OPERATOR MOMENTUM SUDUT
DENGAN FUNGSI HARMONIK BOLA ATOM
HIDROGEN

.1 Harmonik Bola Yqq

a.  Komutator operator L, dan L,

(L0, 2, Yoo = (L, — L, L) Yoo
= [{ih (sin(p i + cotBcosgp i) X —ih (cosgo i — cotOsing i)}
a0 do a0 do
— {—ih (cosgo g — cotBsing i)
20 do

0 0
X ih (sinq) 30 + cotOcosp %)}] Yoo

hz{ 0 Yy 0 . Yy
= sing 50 <5 39 sing 355 ° sing —— o

+ coth 9 9o to g t0 aYOO}
cotfcosp a(pcosq) 59~ €0 cosqoa(pco sing 30

hz{ d Yy 4 0 - Yy
cos<paesm(p 59 T €059 55 cotbcosg — = 30

o 0 Yoo 0 d . Yy }
cotBsing a(psmgo 30~ ¢ sing a(pco cosp 90

—hz{ d Ja 1 gy (0 B i Jd 1
Slnwaecosqoag\/_ sing - co Slmpa(pm

Jd 1 0 61}

0
+ cotBcosg %cosq) %\/—_ — cotBcosp — o cotfBsing 90 Vs

2{ 9 9 1 9 9 1
~h

coso %smq) %\/—_T[ + cosQ %COtHCOS(p %\/T_n

i 0 Jd 1 i d ‘0 d 1}
co sm<pa smgom9 co sm<pa(pco cosp = o Ve

\/_
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= h® {simp 66_6 cosp(0) — sing :—0 cotBsing(0)
9] 0 _
+ cotBcose 7 cosp(0) — cotbcose % COtQSlTL(p(O)}
— h? {cosgo g sing(0) + cosp ico1:9cos<p(0)
a0 a0

0 0
— cotOsing %sin(p (0) — cotBsing % cot@cosq)(O)}
[iX'iy]YOO = 0
b. Komutator operator L, dan L,

[iyJZZ]YOO = (iyzz e Z,Zzy)YOO

) 0 ) 0 0
= [{lfl (— cos (p@ + sin @ cot0%> X —ih 6(p}

{'hax'h( 9 L té?a)}]Y
l a(p l COS(PaH Sln(pCO a(p 00

hz{ d Yo +6 tgayoo}
a(pcoscp 50 a(Psm(pco 30

hz{ Jd 0 1 I ‘g Jd 0 1 }
=h*{—cosQ—=——+sin@cotd ———
Pa600van o 5000 van

o 0 901 3 0 1}
3 coscpae\/_ 3 sin ¢ cot 6 o T
= h?{—cos ¢ (0) + sin @ cot 6 (0)}
—hZ{—i © +Lsi te(O)}
3 cos @ 3 sin @ co

[ZyJZZ]YOO = O
c. Komutator operator L, dan L,

[EZIZX]YOO = (zzix - ixZZ)YOO
—[{ 'hax'h<' 9 | cotd a)}
= i 20 ih|sing -7+ cotfcosg 30

0 0 0
— {ih (sm(p Y + cotBcosp %> X —ih %}] Yoo
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(L o 20 2 cotpcos )
= a(psmgo 50 a(Pco cosg —

hz{ d dYyo + cotd 0 ayoo}
Slmpc’)@ 30 cotfcosp — 30 30

hz{i i—+i to 0 1}
= Sln(pag\/_ a(pco COS(pa(p\/_

) d 0 1 d 0 1
—h {smgo @6__ + cotOcosp ———}

Var 09 00 /4x

0 0
_ 32 ;
= I {acp sing(0) + 7 cotBCOS(p(O)}

— h%{sinp(0) + cotBcosp(0)}
[iz,zx]YOO - 0
d. Komutator operator L, dan L

[LZ,L+]Y00 - (Z Z+ I Z\'+EZ)YOO

—[ 2 xhi‘ﬂ(a Af t96>}
= l e 69 LCO a(p

{h i‘P<a+ tea) 'ha}]Y
e ae ico a¢ l a(p 00

_ G, d
=lh2{— el‘p———e“plcote—}Yoo

do 06 0d¢ do
—ihz{ e”ﬂii—elwlcoteii}%o
a0 do dp 0
Jd . ayoo d dYyo
T vicors 20
i O(pe 0 O(pe ico 30
.4 dYy d dYy,
—-nZ{— ip 2200 _ ip; te——}
[ e 38 90 e'?ico 3900
hz{ d ” Ja 1 0 194 0ot a 1 }
= ijh{——e¥Y ————¢ePicot 0 ——
d 00+\/4r 00 0o \ar
00 09 /41t 09 00+/4x
Jd . J .
= h? {——e“” (0) ——e®icoth (0)}
do do

— ih? { ”" — (O) —e?icot 9— (O)}
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[EZiZ+]YOO =0
e. Komutator operator L, dan L_

[EZiZ—]YOO == (Zzi_ - Z’—EZ)YOO

) /0 ] 0
= [{—lh— X —he™ ¢ (—— lCOtH—)}

oI a0 o
- {—he‘i"’ (i —icot Hi> 2 —ihi}] Yoo
a0 dp 09
= 2 {ie_i"’ LA ie‘“”icoté’i} Yoo
dp 00 3o do
— ih? {e‘i‘/’ 0% _ e i cot@ii}Y
30 9¢ g dg)
— ih? {%e‘i‘/’ a;% - %e‘iwicot 9%}
— ih? {e‘i"’ %% —e 9§ cot@%%}
= ih? { 0 pmie I 1 _ ie_i"’lcot@——}
G0 00\ax 0¢ 09 /4
— ih? {e‘i‘ﬂ O 1 |F e %icot HiiL}
96 00 \ar 0 09~/41r

d o d . .
= ih2 {%e_”f’e“” 0) — %e_””i cot G e'? (0)}

R , (Bl
_in? {e—up %eup (0) —e “icot 9%6”” (0)}

[Ez,z_]YOO = 0
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f. Komutator operator L, dan L?

[Ex,EZ]YOO == (inz - Ezix)YOO

] ] d d
= l{th (smq) 39 + cotfcosg %)
2 1 0 ( ’ ] > 1 92
sin0 90 b 06/ sin? 0 9¢p*
n2 1 0 ( 6 0 ) 1 92
sin 0 90 sin 90/ ' sinZ 0 do*

0 0
X ih (smqo Y + cotOcosp %)}l Yoo

, .0 d
= [{lh (smgo 39 + cotBcosgp %)
x —h?% | cot@ 0 +— % L o
Ot %0 90> smzea(pz
h%|( cotd 0 + i + Lo
RPT 90%  sin? 0 ggp*

. - 0 0
X ih (smq) 30 + cotBcosp %)}] Yoo

= —ih3 9 tea+' aaz+' g L2

gl SR o TR S 002 """ 36 5in% 0 Gl
+ cotf 0 t0 — + cotf o
cotocosp a Cco 30 cotvcosp — a ae

g 1 092
+COt9COS(p%ma—(PZ YOO

+ ih3{coth v A + cotf J to g az J
l (o{0) ae sm<p ae co ae co COS(p a 692 SlTl(p 69
N 02 > d 1 92 0
g2 (Otveose 17 T SinZo o PYCRLLGPT 26

1 09?2 0 0 v
smzea —5 €0 cosq)a(p 00
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= —ip? 0 corp 00 66Y00+ 0 1 0t
= ~ih7)sing o5 cott —a= + sing =5 90° S 56 526 a¢°

0 Yy 9 0%Yy,
+ cot@cos<pa—cot9 30 + cot@cosq)a 307

d 1 0%Y,
+ cotOcosp — 90 SinZo %0 B

0 0
73 el Z700 N
+ ih {cot@aesmgo 0 +cot966cot9cos<p 90

az sin 6Y00+ o} cotOcos 6Y00 NS imp 2100
aez (T IPTY o 6<p

1 02 Yoo
N SN2 099 — cotfcosp —— o

—'h3'at061+ 0 9° 1

= —1 sm(pagco 90 vas ('066692 =
+,a1621+t0 atea1
sing aesinzea(pz\/r co cosgaa co 30 Var

62 1 N P 07 1

6 \/_ co Cosq)a(psmzea(p N

+ cotOcosp — T

+ ih3 tBa d /5 4 tHa to 0 1
l (6{0) aeSl‘i’l(pag\/_ (o{0) aeCO COS(pago\/_

+62 0 1 +62 . Jd 1
azsmgaag\/_ﬂ azco cosp = \/_

+1az,a1+1azw 0o 1
sinzeaq)zsmq)ae\/ﬁ sin 0 g¢ 20 COS(pa(p\/_
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0 0 0o 1
— 3 3 . _ . _ . _
= —ih {smq) 50 cot8 (0) + sing 50 (0) + sing 30 sinZ 0 (0)

9] 0
+ cotBcose % cot 6 (0) + cotOcosp 7 (0)

)

0 0 Gk
+ i3 {cot 0 —sing(0) + cot & — cotBcosp(0) + — Y sing(0)

0
+ cotOcosp — 90

00 00
0° 1 02
+ oY cotBcosp(0) + ma—(pzsm(p(O)
62
ma 5 cotHCOS(p(O)}
[ix,iZ]YOO - 0
g. Komutator operator L, dan L*

[Ey,ZZ]YOO = (iyiz — Eziy)YOO
= 'h( 4 ht L ftetol )
= i coscpae sin @ co 20
X —h? to g +— % > 4 L i
RPT) 90%  sin? 0 go*
h? | cot® g +— 2 L, o
EPT: 00> smzea(pz

0 d
X —ih (cos @ 39~ sin @ cot @ %)}l Yoo
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s LI 00 9 1 &
T80 a0 T " PB0907 T " P B05in20 992

0
— sm(pcotH%cotHae

i to 0 to 0 1 @ Y,
sin ¢ co 90 207 sin ¢ cot 6(psmzea 00

ih3{cotO 9 9 to g to g + o g
—ih®{co aecoscpae co aesmcpco 0 aezcoscpae

62 d 1 0? d

5 51ncpcot90(p+ma—(p2coscp%

D J? . 0
_ma—(pzsm(pcoteﬁ Yoo

3 0 teayo N 0 0° YOO g 1 9V
TSP g T %P 96° COS“’ae sin? 0 go*
102 corp 2100
sm(pco a(p Cco 20
_ o d 9%Yy o a 1 02 YOO
sin ¢ co NG sin ¢ co 3¢ 5inZ6 o0
9] Yy 9] Yy
3 -y 2 20 8 — il
—ih {cot@aecoscp 58 coteaesm(pcoté? P
N 92 Yy, 02 tanOO 1 092 Yy,
p cos @ — Fee 5 sin ¢ co 0 Sln266(p2 cos ¢ —
1 02 tanOO
sz 96(p2 sin ¢ co 0T
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a1 s 3 9% 1
90van | Y690 Van

a 1 9% 1 0 0 1

— — si to t0 ———
+COS(p695in296(p2\/E sin @ co a(pco 30 Vs

t96621 t6761621}
—sing co ————sin@co

¢ 09 90% a1 g 9@ sin? 0 9o* Vi
Jd 1 d Jd 1

0
_ 53 el - dl o=
ih {cot@aecoscpae\/_ cot06651n(pcot06(pm

62 o 1 02 g0 1
— == sin co

T e vam a0t ¢ 0@ ar

1 092 PR | 1 02 0 1}

+51n260 75 S‘Pae\/ I sin209 Zsmcpcoteaq)w/

= ih3{cos cpicotH
a6

0
¢ 06 sin2 0 (0)

d
123
=ih {coscpaecot6(0)+coscpae (0) + cos

0
— sin@ cot 8 %cotﬁ (0)

0
— sin @ cot 8 —(0)

)

sin ¢ cot 6 (0)

IO

—ih3 cotHicos ¢ (0) — coth — g
a0 a0

62 62 1 2
+ ﬁcosq) (0) —ﬁsmcpcote (0) + ma—(pzcoscp (0)

1 092

— ma—q)zSin () cotd (O)}

T 712 —
[L,,I*]Y5 =0
h. Komutator operator L, dan L?

[ZZ,ZZ]YOO = (Zziz - ZZZZ)YOO

= 'haX h? t96+a2 1o
B ' G0 Ot %0 90> sm2(aa(p2

—h? t96+62+ L X 'fla Y,
Y30 " 592 sin? 0 9¢” lacp 00
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(0 9 0 1 Y
= 199738 T 90902 " dgsinZ09¢2)

ofopd 0 00 1 3 a),
T 5050 T 30790 sin26aq? dg)

ih3 {i cotd 90 iaZYOO + o1 azyoo}
¢ 30 09 90°  Odgsin?6 g¢°

d Yy, 0% 9Y, O L)
— in3{cotd ——= + —5—— + — -
90 dp  90° 0¢p  sin?0gp* do
a0 0 1 0 0% 1 a 1 N\&n 1
= ih —cotH—— W >
0047 acpae Varn acpsm Oa(p \ar

; 90 1 aZ a1 1 90 1
=i { COBE-ESS <= — 19—S= > T
aeacpw/ 41T ae aw sm 000~ 00+/4r

= ih3{a 0 }
¢
0 92 1
_ih3 i | e
ih {cot@ae 0) +-5 )+ 05y (0)}

[EZ,EZ]YOO = 0

1.2 Harmonik Bola Y1g

a. Komutator operator L, dan L,

(L2220 = (E:L, — L, L)V
= [{ih (simp i + cotBcosg i) X —ih (cosgo i — cotB@sing i)}
a0 dp 20 do
— {—ih (cosgo i — cotBsing i)
a0 do

0 0
X ih (simp 30 + cotBcosp %»] Yio
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hz{ 0 Yo 0 ' Yo
= sing 36 €95? g sing 50 <° sing —— 30

0 Yy 0 Y1
+ cotBcosg@ 6_ cos® W — cotBcose 6_ cotfsing 0 }

hz{ 0 Yo N 0 ' Yo
coswagsm(p g T cos¢ 5y cotbcosg —= 30

cotBsing 50 sing 60 cotBsing 5 COTOCOSP 5
_ B2 d Jd |3 p
= h? {sing — cosp =5 |-—cos

0 Yo a |3 p
— sing — cotOsing — |— —cos
a0 dp

d |3

0
+ cotBcosgp % cos® 39 |2 cos

0 ’
— cotBcose 6_ cotfsing 0_ . COS 0

h? ¢/ 0
COSQ 69 sing R cos

+ . to AN 0
cosQ Y cotOcosp 30 |an cos

— cotOsing % sing 39 |2 cos

d |3

9]
— cotf —cotf —cos 6
cotBsing 90 cotlcosp — 30 |am cos
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’ 3 9]
_ 2 _ _ . _ . _ .
=h 2, Singpcose cos 0 — sing 50 cotBsing(0)

3 9] _
+ e cotfcos¢g % cosp(—sin @)

9]
— cotBcos@ % cotBsing(0)

f 3 0
— K2 _ | ] i
h 2 COSpsing cos 0 + cosp 50 cotBcosp(0)

/ 3 ig~o J
~ |2 cotOsing % sing(—sin )

9]
— cotBsing — cotBcosp(0)

de
2 |3 a3 o
=h 2, Singcosg cosf —0 4ncotecosg0 sin 6 (—sing)
-0
— A%< - icos sing cos6 + 0 + icott9sin sin 8 (cos)
4 COSPSINQ i @ @
-0

’ 3 ’ 3
= h? Ecos@cosq)sin(p — Ecos@simpcosq)

3
= h*{cos@sing — singcosp} ’Ecose
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[Exrzy]YIO = (0)Yqo
[Zx'zy] =0
b. Komutator operator L, dan L,

[Zy, Z’Z]Ylo = (Zyzz - EZZy)Ylo

, 0 _ 0 0
= [{lh (— coscp% + smcpcotH%) X —lh%}

{'hax'h( 9 L tea)}]y
Ul cos @ 55+ sinp cot & 7 )| Vg

/ hz{ d dYio g » 0 an}
= cos = 30 sin @ co 5ol

hz{ d 6Y10+6 _ tGan}
a(pCOS(p 50 a(psmcpco 30

= h2 090 |3 s0+si 1029 |3 e
= CoS @ 90 a(p e coSs Sin ¢ Co a(P a(p e coS

o) 0 o3 o, 0. .03
a(pcosq)a‘9 2 €08 a(Psmcpco 30 2 €08
—hz{ 9 0)+si tGa(O)}
= cos 9= sin @ co 30

3 0 0
— K2 | — —qj —_ i
h 2 a(pcoscp( sm6)+a sin ¢ cot 6 (0)

A 3

L, |1, = R Esin@(sin ¢®)

c. Komutator operator L, dan L,

[erzx]ylo = (Zzix i szz)le

—[{ ‘hax‘h(' O 4 cotd a)}
= |3—i 30 ih ( sing o + cotfcosg 20

0 0 0
— {ih (sin(p 30 + cotBcosp %> X —ih %}] Yio


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

127

_ p2 { Jd Y10 4 9] 0 6Y10}
= 1 {550 g T 5 cOLOCOSP 5

hz{ . a 6Y10+ '8 0 aylo}
sing = 30 cotOcosp 30 00

= h® 9 inp 2 |2 0 + g to 0 |3 ]
= a(p sing 30 |4n coS a(p cotocosp a(p 4 coS
h? < si 09 |3 0 + cotf 09 |3 0
sing 30 a(p 4 coSs cotocosp a(p a(p i coS

= h? 3(’)'('¢9)+a to (0)
= 4n6(psm(p Ssin a(pCO CcosQ

0 d
— K2)eing — -
h {smq) 50 (0) + cotBcose Y (0)}

o = Bh Y
[L,, L)1 = —R? ’Esmé?cosq)

d. Komutator operator L, dan L

.0 Y ]
= [ —ih— X he'? (—+ Lcot0—>}

oL} 00 do
- {hei"’ (i +i cot@i) X —ihi}] Y,
a0 e dpJl 10
s a ., 0 Ja .. 0
= ih {—%e‘p%—%e q’lCOtQ%}YlO
—ihz{—ei‘pii—ei‘/’icoteii}Y
36 0 dpdp) 10
— ip2) w10 Ligp; -
ih { a(Pe 50 a(Pe icot@ 6(,0}
0 dYq . d dYy,
—-hZ{— ip 2010 _ i, te——}
i e 38 39 e'?ico 30 30
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_ i 0 i 0 |3 p 0 9} cot 0 0 |3 9
=1 a(pe 30 |2 05 a(pe ico 30 |am cos
2 i 0 0 |3 9 — 0% cot 8 0 d |3 9
I e =5 30 | am cosd —e'?ico 30 30 | am cos

= ih%*{— iie""’ (—sind) — iei‘”i cot 6 (0)
4 0 310}

0 : 0
—ih2)l_pip — ol —
ih { e 30 (0)—e Lcotea(p(O)}

- I
= [h* |[—ie'¥sind
4n
-~ = , |3 v
[LZ,L+]Y10 = —t Ee sinf

e. Komutator operator L, dan L_

[ZZ’E—]Yl() - (ZZZ_ = z_Zz)Yl()

0 /0 J 0
— [{—lh— X —he™ ¢ (— —icot 9—)}

010} a0 dp
- {—he_i(p (i - lCOtei> X —lhi}] YlO
a0 dp 010}
L,(0 _, 0 dy A% d
= ih {%e ‘p%—%e (plCOtH%}Ylo
— ih? {e‘i‘p 0 0 _ ge cot@ii} Y10
d6 o dp 0o
0 Y,y 0 . Yo
— jh2)___ ,lp — iy —
ih {6 e 50 a(Pe icotf a(p}
d dYy d dYqo
— it fete ST e corg - Z10)
i 1e™ =23 e ico 30 90
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2 _iwaa 3 Py teaa 3 p
ih*{e 38 90 2 cost —e¥ico 3090 2 €08

= ih? iie‘“” (—sinf) — ie‘i‘”i cot 6 (0)
41 0o f310)

o d .
— ih? {e‘”” 0 (0) — e ®icoth (O)}

o |3 - U
= —ih* |— X —ie '?sinf
41t
- - . S ¥
[LZ,L_]Ylo = —h Ee 9 sinf

f.  Komutator operator L, dan L?

[Z:X,Z:Z]Ylo = (zxiz = Ezix)ylo

] .0 d
= [{lfl (sm(p 39 + cotBcosg %>

12 16(_ea)+1 0*
Sin030 80" ' SinZ09q?

n2 16(_96>+1 L
Sin0a0\ 90/ " sinZ09q?

. (0 d
X ih (smq) 30 + cotOcosp %)}] Yio


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

130

9] 0
= l{ih (singo 39 + cotBcosgp %>

o« 2 rg 2 0 62 1 09?2
Ot %0 aez smzea(pz

0 d
X ih (sin(p 30 + cotOcosp £>}] Yio

7 P g 3} 0 NE. d 02 - g 1 09?2
= —ih®{sing 50 °tP 39 T SM¥ 50 502 P50 sin? 6 g¢*
+ cotf U 7w A a L
cotfcosq 90 cot§ oo + cotfcosg o 39 367
g 1 0°
+ cotBcose %Ma_(pz Yio
+ iA3 tGa a+ te)a to a+62 d
ih? fcotd - sing 5g + cotd o cotbeosg 0 307 sing %0
+ O cots W O sing 2
= cotOcos@ B Y SinZfh a(pz sing 30
L & to g Y;
SnZ05g — cotfcosp — 3 | 110
— _iR? L DO S
= — i Gy COl NP 902 SIN® 36 5inZ 6 3¢
+ cotf O ot 20 4 corg 9 3o
cotBcosp P co 90 co COS(pa 96>

+ cotOcosp — 37 SinZo 6

. d Y10 0 oY
+ ih° {cot 8 — singp —— + cot @ — cotOcosp —— 30

00 06 a0
32 sin 6Y10 o — cotBcos Mo + 1L o sin Mo
T302° " 90 T a0 P99 Tsin? 0992 a0

1 07 Y10
+ma@2 cotfcosp —— 30
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SRS SO TN I TSP Il E TS

= —ih? sing =5 cot6 o |-—cos6 + sing - % |am cos

NV U E T
SP 56 5in? 0 do* | 4m cos

+ cotB G to 9 |3 6 + cotf 0 o’ 3 7]
cotfcosg 39 cotf o5 |-—cos + cotbcose YT cos

=i NOE | 3
+ cotfcosp — 3¢ SIn2 6 507
¢

+ ih3 coté?isingai icos@
a0 a0 |4m

+ t@a to o A t9+a2 np—- |2 0
co aeco COS(pa¢ 4ncos aezsm<pae 47Tcos

+a to i o |3 0
aezco cosgaa 296 — lgoae 2, 0S

3

0
— cotecosqo 90 4—0059

cosB

+31 200¢
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3
_—lh3{/ sm<p—cot9( sinf) + /Esimp(sinH)
0) + 3 to g t0 (—sinf)
<pae n26 —co cos<pa co sin

0
—cotHcosgo (0) + cotBcosp — e

3 3 0 , 3 0
+ih cotB—sm(p(—SlnB) + —cott9 —cotfcosp(0)
20 a0
/ 3 /
y sm<p( sinf) + —Zcotecosq)(O)
+ 2 € & (—sinf) + J i to (0)
s 5 530 — sing(—sin T o2 830 — cotBcosg
3 0 3
_ g 3 . W e VO y— ¥ s
ih }47T sing =5 (—cos @) + ’471 sing(sinf) + 0
+ > to g ( ) +0+0
2, cotdcos 90 cos
+ ih3 3 i 0 ( 0) +0+ 2% (sinf) + 0
[ 2 Singco cos 1 Sine(sin
b |2 (~sing) (~sing) + 0
4msinz0. " St
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3 3 3
_ _ip3 ’_ - : ’_ . . /_
ih yym sing(sin8) + pp sing(sinf) + e cotBcosep(0)
+ ih3 3 i t0 ( 0) + 3 i (sin@)
[ 2 Singco cos 2 Sine(sin
¥ | (=sind)(=sing)
Arsinzg: o St
= —ih3 —sm(p(sm 0) ¢+ ih3{—cos?O +1 iSm<pL
4 sinf

sing(sin@) ¢ + ih3{sin’ 6 3 =l
¢ 47r (psme

(sin) b+ i#3 {sin 3 y <cost9)

sing(sin i sin —sin

s 4 ¢ cos6
( 9) 0s6 e p 3 . cosf

sing(sin 550 i sin i sing o

— cosBsing(sin 8)tand

= —ih3

"
{
&
F

~{>|w

~{>|w

= —if?

““IﬁI

= —ih?

+ih3 /E cosBsing(sin 8)tand

3
= ih3{—sing(sin O)tand + sing(sin B)tanb} ’E cos6

[in ZZ]Ylo = 0Y10
[L.,12] = 0
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T 72
g. Komutator operator L, dan L

[Zy,z:z]ylo = (Zyzz - Ezzy)ylo
H 'h( 9 _ singcotd a)
= |{—ih|cos — sin@ cot§ —
o~ SMPO5,
X —h? to g +— 32 L &
RPT) 90° sm2 0 d¢”
h?|( cot@ g + o + T
RPT 90 sin? 0 g¢*
. o) — 0
X —ih (cosq)ae smcpcotH%) Yio

0 d 0? g 1 0°

0
; a 9 0 o Sl
= i) {coscpaecotﬂae+ COS @ 35 307 L ey, 0902

d
. smcpcoté?%coté?ae

d 0° a 1 0°
—sin@ cot —— —sin @ cot 6 — Yio

¢ 96° (')cpsmzea
734 cotf 0 g to ] to 4 + o g
— ih* ) cotb o5 cos o — co aesmcpco 30 aezcoscpae
92 d 1 02 d

69 smcpcot@aq) stGa(pZ oscpae

1 02 ]
~SnZo a<p2 sin ¢ cot 8 % Yio
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43 0 teay“’ N 0 0% Ylo 0 1 0%Y,
=1 coscpaeco 30 coscpag 662 COS(p(')Hsinze aq>2

— sin cotf icot 0—— Mo
POt 50 20
_ o d 0%Yy, I o 1 092 Y10
sin ¢ co 30 902 sin ¢ co 70 pre 6
i3 {coto 2 Mo _ gl et
— ih* jcot B o5 cos @ —= — co aesmcpco 70
N 92 oY Lk tgan NG Yy,
62 cos @ — o= =y —sin @ co o smzea(pz cos @ —
P 92 Yy,
503 2sm(pcoté?%

= ih3 g to I 3 0 + N ]
=1 COS(paG co 69 COS COS(pae 09 an coSs
+ ¢ 1 993 0 to J t0 — 9 |3 0
co (pae smzea cos singco it co 30 cos
s @, 9%\ | 3 4
— sin CO —cy —COS
i ¢ 90*
g g 1 0% |3 0
sin @ co a0 Sin20 96 cos

ih3 tea 9 |3 0
l (6{0] ae COS(paH 47_[ coS
tBa t9 0+ — i 9 |3 6
(o{0] aeSIH(pCO COS 692 COS(paH COS
a t9 1 09?2 o |3 0
9 sm(pco S 296 ZCOS(pae 4 coS
1 92 o d |3 0
Slnzea 28111(pC0 a(p 471'COS
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3 d 3
— i 3 = i t e .
ih /471 coscpae cot@ (—sinf) + ’471 cos @ (sinB)
+ Pcosel L )= |2 €6 cot 6 (-sind)
yri il 1n26 sm(pco 30 co sin
I 3 . / 3
— EsmcpcotB(O) pp
73 3 to 0 (—sind) 2 to § t6 (0)
i —cotd oo cos @ (—sin —co aesm(pco
(—sind) - | =2 ingcotd (0)
" cos @ (—sin e Ao sin ¢ co
+ ’471 =y ea(pz cos ¢ (—sinf)
SUg. df €8 (0)
47 sin? 6 9¢° i
= ih3 5 (sinB) + > (sinB)
=i 2 COS @ (sin 2 oS @ (sin
73 3 to ( 0) + 3 (sinB)
[ 2 0t cos @ (—cos 27 COS @ (sin

3 1
41 sin2 0

3
= ih3 /E cos ¢ (sind)
3 e, 1, |31
: 4705 0O e ™ amsing ¢

A sin? 0

cos @ (sinB)
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1

sin? 6
41 sinf

3
= ih3 /E cos ¢ (sind)

cos@
= ih3{cos @ (sinf) — sind cos @} /

cos@

o5 (sind) — sind cos g} |- cos6
_COSH COS(p Sin Sin COS(p 47_[6'05

[Ey,ZZ]Ylo = 0 Y10
[L,,I*] =0

h. Komutator operator L, dan L?

LZ,L Yl() = LZL —L LZ YlO
T 712 T 72 727

[ w2 t96+62 LatiCh
[T V%6 T 307 T sinZ09g’

62 1 02 0

1

3 3
o 3 _ . i 3 _ _
= ih /471 cos @ (sinf) in { cos? 6 +1 4n sing S
— ih3{

0S @

d
— h? td — — | X —ih—¢| Y,
{ <C0 20 LT 00> sm2 0 6(p2> : a@}l 10

= in3 to +aaz+a L 0
- O(pco 90 ' 990 30° ' dpsin20gg?) '°

3 fepd 0 80 1 0 a)
t 4P| <° 9009 aezaq) sin 0 g2 dpf '°

i3 icoteaym +162Y10 0 1 0%,
L0 90 99 00> a(p sin2 0 a(p

43 9 Yy, 8% Yy - I i)
l 0 0¢p ' 90 dg  sinZ09¢’ 09

}
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[iz,zz]ylo =

L., 1] = 0

+
sin? 0 9’ 09 || 47

TE ALY t0 (—sinf) + : (0) + 2

T amae T X i’
3 ,_ 9 ’__ /___

—ih cot9 (0) - [y 502 (0) + 47 sin? 6 9> &

'h3it9ii Hiii o
997 90 an 7 T 9907 4

a 1 0? 0

a(p sin? 0 g¢* %

nr 3 0+ 9> 0 |3 0

ih>< co 3030 |4n cos 6920 2 €05
TR S

—cosb

cosb
’ —cotH (sind) i T

—ih? 9 t 0 (sind) : 6
550 30 cot @ (sin 2 €05
cosf At s

0 Yo

sin2 0

(0)

138


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

139

1.3 Harmonik Bola Y1

a.  Komutator operator L, dan L,

[Zx,zy]Yl_l = (sz:y - Zyzx)Yl_l
= [{in (st A a)
= l Ssing 69 cotocosyp a(p

: d B,
X —ih <c05<p 39~ cotfsing %ﬂ

0 0
—1—ih (cos — — cotOsin —)
{ Y0 Y50

0 0
X ih (sin(p 30 + cotfcosg %>}] Yiq

= h? {singo k3 cosQ M1 sing 9 cotOsing M-y
a0 a0 a0 do
0 Y14 0 ) €
+ cotBcose % cosQ 50 cotBcose % cotOsing T }
— h? {cosgo isingo My + cose 9 cotfcosq e
a0 a0 a0 do
-, 0%, dYis, 0 Y14
— cotBOsing %sm(p 50 cotOsing %cotecosq) T }
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_ 2 9] a |3 9 o-i#
= sing 50959 34 sm e

Jd |3 ,
— —cot —qj —ly
sing 70 cotfsing — 30 |8n sinf e
+ cotf 9 9 13 0 et
cotBcosp 0 cosp -5 |g—sinfe
0 0
— cotBcosgp a—cot@smgo —sm 0e
— h? cosgo—smgoi ism 0e i
20 20 |8m
+ g to 9 0e %
CosQ =7 cotfcosg 30 |8m sinf e

— cotBsing %smgo % 8— sinf e~

0 d .
— cotBsing % cotfcosp — 0 o sing e™?


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

141

3 .
= h? ’5 e % sinpcosp(—sinf)
— ’isimpsimp(—sin@)(—ie‘i“’)
8m

3 . .
+ ’Q cot@cosq)(—sinq)e_“” — icosgoe‘“”)(cos 0)

3 . .
- gcotecoypcos@(—icosqoe‘“” — sinpe™%)

3 ,
— h? ’Q cospsinpe ™% (—sinf)
3 .
4 ’g cospcosp(—sin 6 )(—ie‘””)

/ 3 . :
— gcotesin(pcose(cosgoe_”ﬂ - isin(pe_”p)

3 . )
- ’E cotfsingcos(isinpe™? — cospe™%)

3 )
= h%{— /gsinzq)(—sinm(—ieﬂ“’)
3 ' -
— ’gcoszgo(—sme)(—le_“”)
) 3
= —h%ie " sinf ’—{sinzgo + cos? ¢}
8m
3 )
= —ih? /—sin@e“"’
8n

[Zx, Zy]Yl—l = —ihzyl_l
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[L,L,] = —iR?
b.  Komutator operator L, dan L,

Ly, L,]Y1 = (L,L, — L,L,)Y1y

: a d ., 0
= [{lh (— cos (p%+ sm(pcotH%) X —lh%}

L d 0 . d
- {—lh% X ih (— cos q)% + sin @ cot 8 %)}] Yiq

d hz{ d daY;_4 e - d 6Y1_1}
= cos o T sin @ co TR 00

d aYi_4 N 7 tanl_l}
50 0 sin ¢ co 30

/ 3 : / 3 -
=h%{— gcoscpcose (—ie™) + gsin(pcose (—e )
3 ] .
— h%: - /gcose (—sinpe™ — i cos pe™¥)

3 , . ) .
+ g 08 0 (—Lcosq)e_”" —sin@ e‘“”)

3 . 3 .
— K2 R 10/] . I P 1)) .
h /87r e 'Y cos 0 (icosp) ’8n e~ cos 0 (sing)
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i |3
— hz 9 . e N e 17
cos 6 {icosg smgo}i /8718
B h?2 o + ising) 3 i
= ——cos @ {cosp + ising} |o—e

o n2 ~ =2
L, L ]Y1_1=—Tcost9{e“”} g€ "

c. Komutator operator L, dan L,
[izrzx]yl—l = (Ezix - Z\'xiz)yl—l
—[{ 'hax'h(' O 4 cotd a)}
= l a(p l sing EY: cotocosp a(p
{'h(' 9t cotd a)x 'ha}]Y
ih|sing = + cotfcosg 30 i 20)) 111
d ay;_ d aY;_
= K2 {% sing 619 =1 %cotecos‘(p al(p 1}

hz{ s d 6Y1_1 W E L d 0Y1_1}
sing — o0 cotfcosg 30 90

PRNORNENON | 3\ | o
=h %smqo% gsmBe -

+ 0 to 0 3 6 e %
a(pCO COSQ06¢ 87TSln e

Y NCT Y P,
Sln(pa@a(p 87_[511’1 e

+ cot 99 |3 6 e
cotfcosgp ——— |—sinf e
dode | 8m
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) 3 » L
= h?{ |=—=cos O (cospe ™ — isinpe™%)
8m
3 N . .
+ gcosﬁ(wm(pe_”” — cos<pe“"’)

— h? isingo cos @ (—ie™™) + icos@cosgo(—e“"/’)
8m 8m
= —h? icos 0 e~ (—ising — cos)
8m
=12 icos 0 e~ (ising + cose)
8m
[L,, L]V =R? icost9 e (e¥)
zrbx 1111 87

d. Komutator operator L, dan L

[ZZfz—i-]Yl—l » (Zzz—i- N E—i-iz)yl—l

—[{ 'haxh"‘l’<a+' tGa)}
= la(p e 69 LCO a§0

{h“ﬂ(a+' tea>x ‘ha}]Y
e 69 LCO a(p la(p 1—1

=ihz{—iei‘pi—iei‘/’icotei}ﬂ 1
do 06 Jdo dp)
96 0 dpag) 1

0 . dY,_ 0 . ay,_
=ih2{—%el‘p 6191_%8”‘)1.6‘0159 ! 1}
- d dY1_4 ) d dYi_4
—_ih2)_pip — plp; -
ih { e 36 90 e Lcotea(p ¢ }
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— -hZ a ip J 3 ino —ip
=1 a(pe 90 8n_SlTL e

. 3 .

—%e””icotﬁﬁ Qsin@e“"’
— ih? —ei‘/’ii ismHe iz

9699 .81

d 3
—e””zcot@—— —sm@e ip
= jh%{ — ’—0059(0) ’—COSQ(O)
, g |
— ih? l‘”cos@(—te @) — gel‘plcosﬁ(—e_“p)
= —ih? —e“”cos@(le ””)

[L,, L ]vi_1 = 2h*{e'¥ cosb} j; —ie

e. Komutator operator L, dan L_

[Ez,z_]Yl_l = (izi_ = i_iz)Yl_l
_ [ . MR 50
= [{—l % X —ne (ﬁ —icot %)}

o0 d d
- {—he ¢ (@ - Lcot0%> X —ih acp}] Yi4

hz{a —ip 0 d i} ot 8 6}
=i a(pe 36 " 3 e"¥icot 0
0

— ih? {e‘i"’ 99 _ e icoth i—} Y,
36 0 dpdgp) 71
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0 0Y; 0 ) oY
— K2 ip 27171 —ip; 1‘1}
ih {8 30 3 e icoto 30
d daY;_4 d dY;_4
—_ih2)o—ip — p~lo —
ih {e 30 g lCOtQa(p P }
= ih? 0 e‘i“"i isin@e“"p
ao a0 .|8m
3
——e Wicot — |—sinfBe™?¢
8m
— ih? ~ip 00 isiné’e‘i‘/’
d0 0 ,|8m
—e l‘plcoteii —sinfe™¥
dedy |8

3 i 3 )
— ih? \/;0059(—1'92“”) + \/;i cos 6 (e 2i#)

[Ez,z_]Yl_l = O
f. Komutator operator L, dan L?

[Zx,ZZ]Yl_l e (inz r Zzzx)yl_l

N 8K 0

= th (smq) 30 + cotOcosp %)
« B2 1 6(,96)4_ i
sin6ag \°""” 30 sin? 0 dg?
n2 1 6(,66)4_ 1 02
sin6ag\°""” 39 sin? 6 dg?

0 0
X ih (sin(p 30 + cotBcosp %>}l Yi4
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(. 0 d
= l{th (smgo 30 + cotBcosgp %>
w12 (cotg 2 0 62 1 092
L% 30 692 sin2 0 dp?
02 (cot g2 9] 62 1 02
“Ot" 50 662 sin2 0 dp?

0 0
X ih (sin(p 30 + cotOcosp £>}] Yisg

/A ol : . 3 92 g 1 02

=1 sing 00 £0 T tsing 060 062 ) a0 stQaQD
+ cotf t0— + cotl :
cotbcosp co cotocosp — 0o 902

o 1 02
+ cotOcosg 30 Sin2 0397 Y4

+ ih3 tea a+ té?a t6 a+62‘ g
l co aHSlTlQDaH co aeCO COS(pa(p aHZSln(pag

92 o 1 8> d

e to - P —
+ 302 cotbcosyp 90 + 5in? 6 092 sing 50

i G 0
+m6¢2 cotlcosp — T Yi_1
3 TS 3 507

4 a 1 0d%Y._ DI\ 0 tanl_l
sing — 36528 3072 cotBcosg 30 co 50

+ cotf W L+ cotd 1 _ovh
co COS(p(?(p 692 co cosq)a(psng 5072

= —ih3 sin(picot 0
a0

3 0 aY;_4 0 Y14
+ ih° {cot 6 — sing + cot 6 — cotOcosp

a6 a6 a0 dp
N LB ) ) N 92 ' aY;_4
50259 5 592 Cotbcos 30

N 1 02 oY;_ 1, 1 02 0 oY;_4
sin? 6 dp? 7 SN 00  sin? 0 dp? cotvcose 10
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- 3 . i I ip

[h° < sing 70 cot @ EY sm@e

i d 9% |3 >
sing =2=07 sm e

N a 1 0% |3 >
st (paﬁsmzeago 8m g noe

+ cotf 9 tl— g He~
cotOcosp 70 cotO -z |o— sinfe

+ cot 4 Cind fe~
cotOcosp 95307 |8r sinfe

a 1 0% |3 l
+cot0605(pa<p5m200(p 8 —sinfe™"?

13 A h0 g3 io
+ (h° < cot O Sm<pae sm@e

00

+ cot O g to g He~#

cot § 5 co cos<pa sm e
+02 iy 0 “*”+a2 to > nfe='

302 sing — 30 |8n sinfe 592 cotocosp - Po g Sinde
Lt 0 0 (3 . ooio

sin? 0 dp? sG55 00 sm ¢

1 02 E (IS

+ maq)z cotlcosp — 30 gsmGe
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= —ih3 ie‘i‘p sing (— ! cos 0 — cos 0)
8 sin? 0
N 3 —ip a 0) + 3 . 1
—e sing(— cos g7 Sine =75
/ / 3 .
le ~% cotBcose cot 0 cosh + an cosOcospie™®
’ n2o

3 .
+ ih3< - ‘@ cos 0 sinpe™%
cot Ocosqpie™% (— L + cot @ cost9>
sin@
/ ’ 3 o
smgocos@e o 4 gcosecosgole_“”
Sk ’— 0
8 €050 —

/ 3 1 . .
+ gcose 2o (2icos<pe‘l‘/’ s 25in<pe‘l‘/’)

[in ZZ]Yl_l =0

cosfe™®

cosBcosgo et

( 2sinpe™ — 2icospe™ ””)
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T 72
g. Komutator operator L, dan L
[Zy,zz]Yl_l = (Z:yz:z - Ezf,y)Yl_l

0 0
= |{—ih (cos —sing cot O —)
l{ Yoo TP oy

« _p2 A 0 62 1 092
NPT, 692 sin2 0 dgp?
B2 e 0 62 1 02
Cott ot 307 T sinZ 0 997
. o w— d
X —ih <c05(p% — sin@ cot 9%> Vi1

- 0 .0, 0 9* 9 1 a2
T P56 90 T % P 0002 T P 50 5in2 6 092

0
— sin@ cot @ —cot 0 —

do a0
0 02 gt [ Gk
= sm(pcoté?a 302 sm<pcott96(p Sin?2 Ha(p 1

ih3{cot O g i te — g to g
— 1 co COS(paH co 60 sm<pco a(p

90
L0 FIE: oo 9
T T A e PP

g2 ]
sm296 sm(pcoteﬁ Yi4
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_ .h3 d tHGYl_l + d azyl—l
= ih*cos g =7 co P RRAGE F T TP
N o 1 0%y, ” 0 tanH
5P 305in2 0 dp? St g co 010 €0 a0
. 2Y1—1 R a 1 02Y1_1
_sm<pcot9% 502 —smcpcotﬁﬁma—q)2
13 cot 02 M1 orol i rp M1t
l co aHCOS(p EY: co aaSln(pCO a(p
Gk i w— P )
+Wcos<p 20 —mmn(pcote T
. 1 02 Y4 1 0% waYH
sin20092 °? 730 sin20agp2 "t g
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— h3 - I ) —i(p
[ cosgoag COt@ag 8nsm9€

a a* |3 —ip
+cos<p%m gSlTl@e

N a 1 0% |3 —
5P 305in2 0092 (8 °

, g 1 9% |3 b
—smgocoté?%ma—(pz gsmee

— ind coteicosq)— isiné?e_i"’
00 a0 | 8m
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=ih

3) |3 e % cos ¢ (— ! cos@ — cos 9)
81 sin? 6
e ~% cos @ cosO + 5 1 cos @ cosfe™%
81 sin? 0
/—sm @ cot O cot O cosfe™

smga cos O e ¥ — isin(,o Y e (ie7)
8m sin? @

—{r3!— i —ip
ih 8ncos@cosgoe

1
cot Oie “sing (—% + cot 6 cos 9)

/ ’ 3 .
—e ~% cos ¢ cosf — gsinga cos @ (ie_””)
+ ’8715 296059( 2 cos e + 2ising e” l"’)

3 . . ,
= |8nsinZ o cos 0 (—2c05<p e ' +2ising e_”p)

[Ey, EZ]Yl_l ES 0

h. Komutator operator L, dan L?

[EZ,EZ]Yl_l = (Eziz - iziz)yl_l

= 'flax h? t96+62 L o
B : 2@ ©tY %0 " 902 smzec')(pz

h? t96+a2 L o X'fla Y;
OtY %6 " 902 stGO(p2 lacp -1
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2@ 66 A 062 6(psin296(p2

ol d 0 020 1 @ a),
T 5000 T 30200 | sin?Ba@ag) !

ihg{a aY,_, 0 9d*v,_, o0 1 azyl_l}

(9 0,009 9 1 0
= ih3{—cot — — Y4

—coté W R
acpco 00 +8(p 002 +6cpsin26 0¢?

o i) N 9% Y N 1 0% dY;_
S RPTe dp 002 dp  sin?00¢@? d@

, 0 d |3 a 0° |3
= ih3 %cote% 8—Sln6e ip +%w 8—sm9e ip

g 1 9% |3 P
acpstGa(p 81t B

K3 teaa : 0 l‘”+aza > fe~
i co 2670 8nsm e 36230 |81 sinfe

L1 0> 9 |3 oS
sin? 0 02 ¢ sm g

3 . 3 .
= ih® \/;cotecose(—ie‘“p)— gsine(—ie‘“”)

3 1 0
+ 8n5m295m9(le )

3 . 3 .
— in3 \/;cosecote (—ie™%) — gsine(—ie_“”)

3 1 0
+ 87r51n265m9(le )

[ZZ,EZ]YI_I =0
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.4 Harmonik Bola Yq;

a. Komutator operator L, dan L,

[Exiiy]yll = (Exzy - Eyzx)Yll

155

0 0 0 0
= [{ih (singo 30 + cotBcose %> X —ih (cos<p 30 cotOsing %»

0 0
—1—ih (cosq) — — cotBsing —)
{ 00 do

0 0
X ih (singo 30 + cotOcosp %)}] Yi1

—hz{ » J Y1 , g0 t05si Y14
= Sing =5 cosQ —2= = sing — cotdsing 20

+ coth 9 o, to g tOsi ay&l}
co cosgoa(pcosgo 55~ €° cos<pa(pco sing 50

— h? {cosq) i sing % + cosg i cotBcosp %
00 20 00 do
N ) (T 0 Y,
— cotOsing % sing 20 cotOsing % cotBcosp W}
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_hZ i 4 4 3 in @ ip
= sm<paecos<p69 8nsm e
ing tOsi g 3 sing el
Sln(paBCO sm(pa(p 87_[Sln e
+ cotf 0 o N 0 et
co COS¢6¢COS¢69 87TSln e
to g tOsi 9 3 i 0 et
co COS(pa¢C0 Sm(paga 87_[Sln e
2 a 9 iy Lo
cosgoaesmgom9 8nsm e
+ & to 0 3 o 0 e
COS(paHCO COS(paq) 87TSln e
tOsi 9 S i 0 e'®
co Sln(pGQDSln(pae 87_[SLn e

) 9 /3 .
— cotfsing — cotfcosp — | — |——sin 6 e'¥
coltvsing a(p cotocosp aqo Py sino e
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_ 2 i . . i(p i P . ] . i(p
=hq o singpcos(sin 0 e'?) + o singsing(—sin 0 ie'?)

3 . .

- ’5 cotf cos 0 cosp(—sing e'? + icospe'?)

, 3 _ -
+ gcotecosecosga(wosga e — singpe'?)
— h? < cospsinpe' (sinf ) + P cospcosp(sin 6 ie'?)

8m 8m

’ 3 . .. N

+ |g cotbsing cos 6 (cosp e + isinpe'?)

/ 3 . .
+ gcowsin(pcose(—isingo el — cosgoie“”)

—_52)_ i . 3 5 1)
=h 8nsmq)smg0(sm0w )

el 6 iel
h 8ncos<pc05(p(sm6w )

3 . 3 .
= h%{— /gsinzq)(sine)(ie”p) — gcoszq)(sine)(ie”p)

. 3
= —h%ie'’sinf /g{sinzq) + cos?¢}
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b.  Komutator operator L, dan L,
[Zy,zZ]Yll = (Zyzz - EZZy)Yll

. 0 ) 0 0
=[{lh( cos<p69+sm<pcot9%) _lh(')(p}

L0 a 0
—{—lh@xm( cos<pag+sm<pcot9%>}]Y11

= —cos g5 ago sin co 6(,0 ago
y2 { 0 oY1, R 0 . ayn}
30 cos @ — o= o sin¢g co 0
_ a2 d 0 3 0 o0
= cos ¢ =5 T 8 sinf e
+sin(pcot6?a—%<— —smH el
_p2)_ || ip
h cos 0= 30 < sm Oe
& 0 to 0 0 e
5 sin ¢ co 5 sm e

3 . 3 .
= h? \/;cosq) (cos@ ie“") = gsingocos 9(—6“")

— K2 i —si ip 4 i ip
h cos 0 (—sing e'? +icos@e'¥)
8m
- icosé’i(icosq) el —sinpe'#)
8m (610

3 . 3 .
= h? g, c0s® (cosH ie“p) - gsinq)cos 9(—8“’0)
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— hZ ip (i 1 -

e'? cos O 81 {lCOS QY +sin (p} ;
P e cose |5 sin o)

= i e’ cos 81 CoOS @ —LSin @

[L,, L], = —h—zcose{e‘i‘ﬂ} iei‘”
vz i 8w
c. Komutator operator L, dan L,
[izrzx]yll = (Zzix - Z\'xz\'z)yll
—[{ 'hax'h(' vl a)}
= l a(p l sing EY: cotocosp a(p

d d Y
{lh (smgo Y + cotOcosp %) X —ih %}] Yi1

—hz{a M, + g to aY“}
= aqpsmq) 30 a()0c0 cosp —

hz{ d 6Y1 + 0 d aYll}
sing 30 3¢ cotfcosp — 30 00

. hZ d g d 3 ino ip
= a(p sing 90 87_[51.7’1. e
+ L to 0
aq) cotocosp — a(p sm 6

, 0 0
—h sm<pa—a— — —sm@e

+ cotf 0 0 0
co cosaa sme
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—K2]_ i 9 4 isi ip
=h 5 cos o (cosp e + isinpe'?)

— icosH(—simp ie'? — cospe'®)
8m

s . 3 .
_R2l)_ /_ ; P ’_ i
h 8 sing cos 0 ie'? + 8 cosOcosge
= —h?{— isingo cos 6 ie" + icosecosgoei‘”
8m 8m
3 .
= —h? ’ge“” cos 0 {—ising + cosg}
o - 3 . !
[L,, L]V, = —h? ’ge“p cos 0 {e7}

d. Komutator operator L, dan L

[ZZfz—i-]Yll 3 (Zzi+ LY Z—i-zz)yll

9 o\ | 9
= [ —lh% X he'? (@4‘ lCOtH%)}
— {hei(p (i +i C0t91> X —lhi}] Yll
a0 (610 do

b, g .0 i W d
= ih {—%e‘p%—%e ‘plcote%}Yn

s ad 0 - ¥ a 0
—ih {—e“”———e“”lcote——}YH

20 dp do do
0 0Y; 0 Y
PR SN s t B ) J}
ih { 5 30 5 e®icotl o
d dYyq d dYy;
—_ih2)_pip ___ -~ _ Lip -
ih { e 03 e Lcotea(p 6(,0}
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= ih? _iew i — isingekp
do 00 8m
- iei"’icotﬁi - isin6?ei"’
dp do 8m
— ih?{ —e'? 99 (_ isint9ei"’
d60 dp 8m
- ei"’icoté?ii — isiné?ei"’
do dp 8m
_ 3 o 3 o
= ih?{ |—cosB2ie?? — |—cos 0 2ie*?®
8w 8

3 . . 3V. ,
— ih? \/;e“”cose(ie“”)— ge””icose(e”ﬂ)

e. Komutator operator L, dan L_

[ZZ’E—]Yll = (ZZE_ o Z—EZ)Yll
—[{:n11><—h 4¢<£1__- teli>}
= l a(p e PY Lco a(p

o9 . d 0
= {—he ¢ <% -1 cot9%> X —lh%}] Y1

(0 _wa d N d
= ih {%e %—%e LCOtH%}YH

— ih? {e“"” 00 _ e‘i“’icotgii}Y
96 d¢ dpdp) M

0 0¥ 0 . aYy,
— jh2) ol 1t T -l _—
ih {6<pe £ 6<pe icotf 6(,0}

N IG) 2P : 0 0¥y,
— 'hZ{ P ALy 17 tg__}
' ¢ a6 do ¢ Tteo do do
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—ie_i"’icotﬁi - iSL'ntEIe""’
dp (610 8m
00 dp 8m
- e_i"’icoté?ii = isiné’ei"’
dp dp 8m
3 3
= jh?{ — |=—c0s6(0) — |—cos 8 (0)
8 8m

3 . . F [ .
— ih? —\/; cosfe™¢ (ie'?) — g€ icos® (e¥)

[L,,L_]Y1; = —2h%cosBe™'¢ iei‘p
zZ) bl 11 87_[

i. Komutator operator L, dan L

[Z:X,Z:Z]Yll = (zxiz i Ezix)yll
= |{in(si 0 4 cotd a>
= |(ift|sing 55 + co cos<pa(p
2 16(_96>+1 02
sin6ag\°""” 30 sin? 0 dg?
n2 1a<,ea)+1 a2
sin0ag \>""” 30 sin? 0 dg?

. G 0
X ih (smq) 30 + cotBcosp %>}l Yi1
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(. 0 d
= l{th (smgo 39 + cotBcosgp %>
w12 (cotg 2 0 62 1 092
L% 30 692 sin2 0 dp?
02 (cot g2 9] 62 1 02
“Ot" 50 662 sin2 0 dp?

0 0
X ih (sin(p 30 + cotOcosp £>}] Y1

3 0 £t — 0 . d 62 qo 9 1 az

= —ih’ {sing 90 = T AL 00 062 20 sin? 0 6(,0
+ cotBco ot0 t 02
c cs<pa(pc 69+C09COS(P6¢6 2

g 1 0?2
+cotﬁcos¢%ma—¢z Yi1

+ ih3 tea a+ té?a to a+62‘ 0

l co 90 SlTlQD 90 co 90 cotocosyp a(p aHZSln(p EY:
) 92 , 0, 1 92 9

9@z (Otveos? dp  sin? 0 dp? ST 56

i G~ d
+m6¢2 cotlcosp — T Y11
] Yy, 9 9%V, a 1 8%y,
= —ih3 —cot @ ——

: {Sm‘pae cotb5g +sinv 552 TSI "’aesrﬂe 9¢?

062

+ cotf g t96y + cotf g
cotOcose T co co cos<pa

20
G | ) OZYM}

+ ih3{cot 6 —sin ai+c0t€ 9 cotBcos o
Y 90 Y0

26 26
L9 92 Y14 az 0 ay11 1 02 Y4
3025 g T g2 c00cOSP Gt 75357 5 g

1 0% Yy
+m6 5 cotfcosp — 30
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= —ih3{si g to g 3 i fe'?
= —1 Sln(paBCO 30 871'Sln e
. 0 02 3 0ei®
sing 30 692 87_[Sln e
e a 1 02 3™ o
S 30 5in? 6 992 g oI ¢
+ cotf 9 to 2 D, fe'?
cotocosp agg co 90 87TSln e
+ cotf i Kk S i fe'?
cotocosp agg 692 87_[511’1 e
9 1N [2? 3y 4B
+cot6’cos<p%ma—¢2 = gsmee
+ ih3{cot B 0 Mol 3 o fe'®
l co 90 sing 30 87_[Sln e
+ cot @ g to 0 N fe'?
co 30 cotocosp a§0 87TSln e
N > 0 2N -
692 sing 50 8n_SlTl e
+ e to g S i fe'?
092 cotocosp a(p 87_[5111 e
N 1 0> 0 3 09
sin20 992 "% 39 g0 ¢

1 02 0 3
+mmcot9ws<p% — gsmﬁe
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= —ih3{— iei“’singo (— ! cos 0 — cos 0)
81 sin? 6
e”p sing(cos 6) — isimp ! cosfe'?
81 sin? 6

’ 3 .
—ie' cotOcosg cot O cosh + an cosfOcospie'?
m

+ |=—cosfOcos e

8 sin% 0

3 .
+ ih3 g €08 0 sinpe'?

Fo]

3 1
cot Bcospie'? (— ——+cot 0 cos@)
s sin@

1’8
& > — singcosfe'? + icos@cosgoiei‘”
8m 8m
3 1

~ T 0595 75 (—2sinpe™® + 2icospe'?)
_ |2 cos@ 4 (—2icospe'? — 2sinpe’?)
8m sin? 6

[Zx,iz]yll =0
j.  Komutator operator L, dan L?

[zy,ZZ]Yll = (ny,z - zzzy)Yn
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- 'h( O sing ot~ )
= ifi\ cos ¢ =7 = sing co P
o« 2 s d 62 1 0?
“Ot¥ 50 662 sin2 0 dp?
w2 (opg 0L, 1 O
L% 30 692 sin2 0 dp?

d 0
X —ih (cos Q 39~ sin@ cot 0 %)}l Y11

73 0 t06+ 662+ g 1 0?2
—HC P96 90 T P 0002 T P 50 5in2 6 092
tHa to—
sin g co a(pco Y
a0 0° g 1 02
— Sm(pwt96¢ 302 Sm<pcot6?a(p ey Hago 1

ih3{cot O 9 g to 9 to g
— 1 co aeCOS(pae co aHSln(pCO a(p

92 a 02 0 1 02 0

£6— ~_cosp—
50z “* X 70002 S A Uiy, siiali oz ¥ 70

i G tea Y
~ sin? 0 dg? Tz dp) 1

ory 007 9 1 a2y,
26 % P307902 T P oasinz0 092

—sm<pc0t9%c0t9 Y

0 0%Y, wa 1 ay11
3¢ 962 sing co

= ih3{cos qoicot 0
a0

- te—
sin g co dpsin2 6 dg?

Yy, 9 oYy,

0
3 — . - -
—ih {cot@aecosq) 70 coteagsmq)cotG 3

N 02 ay;, 9% waYn+ 1 9?2 Yy,
902 % 90 ~962°" P " 90 Tsinz0092 % ¥ 90
1 02 waY
" SinZ0 3¢ ——sin@ co

o7


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

167

= ik} g to g 3 i fe'?
=1 COS(paBCO EY: 871'Sln e
N 0 02 3 0ol
COS(pagag2 87_[Sln e
N a 1 0 i, N
05930 sin2 6 9¢? g o e
j to 2 to g 3 o He'®
Sing co agDCO 30 87_[Sln e
' to g o d b fe'®
Sing co ag0692 87TSln e
, 9 » 1T > (. .
—sm(pcoteﬁm@ - gsmee
734 cot 6 o 4 3 o fe'?
l co aeCOS(paH 87_[Sln e
to 9 to g = He'®
co a@Sln(pCO GQD 87_[Sln e
N 0° 0 3 ingeio
aezCOS(pae 8n_Sln e
L to g S i fe'®
aelen(pCO a(p 87Ts”l e
N 1 02 0 3 99
sin20 g2 "> %30 g ¢

1 9% ” 0 3 00l
sin296<p2 Sing co a(p Py sinoe
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=ih3<{— iei‘p cos @ (— ! cosf — cos 9)
8m sin? 6

+ iei‘pcosgocosH 22 cos ¢ cosfe'?
8m 8m sin? 6

+i isin @ cot 0 cot 0 cosfe'?
8m

— i isin<,0 cos B e — isin<,o Do " (ie'?)
8m 8m sin? 6

— ih3

3 .
8—cos 0 cos pe'?

’ 3 . 1

L el gi -

+ - cotfie sm(p< Sind + cot 6 cos 0)
/—e“ﬂ cos ¢ cosf — /—sm(pcose (le”p)

- /871 SanBCOSH( 2 cos pe'? —2ising e~ ””)

+ S < cos 0 (—2cosp e — 2isingpe™%)
8m sin? 0

[zy, EZ]YH = 0

Fo]

k. Komutator operator L, dan L?

[EZ,EZ]Yll == (Eziz - iziz)Yn

= 'hax h? t96+a2 L o
B l 2@ 730 " 902 smzeacpz

—h? tBa o L o X 'ha Y;
ot 30 692 stGO(p2 lacp 1
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99 %96 59907 T agsinz0ae?)
b3 t986+828+1 aZaY
U 300 0023¢  sin20d@2dp| !

_hg{a ayy, 009y, o0 1 (’)ZYH}
l

(0 9 4 a 1 &
= lh3 —cotf0—+— 11

R té S -
acpco 00  d¢ 002 +6cpsin26 0¢?

'h3{ 0 dYy, 0% av, 1 02 ayn}
—1

t0—
“tY 30 10 +662 10 +sin266cp2 0@

.3) 0 0 A 0 a 02 3 0
= ih %cow% — gsmee +%W — gsmee
D a 1 02 3 e
d sin? 0 d? g Se
ih3< cotd 99 3 i fel®
[ co 3690 8nsm e
+aza 3,9i¢+1 0> 0 3,9i(p
002 0@ g S¢ sin 0 dg? o g0 ¢
= {h3{— icottS'costSP(iei"’)+ isiné?(iei"’)
8m 8m
3 1 .
’_ » . i
+ 8nsin265m9(w )
—ih3{— icost9cott9(iei“’)+ isin@(ie"‘/’)
8w 8w
3 1 .
’_ ) i
+ 87TSinZesm@(Le )

[iz,zz]Yll = O
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.5 Harmonik Bola Yy

a.  Komutator operator L, dan L,

[Zx,zy]YZO = (Z:xzy - Eyf,x)Yzo
= [{in (st O+ coth a)x i 0 _ cotbsi a)}
= l Ssing 60 cotocosp a(p l cosQ 69 cotosing a(p

0 0
—3—ih (cos — — cotOsin —)
{ T Y50

0 d
X ih (singo 30 + cotOcosp %)}] Y20

—hz{ , X Y2 . - t05si dY2o
= Sing =5 cosQ — 2= = sing - cotfsing 30

+ coth y Y0 to g tOsi aYZO}
co cosgoa(pcosgo 55 — O cos<pa<pco sing 30

hz{ J . 6Y20+ 0 - Y5
COSQ =7 Sing —o= + cosp - cotfcose 30

o 0 . 0Yy 1Osi 0 0 aYzo}
cotfsing a(psmgo 5g — cotosing a(pco cos@ 30
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tOsi A WL 5(3 26 —1)
co Sln(pa(pSln(pae 161 coS

Q) o] 5 )
— cotBsing %cotecosqo% Tern (3cos“6 — 1)
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5
= h?{—6 /Fsmgocosq)( sin?6 + cos?0)

5
16w

/ 5
+ Kcot@cosgosmgo( 6cos6sinb)
: to J tOsing (0)
Ter €0 cos<pa¢co sing
/ 5
- h%{-6 Hcoapsm(p( sin?6 + cos?0)

5
lém

/ 5
— Kcot@sm(pcosq)( 6cosfsind)

5 d
— = —— cotBsing 3 cot@cosga — (0)

0
sing T cotOsing(0)

9] 9]
Ter €059 35 cotBcosg %0 (0)

[Ex,zy]YZO = 0
b.  Komutator operator L, dan L,

[Ly,L,]Y20 = (L,L, — L,L,)Yy
) 0 ) 0 0
= [{Lh (— cos g =5 + sin¢@ cot 8 ﬁ) X —ih a(p}
L0 — d
- {—lh% X ih (— cos (p% + sin ¢ cot 9%»] Y20

L A 6(p sin ¢ co 30 90

hz{ 9] Y, N 9] waym}
a<p“’s"’ 50 a(psmq)co 30
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= h? 99 |5 (3cos?6 — 1)
- 0536000 |16

_ 30 |5
+ sin@ cot  ——=— |——(3co0s%6 — 1)

dpdp (| 161
0 0
32 )_ 2p _
h 6<p gaae ’16 (3cos“6 — 1)
d d
+ —smqo cot@a— (300520 -1)

= - ’FCOSQD%(O)'F ’FSln(pCOtg(O)

’ 5 5 0
— A% - Fsm ¢ (6cosOsinf) + E%sin @ cot 0 (0)

- . / 5
[Ly,LZ]YZO =Wfe Ksmq) (6cosBsind)

c. Komutator operator L, dan L,

(£ LYoo = (Bl = LL, Yoo
= [{—ihi X ih (simp i + cotOcosg i)}
dp a0 dp
S {ih (simp i + cotOcosg i) X —ih i}] Y20
a0 do do

_hz{a 0Y0+ d by OYZO}
= a(psmq) 50 a(pco cosQ 7%

hz{ 0 0Yy + cotd 9] BYZO}
sing =5 30 co cos<pa 30
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= h? 0 sinp L |2 (3 29— 1)
= a(p 935 cos
+ g to 0 |5 (3cos?6 — 1)
P cotfcosq 30 | Tor cos
o 0 ’ 5
— K2 - 29 _
h* < si (paea(p 16n(3COS 6—-1)

0 0 5 s
+ cotfcose %% Term (3cos“6 — 1)

’ 5 / 5 0

_ 52

= Ton cosp(—6cosBOsind) + 16799 cotBcosp(0)
P 0) + > to 4 (0)
167" 96 1o 2% 54

~ - 5

[L,,L;]Ya = —R? ’K cosg(6cosBsind)

d. Komutator operator L, dan L,

[L,,L,]Ys = (L, L, L+L )Ya0

{h i‘P<a+ tea> 'ha}]y
e 00 ico aq) l a(p 20

5 0 “pa 0 v 0
ih {—%e %—%e lcotG%}Yzo

5 a 0 a ad
lfl{ “"———e”"tcotG——}Yzo

06 0 dp 0
d oY, 0 oY
_ 2 % w0 9 i ﬂ}
Lh{ 6(pe 50 6<pe icot@ 90
d dY, d dY,
L L. )
—1i 36 99 e?ico 30 30
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= h? —iei‘”i i(300526?—1)
B dp 06 16w

9 ip tHa 5(3 2 - 1)
a(pe 1LCO a(p 1671' COoS

0 0 ’5
_ihl2) _ i _— |~ 2 |
ih e 2630|167 (3cos“6 — 1)

— el cot@ii i(3(:0526 -1)
' do de 16T

/ 5 5 9 .
— iH2 R 17/} . A i
ih Ton ie'? (6cosBsind) 16739 e'?icot 0 (0)
—ih%{ - ie""’i(O)— iei"’icotﬁi(O)
16 060 l6m do
p 1, NS N N
[LZ,L+]Y20 e (1) Ton e (6cosBsind)

e. Komutator operator L, dan L_

[ZZ’E—]YZO = (ZZE_ - Z—EZ)YZO
—[{—'hix—h ~ip (i—' tei>}
= l a(p e 90 LCO a(p

i i d 0
- {—he ¢ <% —1 cot9%> X —lh%}] Y20

dp 90 9o dgp) 2O
—ihz{ _i‘/’—i—e 9jcotd— a}YZO
a0 do dpd
0 aY. . 0
T S Pt N ﬂ}
in {6 Y a(pe icot@
d Yy . d dY,,
- hZ{ —ip 2 2120 _ i te——}
ih“ie 36 D e %ico 30 90
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0 d
= h? %e_”” 36 / (3cos?6 — 1)

0 v tﬁa > (3cos?0 — 1)
a(pe LCco a(p 161 coS

0 0 / 5
_ K2 -~ |_— 2 -]
ih“<e 3690|167 (3cos<6 )

— e § cotHii i(300529—1)
' dedg . |l6m

/ 5 5 0 .
— iH2 . W3 —ip R £/ 21
ih Ton ie 'Y (6cosOsinf) — 16790 e "icot (0)
— ih? e”l¢ —( ) — ie_i‘”i cot 6 (0)
67r lé6m
[L,,L_]Yy = iR? iie‘i‘” (6cosOsind)
2 7=1720 16w

f.  Komutator operator L, dan L?

[zx,ZZ]YZO = (inz - Ezix)YZO
= |{in(si O 4 cotd a)
= |1 (sine 55 + cotbeosp P
2 1 0 ( . a>+ 1 92
sin 0 00 7 00/ = sin? 0 dg?
n2 1 ( o 6)+ 1 02
sin 099 sin 00/ = sin? 0 d@?

0 0
X ih (sin(p 30 + cotOcosg %>}l Y20
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_ .0 9]
= l{th (smq) 39 + cotfcosg %)
X —h? | cot @ — 8 32 L
Y0 662 sm2 0 dp?
12 (cota L 6 82 1 0?
ot 30 692 sm2 0 d?

0 0
X ih (sin(p 30 + cotOcosp £>}] Y20

= —I Sln(p 00 ¢ ae < 06 662 5 a6 Sinz GG(PZ
+ cotOcosg ot + cotbcosp — :
G o a(pc a0 . cos 6g0662

a 1 0°
+cotecos¢%mw Y20

+ ih3 tea a+ tHa to a+62, g

[ co 50 sing 30 co 30 cotBcosp 90 T 302 sing 39
) 92 ). 9 Y 4 2 9

gz (OtVCos® dp sin?0d¢? S9 56

1 92 ]
+Ma<p2 cotlcosp — T Y20
] oY, d 0%Y. d 1 0%y
_ _ip3 © 20 20 20

ih {sm(pagcote 30 +Sm<,0m9 502 + sin <'069 SinZ0 9¢?
+ coth g tHaY + cot® J600,

co COSQD a(p (o{0) ae co COS(pa 692

00 00

Gk Yy 62 0 ayzo 1 92 Y5
502 smq) 30 69 — cottcosg P Sln<p 30

+ ih3{cot @ —sin %+ cotld — g cotOcos Mo
AET Y0

+

sm2 0 0p?

1 0° 0Ys0
+ma 5 cotbcosqp —— 90
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0 0 /
= —ih’> {sing T COtH_BG (3COS 0—1)

0 02 5
+sm<paeaez

+ sing > 2 G (3cos26 — 1)
St 36 sin2 6 0@? \|16m €os

+ coth 9 to g (3 29 —-1)
cotfcosg P cot6 = cos

2

d¢ 062

+ cotf oA > (3cos?6 — 1)
COTEOSP Bpsin? 0 0¢? [Tom
+ i3 cot8 i47- Te= 3 20— 1)
ih” 4 cotd - sing — 50 cos
+ cot @ g to oo (3cos?6 — 1)
cot § - = cotdcosp 90| 167 cos
—_ 2g
smq) 50 ’16 (3cos“6 — 1)
- 29 _
69 c0t9c05<p 20 ’16 (3cos“6 —1)
+— - j (3 20 —-1)
sin? 0 6(p nq) 20 €os
4t o to 0 |5 (3cos26 — 1)
sin? @ d? cotvcose dp || 161 €os

(300520 -1

5
+ cotBcosg E(Scosze -1)
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5 5
— s 3 . . . .
= —ih /—16” sing(12cosBOsind) + ’_167r sing(8cosBOsind)
+ > inp— L (0) + > to (0)
16n "% 96'sin? @ ler 007 C0%®
+ : to 0) + > to 0 _1 (0)
ler 07 C0%® Ter 07 C0%¢ d¢p sin 0
+ih3{—6 icot Osing (—sin® 0 + cos?0)
lém

5 0 /5 , ,
+ Ecotﬁﬁcotecos¢(0)+ Esm(p(BcosGsme)

5 092 S W 1lg=, .
EﬁcotHCosgo(O) + Tem oz esm<p(6c056?sm9)

b S R L)
lemsinZ 092 0 %%
73 s (12cosBsinb)
=—i ——sin cosfsin
lé6m ¢
+ih3{—6 icot Osing (—sin? B + cos?6)
lé6m
+ > 1 §; (6cosBsin0)
e sinzg Sine (6cosBsin
= —ih3:{6 . (cosBsin0)
=—i T sing(cossin
+ih3<6 icot Osing (1 — cos?6)
lém
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5
_ 3 . .
= —ih°{6 ’—16” sing(cosfsind)
+in3{6 icotﬁsin(p (sin%6)
lé6m
= —ih34{6 > (cosBsind)
=—i To, Sing(cosfsin
+ih3{6 > Osing (sind)
i o, COsOsing (sin

[ix,iZ]YZO =0
g. Komutator operator L, dan L?
[Ey,ZZ]YZO = (Eyiz - Eziy)YZO

H 'h( 9 _ singcotd a>
= —1 COSQP——SIn co -—
T YOt 50

X —h? tea+az+ 14
730 T 962 " sinZ 6 9¢?
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tHa' tea 5(3 20 —-1)
co 90 Sin@ co 161 cos

ap
GE 9 ’ 5
2p _

+69 oS Q=0 |77 (3cos“6 — 1)

%% tea 2 (3cos?6 — 1)

092 Sin@ co aq) 161 cos
P 9 1> (3cos26 - 1)

sin20 092 > %3g |16m °

1 02

d |5
; 2
T SinZ0992 sing cot 6 90 |Ton ——(3co0s°6 — 1)


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

183

5 5
. 3 . .
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—in3{ -6 icot 6 cos ¢ (—sin? 0 + cos?0)
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a.  Komutator operator L, dan L,

[Zx,zy]YZ_l = (sz:y - Zyzx)YZ_l
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b. Komutator operator L, dan L,

[Ey,zZ]YZ_l == (Zyiz - Zziy)YZ_l
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c. Komutator operator L, dan L,

[Ez'zx]yz—l = (Zzix - Z\'xiz)YZ—l
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d. Komutator operator L, dan L
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e. Komutator operator L, dan L_
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f.  Komutator operator L, dan L?
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Komutator operator L, dan L?
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(,'O.S’(,DaesinzHa(p2 87‘[Sln cosoe

15 .
—sing cot 8 % cot@ 39 |3 sin@ cosfe™"?

_ . - - . _l(p
sing cot 0 99 362 |8 sinf cosBe

a 1 9% [15 Ay A
¢ sin? 6 dp? g St CosUe

— sin cot 0

ih3 { cot 6 9 |12 5ing cosee
i cot =5 cos 9 =5 |=—sind cosbe
to o to o 6 cosfe™®
cot b o7 sin g co T gy Sind cosbe
4 92 a |15 | 9 cosfe—iv
59295V 3g gy Stnd coste
- N d |15 | 2
—WsmgocotH% gsme cosfe™*¢
1 02 d |15

+ mm cos ¢ =5 gsinﬁ cosfe™'?

15 .
i Ha—(pzsirup coteﬁ gsine cosfe™*?
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15 1
=ih3<{ - ’g cos @ (sinz 5 (cos?6 — sin’0)

. 15 )
+ 4sin90056€0t6) e ¥ —4 ’gcos @ (—sin®0 + cos?0)e™¢

15 . )
+1i —sm<pc0t 0 (—sin?6 + cos?0)e™
4i D t 0 sinf cosfe ¥ —i o) 3 t20ei®
i |g-singcot 8 sind cosde i |g-singco e
_ 15 _ .
—ih3{ -4 gcotecosq)smﬁ cosfe™"?

15 .
2] | =) t 6 sinf cosfe™"?
i |g-sing cot B sinf cosbe

—4 ’1—5COS§D (—sin?6 + cos?0)e™¢
8r
15
—2i —smq) (cos?6 — sin’Q)e™ ¢

15
+ ’871 sz ) (2icos?Osing — 2cos*Ocosg — 2isin?Osing

. 15 .
+ 2sin®Ocosp)e™ + ’@ cot? 0 (—2ising + 2cosp)e™
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8 sin2 6

e 1
8nCOS(psin208

+i e t2 0 (—sin’0
i [g=singco sin

+ cos?6)e % —i Esin<pco1:2 0 e
8m
— in3{—2i Esin<p(—_9l'n2t9)e_""’
8m
PR L isin0sing + sin?Bcosp)e?
8 sinz g (2isin®sing + sin*fcosg)e
15 1 .
—ip3)_ | 2 —ip
ih ’871 cosqo(smz 5 (cos 9))6
L |1 O e e ..
8. 0S¢ g€ i [g—singcot” 6 sin’6e

4158 5 S S |15 N /
+ i |[=—sin@cot” 0 cos“Oe™* —i gsm(pcot Oe ¢

15 .
=ih3<{ - cos @ < (c0520)> e~

8m
2i 1> (sin@)e % + 152 npe ¢
L |gsing (sin®f)e g, 2Singe
15 ,
cospe™'?

I
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L |1 1 s
—Cosp—mze g COswe
i 15 g 2 2] —ip
i [g-singcos®Be
+i E5in<p cot? 0 cos*fe™ % —i Esiin(p cot? e
8m 8m

2i 1> (sin@)e % + 152' g
i 8nsm<p sin“0)e o singpe

=ih3<{ - 1—Scosgo L (cos?0 —1)e ¥ — Ecosqoe_i‘”
8m sin? 6 8m

—i Esin<p cos’0e @ +i ESin<P cot? 6 (cos*6 — 1)e™"
8 8m

15 gl ]
+ 2i —nsmqo(l—sm 0)e ¢

8
15 1 . 15 )
= ;3 {— ’@ Cos ¢ ——> (—sin? 8)e ¢ — /gcosq)e_”‘”

. Esin(p cos’0e™? + Esin<p cot? 0 (—sin? §)e™
8r 8r

+ 2i > 2ge i
l 87_[Slng0COS e



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

209

= ih3 Ecosgoe_i‘/’— Ecoswe‘“”
8m 8m
2i L 20e” +2i L Qe
i [gsingcos®Oe i [g-singcos®Oe

T 712 —
[L,,L]Y,-1 =0
h. Komutator operator L, dan L?

[iZ,ZZ]YZ_l — (iziz - iziz)YZ_l
= 'hax h? tea+az+ D 4
1 "0 Ot 30 T 962 " sinZ 6 9¢?

h%( cot 6 0 + o + i X —ih 0 Y.
“Ot%%0 " 962 sin? 0 d¢? ' dp|| 27t
a0 02 o 1 0?2

d 0
= ih3{—cot 6 — — Y,
i {a(pwteaeJraq;an 6<psin298<p2} 21

53 o 0 62 5]
- 00 0 6926(p Sm298<p26<p

ihg{a aY,, 0 3%Y,, 92Y. }

%COt 00 +£ 00?2 +6(p$ln29 a(p

s Cotgiayz N\ /oGP 6Y2_1+ 1 9% 0Y,_,4
00 dp  30%2 O  sin200¢? d¢
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3 0 Ja |15 »
= ih %cotﬁﬁ Esmﬁcosee p

+

0 9% |15 »
%W Esmﬁcosﬁe @

+6162 15_9 o~
@ sin? 0 dp? gr StV CosY €

+

A3 t@a o S 0 0 e ¥
R o |5 A

22 8 |15 5eosd o b
6626<p 87_[Sl7’l coS e

+162615_99_i(p
sin% 0 02 dg g oY oS €

15 .
= jh3{ —i /—cot@ (—sin® 0 + cos? B)e ¥
8m
15 . 15 cos 6
4+ 4i [—sinB@cos e P +i |—— e
8w 8w sin @

. |15 w ) ;
—ih’>{ —i [=—cot 8 (—sin“ 0 + cos* B)e™"?
8m
|15 , ~|15cos @
+4i |—sinfBcosO e +i | —— e ¢
8w 8w sin @

[EZ,EZ]Yz_l = O
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1.7 Harmonik Bola Y;;

a.  Komutator operator L, dan L,

[Zx,zy]Ym = (Z:xzy - Z:yz:x)Y21

211

(.. 0 0 , d 0
= [{lh (sm(p 30 + cotBcosgp %) X —ih (coscp 35~ cotfsing %»

0 0
—3—ih (cos — — cotOsin —)
{ T Y50

0 d
X ih (singo 30 + cotOcosp %)}] Yo,

—hz{ , X Y2 . - t05si Y2
= Sing =5 cosQ — o= = sing - cotfsing 30

+ coth y Al to g tOsi aYZl}
co cosgoa(pcosgo 55~ O cos<pa<pco sing 30

hz{ J . 6Y21+ 0 - Yy,
COSQ =7 Sing —o= + cosp - cotfcose 30

o 0 . 0Yy r0si 0 ‘0 6Y21}
cotfsing a(psmgo 5g — cotbsing a(pco cos@ 30
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= h® sm<p%cos<pae - /—sm@cos@ e'?

0
— sing %cowsm(p 90 - —sm 6 cos 6 e

+ cotBcosg 6_ CoOSQY — 69 —sm 0 cos O e¥

— cotBcos % cot@sm(p 0 — /gsm 0 cos B e
y2 a . 0 58 . 9 oo
CoSQ ~7 sing = gpSinfdcost e
+ I to y L 0 0 e
cosg = cotdcosp 20 gy Sindcoso e
tOsi 9 Ml L 0 0 e
cotOsing 30 sing = gpSinbcost e

tH'atG g 15'0 0 el
co Sln(pa(pCO COS(pan 87_[517’1 coS e
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= h?{ |—esinpcosp(4sinb cosH)

singsingcosd sin 6 (ie'?)

OO|»—\ ﬁ’
3| & 3| o

15 . i :
- gcotecosgo(— sin? 0 + cos? 0)(—sing e'? + icosgp ')

+ |=—cotBcospcosh cos 6 (icosp e — sing ')

ﬁ]
3| o

1
8w

Ul

— h? singcospe'? (4sin @ cos 6 )

- famamn

15 A Y )
+2 gcosq)cosgo(w“p) cosfO sin 6

15 . i 0 i ) 2
+ gcotesmq)(cos‘(p Clad lsm<pe“”)(— sin“ 6 + cos* )

,15 . .
— gcotesingacow cos 0 (isinga e'? + cosp e“”)
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= h® e sinpcosp(4sin @ cos )

singsingcosd sin 6 (ie'?)

o = ﬁ’
el gla

15

~ |an — cotBcosp(sin® 6 sing — sin®  icosg — cos? 0 sing

+ cos? @ icosp)e'?

+ |, cotbeospcosd cos 6 (icosp e — sing ')

ﬁ
ul

1
8

15 |
+2 gcos‘(pcosq)(ie“p) cosf sin 6

15
+ ’ﬁ cotBsing(— sin® 6 cosg — sin? @ ising + cos? 6 cosg

93]

— h? singcospe'® (4sinf cos6)

%

+ cos? @ ising)e'®

/15 . .
— gcotesimpcose cos 0 (isimp e'? + cosp e“P)

15 .
= h%{— ’gsinzq)cose sin@ (ie)

15 .
— h? gcoszgo(ie“”) cos@ sin 6

, ) |15 , . y N
=—h gcose sin@ (sin® @ + cos“@)ie'?


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

15 .
= —ih? /gcosﬁ sin@e'®

b.  Komutator operator L, dan L,
[ ZZ]Y21 = (Eyzz 3 Z:ZEy)Y21

. d ) 0 d
= [{lfl (— cos w@ + sin¢ cot 8 %) —lh%}

, 09 0 ) d
—{—lh%xm( cosgoae+sm<pcot9%)}]Y21

= COS(paH agp Sln(pCO a(p a(p

hz{ d Yy, ) d t96Y21}
a(pcosgo 50 a(psm(pco 0

4% a 0 5y p g ol
= cos @ 36 9 a8 sinfcosf e
+sm(pcot6'a s <— —schosG el
. 0 0 15 | p 9 oi®
77 cos @ Y o sinfcosf e
+ 9 i to g 5 0 0 e
90 sin @ co i a8 sinfcos@ e
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L) (15 . Lo |15 L
=h gcosq)(—sm 0 + cos” 0)ie'? + g, Sing cos 6 e

2 15 .2 2 . ; i .
—h E(_ sin? @ + cos? 6)(—sing e'? +icos p e'?)
15 _ . , .
— gcos2 6 (icospe® — sing e'?)

= K2 1—5cos @ (—sin® 6 + cos? 0)ie’ + Esin @ cos* 0 e'?
8m 8m

2 15 l Y) . S 2 .
—h an (sin® 0 sing — sin“ 6 i cos ¢ — cos* 0 sing
+ cos“ @ icosp)e? — gcos 0 (lcos<pe“” —sing e“”)

, ) |15 . N 4 15" o
=h gcosw(cos f)ie'Y + g, Sin e cos 0e'?

15 )
— h? — (sin? 0 sinp)e'?

s »
=h g, oS 0 (icos @ + sin@)e'?
— h? 15 (sin? 6 sing)e'®
8r
— h? 15 209 ( P Qi ) ip
= g, C0S” 0 (cos ¢ — isinp)e
h? ’15 .
_ . - . 2 . l(p
o L e (sin® @ sing)e
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_hz 15 9( l(p) i n2l 15( p Yei®
= ; 87TCOS e e i l 81 Sln Sln(p e

S h? 15
[Ly,LZ]Y21 ——{— cos H(e “p)— isin Hsmcp} —e””

c. Komutator operator L, dan L,

[izrzx]yﬂ = (Zzix o Exz\'z)YZI
- |{ 'hax'h(' O+ cotd a)}
= l EP ln|sing 30 cotdcosp 30

0 d 0
— {ih (sin(p 30 + cotOcosp £> X —ih %}] Y21

ALl L
a sing 50 o, cotOcose 90
d ayY, d Y
— h? {smgo @0_21 + cotOcosp — 300 21}
4% .\ J 159 9 9 ei0
= T sing Y 8 sinfcosf e
i 6_ cot@cosgo T —sm 0 cos O e
h? 90 0 0
sing 36 99 sm cos @ e'

+ cotfcose

0
6_6_< —schosH el
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15

—p2d_ g(cosq) el¥ + isinpe'? )(— sin? 8 + cos? )

15
8w

15 )
—h*{— /—singo(— sin? 0 + cos? B)ie'?
8m
+ M 0 iy
5, Cos” 0 cospe

15 .
X% g(cosga sin® @ — ising cos? 0)e'?

5 15 :
—h°3{+ gcos 0 cospe'?

- = 15 .
[L,,L |21 = h*{cosg sin? 0 — cos? 0 (cose + ising)} /@ el®

—cos% 6 (—lsm<p el — coscpe””)

d. Komutator operator L, dan L,

[B,,L.]Y, = (FE L+L Yoy

{h i‘P<a+ tea> 'ha}]y
e 00 ico aq) l a(p 21

) d “pa 0 ” d
ih {—%e %—%e lCOtQ%}Ym

5 d 0 a ad
lfl{ “"———e”"tcotG——}Ym

060 dp 0

d Y. i) oY
S N PRt s SN ) _21}
Lh{ a(pe 50 a(pe icot@ 90

0 3y 9 Yy,
SO R
—1 50 6 e'Yico 30 o
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= ih? —iei"’i - Esin6’ cos@e'?
deo 060 8m
0 9 cot 8 0 15 8 cosfe
a(pe ico 30 g Sind cosbe
— ih? —ei"’ii — Esint9 cosfe'?
d60 0 8m
g t@aa 15'0 fe'?
e'?ico 3090 g Sind cosbe
15 . . 15 .
= ih?{2i |—e'?(—sin® 6 + cos? B)e'? — 2i |—e'? cos? fe'?
8r 8r
o) (15, Y , A 15 .,
—ih —e'?(—sin“ 0 + cos* 0)ie'? — |—e'?icos“Oe'?
8m 8m
- - )15 .
[LZ,L+]Y21 e i) ge“” (sin“ B)e'?

e. Komutator operator L, dan L_

[iz,z_]Y21 = (ZZE_ - Z:_EZ)Y21

—[{ LN h‘“ﬂ<a ; tea)}
= la(p e 69 LCO a(p

o I d 0
- {—he ¢ <% —1 cot9%> X —lh%}] Y21

v _iwa d g d
= ih {%e ﬁ—%e lcotG%}Yﬂ
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= ih® ie_i"’i — EsinH cos@e'?
doe a0 8m
0 01 cotg- 1> (ind cosdet®
a(pe ico 30 5, Sind cosfe
— ih? e‘i‘”ii — Esiné? cos@e'?
20 d@ 8m
—e_i"’icoté?ii - Esiné? cosfe'?
dp dp 8m
15 15
= jp2{— |= —
ih /8n(0)+ ’87'[(0)
_-2_-E—i(p_-2 2 AN i
ih i e ' (—sin“ 6 + cos“ OQ)e
8m
TR N
— ge Yicos- 0@ e'?

[L,, LYy = h2e™"{sind — 2cos*6}
f.  Komutator operator L, dan L?

[Ex,EZ]Y21 ES (zxiz - Ezix)Y21
= 'h(' O 4 cotd a)
= | iRt sing 55 + co cosgoa(p
1 1 6(_96)+ 1 0?
sin6ag\°""" 30 sin? 0 dg?
2L a<_ea)+ 1 02
sin0ag \>""” 39 sin2 0 dg?

0 0
X ih (sin(p 30 + cotOcosp %>}l Y21
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_ .0 9]
= l{th (smq) 39 + cotfcosg %)
x —h? t— g 62 L o
L% 30 692 sin2 0 dp?
B2 s 9] 62 1 02
“Ot" 50 662 sin2 0 dp?

0 0
X ih (sin(p 30 + cotOcosp £>}] Y21

— h3 ot — +S'Il<,0 2 Sl“’" 2
= —ih?{sing 39 ¢ 00 " """ 0062 " "% 9asinz 6 dp?
+ cotf osQ cot @ + COtHCOS(P :
¢ . a(p 00 a(p 6(92

g 1 0?2
+cotﬁcos¢%ma—¢z Yo,

+ ih3 tea a+ té?a to a+62‘ g
l co 90 SlTlQD 90 co 90 cotocosyp a(p aeleTlgD EY:
) 92 ), ) Y ] 92  d
9@z (Otveos? dp  sin? 0 dp? ST 56
i G~ d
+m6¢2 cotlcosp — T Y21
. - 0 o0 66Y21+ 9 1 0%y
= T sing g ot + Sing Sg Gz S Ge e B
02%Yy,

+ cotf g t96y + cotf g
cotOcose T co co cos<pa

a0
G | ) 62Y21}

062

+ ih3{cot 6 —sin %+cot9 9 cotOcos )
Y 90 Y0

26 26
N 9% 0Y21 92 0 6Y21 1 9?2 Yy,
3025 g T 5ga cot0cose 5 Tt a5 55757 g

1 0% Y1
+m6 5 cotbcosp — 90
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= —ih3{si g t@a 15'9 fe'?
=—i sing = cot 6 = g Sind cosbe

.0 0° 15 | o
+sm<p%m - gsme cosBOe

. L 157 i
+ sing 30 sin? Ha_gaz — gsme cosfOe
+ cotf 2 to g LoD, 0 cosfe'?
cotBcosp 0 cotf - 8 Sind cosde
+ cotl ik L 6 cosfe'?
cotBcosp FPYTE g, Sind cosbe

9 N [2* 15 4 "
+ cotBcose %ma—w = gsme cosBe

o 0 0 15 .
+ ih>{cot @ %smgo Frie gsme cos@e'?
+ cot 8 2 to g 1% 0 cosfe'?

cot § = cotfcosg 0 g, Sind cosde

62 0 15 9 cosfe!®

692 —Sing — 70 e sinf cosfe

52 to g L 6 cosfe'?

692 cotfcosp — 90 g, Sind cosbe

1 0° ] 15 i

+ sin? 0 3¢ —— Sing — 30\~ gsme cosBe

1 o to g 1> i coshe®
SanHG(pZ —=CO COS(pa(p 87_[Sln cosuoe
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3] (15 . 1 ) - ] .
= —ih Esm(p (sinz 5 (cos“6 — sin“6) + 451n06059c0t9> e'?

14 |2 sinp(—sin?6 + cos20)el® — | sing —=—¢i#
5 Sine(=sin cos?0)e 5 SIp o€
15 _ |

—i gcotzecosgo(—smze + cos?0)e'?

8w

15 .
+in3{4 {gcot 0 singsind cosfe'?

15
8

15 o .
+ 4 |—sing(—sin“6 + cos“0)e'?
8r
|15 ) .
+ 2i |[=—cosp(—sin’6 + cos?H)e'?
8n
15 1
81 sin% 0

. 15 .
— 2isin®6cosp)e’? — /gcotZH(—Zicoyp + 2sing)e'?

|15 _ . ABS .
+ 4i |—cotOcos@sin cosfe'? + i gcot Ocospe'?

+ 2i cot 6 cosgsind cosfe'?

(—2cos%6sing + 2icos*Ocosp + 2sin?Osing
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)]s 1 o) o 51
= —ih Esm(p sinZH(COS 0) |e¥ — gsmcp snge
, 15 2 .2 2 i
-1 Ecot Ocosp(—sin“6 + cos<0)e'?
+ i L t%0 o
L |g-cot“Bcospe
+ ih3{2i Ecos<p(—5in249)ei"’
8m
15 Il ( . 26 . A si 29 ) ip
8 sinZ g S Osing isin“Bcosp)e
. 15 1 2oy \ I S 1
=ih>{ — gsm(p sinZH(COS 0) |e¥ + gsmq)me
—i Ecotz0¢:osgosinZHei‘”+i Ecotzté?cosgocoszé?ei‘/’
8m 8m
9 15 tZH ip 2i 15 ( g 29) ip
L g cot"bcospe L g cos(sin“f)e

15 1 >y M ol -
~ |8esZe (sin“Osing — 2isin“Ocosp)e'?
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= ih3 15 (cosZH) el + —51 )
8w sm2 5
15 5 )
8—sm<p —1 —cos Ocospe'? + i —cot 20cospcos?fe'?
15 |15 P
—cot 20cospe'® — 2i gcosgo(sm 0)e'?
15
’— (2icosp)e'?
=i (cosze —1e? — Esingo
8m
, |15 .
—COSZHCosgoe“” +i gcotzﬁcosga(cosze —1)e®
+2i ’—cosq)(l — sin%0)e?
= i 1— ( sin%@)e? — Esimp
8m 8m
2 i |15, 207 i
—cos Ocospe'? + i gcot Ocosp(—sin“0)e'?
15
+ 2i —cosw(cosze)e“"
= ih3 ’—szmpe”"— /—sm(p 2i ’—coszecosq)e“p

p2i |2 (cos*B)e'?
l 8ﬂ_COS(p cos e
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[Ex,EZ]Y21 == 0
T 72
g. Komutator operator L, dan L

[Zy,zz]Yn = (Zyzz - Zzzy)Y21

. d . 0
= H—lh (cosgoag — smgocotQ%)
ontfeorp O, L O
ottt 307 T sinZ 6 99?2
PR e BN
cotbogt 307 T sinZ6 997

0 0
X —ih (cos Q= 38 —singcot 6 %)}l Y51

3 0 t66+ aaZ+ a 1 0°
L L O 5 COL 0 20 it €05 O\ armmlgy CO <paesin296§02

—smqocotH%cotHaH

. a 02 g 1 02
= sm(pcotH%W—smq)cotGa¢5m2 Ha(p Y51
0 0

0 0
— ind {cotﬁﬁcosq)%— coteﬁsm(pcoteﬁ

92 L g0, 17 9
362%* 35 392" P Ot 0 5t Sin7 0 997 < ¥ 36

1 0?
~ sin? 0 9¢?

+

0
—sin@cotf %} Y21
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3 0 o0, 0 0%y 9 1 9%,
—HC5 P50 o T30 002 T P 90sin2 0 092
to rodtn
Sln(pco a(pCO 60
” a 1 0%y

—sm(pcotﬁa(p 302 —SLn(pcotHa(psng 30?

13 cor g2 Mot org - Piar!

—1 co aeCOS(p 30 co aeSlTl(pCO a(p
N 02 Wo1em 32 t06Y21 N 1 9?2 Yy,

302225 ® G migez U 2.5 B i sz o2 " B8

1 92 .3 Y4
~ sin% 0 dg? ek @ 1)


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

= i 0 ot 02 = |2 5ing cosoet
=1 COS(paBCO EY: 8n_SlTl cosde

a 02 15 . i
+cos<p%m — gsmH cosBe

a 1 0° 155 i
+ cosw@smz 9@ — gsme cosBe
to g t0— 0 = 6 cosfe'®
sin ¢ co 7 cot§ =5 g, Sind coste
, » d 0° 15§ " 9 cosfei®
sin ¢ co 30 362 gy Sind cosde
g0 1 0° 15 0 cosOels
singco 1A Sm296¢ g Sind coste
73 to 0 Y L 6 cosfe'?
ih™ ) cot 8 o5 cos o g Sind cosde
to g to 0 L2 6 cosfe'®
cot 6 =5 sin @ co B g, Sind coste
02 0 15 0 cosfei®
692 cos Q=5 - sinf cosfe
9 to 0 L 6 cosfe'®
~ 302 — singco o g, Sind cosde
1 02 0 15 i
+ sin? 0 3¢ cos<pae — gsme cosBe

1 92 50 15 0 cosfeis
SanHG(p Sln(pCO a(p 8n_Sln cosove
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15
8m

+ 4 |—cos ¢ (—sin%6 + cos?6)e'? — Ecoscp ! el
8t 8m sin2 6
. 5 . 2 2 . 2 i
+1i gsmgacot 0(cos“6 — sin“0)e'?
4 =i t 6 (sind cos6)e'’ i t2ge'v
i [g=singcotf (sin cosd)e'? —i [o—sin g cot’e
15 .
—ih3{4 gcotecosq)(sinﬁ cos@)e'?
15 d
—-2i |— cot 0 sin @ 38 (sinB cosB)e'?
15
+4 —COS(p(COSZH — sin%6)e'?
15
—2i —smqo (cos?0 — sin*0)e'?

v /811 inZ 0 (—2icos?Osing — 2cos*Ocosp + 2isin?fsing

(C0529 — sin%6) + 4sm9cos6?cot0>

_
Ul

[y

. 15 .
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B . 10 Ot %0 T 962 sinzea(pz
FCY P A L L SV |
“otY %50 662 sinzeaq)z ' dp|| *

__h36 tea 602 o 1 OZY
- 6(pco 20 6(,0692 8<psin296(p2 21

ol 0 020 1 94,
Tt s T 96790 T sin? 0 092 0| 12!

231


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

0 Y,y 0 0%Y,, 0 1 0%y
_ 23) 9 il _ - -2
th {a(pwte 20 +6<p 002 +6<psin20 dp?

d Y, 0% oY, 1 9% oy,
— A3 cot O ——— L= =
00 dp 062 d¢p  sin?0d@? 0@

= ih3 g to i e 0 0 e
=i 90 cot 62 gy Sinbcoso e
P 37702 15 B 9.0t
30 962 gy Sindcoso e
I 1 0° 15 0 cosd olf
¢ sin? 0 dp? g StV CoST €
73 to 9 9 15 0 0 e
i cot 6 — 20 gy Sindcoso e
N 9% 0 15% b g o0
367 95 g Sindcost e
L1 0% 0 15 A
sin? 0 dp2 dg g StV COST €
. 3 . 15 . 2 2 i
= ih>{ —i [=—cot B (—sin“ 6 + cos“ B)e'?
8r
L 15 p 9 0% 4 15 cos 6 0
i |g-sinbcoso e L le—<mg €
. |15 . .
—ih3{ —i |=—cot 8 (— sin® 6 + cos? §)e'?
8n
15 . 15 cos 6
+4i [—sinfBcosO e’ +i |———e'?
8m 8m sinf

[L,,I3]vy; =0

232


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

233

1.8 Harmonik Bola Y;.,

a.  Komutator operator L, dan L,
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f. Komutator operator L, dan L?
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[iz'zx]YZZ = (Zzix > EXZ'Z)YZZ

-|{ 'hax'h(' O 4 cotd a)}
= laq) ih{sing =5+ co cos<pa(p

. . J d 0
= {lh (smga 30 + cotOcosp %) X —ih %}] Y2

= hz{ O sinp 22, 9 o1 aYZZ}

XBEr T T T T
d aY. d dY;

— h? {simp @0_502 + cotfcose %a—;z}

=A% isingoi £sinzé? ellv
do a0 .|32n

+ 2 cots D in20 etio
aQDCO COS(pGQD 327_[5171 e

— h? simpii £sinzH e?ie
00 0y |32m

ane A5y, %
+c0tecos<p%% Esm 0 e*'®


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

263

15 . .
= h?{2 /E cosOsind(cosp ¢ + 2isingpe??)

15 Y )
+ 397 cos@sm@( 2ising e — 4cosp e ””)

— h%<{4i Esimpcos@sin@ezw -4 1—5cosesin0cos<p32i‘/’
32w 32w
= h?{2 £cosé’sin@(cosga e2)
32w
15 |
+ 377 cosesme( 2ising e “”)
= 2h%cosO(cose — ising) £SL'né?eZi"’
321

-~ = . 15 .
[L,,L|Vz2 = 2h%cosO(e™¥) ﬁsinHez”p

d. Komutator operator L, dan L,

[L,,L,]Ys; = (L, L, L+L Yo,

Lhz{—ie“"i—ie”"lcotei}Yzz
do 06 0 do
lhz{ l‘pii—el‘plcotGii}Y
90 0@ dp 0l
0 O 0 3y,
= it {— el S = eiwicorg S22
i a(pe 20 a(pe ico 30
3 Yy, 3 3,
TIPEL L
—i 30 00 el?ico 30 90


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

264

= ih? _ieifpi Esinze o2
ao 00 \|32m

— iei"’icotﬁ— —Ssin2 0 eliv
do do \|32m
.0 0 15 .
_ k2 ) _,ip |7 Gin2 2ip
ih e 3090 /sznsm 0 e
—el?j cot@ii £sin2 0 el
dede . |32m

= ih%<{ —6i £costS?SL'716e3l"p+6 Eicosesinee“‘p
32w 32w
D | 15 ] 3 15 , 3
— {h“{ —4i |—cosOsinfBe>'? + 4 |[—icosOsinBe>"¢
321 321

[ZZ,Z+]Y22 =0
e. Komutator operator L, dan L_

[I‘Z!Z—]YZZ = (ZZE_ — Z’—EZ)YZZ
N
S l a(p e 90 LCO a(p

o9 . d 0
= {—he ¢ <% -1 cot9%> X —lh%}] Y2

P I R DL
A 6 ¢ dp)

36 0 dp o)
a . dY,, 0 . Y5,
=it et S eivicor g S22
i a(pe 50 a(pe ico 0
- g oY , d oY,

a2 e 9922 . 22}

ih {e 69_6(p e lCOte_a(p_acp


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

265

s d . d |15
=ih %e ””@ 3Tsm 0 et

0 . 5
—%e_””icotﬁﬁ Esm 0 e

o) @0 |15 o
l e aea(p 301 SlTl e

—e l‘plcoteii £sinze eliv
dede . |32n

o ). 15 2 15 2
= ih?{2i |——e ¥ cosOsinfe?? + 2 |—e"?icosOsinfe?®
32w 32w
AN 15 & ] ’;
—ih“{4i |[—e Y cosOsinBe“"®
321
15 4
+ 4 |[— e ?jicoshsinfe?®
321
[L,,L_]Y,; = 4in? ie‘“”cos@sin@ezw
i 321

f.  Komutator operator L, dan L?

[Zx,EZ]YZZ = (szz r izix)YZZ

) -y J 0
= [{lh (smgo 39 + cotBcosgp ﬁ)
« 12 1 0 ( d ) 1 02
sin @ 00 sind 00/  sin? 0 dp?
n2 1 0 ( 9 0 ) 1 02
sin 6 20 sin 00/  sin? 0 d¢?

0 0
X ih (sin(p 30 + cotBcosp %>}l Y2



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

266

_ .0 9]
= l{th (smq) 39 + cotfcosg %)
x —h? t— g 62 L o
L% 30 692 sin2 0 dp?
B2 s 9] 62 1 02
“Ot" 50 662 sin2 0 dp?

0 0
X ih (sin(p 30 + cotOcosp £>}] Y2

— h3 ot — +S'Il<,0 2 Sl“’" 2
= —ih?{sing 39 ¢ 00 " """ 0062 " "% 9asinz 6 dp?
+ cotf osQ cot @ + COtHCOS(P :
¢ . a(p 00 a(p 6(92

g 1 0?2
+cotﬁcos¢%ma—¢z Yo

+ ih3 tea a+ té?a to a+62‘ g
l co 90 SlTlQD 90 co 90 cotocosyp a(p aeleTlgD EY:
) 92 ), ) Y ] 92  d
9@z (Otveos? dp  sin? 0 dp? ST 56
i G~ d
+m6¢2 cotlcosp — T Y
. - 0 o0t 66Y22+ 1 0%,
= T sing g ottt Sing 5g G S Ge e B
02Yy,

+ cotf g t96y + cotf g
cotOcose T co co cos<pa

a0
G | ) OZYZZ}

062

+ ih3{cot 6 —sin ai+cot€ 9 cotOcos ALY
Y 90 Y0

26 26
N 9% ayz2 92 0 OYZZ 1 9?2 aY,,
3025 g T 5ga cot0cOse 5 Tt a5 95757 g

1 0% Yy,
+m6 5 cotbfcosqp —— 90


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

267

= —ih3 t@a 1> 0
=—i sm<pagco 56 1327 sin? @ e?
9 0% |15
+ sing ——=— |=—=—sin’6 e*

06 062 \|32m

g 1 9% |15

o9 20 ,2ip
Ty 00 sin? 0 > 32m° " R

0 15
+ cot@cosq)%coteag ﬂsm 0 e?

a 9% |15
+cotecos¢%m ﬁsm 0 e?

o 1 9% |15

+ cotf e in% o e
B ¥ 2 sin? 6 dp? Ry [

+ ih3 tGa V4> 0
l co aeSln(paH sm 6

e t@a to I 0
cot 6 o co cosqoa(p 377 sin? 0 e?

R ] d 15
—sin% 0 e?

t 3625 54 1327

+— o to 7y 0
302 co cosgoa sm e?

L1 o0t 6|15
sin20 092" 30 (321 sin® 0 e*

1 0° ” 0 115 2y 2
= 5 CO COSgDa(p 327_[5171 e

+ sin? 6 dp?


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

4 L 6 sinf e
35, Sinw cos O sinf e
8singcosH sinfe?? + £Sin(p(O)
21 32w

+ 4i Ecotzecosgocose sinfe?®

|
5.‘
w
[S=N —

vl

w

+ 4i Ecot@comp (cos?6 — sin® 0)e?¥

— 8i o cotBcosqpe??

15 .
+inr3{2 ’Ecoté? sing(cos?6 — sin? §)e?®

A

1 79

cot 6 cosp(cos?6 — sin® §)e?

ER

815' 0 sinf e%% — 8i L 0 sinf e?¥
327TSLTLQDCOS sino e l SanOS(pCOS Sino e
+2 15 t 0 (=5sing + 4i )e?i®
3o co sing lcosp)e

+ 3Tc0t9(8sin<p — 10icosp)e?®

Uy
ER

268


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

= —ih?

= ih3

269

2 15 0 sinf e?®
32n_SlTl(pCOS sSino e

+ 4i Ecotzﬁcosq)cosﬁ sinfe?

. , 15 :
2i 2 2ip _ i 2ip
+ 2i 37 cotOcosp(cos“6)e 61 37 cotBcospe

+in3{2 £c0t9 sing(cos?6)e??
32m
— 6i £cos<pcost9 sinf e?% + 2 £cot 0 (—sing)e?"
32m 32m

o

——sing cos 0 sinf e?®

\S}
w
ER

— 4i |=—=—cotOcosp(cos?*H)e?®

[EnN

w
ERER

. 15 .
—2i ﬂcotecosw(coszﬂ)ez“” + 60 /E cotBcospe®'?

+2 1—cot 6 sinp(cos?0)e?? — 6i Ecos<pcos€ sin@ e?¢
321 32w
15 :

-2 |— 1 2ip
T cot 8 (sing)e


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

270

=ih3{2 Esin(p cos 0 sinf e?
32m
9N 2 15
cot9c05¢(cos 0)e“? + 6i éi——cotecoswe
+2 /3— cot 6 singp(cos?0)e? — 6i {—cosgocos@ sin@ e?%
2 L2 t 0 (sing)e?
35, C0t 0 (sing)e
=ih3{|2 £Sin<p cos 0 sinf e%®
32m
+2 Ec01: 0 sing(cos?0)e?® — 2 Ecot 0 (sing)e?i®
321 321
+ [—6i —EE—cotecos¢(coszﬁ)e_2W’+-6i —EE—cotecos¢ezw
32m 32m
61 15 0 sinf e?¥
i |35-cospcosd sinf e


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

271

3 15 _ iy
=ih> 4|2 Esmq) cos 0 sinf e“'?
15 " a Y
+2 ﬁcot 0 sing cos 0 sinfe~*?
2 12 t 0 (sing)e?
37, C0t 0 (singe
|15 _ ;
+ [—6i o cot? 6 cosg cos 6 sinfe??
+ 6i = to 2lp — i = 6 sinf e*
[ |35, cotbeospe L |35, cospcost sind e
, 15 , .
=ih3:|2 32, Sine cos 0 sinf(1 + cot? Q) e
’ 15 ;
— D= 1 2ip
Ton cot 8 (sing)e
|15 , . oy
¥+ | —6i Ecosw cos 0 sinfB(cot” 6 + 1)e<?
W | ot 2lg
[ |35 -cotbcospe


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

=ih3{|2

1 .
. 0 sind ( ) 2ip
—sing cos @ sind | ———) e

w
[E
S|

— - i 2ip
2 T cot 8 (sing)e

EE

1 .
+ =60 |z=— 0 si 0( > 2ig
i cosg cos 6 sind | - | e

ER

+ 6i |=——cotOcospe??

& ind! |2 £Sin<p cot @ e?¢ —2 £c01:t9 (sing)e?®
2 32w

+ |—6i 15 tOe%v —6i ", to 2L
l 3277'_COSQDCO e l 3277'_CO cosqoe

[in ZZ]YZZ =0

1 e

T 72
g. Komutator operator L, dan L

[zy,ZZ]YZZ = (Zyiz - Eziy)YZZ
= {-in( P YT )
= l COS@aH Ssing co a(p

X —h? tea+az+ b o
Ot %0 T 962 sin? 0 dg?

h? tea+az+ L U
L7309 " 962 sin? 0 d¢?

0 0
X —ih (cos ) 30~ sing cot 0 %>}l Y5

272


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

273

0 d 0° g 1 0a°

d
5 9 o0 o -
=ih {cos<paecot969+c05<paeaez+C waesinzﬁa(pz

0
—sm(pcotH%cotHaB

) 92 a 1 02
— sin@ cot @ ——=—sin @ cot 0 —

¢ 062 d¢ sin? 6 g2

9]

ih3{cot O g to ¢ to g
—1 co 09C05¢09 co aeSUlgOCO a(p

+62 a 0?2 t06 NG ad
59205935~ aezsmgoco 35205935

1 02
" sin? 6 dg?

10 sz 0 dp?
d
—sing@ cotf % Ys,

)%y N aazyz A 1 AR
30 %5662 TP og5inZ0 9g?

= ih31cos (picot 0 —=
a6

—smqocotH%cotH 50

0 0%Y,, tea 16Y22}
—sin@ co
dp 002

L t0—
SO 0@ sin? 0 dp?

Yy, ) Yy,

0
3 i Jrf2 722
—ih {cot@aecosga 50 coteagsm(pcoté? T

), 92 iy i teayzz 1 9?2 Y,
aezcosgo 30 agzsmgoco coSs @ 39

1 9?2 . Y,
~ sin? 6 9?2 202 P 0

10 y sin? 0 dg?


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

274

i3 tﬁa 15 6
=i cos<p69co 36 |32 sin% 6 e?
a 9% |15
——sin% @ e?t

tC0S9a307 328

a 1 9% |15

= 20 L2ip
+COS¢66 sin? 6 dp? 32m° " 3

15

0
—cot@sm(p%coteae Esm 0 e?

. a 9% |15
—cot@smfpﬁm ﬁsm 0 e?

g 1 9% |15

— cotf sin ¢ — in?6 e
co Sm(pa(psin206g02 327Tsm e

ih3< cot O 9 |15 6
l co aBCOS(pae Sln e

t@a to 12 0
cot 6 o co smgaa(p 377 sin? 0 e?

4 92 Jd |15 >
59205955 |32 sin? 0 e?

GE ™ d |15 g
547 €° sm<pa sm e?

L1 o 0 |15,
sin20 992 > %30 (321 sin® 0 e*

1 0° ” 0 |15 g 2
= 5 CO Sln(pa(p 327_[5171 e

~ sin? 0 9?2


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

275

o 0.5ind 2? — |8 6 sinfe??
n_COS(pCOS Sino e 3971 COSQCOSU sinoe

15 .
sing(0) — 4i ’Ecotzesin(pcose sinfe?

— 4 —ncotesinga (cos?60 — sin® 0)e??

=
w
|
N
w
)

+
Se

w
=
NI n

+ 8i T cotfsingpe?

2 £cot 0 cosp(cos?0 — sin? 0)e?
32m

asnth ; 20 _ cin? @) o2i¢
i 32ncot95mg0(cos 6 — sin“ 0)e

. 15 .
cos cos 0 sinf e*¥ + 8i ’ﬁsimpcose sinf e?#

32, €0t 0 (—5cosp — 4ising)e?

ER

S;
w

BBl

I
ee)

+
N
w
EREE

15 .
_ -~ _1 . . Zl(p
37 cotf(—10ising + 8cosp)e


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

276

=ih3{-2 ﬁcosq)cosﬁsinﬁ e?iv

EE

— 4i Ecotzﬁsin(pcosﬁ sinfe?

. ’ 15 :
—7i ; 20 p2i¢ 5 j 2ip
Elaor cotBsing(cos“0)e“? + 6i 37 cotfsinge

—_ K3 E 2 2ip
ih°<2 3chotecos(p(cos 0)e

| 15 -
+ 6i ﬂsin(pcose sing e?¥ + 2 ’E cot 8 (—cosqp)e?®

EEl

~
b~
w
[
[\
[u=y
U

cos cos 0 sinf %

w
N
3

—4i Ecotzé?sinq)cose sinfe?

. 15 .
—2i %cotesinfp(coszﬂ)ez“” + 61 ’ECOWSWP?Z””

20)p2i |15 ; 2i
cot 8 cosp(cos“0)e“? — 6i ﬂmn(pcose sinf e~'?

I
(S

w
ERRER

2 |— 2ip
+ 37 cot 8 (cosp)e


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

S*.‘
w

S\:
w

—4i

+ 61

— 61

— 61

I
(S

w
ERER

+2

321

32w

w
T ﬁ%’
:—’ vl (& 3

277

2cos@ cos 0 sinf e?®
T

20 cinmpli |15 ; 20021
cotfcos*Osinpe~*? — 2i ﬁcotesm(p(cos 0)e<'®
_ y 15 2 os 20

cotBsinpe~'¥ — 2 %cotecosgo(cos 0)e=?

. 15 .
singpcos6 sinf e + 2 ’% cot B (cosp)e?®

[
\S}
Uy
U1

w
N
3

32w

BBl

cos¢ cos 0 sinf e%®

. 15 .
cotfcos?Osinpe?? + 6i /ﬂ cotBsinpe??

5

2
2 2 . 1 . . 2
cot 6 cosp(cos“B)e“'Y — 6i Esm(pcose sinf e“'¢

——cot 6 (cosg)e??

321


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

278

2 15 0 sin@ e
327_[COS([)COS Sino e

15

I
~.
o
w
e

-2 cos 0 sinfcosq(cot?0)e??

w
N

cot 6 (cosg)e??

+
\S}
ER

——cos 0 sinfcot?fsingpe??

+

|

(@)
ﬁ &

ﬁ

AT

! 15 .
— 60 ﬂsin(pcose sinf e2® + 6i ’E cotfsinge?

_x3)|_ i ; 2ip
= ih 2 32ncosg000595m06

cos 0 sinfcosq(cot?0)e??

I
(S

+
\S}

w w
ERER

cot 6 (cosg)e??

o o 2 5 2ip
+ | —6i —32ncosesm6c‘ot Osinge

T 45

. ’ 15 .
o . . 2ip . : 2ip
61 3207 singcosf sinf e“'? + 61 397 cotOsinge


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

279

= in3J|-2 Ecos<p cos 6 sin@ (1 + cot?0)e?¥
32m
r2 |2 t 6 (cosgp)e®?
35, Cot 0 (cosple
+ [—6i Ecos 6 sinfsing(cot?6 + 1)e?
32w
+ 6 | cotfsinge?s
i |35-cotfsinpe
=ih3J|-2 Ecos<pc05t9sin6?( ! >e2i"’
321 sin? 6
r2 = t 6 (cosp)e®?
35, C0t 0 (cosp)e
[ 5 s tmasn (2o
i |35-cos 0 sinfsing (—7—)e
61 [ cotfsinpe??
i |35-cotdsinpe
=ih3{|-2 icosgocot962i¢+2 icot@(coap)ez“”
321 321
+ |—61 1> tosi 2ip 4 6i 15 tosi 2ip
i |35-cotfsingpe i |35-cotfsinge

[Zy, EZ]YZZ =0



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

280

h. Komutator operator L, dan L?
[EZ,ZZ]YZZ = (Zziz - ZZZ;Z)YZZ
= 'hax h? t96+62+ L o
B ' 10 Ot %0 T 902 sin? 6 dp?
h? t60+62+1 azx'ha Y.
Ot 80 T 907 Tsinzeag?) T M agf| 2

[ 0 00 9 1 @)
~ 90 790 T 990062 T agsin 69?2

wifpd @ 020 1 0 03

S NPT dp ' 3620¢ ' sin?60¢?dgp| *

d g wWowwren . W s

= ih3{—cot 8 — —
‘ {6<pco 20 +6g0 00?2 +6gosin29 0?2

s {Coteiayzz A 9% Yy, iV 0> ayzz}

30 ¢, 1 002 oo | EMAGT o 0D

e o a4 15
= ih3 %cote@ 32,5 0 e?® +%W 32,5 0 e?®

+a 1 9% |15
0@ sin? 0 dp? |32

—ih3 coté?ii £sinzé? eliv
9099|327

+az 0 |15 . op e, L 0> 9 |15
96200 32> U ¢ Tsin20 092 0¢ |32

sin? @ e%¥

sin% @ e?¢



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

281

/ 15 . ’ 15 .
— iH3 T 2 2ip N 20 _ <in2 2ip
ih> < 4i 327Tcos Be“? + 4i 377 (cos“B — sin“ 0)e
15 .
—8i [—e?2i®
L,’SZne
’ 15 . ’ 15 .
_ k3 4i |—— 2 2ip 4i =95 20 _ «in? 2ip
ih° < 4i 327Tcos e + 4i 37m (cos“0 — sin“ 0)e
8i 15 2ip
‘320 ¢

[iz,ZZ]YZZ = 0


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

