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Abstract

Graph G is a simple, finite and undirected graph. A graph G is called
to be an (a, d) − H-antimagic total covering if there is a bijective fuction λ :
V (G) ∪ E(G) → {1, 2, . . . , |V (G)| + |E(G)|}, such that for all subgraph H ′ of
G isomorphic to H, where

∑
H ′ =

∑
v∈V (H′) λ(v) +

∑
e∈E(H′) λ(e) form an

arithmetic sequence {a, a+d, a+2d, ..., a+(s−1)d}, where a and d are positive
integers and s is the number of all subgraphs H ′ isomorphic to H. Graph G
will be called as H-antimagic super graph if {λ(v)}vεV = {1, . . . , | V |}. In
this paper we will study about the existence of super (a, d)−H-antimagic total
covering on shackle of cycle with cords denoted by Shack (C3

6 , e, n).

Keywords: Super H-antimagic total, shackle of cycle with cords.

Pendahuluan

Graf G adalah graf sederhana, berhingga dan graf tak berarah, untuk lebih de-
tail lihat definisi dasar dari graf, lihat [10]. Teori graf adalah salah satu cabang
dari ilmu matematika yang penting namun teori-teorinya dapat diterapkan dalam
kehidupan sehari-hari. Salah satu contoh penerapan teori graf adalah pelabelan
graf. Pelabelan suatu graf adalah pemetaan bijektif yang memasangkan unsur-
unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan bulat positif. Pelabelan graf diperke-
nalkan Sedláček pada tahun 1963 dengan memunculkan ide tentang pelabelan ajaib.
Misal G(V,E), selanjutnya disingkat G, adalah graf sederhana dan tak berarah
dengan himpunan titiknya adalah V (G) dan himpunan sisinya adalah E(G). Su-
atu pelabelan dikatakan pelabelan titik jika domain dari fungsi (pemetaan) adalah
himpunan titik V (G) dan suatu pelabelan dikatakan pelabelan sisi jika domain
dari fungsi (pemetaan) adalah himpunan sisi E(G) serta suatu pelabelan dikatakan
pelabelan total jika domain dari fungsi (pemetaan) adalah himpunan titik dan sisi
V (G)∪E(G). Terdapat banyak jenis pelabelan graf yang telah dikembangkan, salah
satunya adalah pelabelan anti ajaib.

Pelabelan anti ajaib adalah pengembangan dari pelabelan ajaib yang dilakukan
oleh Hartsfield dan Ringel [4]. Mereka mendefinisikan bahwa suatu graf G disebut
anti ajaib jika sisi-sisinya dapat dilabeli dengan 1, 2, . . . , eG sehingga setiap titik
mempunyai bobot titik yang berbeda. Gutiérrez dan Lladó [1] memperkenalkan
pelabelan total H-ajaib dengan menggunakan konsep selimut-H. Inayah et al.[5]
mengembangkan suatu pelabelan selimut (a, d) − H-anti ajaib super pada graf G
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dengan penjelasan bahwa pelabelan total λ dari V (G) ∪ E(G) ke bilangan bulat
{1, 2, 3, . . . , | V (G)∪E(G) |}, untuk setiap subgraf H ′ dari G yang isomorfik dengan
H dimana

∑
H ′ =

∑
v∈V (H′) λ(v) +

∑
e∈E(H′) λ(e) merupakan barisan aritmatika

{a, a+d, a+2d, ..., a+(s−1)d}, dimana a dan d adalah bilangan bulat positif dan s
adalah jumlah dari semua subgraf H ′ yang isomorfik dengan H. Graph G dikatakan
graf H-anti ajaib super jika {λ(v)}vεV = {1, . . . , | V |}.

Hasil-hasil pelabelan selimut (a, d) −H-anti ajaib super yang telah ditemukan,
lihat [6] dan [7]. Oleh karena itu, penelitian ini adalah mengembangkan pelabelan
selimut (a, d)−H-anti ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur, dino-
tasikan dengan Shack (C3

6 , e, n), dimana H ′ = C3
6 isomorfik dengan H. Shack

(C3
6 , e, n) merupakan graf siklus dengan enam titik dan tiga busur yang dihubungkan

oleh satu buah sisi. Hasil-hasil penelitian terkait ini dapat ditemukan di [2, 9].

Graf Shackle

Graf shackle dinotasikan dengan Shack(G, v, n) adalah sebuah graf yang diben-
tuk dari k graf terhubung tak trivial G1, G2, . . . , Gk sehingga Gs and Gt tidak mem-
punyai titik yang sama untuk setiap s, t ∈ [1, n] dengan |s− t| ≥ 2 dan untuk setiap
i ∈ [i, n − 1], Gi dan Gi+1 mempunyai tepat satu titik yang sama, disebut titik
penghubung, dan k − 1 titik penghubung itu semua berbeda, lebih detail lihat [6].
Jika Gi and Gi+1 mempunyai tepat satu sisi yang sama, maka kita notasikan graf
shackle ini sebagai Shack(G, e, n). Berikut adalah contoh dari Shack(C3

6 , e, 3).

Figure 1: Contoh dari Shack(C3
6 , e, 3).

Lemma yang Digunakan

Lemma sangat berguna dalam menemukan beberapa teorema baru. Sebelum
membahas lemma batas atas yang akan digunakan, terlebih dahulu perlu diketahui
bahwa Shack (C3

6 , e, n) adalah graf dengan titik V (Shack (C3
6 , e, n)) = {xi,j ; 1 ≤

i ≤ 4, 1 ≤ j ≤ n} dan sisi E(Shack (C3
6 , e, n)) = {xi,jxi+1,j ; 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤

j ≤ n} ∪ {x1,jx3,j ; 1 ≤ j ≤ n} ∪ {x1,jx3,j+1; 1 ≤ j ≤ n} ∪ {x2,jx3,j+1; 1 ≤ j ≤
n} ∪ {x1,jx2,j+1; 1 ≤ j ≤ n} ∪ {x4,jx3,j+1; 1 ≤ j ≤ n}. Nilai n yang dimaksudkan
adalah banyaknya expand Shack (C3

6 , e, n) yang terdapat pada Shack (C3
6 , e, n) dari

samping kiri ke kanan.
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Berdasarkan definisi dari graf Shack (C3
6 , e, n) dengan n yang berbeda, didapat-

kan rumusan jumlah titik pada Shack (C3
6 , e, n) adalah pG = 4n+2 dan jumlah sisi

pada Shack (C3
6 , e, n) adalah qG = 8n + 1. Selimut pada Shack (C3

6 , e, n) berupa
subgraf dari Shack (C3

6 , e, n) yang berupa C3
6 , maka jumlah titik selimut pH = 6 dan

jumlah sisi selimut qH = 9 serta rumusan jumlah selimut Shack (C3
6 , e, n) adalah s.

Berikut lemma yang digunakan untuk menghitung batas atas d.

Lemma 1 Jika sebuah graf G (V, E) adalah pelabelan selimut (a, d)−H-anti ajaib
super, maka d ≤ (pG−pH′ )pH′+(qG−qH′ )qH′

s−1 untuk s = |H ′
i|, H ′ ⊆ G yang isomorfik

dengan H, pG = |V (G)|, qG = |E(G)|, pH′ = |V (H ′)|, qH′ = |E(H ′)|.

Bukti: f(V (G)) = {1, 2, 3, . . . , p} dan f(E(G)) = {p + 1, p + 2, . . . , p + q}. Mis-
alkan graf (pG,qG) mempunyai pelabelan selimut (a, d)−H-anti ajaib super dengan
fungsi total f(V (G)∪E(G)) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . , pG+qG} maka himpunan bobot se-
limut sebuah graf adalah {a, a+d, a+2d, . . . , a+(s−1)d} dimana a merupakan bobot
selimut terkecil. Karena graf G (V, E) adalah (a, d)−H-anti ajaib, bobot-H terkecil
adalah tidak lebih kecil daripada 1+2+· · ·+pH′+(pG+1)+(pG+2)+· · ·+(pG+qH′)
dan bobot-H ′ terbesar adalah tidak lebih besar daripada pG +pG−1+pG−2+ · · ·+
(pG−(pH′−1))+(pG+qG)+(pG+qG−1)+(pG+qG−2)+ · · ·+(pG+qG−(qH′−1)),
sehingga diperoleh:

Untuk nilai terkecil berlaku:

1 + 2 + . . . + pH′ + (pG + 1) + (pG + 2) + . . . + (pG + qH′) ≤ a
pH′

2
(1 + pH′) + qH′pG +

qH′

2
(1 + qH′) =

pH′

2
+

p2
H′

2
+ qH′pG +

qH′

2
+

q2
H′

2
≤ a

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a + (s− 1)d ≤ pG + pG − 1 + pG − 2 + ... + (pG − (pH′ − 1)) + (pG + qG)
+(pG + qG − 1) + (pG + qG − 2) + ... + (pG + qG − (qH′ − 1))

= pH′pG − pH′ − 1
2

(1 + (pH′ − 1)) + qH′pG + qH′qG

−qH′ − 1
2

(1 + (qH′ − 1))

= pH′pG − pH′ − 1
2

(pH′) + qH′pG + qH′qG − qH′ − 1
2

(qH′)

(s− 1)d ≤ pH′pG − pH′ − 1
2

(pH′) + qH′pG + qH′qG − qH′ − 1
2

(qH′)− a

≤ pH′pG − pH′ − 1
2

(pH′) + qH′pG + qH′qG − qH′ − 1
2

(qH′)−

(
pH′

2
+

p2
H′

2
+ qH′pG +

qH′

2
+

q2
H′

2
)
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= pH′pG −
p2

H′

2
+

pH′

2
+ qH′qG −

q2
H′

2
+

qH′

2
− (

pH′

2
+

p2
H′

2
+

qH′

2
+

q2
H′

2
)

= pH′pG + qH′qG − p2
H′ − q2

H′

= pH′pG − p2
H′ + qH′qG − q2

H′

= (pG − pH′)pH′ + (qG − qH′)qH′

d ≤ (pG − pH′)pH′ + (qG − qH′)qH′

(s− 1)

Dari persamaan di atas terbukti bahwa batas atas d ≤ (pG−pH′ )pH′+(qG−qH′ )qH′
s−1

jika graf G memiliki pelabelan selimut (a, d)-H-anti ajaib super dari berbagai famili
graf, lebih detai lihat [3]. 2

Batas atas d untuk penelitian ini adalah:

d ≤ (pG − pH′)pH′ + (qG − qH′)qH′

s− 1

≤ (4n + 2− 6)6 + (8n + 1− 9)9
n− 1

≤ (4n− 4)6 + (8n− 8)9
n− 1

≤ 96n− 96
n− 1

≤ 96(n− 1)
n− 1

≤ 96

Pelabelan selimut (a, d)−C3
6 -anti ajaib super selalu menggunakan bilangan bulat

positif, maka nilai d ≥ 0 dan d adalah bilangan bulat, sehingga d ε {0, 1, 2, 3, . . . , 96}.
2

Hasil Penelitian

Hasil penelitian ini didapatkan beberapa teorema terkait dengan pelabelan graf
terhadap pelabelan selimut (a, d)-H-anti ajaib super pada Shack(C3

6 , e, n) untuk
n ≥ 2.

Teorema 1 Ada pelabelan selimut (52n+68, 64)−C3
6 -anti ajaib super pada Shack(C3

6 ,
e, n) untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik Shack(C3
6 , e, n) dengan fungsi bijektif f1 sebagai berikut:

f1(xi,j) = 4j + i− 5, untuk i = 2, 3, 1 ≤ j ≤ n

f1(xi,j) = 4j +
i + 2

3
− 2, untuk i = 1, 4, 1 ≤ j ≤ n
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f1 adalah fungsi bijektif yang memetakan f1 : V (Shack(C3
6 , e, n))∪E(Shack(C3

6 ,
e, n)) → {1, 2, 3, . . . , 12n+3}. Jika wf1 didefinisikan sebagai bobot titik selimut dari
pelabelan total selimut pada Shack (C3

6 , e, 3) dimana bobot titik selimut tersebut
diperoleh dari penjumlahan 6 label titik dari C3

6 yang menjadi selimut pada Shack
(C3

6 , e, 3), maka fungsi bijektif wf1 dapat ditentukan sebagai berikut:

wf1 =
⋃

i=2,3

(f1(xi,j)) +
⋃

i=1,4

(f1(xi,j)) +
⋃

i=2,3

(f1(xi,j+1))

=
⋃

i=2,3

(4j + i− 5) +
⋃

i=1,4

(4j +
i + 2

3
− 2) +

⋃

i=2,3

(4(j + 1) + i− 5)

=
⋃

i=1,4

(4j +
i + 2

3
− 2) +

⋃

i=2,3

(4j + i− 5 + 4(j + 1) + i− 5)

=
⋃

i=1,4

(4j +
i + 2

3
− 2) +

⋃

i=2,3

(8j + 2i− 6)

Labeli sisi Shack(C3
6 , e, n) dengan fungsi bijektif f1 sebagai berikut:

f1(xi,jxi+1,j) = 4n− i + 8j − 3, untuk i = 1, 2, 1 ≤ j ≤ n

f1(x3,jx4,j) = 12n− 8j + 5, untuk 1 ≤ j ≤ n

f1(x1,jx3,j) = 4n + 8j − 2, untuk 1 ≤ j ≤ n

f1(x1,jx2,j+1) = 12n− 8j + 7, untuk 1 ≤ j ≤ n

f1(x2,jx3,j+1) = 4n + 8j, untuk 1 ≤ j ≤ n

f1(x1,jx3,j+1) = 4n + 8j + 1, untuk 1 ≤ j ≤ n

f1(x4,jx3,j+1) = 4n + 8j + 2, untuk 1 ≤ j ≤ n

Jika Wf1 didefinisikan sebagai bobot total selimut pada Shack (C3
6 , e, n) ber-

dasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka Wf1 dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wf1 dan rumus label sisi
f1 dengan syarat batas i dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wf1 = wf1 +
⋃

i=1,2

(f1(xi,jxi+1,j)) + f1(x3,jx4,j) + f1(x1,jx3,j) + f1(x1,jx2,j+1) +

f1(x2,jx3,j+1) + f1(x1,jx3,j+1) + f1(x4,jx3,j+1)f2(x2,jx3,j)

=
⋃

i=1,4

(4j +
i + 2

3
− 2) +

⋃

i=2,3

(8j + 2i− 6) +
⋃

i=1,2

(4n− i + 8j − 3) + (44n

+24j + 16)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wf1 = {52n+68, 52n+132, . . . , 116n+
4}. Karena Un = a + (n− 1)b = 52n + 68 + (n− 1)64 = 116n + 4 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan selimut (52n+68, 64)-C3

6 -anti ajaib super pada Shack (C3
6 , e, n)

untuk n ≥ 2. 2
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Teorema 2 Ada pelabelan selimut (60n+60, 48)−C3
6 -anti ajaib super pada Shack(C3

6 ,
e, n) untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik Shack (C3
6 , e, n) yang terdapat pada teorema 1 ke dalam

teorema 2 dengan fungsi bijektif f2 maka f2(xi,j) = f1(xi,j) sehingga wf2 = wf1 =⋃
i=1,4(4j + i+2

3 − 2) +
⋃

i=2,3(8j + 2i − 6), untuk 1 ≤ j ≤ n. Labeli sisi Shack

(C3
6 , e, n) yang terdapat pada teorema 1 ke dalam teorema 2 dengan fungsi bijektif

f2 dimana f2 = f1, maka label sisinya: f2(xi,jxi+1,j) = f1(xi,jxi+1,j), f2(x3,jx4,j) =
f1(x3,jx4,j), f2(x1,jx3,j) = f1(x1,jx3,j), f2(x1,jx2,j+1) = f1(x1,jx2,j+1), f2(x2,jx3,j+1)
= f1(x2,jx3,j+1), dan

f2(x4,jx3,j+1) = 4n + 8j + 1, untuk 1 ≤ j ≤ n,

f2(x1,jx3,j+1) = 12n− 8j + 10, untuk 1 ≤ j ≤ n.

f2 adalah fungsi bijektif yang memetakan f2 : V (Shack(C3
6 , e, n))∪E(Shack(C3

6 ,
e, n)) → {1, 2, 3, . . . , 12n + 3}. Jika Wf2 didefinisikan sebagai bobot total selimut
pada Shack (C3

6 , e, n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label
sisinya maka Wf2 dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut
wf2 dan rumus label sisi f2 dengan syarat batas i dan j yang bersesuaian, sehingga
dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf2 = wf2 +
⋃

i=1,2

(f2(xi,jxi+1,j)) + f2(x3,jx4,j) + f2(x1,jx3,j) + f2(x1,jx2,j+1) +

f2(x2,jx3,j+1) + f2(x4,jx3,j+1) + f2(x1,jx3,j+1) + f2(x2,jx3,j)

=
⋃

i=1,4

(4j +
i + 2

3
− 2) +

⋃

i=2,3

(8j + 2i− 6) +
⋃

i=1,2

(4n− i + 8j − 3) + (52n

+8j + 24).

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wf2 = {60n+60, 60n+108, . . . , 108n+
12}. Karena Un = a+(n−1)b = 60n+60+(n−1)48 = 108n+12 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan selimut (60n + 60, 48)-C3

6 -anti ajaib super pada shackle dari
graf C3

6 yang dinotasikan dengan Shack (C3
6 , e, n) untuk n ≥ 2. 2

Teorema 3 Ada pelabelan selimut (58n+76, 31)−C3
6 -anti ajaib super pada Shack(C3

6 ,
e, n) untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik Shack (C3
6 , e, n) yang terdapat pada teorema 1 ke dalam

teorema 3 dengan fungsi bijektif f3 maka f3(xi,j) = f1(xi,j) sehingga wf3 = wf1 =⋃
i=1,4(4j + i+2

3 − 2) +
⋃

i=2,3(8j + 2i − 6), untuk 1 ≤ j ≤ n. Labeli sisi Shack

(C3
6 , e, n) dengan fungsi bijektif f3 sebagai berikut:

f3(xi,jxi+1,j) = 4n− 4i + j + 10, untuk i = 1, 2, 1 ≤ j ≤ n

f3(x3,jx4,j) = 6n− j + 7, untuk 1 ≤ j ≤ n

f3(x1,jx3,j) = 6n + j + 6, untuk 1 ≤ j ≤ n

f3(x2,jx3,j+1) = 7n + j + 6, untuk 1 ≤ j ≤ n
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f3(x1,jx2,j+1) = 8n + j + 6, untuk 1 ≤ j ≤ n

f3(x1,jx3,j+1) = 9n + j + 6, untuk 1 ≤ j ≤ n

f3(x4,jx3,j+1) = 10n + j + 6, untuk 1 ≤ j ≤ n

f3 adalah fungsi bijektif yang memetakan f3 : V (Shack(C3
6 , e, n))∪E(Shack(C3

6 ,
e, n)) → {1, 2, 3, . . . , 12n + 3}. Jika Wf3 didefinisikan sebagai bobot total selimut
pada Shack (C3

6 , e, n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label
sisinya maka Wf3 dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut
wf3 dan rumus label sisi f3 dengan syarat batas i dan j yang bersesuaian, sehingga
dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf3 = wf3 +
⋃

i=1,2

(f3(xi,jxi+1,j)) + f3(x3,jx4,j) + f3(x1,jx3,j) + f3(x2,jx3,j+1) +

f3(x1,jx2,j+1) + f3(x1,jx3,j+1) + f3(x4,jx3,j+1) + f3(x2,jx3,j)

=
⋃

i=1,4

(4j +
i + 2

3
− 2) +

⋃

i=2,3

(8j + 2i− 6) +
⋃

i=1,2

(4n− 4i + j + 10) + (50n

+5j + 40).

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wf3 = {58n+76, 58n+107, . . . , 89n+
45}. Karena Un = a + (n− 1)b = 58n + 76 + (n− 1)31 = 89n + 45 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan selimut (58n + 76, 31)-C3

6 -anti ajaib super pada shackle dari
graf C3

6 yang dinotasikan dengan Shack (C3
6 , e, n) untuk n ≥ 2. 2

Teorema 4 Ada pelabelan selimut (64n+68, 21)−C3
6 -anti ajaib super pada Shack(C3

6 ,
e, n) untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik Shack (C3
6 , e, n) yang terdapat pada teorema 1 ke dalam

teorema 4 dengan fungsi bijektif f4 maka f4(xi,j) = f1(xi,j) sehingga wf4 = wf1 =⋃
i=1,4(4j + i+2

3 − 2) +
⋃

i=2,3(8j + 2i − 6), untuk 1 ≤ j ≤ n. Labeli sisi Shack

(C3
6 , e, n) dengan fungsi bijektif f4 sebagai berikut:

f4(x2,jx3,j) = 4n + j + 2, untuk 1 ≤ j ≤ n

f4(xi,jxi+1,j) = 6n− j +
3i + 3

2
+ 1, untuk i = 1, 3, 1 ≤ j ≤ n

f4(x1,jx3,j) = 7n− j + 7, untuk 1 ≤ j ≤ n

f4(x2,jx3,j+1) = 8n− j + 7, untuk 1 ≤ j ≤ n

f4(x1,jx2,j+1) = 9n− j + 7, untuk 1 ≤ j ≤ n

f4(x1,jx3,j+1) = 10n− j + 7, untuk 1 ≤ j ≤ n

f4(x4,jx3,j+1) = 10n + j + 6, untuk 1 ≤ j ≤ n

f4 adalah fungsi bijektif yang memetakan f4 : V (Shack(C3
6 , e, n))∪E(Shack(C3

6 ,
e, n)) → {1, 2, 3, . . . , 12n + 3}. Jika Wf4 didefinisikan sebagai bobot total selimut
pada Shack (C3

6 , e, n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label
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sisinya maka Wf4 dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut
wf4 dan rumus label sisi f4 dengan syarat batas i dan j yang bersesuaian, sehingga
dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf4 = wf4 +
⋃

i=1,3

(f4(xi,jxi+1,j)) + f4(x2,jx3,j) + f4(x1,jx3,j) + f4(x2,jx3,j+1) +

f4(x1,jx2,j+1) + f4(x1,jx3,j+1) + f4(x4,jx3,j+1) + f4(x2,jx3,j)

=
⋃

i=1,4

(4j +
i + 2

3
− 2) +

⋃

i=2,3

(8j + 2i− 6) +
⋃

i=1,3

(6n− j +
3i + 3

2
+ 1) +

(44n− j + 39).

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wf4 = {64n + 68, 64n + 89, . . . , 85n +
47}. Karena Un = a + (n− 1)b = 64n + 68 + (n− 1)21 = 85n + 47 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan selimut (64n + 68, 21)-C3

6 -anti ajaib super pada shackle dari
graf C3

6 yang dinotasikan dengan Shack (C3
6 , e, n) untuk n ≥ 2. 2

Teorema 5 Ada pelabelan selimut (61n+79, 19)−C3
6 -anti ajaib super pada Shack(C3

6 ,
e, n) untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik Shack (C3
6 , e, n) yang terdapat pada teorema 1 ke dalam

teorema 5 dengan fungsi bijektif f5 maka f5(xi,j) = f1(xi,j) sehingga wf5 = wf1 =⋃
i=1,4(4j + i+2

3 − 2) +
⋃

i=2,3(8j + 2i − 6), untuk 1 ≤ j ≤ n. Labeli sisi Shack

(C3
6 , e, n) yang terdapat pada teorema 4 ke dalam teorema 5 dengan fungsi bijektif

f5 dimana f5 = f4, maka label sisinya: f5(x4,jx3,j+1) = f4(x4,jx3,j+1), dan

f5(x2,jx3,j) = 4n + j + 2, untuk 1 ≤ j ≤ n

f5(xi,jxi+1,j) = 6n + 3i− j + 1, untuk i = 1, 3, 1 ≤ j ≤ n

f5(x1,jx3,j) = 7n− j + 4, untuk 1 ≤ j ≤ n

f5(x2,jx3,j+1) = 7n− j + 10, untuk 1 ≤ j ≤ n

f5(x1,jx2,j+1) = 8n− j + 10, untuk 1 ≤ j ≤ n

f5(x1,jx3,j+1) = 9n− j + 10, untuk 1 ≤ j ≤ n

f5 adalah fungsi bijektif yang memetakan f5 : V (Shack(C3
6 , e, n))∪E(Shack(C3

6 ,
e, n)) → {1, 2, 3, . . . , 12n + 3}. Jika Wf5 didefinisikan sebagai bobot total selimut
pada Shack (C3

6 , e, n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label
sisinya maka Wf5 dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut
wf5 dan rumus label sisi f5 dengan syarat batas i dan j yang bersesuaian, sehingga
dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf5 = wf5 +
⋃

i=1,3

(f5(xi,jxi+1,j)) + f5(x2,jx3,j) + f5(x1,jx3,j) + f5(x2,jx3,j+1) +

f5(x1,jx2,j+1) + f5(x1,jx3,j+1) + f5(x4,jx3,j+1) + f5(x2,jx3,j)

=
⋃

i=1,4

(4j +
i + 2

3
− 2) +

⋃

i=2,3

(8j + 2i− 6) +
⋃

i=1,3

(6n + 3i− j + 1) + (49n

−3j + 49)
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Dengan demikian barisan aritmatika dari Wf5 = {61n + 79, 61n + 98, . . . , 80n +
60}. Karena Un = a + (n− 1)b = 61n + 79 + (n− 1)19 = 80n + 60 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan selimut (61n + 79, 19)-C3

6 -anti ajaib super pada shackle dari
graf C3

6 yang dinotasikan dengan Shack (C3
6 , e, n) untuk n ≥ 2. 2

Teorema 6 Ada pelabelan selimut (76n+44, 16)−C3
6 -anti ajaib super pada Shack(C3

6 ,
e, n) untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik Shack (C3
6 , e, n) yang terdapat pada teorema 1 ke dalam

teorema 6 dengan fungsi bijektif f6 maka f6(xi,j) = f1(xi,j) sehingga wf6 = wf1 =⋃
i=1,4(4j + i+2

3 − 2) +
⋃

i=2,3(8j + 2i − 6), untuk 1 ≤ j ≤ n. Labeli sisi Shack

(C3
6 , e, n) yang terdapat pada teorema 1 dan teorema 2 ke dalam teorema 6 dengan

fungsi bijektif f6 dimana f6 = f1 dan f6 = f2, maka label sisinya: f6(x3,jx4,j) =
f1(x3,jx4,j), f6(x1,jx2,j+1) = f1(x1,jx2,j+1), f6(x2,jx3,j+1) = f1(x2,jx3,j+1), f6(x1,j

x3,j+1) = f2(x1,jx3,j+1), dan

f6(xi,jxi+1,j) = 4n− 3i + 8j + 1, untuk i = 1, 2, 1 ≤ j ≤ n

f6(xi,jx3,j) = 12n− 8j + 4, untuk 1 ≤ j ≤ n

f6(x4,jx3,j+1) = 12n− 8j + 9, untuk 1 ≤ j ≤ n

f6 adalah fungsi bijektif yang memetakan f6 : V (Shack(C3
6 , e, n))∪E(Shack(C3

6 ,
e, n)) → {1, 2, 3, . . . , 12n + 3}. Jika Wf6 didefinisikan sebagai bobot total selimut
pada Shack (C3

6 , e, n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label
sisinya maka Wf6 dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut
wf6 dan rumus label sisi f6 dengan syarat batas i dan j yang bersesuaian, sehingga
dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf6 = wf6 +
⋃

i=1,2

(f6(xi,jxi+1,j)) + f6(x1,jx3,j) + f6(x3,jx4,j) + f6(x1,jx2,j+1) +

f6(x2,jx3,j+1) + f6(x4,jx3,j+1) + f6(x1,jx3,j+1) + f6(x2,jx3,j)

=
⋃

i=1,4

(4j +
i + 2

3
− 2) +

⋃

i=2,3

(8j + 2i− 6) +
⋃

i=1,2

(4n− 3i + 8j + 1) + (68n

−24j + 38)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wf6 = {76n + 44, 76n + 60, . . . , 92n +
28}. Karena Un = a + (n− 1)b = 76n + 44 + (n− 1)16 = 92n + 28 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan selimut (76n + 44, 16)-C3

6 -anti ajaib super pada shackle dari
graf C3

6 yang dinotasikan dengan Shack (C3
6 , e, n) untuk n ≥ 2. 2

Kesimpulan

Pada penelitian ini ditunjukkan bahwa graf Shack (C3
6 , e, n) dengan n ≥ 2 memi-

liki pelabelan selimut (a, d)-H-anti ajaib super untuk d = {0, 1, 2, . . . 96}. Hasil
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penelitian ini dibuktikan bahwa graf Shack (C3
6 , e, n) terdapat fungsi bijektif pela-

belan selimut (52n + 68, 64), (60n + 60, 48), (58n + 76, 31), (64n + 68, 21), (61n +
79, 19), (76n + 44, 16)-C3

6 -anti ajaib super untuk n ≥ 2.
Pada penelitian ini ditemukan d ∈ {64, 48, 31, 21, 19, 16} sehingga masih tersisa

d yang lain yang belum diketemukan. Oleh karena itu, peneliti mengajukan masalah
terbuka berikut:

Masalah Terbuka 1 Tentukan apakah graf Shack (C3
6 , e, n) memiliki pelabelan se-

limut (a, d)−H-anti ajaib super selain d ∈ {64, 48, 31, 21, 19, 16} untuk n ≥ 2.
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