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Salah satu teori yang dikembangkan dalam teori graf adalah rainbow
connection dan strong rainbow connection. Rainbow connection adalah pemberian
warna pada sisi graf dengan syarat dua sisi yang bertetangga boleh diberi warna
yang sama. Namun sisi yang masuk dalam rainbow path tidak boleh ada dua
sisi atau lebih yang memiliki warna sama. Pewarnaan di sini disebut rainbow
coloring, dan pewarnaan minimal dalam suatu graf G' disebut rainbow connection
number yang dilambangkan dengan rc¢(G). Untuk pemberian rainbow coloring
harus menggambarkan pola fungsi agar mudah dalam mencari fungsi dari
pewarnaannya.

Graf G dikatakan strongly rainbow connected jika untuk setiap dua titik w
dan v di GG, terdapat suatu rainbow u-v geodesic. Dimana rainbow u-v geodesic
pada G adalah rainbow u-v path yang panjangnya d(u,v), dimana d(u,v) adalah
jarak antara u dan v (panjang u — v path terpendek di G). Pewarnaan di sini
disebut strong rainbow coloring, dan pewarnaan minimal dalam suatu graf G
disebut strong rainbow connection number yang dilambangkan dengan src(G).
Untuk pemberian strong rainbow coloring harus menggambarkan pola fungsi agar
mudah dalam mencari fungsi dari pewarnaannya.

Rainbow connection dapat diterapkan pada graf hasil operasi dari beberapa
graf khusus, seperti hasil operasi dari graf lintasan, graf lingkaran, graf roda,
graf lengkap dan graf kipas. Operasi graf merupakan operasi terhadap dua buah
graf atau lebih sehingga menghasilkan graf baru. Adapun graf-graf hasil operasi
yang digunakan dalam penelitian ini yaitu FygOP,, Amal(F3,v = 1,2)0P,,
Amal(Wy,v = 1,2)0PF,,, Py[Fy,], B[Amal (Fi,,v = 1,2)], PJ[Amal(W,,v =
1,2)], Amal(Fy,,v = 1,2) + Amal(W,,v = 1,2), gshack(K,, Ps,r), gshack(K,,
Cs, 1), gshack(Amal((Ky + K,),v = 1,2), K,,,r), gshack(Ws,Cs, 1) dan gshack

Vil
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(W@Ci,'f’).

Pada penelitian ini menggunakan metode penelitian eksploratif dan

terapan. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan kardinalitas titik

dan sisi, rainbow connection number, strong rainbow connection number, fungsi

rainbow coloring dan strong rainbow coloring pada graf F¢(1P,,, Amal(Fy3,v =
1,2) 0P, Amal(Wy,v = 1,2)0P,,, Py[F,,], Po[Amal (Fi,,v = 1,2)], Py[Amal
(Wh,v = 1,2)], Amal(Fi,,v = 1,2) + Amal(W,,,v = 1,2), gshack(K,, Ps,r),
gshack(K,, Cs,r), gshack(Amal((K, + K,),v = 1,2), K,,,r), gshack(Ws,Cs3,1)
dan gshack (Wg,Ct,r). Pada penelitian ini dihasilkan 3 akibat dan 12 teorema

baru, antara lain:

1.

Akibat 4.1.1 Misal G adalah cartesian product dari graf kipas F,g dan
graf lintasan P,,. Untuk m > 2, rainbow connection number dari graf G =
F2,6|:|Pm adalah m + 1,

. Teorema 4.1.1 Misal G adalah cartesian product dari graf kipas F¢ dan

graf lintasan P,,,. Untuk m > 2, strong rainbow connection number dari graf
G = F,¢0P,, adalah m + 1;

. Akibat 4.1.2 Misal G adalah cartesian product dari graf Amal(Fy3,v =

1,2) dan graf lintasan P,,. Untuk m > 2, rainbow connection number dari
graf G = Amal(Fy3,v = 1,2)0F,, adalah m + 1;

Teorema 4.1.2 Misal G adalah cartesian product dari graf Amal(Fy3,v =

1,2) dan graf lintasan P,,. Untuk m > 2, strong rainbow connection number
dari graf G = Amal(F 3,v = 1,2)0P,, adalah m + 1;

. Akibat 4.1.3 Misal G adalah cartesian product dari graf Amal(Wy,v = 1,2)

dan graf lintasan P,,. Untuk m > 2, rainbow connection number dari graf
G = Amal(Wy,v = 1,2)0P,, adalah m + 1;

. Teorema 4.1.3 Misal G adalah cartesian product dari graf Amal(Wy,v =

1,2) dan graf lintasan P,,. Untuk m > 2, strong rainbow connection number
dari graf G = Amal(Wy,v = 1,2)0P,, adalah m + 1;

Teorema 4.1.4 Misal G' adalah composition dari graf P, dan F5,. Untuk
n > 2, rainbow connection number dan strong rainbow connection number
dari graf G = Py[F3,] adalah 2;

viil
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Teorema 4.1.5 Misal G adalah composition dari graf P, dan Amal(F} ,,v =

1,2). Untuk n > 2, rainbow connection number dan strong rainbow

connection number dari graf G = Py[Amal(F},,v = 1,2)] adalah 2;

. Teorema 4.1.6 Misal G adalah composition dari graf P, dan Amal(W,,,v =

1,2). Untuk n > 2, rainbow connection number dan strong rainbow
connection number dari graf G = Py[Amal(W,,,v = 1,2)] adalah 2;

Teorema 4.1.7 Misal G adalah joint dari graf Amal(Fy,,v = 1,2) dan
Amal(Wy,v = 1,2). Untuk n > 2, rainbow connection number dan strong
rainbow connection number dari graf G = Amal(Fy,,v = 1,2) + Amal
(Wp,v =1,2) adalah 2;

Teorema 4.1.8 Misal GG adalah graf hasil operasi generalized shackle dari
graf lengkap K, dimana n > 4 dan r > 2, rainbow connection number dan
strong rainbow connection number dari graf G = gshack(K,, Py,r) adalah
T;

Teorema 4.1.9 Misal G adalah graf hasil operasi generalized shackle dari
graf lengkap, dimana n > 3 dan r > 2, rainbow connection number dan
strong rainbow connection number dari graf G = gshack(K,, Cs,r) adalah
T;

Teorema 4.1.10 Misal G adalah graf hasil operasi generalized shackle dari
graf Amal((K; + K,),v = 1,2), dimana n > 3 dan r > 2, rainbow
connection number dan strong rainbow connection number dari graf G =
gshack(Amal((Ky + K,,),v = 1,2), K,,,r) adalah 2r;

Teorema 4.1.11 Misal GG adalah graf hasil operasi generalized shackle dari
graf roda Wg, dimana r > 2, rainbow connection number dan strong rainbow

connection number dari graf G = gshack(Ws, C3,r) adalah 2r;

Teorema 4.1.12 Misal G adalah graf hasil operasi generalized shackle dari
graf roda Wg, dimana r > 3 dengan r ganjil, rainbow connection number dan
strong rainbow connection number dari graf G = gshack(Ws, C}, r) adalah

r+ 1.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf pertama kali diperkenalakan oleh seorang ahli matematikawan
Swiss Leonhard Euler pada tahun 1736. Euler adalah orang pertama yang berhasil
memecahkan masalah jembatan Konigsberg (kota Konigsberg, sebelah timur
Prussia, Jerman sekarang) di sungai Pregal yang sangat terkenal di Eropa.
Permasalahan yang muncul pada jembatan Konigsbreg adalah kemungkinan bisa
atau tidaknya melewati ketujuh jembatan di Konisghreg yang masing-masing
tepat satu kali dan kembali lagi ketempat semula. Euler mempresentasikan
permasalahan tersebut dalam graf yaitu, empat daratan sebagai titik, dan tujuh
jembatan sebagai sisi. Euler memberikann jawaban bahwa perjalanan melewati
ketujuh jembatan tetapi tidak boleh melewati jembatan yang sama lebih dari
satu kali tidak mungkin dilakukan. Akar permasalahan ini menjadi awal
perkembangan dari teori graf. Teori graf sangat unik karena memilki pokok
bahasan yang sederhana yaitu bisa disajikan dengan titik (simpul atau vertex) dan
garis (sisi atau edge). Representasi visual dari graf tersebut adalah menyatakan
objek sebagai titik (vertex), sedangkan hubungan antara objek dinyatakan dengan
sisi (edge). Pewarnaan graf terdapat tiga macam yaitu pewarnaan titik (vertex
colouring), pewarnaan sisi (edge colouring), dan pewarnaan wilayah (face
colouring). Pewarnaan wilayah sebenarnya merupakan bentuk lain dari
pewarnaan titik, karena memiliki konsep pewarnaan yang sama.

Perkembangan teori graf salah satunya adalah Rainbow Connection, yang
merupakan perkembangan pewarnaan graf. Konsep rainbow connection pada graf
pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand dkk, pada tahun 2006. Rainbow
Connection sendiri adalah pemberian warna pada sisi graf, dimana dua sisi yang
bertetangga boleh berwarna sama. Rainbow path adalah sebuah lintasan yang
terdapat dalam sebuah graf, sisi dinamakan rainbow path jika tidak ada dua sisi di

lintasan yang memiliki warna sama. Pewarnaan di sini disebut rainbow coloring,
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dan pemberian warna minimal dalam suatu graf G disebut rainbow connection
number yang dilambangkan dengan rc¢(G) (Chartrand,dkk,2008). Penelitian
mengenai rainbow connection juga bisa dicari pada hasil operasi graf khusus.
Operasi graf merupakan operasi dua buah graf atau lebih sehingga menghasilkan
graf baru. Jenis-jenis operasi graf diantaranya operasi joint, cartesian
product, composition, generalized shackle, dan amalgamation. Operasi graf sendiri
juga berkembang, khusunya operasi shackle, dimana sebelumnya dalam operasi
shackle terdapat tepat satu titik yang sama yang disebut vertex linkage atau titik
penghubung, dimana wvertexr linkage semua berbeda. Pada tahun 2015, Dafik,
Setiawani dan Azizah dalam paper yang berjudul Generalized Shackle of Fans is
a Super (a, d)-edge Antimagic Total Graph, menyatakan generalized shackle di-
artikan satu titik umum terbagi oleh G; dan G,;,; digantikan dengan satu sub-
graf umum H sebagai subgraf penghubungnya, dimana subgraf penghubungnya
semuanya berbeda. Mengingat banyaknya graf khusus dan operasi graf, me-
mungkinkan semakin banyak lagi graf baru yang akan ditemukan serta rainbow
connection dan strong rainbow connection pada graf baru tersebut.

Terdapat beberapa hasil penelitian rainbow connection sebelumnya, seperti
Xeuliang Li pada beberapa artikel ilmiah yang telah dipublikasikan diantaranya
pada tahun 2010 dan 2011, penelitian tersebut diantara lain Rainbow connection
in 3-connected Graph, Rainbow connection numbers of complementary graphs,
Rainbow connections of graphs-A Survey, dan Rainbow connections of line graphs.
Histamedika (2012) melakukan penilitian yang mengkaji tentang rainbow
connection pada beberapa graf. Pada tahun berikutnya Yulianti (2013) melakukan
penelitian terkait rainbow connection pada graf kipas (fan graph) dan graf mata-
hari (sun graph). Alfarisi (2014) melakukan pengembangan rainbow connection
pada sebarang graf khusus. Pada penelitian ini, penulis akan mengangkat masalah
bagaimana menghasilkan graf hasil operasi dari beberapa graf khusus dan bagai-
mana menemukan rainbow connection dan strong rainbow connection dari graf
hasil operasi tersebut. Sehingga dalam penelitian ini penulis memilih judul
”Analisa Rainbow Connection dan Strong Rainbow Connection pada Graf Hasil

Operasi”.
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1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah dalam
penelitian ini yaitu:
a. bagaimana kardinalitas titik dan sisi pada graf-graf hasil operasi?
b. bagaimana rainbow connection number dan strong rainbow connection number
pada graf-graf hasil operasi?
c. bagaimana fungsi rainbow coloring dan strong rainbow coloring pada graf-graf

hasil operasi?

1.3 Batasan Masalah
Adapun batasan masalah dalam penelitian ini antara lain:

a. graf yang digunakan dalam penelitian ini adalah graf sederhana, graf tidak
berarah dan konektif;

b. graf hasil operasi yang digunakan dalam penelitian ini adalah F; ¢0JP,,, Amal
(Fis,v = 1,2)8P,, Amal(Wy,v = 1,2)0F,,, B[Fy,], BlAmal(Fi,,v =
1,2)], BJ[Amal(W,,v = 1,2)], Amal(Fi,,v = 1,2) + Amal(W,,v = 1,2),
gshack(K,, Py, 1), gshack(K,, Cs,1), gshack(Amal((K;+K,),v = 1,2), K,, 1),
gshack(Ws, Cs,r) dan gshack (Ws, C}, ).

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini meliputi:
a. menentukan kardinalitas titik dan sisi pada graf-graf hasil operasi;
b. menentukan rainbow connection number dan strong rainbow connection num-
ber pada graf-graf hasil operasi;
c. menentukan fungsi rainbow coloring dan strong rainbow coloring pada graf-graf

hasil operasi.
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1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini, yaitu:
a. menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, terutama yang mem-
pelajari rainbow connection dan strong rainbow connection;
b. memberikan motivasi pada peneliti lain untuk meneliti lebih luas tentang
pencarian rainbow connection dan strong rainbow connection pada graf-graf

hasil operasi yang lain.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar dan Terminologi Graf

Sebuah graf G merupakan pasangan himpunan (V(G), E(G)) dimana V(G)
adalah sebuah himpunan berhingga tak kosong yang memiliki elemen berupa titik
(verter), dan E(G) adalah himpunan sisi (edge) dari G yang anggotanya tak teru-
rut dua titik u, v serta boleh kosong. Jadi sebuah graf G dimungkinkan tidak mem-
punyai sisi, tetapi harus memiliki titik minimal satu (Slamin, 2009). Sebuah graf
yang tidak mempunyai sisi tetapi hanya memiliki sebuah titik disebut graf trivial.
Order atau ordo adalah banyaknya titik dalam suatu graf G, dinotasikan dengan
p atau |V (G)], sedangkan size adalah banyaknya sisi pada graf G, dan dinotasikan
dengan ¢ atau |E(G)|. Gambar 2.1 adalah sebuah graf dengan |V(G)| = 7 dan
|E(G)| = 12, memiliki himpunan titik V' = {vy, ve, v3, vy, v5, Vg, v7} dan himpunan

sisi £ = {ey, ea, €3, €4, €5, ..., €12}

(%3 €1 U3

Vg €4 Us

Gambar 2.1 Contoh Graf dengan |V (G)| =7 dan |E(G)| = 12

Dua buah titik vy, vy dari graf G adalah bertetangga (adjacent) jika vyvo
adalah sebuah sisi pada graf G. Dapat dikatakan juga bertetangga bila keduanya
terhubung langsung yaitu pada sisi e ditulis dengan e = vyv5. Sebagai contoh

dapat dilihat pada Gambar 2.1, titik v, bertetangga dengan vy,v3 dan v;. Jika
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e = v1vy adalah sebuah sisi dari graf GG, maka e dikatakan bersisian atau incident
dengan titik v; dan ve. Untuk sembarang sisi e = (vq,vy) dikatakan e bersisian
dengan titik vy jika v; merupakan titik ujung dari e atau e bersisian dengan titik
V9, jika vo merupakan titik ujung dari e.

Derajat (degree) dari sebuah titik v adalah banyaknya sisi yang bersisian
atau incident dengan v. Derajat dari titik pada graf dinotasikan dengan d; dimana
¢ menunjukkan titik ke-i pada graf. Sebagai contoh dapat dilihat pada Gambar
2.1, derajat dari titik v, adalah 3 (tiga). Jika setiap titik dari graf tersebut
mempunyai derajat yang sama maka graf G dikatakan regular, jika sebaliknya
maka dikatakan non-reguler. Titik yang mempunyai derajat satu disebut titik
akhir (end vertex) atau daun (leaf). Sedangkan sebuah titik yang mempunyai
derajat 0 (nol) atau tidak bertetangga dengan titik lain disebut titik terisolasi
(isolated vertex). Banyaknya sisi minimal yang bersisian pada suatu titik v di
graf G diantara titik-titik lainnya di graf G disebut derajat terkecil dinotasikan
dengan §(G). Sedangkan banyaknya maksimal sisi yang bersisian pada suatu
titik di graf G disebut derajat terbesar, dinotasikan dengan A(G) (Hartsfield dan
Ringel, 1990). Sebagai contoh dapat dilihat pada Gambar 2.1, memiliki derajat
terkecil sama dengan 3 (tiga) dan derajat terbesar sama dengan 6 (enam).

Sebuah jalan (walk) dari suatu graf G dinotasikan dengan W (G) adalah se-
buah barisan berhingga yang bergantian antara titik dan sisi yang diawali dan
diakhiri dengan titik dimana titik dan sisinya boleh berulang. Sebagai contoh
dapat dilihat pada Gambar 2.1, jalan dari titik v; ke titik vy yaitu vz, eqo, vy, €7,
V9, €6, U7, €12, V1, €9, Uy, tetapi barisan ini tidak bersifat tunggal, masih ada alter-
natif barisan yang lain. Cara mengetahui panjang sebuah jalan W yaitu dengan
menghitung banyaknya sisi yang dilintasi oleh jalan W tersebut. Sebuah jalan
tertutup apabila titik v; = v,, yaitu jalan yang berawal dan berakhir dengan titik
yang sama, apabila v; # v, maka jalan tersebut dinamakan jalan terbuka. Jalan
trivial merupakan sebuah jalan yang tersusun hanya dari satu titik. Sebuah jalan
merupakan jejak (trail) jika jalan tidak memiliki sisi yang berulang sedangkan
titiknya boleh berulang. Sebagai contoh dapat dilihat pada Gambar 2.1, jejak

titik v9 ke titik vwg yaitu vs, g, v7, €12, V1, €7, Vg, €1, V3.
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Sebuah lintasan (Path) pada graf G didefinisikan sebagai sebuah jalan de-
ngan titik dan sisi yang berbeda dan tidak ada titik maupun sisinya yang dipakai
berulang. Sebagai contoh dapat dilihat pada Gambar 2.1, lintasan dari v; ke titik
vy yaitu vy, ve, v3, v4. Jika sebuah trail memiliki titik-titik ujung sama, lintasan ini
disebut trail tertutup, biasa disebut dengan Siklus ( Cycle) atau Sirkuit ( Circuit).
Definisi lebih lanjut tentang siklus yaitu sebuah jalan tertutup dengan panjang
setidaknya 3 (tiga), dan tidak ada sisi yang dipakai berulang serta hanya ada satu
titik yang berulang (sebagai titik awal sekaligus titik akhir). Sebagai contoh siklus
dapat dilihat pada Gambar 2.1, lintasan dari v; ke titik vy yaitu vy, ve, v3, vy, v1, V7.
Panjang dari siklus (cycle) terpendek di G disebut girth dari sebuah graf G terse-
but (Hartsfield dan Ringel, 1990). Apabila suatu graf tidak memiliki siklus yang
terhubung, maka disebut pohon dan apabila graf tanpa siklus terhubung tersebut

memiliki komponen lebih dari sama dengan satu, maka disebut hutan. Sebagai

N
A
me®,

Gambar 2.2 Graf Pohon (a) dan Graf Hutan (b)

contoh, perhatikan Gambar 2.2.

Jarak atau distance dinotasikan d(v;,v;) yang artinya jarak antara dua titik

v; dan v;. Jarak pada graf G adalah panjang lintasan terpendek dari titik v;
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ke titik v;. Jika tidak ada lintasan dari titik v; ke v;, maka didefinisikan jarak
d(vi,v;) = oo. Sebagai contoh, perhatikan Gambar 2.1 d(v7,v4) = 2. Jarak
maksimum antara dua titik sebarang pada graf G disebut diameter, dinotasikan
diam G = max{e(v) : v € V}. Sebagai contoh, perhatikan Gambar 2.1 memiliki
diameter sama dengan 2 (dua).

Dua buah titik v; dan vy disebut terhubung jika terdapat lintasan dari v,
ke vy. G disebut graf terhubung (connected graph) jika untuk setiap pasang titik
v1 dan vy dalam himpunan V' terdapat lintasan dari v; ke vy. Jika tidak, maka
G disebut graf tak-terhubung (disconnected graph) (Purwanto dkk, 2006). Graf
trivial disebut juga graf terhubung karena titik tanggalnya terhubung dengan
dirinya sendiri.

Misalkan G = (V, E) adalah graf, G; = (14, E;) adalah subgraf dari G
jika Vi € V dan F; C E. Jumlah maksimum subgraf terhubung dalam graf
G disebut komponen graf (connected component). Subgraf G; adalah sebuah
spanning subgraph dari G jika G; mengandung semua titik dari graf G, atau
V(G1) C V(G). Sebagai contoh, perhatikan Gambar 2.3.

(a) (b) ()

Gambar 2.3 Graf G (a), Subgraf G (b) dan Spanning Subgraph G (c)

Dua buah graf atau lebih dikatakan isomorfis jika mempunyai jumlah titik,
sisi, dan derajat yang sama. Sedangkan dua buah graf atau lebih mempunyai ben-
tuk geometri yang sama, tetapi jumlah titik, sisi dan derajat yang berbeda, maka
dikatakan homomorfis (Munir, 2009). Sebagai contoh dua graf yang isomorfis,
perhatikan Gambar 2.4.

Suatu graf dinamakan graf Kosong jika sebuah graf G = (V| F) dengan
E = @, graf Kosong dinotasikan dengan N,, dimana n adalah banyaknya titik
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(a) (b)

Gambar 2.4 Graf G (a) dan Contoh Graf yang Isomorfis dengan Graf G (b)

pada graf tersebut. Sebuah graf dengan V = v dan F = & dinamakan graf
trivial, yaitu suatu graf yang memiliki suatu titik dan tidak memiliki satu pun

sisi.

2.2 Graf Khusus dan Operasi Graf
2.2.1 Graf Khusus
Terdapat beberapa jenis graf khusus, berikut definisi dari beberapa graf

khusus tersebut:

1. Graf Lintasan (Path Graph)
Graf Lintasan adalah graf yang hanya terdiri dari satu lintasan dengan
n titik. Graf Lintasan dinotasikan dengan P,, dimana n > 2 yang terdiri
dari n titik dan n — 1 sisi. Contoh graf lintasan dapat dilihat pada Gambar
2.5.

U1 % U3 U1 (%) U3 U4 Us Vg

P; Ps

Gambar 2.5 Graf Lintasan P3 dan Fy

2. Graf Lengkap (Complete Graph)
Graf Lengkap ialah graf sederhana yang setiap titiknya mempunyai
sisi ke semua titik lainnya. Graf Lengkap dengan n buah titik dilambangkan

dengan K,,. Jumlah sisi pada graf Lengkap yang terdiri dari n buah titik


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

10

adalah n(n—1)/2 (Purwanto dkk, 2006). Contoh graf lengkap dapat dilihat
pada Gambar 2.6.

Vo (%) U3
(o Uy
U1 Us
V4
Ve Vs
Ky K

Gambar 2.6 Graf Lengkap Ky dan Kg

3. Graf Roda (Wheel Graph)

Graf Roda dinotasikan W,, dengan n > 3 adalah graf yang didapatkan
dengan mengghubungkan semua titik dari graf Siklus €}, dengan suatu titik
yang disebut pusat. Jadi W,, terdiri dari n+ 1 titik dan 2n sisi. Contoh graf
roda dapat dilihat pada Gambar 2.7.

U U1 (&
U4 V2 wg U3
v v
i 5 4
W4 W6

Gambar 2.7 Graf Roda W, dan Wy

4. Graf Kipas (Fan Graph)

Graf Kipas atau fan graph dinotasikan dengan F,, ,,, merupakan graf
yang terbentuk dari menghubungkan semua titik m yang berupa graf lin-
tasan P, pada sebanyak n titik pusat. Sehingga graf kipas terdiri dari n+m
titik dan mn + m — 1 sisi, dimana n > 1 dan m > 2. Contoh graf kipas

dapat dilihat pada Gambar 2.8.
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v V2 U3 g
W 01 Vg
T
T

F173 F2,6

Gambar 2.8 Graf Kipas F7 3 dan Fhg

5. Graf Siklus (Cycle Graph)

Graf Siklus dinotasikan dengan C,, adalah graf yang setiap titiknya
berderajat sama yaitu berderajat dua dan memiliki jumlah titik dan jum-
lah sisi yang sama. Graf Siklus €, hanya dapat dibentuk dengan n > 3
(Purwanto dkk, 2006). Contoh graf cycle dapat dilihat pada Gambar 2.9.

U1
V2
Ve V2
Us
U1 U3 vs
V4
C’3 06

Gambar 2.9 Graf Cycle C3 dan Cy

2.2.2 Operasi Graf
Dalam teori graf, ada yang dinamakan operasi graf, yaitu pengoperasian
beberapa graf sehingga menjadi graf baru dengan menggunakan beberapa operasi

graf seperti berikut:

Definisi 2.2.1. Joint dari graf G1(Vi, Ey) dan Gy(Va, Ey) adalah graf G dimana
V(G) = V(G1> U V(GQ) dan E(G) = E(Gl) U E(Gg) U {U’U ‘ u € V(Gl),’U c
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V(Gs)}, dan dinotasikan dengan G = Gy + Go (Harary, 2007). Contoh operasi
joint dapat dilihat pada Gambar 2.10.

Ya ys + oo ©° -
Z1 Z9 Z3
Ys
W4 P3
<1 22 z3

"\b

\w%

Ya

Y3
Wi+ Ps

Gambar 2.10 Graf Hasil Operasi Joint dari W4 dan P

Definisi 2.2.2. Cartesian product dari graf G1(Vy, Ey) dan Go(Va, Es) dinotasikan
dengan G = G10Gy, yaitu graf dengan himpunan titik V(G1) x V(G2), dua titik
(ur,u2) dan (vi,v9) di G adjacent jika dan hanya jika salah satu dari dua hal
berikut berlaku: (uy = vy dan usvy € Ey) atau (us = ve dan uyvy € Fp) (Harary,

2007). Contoh operasi cartesian product dapat dilihat pada Gambar 2.11.

Definisi 2.2.3. Composition dari graf G1(Vh, Ev) dan Go(Va, Es) dinotasikan den-
gan G = G1[Gs), yaitu graf dengan himpunan titik V(G1) x V(Gs) dan dua titik
(uy,uz) dan (vi,vq) di G adjacent ketika (uy adj vi) atau (u; = vy dan us adj vs)
dan memiliki sifat G1[Gs] # G2[G1] (Harary, 2007). Contoh operasi composition
dapat dilihat pada Gambar 2.12.
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z1 Z9 Z3
Ya yy U ®oe—0 o
Y3
W4 PS
yazy 171 Yizg 172 Yazs3 Y123
@
le\ T 29 \
Yaz1 \ Y222 \ Y223
Ysz1 Yzzo Ysz3

W4LPs

Gambar 2.11 Graf Hasil Operasi Cartesian Product dari Wy dan Ps

U1
o—O Ya Y2
21 22
Ys
P, w.

4

2

z2191 \\4$\$@ z1T
-/
2211 //‘m 22X

22Y2  22Y3  Z2Ys

Pa[Wy]

Gambar 2.12 Graf Hasil Operasi Composition dari P, dan Wy
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Definisi 2.2.4. Generalized Shackle atau shackle tergenalisisr diartikan apabila
satu tittk umum terbagi oleh G; dan G;yq digantikan dengan satu subgraf umum
H yang sama sebagai subgraf penghubungnya. Jika tidak semua angggota dari H
terbagi maka graf shackle tergenalisir dinotasikan sebagai berikut : gshack(G,v €
H,r), gshack(G,e € H,r) atau gshack(G, K C H,r) dengan K merupakan sebuah
subgraf dari H, r menyatakan banyaknya graf G yang akan di-shackle dimana r—1
subgraf penghubungnya semua berbeda (Dafik, 2015). Contoh generalized shackle
dapat dilihat pada Gambar 2.13.

Definisi 2.2.5. Amalgamation dinotasikan dengan Amal(H;,v,r). Misalkan {H;}
adalah suatu keluarga graf berhingga dan setiap H; mempunyai suatu titik v yang
disebut titik terminal, dan r menyatakan banyaknya graf H; yang akan diamalga-
mation, sehingga semua H; dengan seluruh terminalnya direkatkan menjadi satu

titik (Ardiyansah, 2013). Contoh operasi amalgamation dapat dilihat pada Gam-

bar 2.14.

W gshack(Ws, e € P, 3)

PRERE TR

gshack(Ws, v € C3,3) gshack(Ws, C1,4)

Gambar 2.13 Graf Hasil Operasi gshackle dari W
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Ya,2
hn
Y1,2
Y2 Ya
Ys
Y2,2
Wy Amal(Wy,v = 1,4)

Gambar 2.14 Graf Hasil Operasi Amalgamation dari Wy

2.3 Rainbow Connection dan Strong Rainbow Connection

Misalkan G = (V(G), E(G)) adalah suatu graf terhubung tak-trivial. Suatu
pewarnaan terhadap sisi-sisi di G didefinisikan sebagai ¢ : E(G) — {1,2, ...k}, k €
N, dimana dua sisi yang bertetangga boleh berwarna sama. Suatu lintasan u — v
path di G dinamakan rainbow path jika tidak terdapat dua sisi di lintasan yang
berwarna sama. Graf G disebut rainbow connected dengan pewarnaan c jika G
memuat suatu rainbow u — v path untuk setiap dua titik w,v € G. Dalam hal
ini, pewarnaan ¢ dikatakan rainbow coloring di G. Jika terdapat k warna di G
maka ¢ dikatakan rainbow k-coloring. Minimum k sehingga terdapat rainbow k-
coloring di G disebut rainbow connection number, ditulis r¢(G). Suatu rainbow
coloring yang menggunakan rc(G) warna dikatakan minimum rainbow coloring di
G (Chartrand, 2008).

Misalkan GG adalah graf terhubung tak-trivial dan definisikan pewarnaan sisi
c: E(G) —{1,2,....k},k € N, sedemikian sehingga dua sisi yang bertetangga
boleh memiliki warna yang sama. Suatu u — v path di G dikatakan rainbow path
jika tidak ada dua sisi di lintasan yang memiliki warna sama. Graf G dikatakan
rainbow connected jika setiap dua titik yang berbeda di G dihubungkan oleh rain-
bow path.
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Pewarnaan sisi yang menyebabkan G bersifat rainbow connected dikatakan
rainbow coloring. Jelas, jika G adalah rainbow connected, maka G terhubung.
Sebaliknya, setiap graf terhubung memiliki pewarnaan sisi trivial sehingga rainbow
connected memiliki pewarnaan sisi dengan warna berbeda. Rainbow connection
number dari graf terhubung G, ditulis rc(G), didefinisikan sebagai banyaknya
warna minimal yang diperlukan untuk membuat graf G bersifat rainbow connected
(Histamedika, 2012).

Suatu rainbow coloring yang menggunakan sebanyak rc¢(G) warna dikatakan
minimum rainbow coloring. Misalkan ¢ adalah rainbow coloring dari graf ter-
hubung . Untuk dua titik v dan v di G, rainbow u-v geodesic pada G adalah
rainbow u-v path yang panjangnya d(u,v), dimana d(u,v) adalah jarak antara u
dan v (panjang u — v path terpendek di G). Graf G dikatakan strongly rainbow-
connected jika untuk setiap dua titik v dan v di G, terdapat suatu rainbow u-v
geodesic. Dalam kasus ini, pewarnaan c dikatakan strong rainbow coloring di G.
Minimum k yang terdapat pada pewarnaan ¢ : E(G) — {1,2,...,k} sedemikian
sehingga G adalah strongly rainbow-connected dikatakan strong rainbow connec-
tion number (src(G)) di G. Suatu strong rainbow-coloring di G yang menggunakan
src(G) warna dikatakan minimum strong rainbow coloring di G (Chartrand, 2008).
Dari defnisi, jelas bahwa r¢(G) < sre(G) untuk setiap graf terhubung G. Pada
Gambar 2.15 diperlihatkan contoh rainbow connection dan strong rainbow connec-

tion pada graf Buku.

4 4 1 1

(a) (b)

Gambar 2.15 Graf Buku dengan r¢(G) = 4 (a) dan src¢(G) =5 (b)
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Hubungan k(G), rc(G), sre(G) dan banyak sisi m pada suatu graf terhubung
G ditunjukkan oleh pertidaksamaan berikut: k(G) < rc¢(G) < sre(G) < m.
Teorema yang digunakan untuk batas atas dan bawah dari rainbow connec-

tion adalah sebagai berikut:

Teorema 2.3.1. Andaikan G adalah graf terhubung dengan d(G) > 2. Jika G
adalah interval graf, maka k(G) < rc(G) < k(G) +1, sedangkan yang lainnya jika
G unit interval graf, maka k(G) = rc(G) (Li dan Sun, 2011).

Teorema rainbow connection yang digunakan untuk graf hasil operasi dari

cartesian product adalah sebagai berikut:

Teorema 2.3.2. Andaikan G, = G10G,0..Gr(k > 2), dimana setiap G;(1 <
i < k) terhubung. Maka re(G.,) < ¥ re(Gy). Selain itu, jika diam(G;) =
re(G;) untuk setiap G,;, maka persamaan tersebut dipertahankan (Li dan Sun,
2011).

2.4 Aplikasi Rainbow Connection dan Strong Rainbow Connection

pada Proses Distribusi

Konsep rainbow connection dapat diaplikasikan pada proses distribusi, mi-
salnya digunakan dalam pengantaran kertas soal Seleksi Bersama Masuk Pergu-
ruan Tinggi Negeri (SBMPTN) ke lokasi ujian SBMPTN diselenggarakan. Pengi-
riman perlu pengawalan dan pengawasan yang ketat karena merupakan dokumen
negara yang rahasia dan agar tidak terjadi masalah yang tidak diinginkan. Peng-
antaran soal SBMPTN sampai ke tempat diselanggarakan seleksi ditakutkan ter-
jadi penyelewangan soal oleh salah satu pihak apabila tidak diantarkan oleh pihak
yang berwenang, yaitu dari dinas pendidikan sebagai pengawas pertama, polres
sebagai pengawas kedua dan panitia pelaksana sebagai pengawas ketiga. Jadi
hal-hal buruk seperti kebocoran soal dapat dihindari. Dengan demikian, dapat
dipilih jalur yang bisa menjangkau kecamatan terbanyak dan jalur yang dilewati
tidak ada penjaga dari tim yang sama. Jadi apabila terjadi kecurangan dari tim
pengawas yang menjaga diwilayah pertama, tim pengawas berikutnya dengan tim

pengawas yang berbeda akan mengetahui kecurangan tersebut. Karena apabila
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dalam satu jalur pengiriman dengan tim pengawas yang sama, ditakutkan ada
kerja sama dalam melakukan kecurangan seperti kebocoran soal. Serta harus
ditentukan jumlah minimal tim pengawas yang dibutuhkan dalam mengawasi
pendistribusian kertas soal. Situasi inilah yang dapat dimodelkan dalam bilangan
rainbow connection.

Pada Gambar 2.16 (a) memiliki £ = 3, yang menurut Teorema 2.3.1 adalah
k(G) < re(G) < k(G) + 1, maka batas bawah dan batas atas dari r¢(G) adalah
3 < re(G) <341, maka 3 < re(G) < 4, setelah diwarnai ¢ : E(G) — 1,2,3
sehingga rc(G) = 3. Jadi yang harus dibentuk adalah 3 tim pengawas dan disebar
menurut rainbow coloring dari rc(G) seperti pada Gambar 2.16 (a). Kemudian
diambil lintasan yang dapat menjangkau titik terbanyak dengan warna sisi harus
berbeda. Kondisi tersebut dapat dimodelkan dalam bentuk spanning tree seperti
Gambar 2.16 (b). Pada Gambar 2.16 (b) dimisalkan pengirim soal berpusat di v;.
Untuk menuju ke titik v, harus melewati vy dan vs diperiksa oleh tim 2, 1, dan 3
secara berturut-turut. Untuk menuju ke titik vy harus melewati v; diperiksa oleh
tim 1 dan 2 secara berturut-turut, diperlukan tambahan kendaraan menuju titik
vg diperiksa oleh tim 3. Untuk menuju ke titik vs harus melewati vg diperiksa

oleh tim 3 dan 1 secara berturut-turut.

(%

- (b)

Gambar 2.16 Contoh Aplikasi r¢(G) (a) dan Contoh Aplikasi dalam Spanning Tree (b)

Konsep strong rainbow connection juga dapat diaplikasikan pada proses dis-

tribusi kertas soal SBMPTN. Sedikit berbeda dengan rainbow connnection, perbe-
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daannya adalah tim pengawas minimal sama dengan konsep rainbow connection
namun waktu yang dibutuhkan untuk pendistribusian minimal sama atau bisa
lebih cepat (diasumsikan anatara dua titik memiliki jarak tempuh yang sama),
karena tempat ujian SBMPTN dilalui dengan lintasan yang terpendek. Sesuai
dengan konsep strong rainbow connection bahwa antara dua titik harus menggu-
nakan lintasan terpendek, sehingga pada Gambar 2.17 (a) terdapat sedikit pe-
rubahan yaitu sisi v;v, berwarna 4, sehingga pada Gambar 2.17 (b) memiliki
panjang lintasan sama dengan dua dari titik v;.

Pada Gambar 2.17 (b) dimisalkan pengirim soal berpusat di v;. Untuk
menuju ke titik vz harus melewati v, dan diperiksa oleh tim 2 dan 1 secara
berturut-turut. Untuk menuju ke titik v, harus melewati v; diperiksa oleh tim
1 dan 4 secara berturut-turut, diperlukan tambahan kendaraan menuju titik wvg
diperiksa oleh tim 2 dan juga diperlukan tambahan kendaraan menuju titik wvg
diperiksa oleh tim 3. Untuk menuju ke titik vs harus melewati vg diperiksa oleh
tim 3 dan 1 secara berturut-turut. Jadi waktu yang diperlukan sedikit lebih cepat,
karena semua titik memiliki lintasan sama dengan 2 dari titik pusat pengiriman

soal.

(%

Gambar 2.17 Contoh Aplikasi src¢(G) (a) dan Contoh Aplikasi dalam Spanning Tree (b)

2.5 Hasil-hasil Rainbow Connection
Beberapa hasil penelitian terkait rainbow connection number dan strong

rainbow connection number dapat dilihat dari rangkuman tabel berikut ini.
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Tabel 2.1 Hasil Penelitian Terdahulu r¢(G) dan sre(Q)

Graf Hasil Keterangan
C,, (Cycle Graph); n > 4 re(Cp) = sre(C) = [ 5] Chartand,dkk,2008
K,, (Complet Graph); n > 2 re(K,) = sre(K,) =1 Chartand,dkk,2008
T, (Tree); n > 2 re(Ty,) = sre(T,) =m Chartand,dkk,2008
W, (Wheel Graph); n >3  re(W,) =1;n = 3. Chartand,dkk,2008
re(Wy,) =2;4<n<6
re(Wy,) =3;n>T1.
sre(Wy) = 51
K, (Complete Bipartit); re(Kyy) = min{[v/t],4} Chartand,dkk,2008
2<s<t src(Kyy) = [Vt].
G 2y s, i 5 re(G)=1,n, =1 Chartand,dkk,2008
(Complete k-partit) re(G) =25n > 2,5 >t
dengan k > 3 re(G) = min{[v/t],3};s < t
dan n; < ng < ... <my sre(G) =re(G);ng =1
dan n, > 2,5 > t.
sre(G) = [Vt];s < t.
G, (Gear Graph); n > 4 re(Gy) = 4. Syafrizal, 2013
B,, (Book Graph); n > 3 He( By = 4. Syafrizal, 2013
F, (Fan Graph) n > 2 re(fy ) =.1;n = 2 Syafrizal,dkk,2013
re(Fp) =2;3<n<6
LC(Fo V=% n 2.
src(Fy,) = re(Fy);
2<n<6.
sre(Fn) = [5];m>7
G = (Cy,Cy,y ..., Cp,)— re(G) = [&] +s= Syafrizal, 2013
path n; > 3 dan k > 2 S (5]
Sn (Sun Graph) re(Sy) = sre(Sy) = Syafrizal,dkk,2013
|5] +n.
Bt, (Triangle Book);n > 1  rc¢(Bt,) =2;2<n<4 Alfarisi,dkk,2014
rofeBt, JEBs n SR
Kt, (Handle Fun)n > 2 e ¢, = —F Alfarisi,dkk,2014
roli<t, =3, 1 > 3.
Fl,, (Flower Graph);n >2  rc(Fl,) = 3. Alfarisi,dkk,2014
Wb, (Spider Web);n >3 re(Wb,) =3;3<n <6 Alfarisi,dkk,2014
re(Wb,) =4;n="1.
re(Wb,) =5;n > 8.
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian
Penelitian ini dikategorikan kedalam penelitian eksploratif dan penelitian

terapan (applied research), yaitu:

a. penelitian eksploratif adalah jenis penelitian yang bertujuan menggali hal-
hal yang ingin diketahui oleh peneliti dan hasil penelitian dapat digunakan

sebagai dasar penelitian selanjutnya.

b. penelitian terapan (applied research) merupakan penyelidikan yang hati-
hati, sistematik dan terus-menerus terhadap suatu masalah dengan tujuan

untuk digunakan dengan segera untuk keperluan tertentu.

3.2 Data Penelitian

Data dalam penelitian ini adalah data sekunder yang didapat dari penelitian
sebelumnya. Data yang digunakan berupa graf-graf khusus yang akan dioperasi-
kan. Graf-graf yang digunakan adalah graf lintasan (path graph), graf lingkaran
(cycle graph), graf lengkap (complete graph), graf roda (wheel graph) dan graf
kipas (fan graph). Penelitian ini menggunakan metode deduktif aksiomatik dalam
menyelesaikan permasalahan. Metode deduktif menggunakan prinsip-prinsip pem-
buktian deduktif yang berlaku dalam logika matematika dengan menggunakan
aksioma atau teorema yang telah ada untuk memecahkan suatu masalah.
3.3 Rancangan Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada pengoperasian graf, yaitu pada graf lintasan
(path graph), graf lingkaran (cycle graph), graf lengkap (complete graph), graf roda
(wheel graph) dan graf kipas (fan graph). Adapun teknik penelitian adalah sebagai
berikut:

a. menentukan graf-graf khusus sebagai objek penelitian;

b. menerapkan operasi graf pada graf-graf khusus yang telah ditentukan;
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c. menerapkan pewarnaan sisi pada graf-graf khusus yang telah dioperasikan
menggunakan teknik rainbow connection dan strong rainbow connection;

d. memeriksa keoptimalan rc(G) dan sre(G), apabila sudah optimal dilan-
jutkan dengan menentukan fungsi, apabila belum optimal akan kembali ke

tahap sebelumnya yaitu menerapkan pewarnaan sisi pada graf;

e. menentukan fungsi pewarnaan berdasarkan keteraturan pola dari r¢(G) dan

src(G) yang terbentuk;

f. fungsi yang telah didapatkan kemudian digunakan sebagai salah satu pem-

buktian teorema sehingga didapatkan teorema baru;

g. membuktikan teorema yang telah didapatkan.

Secara umum, langkah-langkah penelitian di atas dapat juga disajikan dalam

skema pada gambar 3.1.
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Mulai

\i

Menetapkan Graf Khusus

Y

Menerapkan Operasi Graf

\i

——| Menerapkan Pewarnaan Sisi |[<*——

Membuktikan
Teorema

\i

Selesai

Gambar 3.1 Skema Penelitian
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