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Abstrak
Sebuah graf G memiliki order p dan size q dikatakan suatu pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic jika memiliki fungsi
bijektif f: V(G) U E(G) ke {1,2,...,p+q} yang memiliki total sisi, wuv)=f(u)+f(v)+f(uv),uv. € E (G), membentuk
barisan aritmatika yang memiliki suku awal a dan beda d. Dengan begitu graf G dikatakan super apabila kemungkinan
label terkecil ada pada titiknya . Pada artikel ini, akan dipelajari tentang pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic yang
konektif dengan menggunakan aksioma deduktif dan metode pendektesian pola. Hasil penelitian menunjukkan bahwa
pada Graf Roda Tank berlaku pelabelan total super (a,d)-sist antimagic untuk d={0,1,2}.

Kata Kunci: Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagi€, Graf Roda:Tank

Abstract
A graph G of order p and size q is called an. (a,d)-edge-antimagic total jif there exist abijection f: V(G) U  E(G) to
{1,2,...p+q} such that the edgesweights iw(uv)=f(u) +HfW)=+fwv), uvin E(G), form an arithmetic sequence with first term a
and common difference d. Suchsa graph*G is called super if the smallest possible labels,appear on the vertices. In this
paper we learn about Super edge-antimagic total labelings properties: of connective ™, (I Wm,n) using deductive
axiomatic and the pattern recognition method. The result\shows that a 'connected Tank Wheel "Graph admit a super (a,d)-

edge antimagic total labeling for d={0,1,2}.

Keywords: super (a,d)-edge~antimagic total labeling, Tank Wheel graph.

Pendahuluan

[lmu pengetahuan dan Teknologi semakin betkembang
seiring dengan kemajuan jaman.' Berbagai macam Iimu
Pengetahuan yang telah berkembang pada saat ini. Salah
satu contohnya yakni matematika: Berbagai macamucabang
IImu di dalam matematika, salah satunya yaitu matematika
diskrit yang di dalamnya terdapat pokok bahasan.mengenai
teori graf. Teori graf banyak digunakan sebagairalat,bantu
untuk menggambarkan atau menyatakan suatu persoalan
agar lebih mudah dimengerti dan diselesaikan. Persoalan-
persoalan ini akan lebih jelas untuk diterangkan bila dapat
direpresentasikan dalam bentuk graf. Pelabelan graf
merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek kajiannya
berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik
dan sisi serta himpunan bagian bilangan cacah yang disebut
label. Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf,
salah satunya adalah pelabelan total super (a,d)-sisi
antimagic (SEATL), dimana a bobot sisi terkecil dan d
nilai beda.

Graf Roda Tank yang dinotasikan dengan Twms
merupakan  pengembangan dari graf cycle yang
dihubungkan satu sama lainnya. Graf ini merupakan graf
yang memiliki dua ekspan pada indeks m dan indeks #.
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui apakah
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graf Roda Tank/memiliki/pelabelan total super (a,d)-sisi
antimagic.

Definisi 1. Graf Roda Tank adalah salah satu graf yang
merupakan famili dari‘graf cycle. Graf ini merupakan salah
satu’ conteh graf / Well-Defined yang masih belum
ditemukan pelabelannya. Ide munculnya graf Roda Tank
iniw-berasal” dari_pengembangan graf cycle yang saling
dihubungkan dan ditambahkan sisi pada salah satu
ujungnya, sehingga sisi tersebut menghubungakan antara
satu graf dengan graf lainnya. Graf Roda Tank adalah
sebuah graf yang dinotasikan dengan 7ws,» dimana:

V(Twm'"):{x,_/., 1<i<m,1<j<n}
E(Twm,n):{xz,jxl ‘/+1’1Sl<m’ls‘]<n_l}
E(Twm,n):{xt’n‘xt ];lSiSm

n
E(Twm,n):{xi,jxi,nfj+3’.l_lﬁm!:;sjsg}
E(Twm,n):{xi,jxiﬂ,n—jﬂ;ISISm_LlS]S%}
E(Twm,n) :{ xl,n—j+2xm,j; ZS.]S%}
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Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic. Sebuah
pemetaan satu-satu f'dari V(G) ke himpunan bilangan bulat
{1,2,3,....p} disebut pelabelan titik (a,d)-sisi antimagic jika
himpunan bobot sisinya w(uv) = f{u)+f(v) pada semua sisi
G adalah {a, a+d, at2d,..,a+(q-1)d} untuk a>0 dan

d<0  keduanya adalah bilangan bulat, sedangkan
Pelabelan total (a,d)-sisi antimagic adalah sebuah pemetaan
satu-satu f dari  V(G)UE(G) ke bilangan bulat
{1,2,3,...,p+q} sehingga himpunan bobot sisinya w(z)(uv) =
fw) + f{v) + f(uv) pada semua sisi G adalah {a, a+d,
at2d,...,a+(q-1)d} untuk a>0 dan d<0  keduanya
bilangan bulat. Sebuah pelabelan total (a,d)-sisi antimagic
disebut pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic jika f(V) =
{1,2,3,..p} dan f(E) = {p+1,p+2,.p+q}.

Dengan kata lain, pelabelan total super (a,d)-sisi
antimagic pada sebuah graf G = (V,E) adalah pelabelan
titik dengan bilangan bulat {7,2,3,...p} dan pelabelan sisi
dengan bilangan bulat {p+1,p+2,..p+q} dari sebuah.graf
G dimana p adalah banyaknya titik dan ¢ adalah banyaknya
sisi pada graf G, sedemikian hingga himpunan bebot dari
sisinya adalah

W={w(x,y)|xy€E(G)}={a, a+d ,a#2d#. a+(qg—a)d’
untuk @>0 dan d<0 , dimanad _a(u)s adalah Tabel
dari titik a(v) adalah label dari titik,v'dan _ o(uv)
adalah label dari sisi uv. Untuk mencari batas atas nilai
beda d pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic{ dapat
ditentukan dengan lemma berikut ini [2];

Lemma 1. Jika sebuah graf (p,q) adalah pelabelan total
super (a,d)-sisi antimagic maka d s%

Hasil Super Edge Antimagic Total Labelling (SEATL)
konektif yang mempunyai beda d<€{0,1,2} "pada’ Graf
Well-Defined adalah:

1. Graf Ulat Sutra  (Sw,) : Dian, A'H,2014

2. Graf Rantai Pentagon (B§,) ".: Ermita, A.R;2014
3. Graf Tribun (3,) “MubhlisatulyM,2014
4. Graf Lampion (£, ,) : Robiyatul, A,2014
5. Graf Siput (S,) *Dewi, N.R,2013

6. Graf Tunas Kelapa (CR,,) : Lestari;4l,2013

7. Graf UFO (U, ,) : UmilasarijiR;2013
8. Graf Diamond (DI,) : Sya'diyah, L, 2011
9. Graf Tangga (St,) : Aprilia, T, 2011

10. Graf Buku Segitiga (Bt,) : Chandra, F.E, 2011

Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf Roda Tank, jika pada
graf tersebut ditemukan pelabelan total super sisi antimagic
maka dilanjutkan dengan pendeteksian pola (pattern
recognition). Adapun langkah-langkah penelitian yang
tersaji pada diagram alur penelitian berikut:
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Identifikasi Famili Graph

(Meuemu.kan Kardinalitas Graph)—-LMeneutukan Batas Atas d J

i

‘ Menentukan EAVL dari G ‘
& k—‘ (TIDAK)

‘ Fungsi EAVL dan Bobotnya } 1 T ksi Poi

G adalah (a,d)-EAV Pelabelan Total SEATL

G adalah super (a,d)-EAT

l

[Terciptanya Algoritma/ Teorema/ Lemma ]

Pembahasan

Penelitianyini  bertujuan untuk mengetahui Untuk
mengetahui “batasuatas pelabelan total super (a,d) - sisi
antimagic /pada“sgraf. Roda Tank konektif dan untuk
mengetahui pelabelan total super (a,d) - EATL pada graf
Roda ' Tank kenektif. Hasil penelitian untuk pelabelan super
(a,d)=stst antimmagic pada‘graf Roda Tank, yakni:

Batas Atas d Graf Roda Tank. Diketahui jumlah titik
pada graf Roda Tank adalah | mn  dan jumlah sisi

2mn—2m~— 1" . Dengan demikian batas atas nilai beda d
tersebut adalah:
2p+q—>5

qg—1
_ 2(mn)+2(mn)—2m—1-5
 2(mA)-2m—1-1
_4(mn)—2m—6
" 2(mn) 2 m—2

2m—2

2(mn)—2m—2

d=<

=2+

<2
Karena pelabelan SEAT selalu menggunakan bilangan
bulat positif, maka/nilai ¢>0 dan d adalah bilangan
bulat, sehingga _d<{0,1,2) Selanjutnya penentuan
fungsibijektif pelabelan total super (a,d) - sisi antimagic
akan disesuaikan dengan nilai d yang telah ditetapkan.

(m+2,1) -sisi antimagic
n<8,ngenap danm=<2

Lemma 1. Ada pelabelan titik
pada graf graf Roda Tank jika

Bukti. Labeli titik graf Roda Tank dengan sebuah fungsi
f, . definisikan pelabelan  f :V(Tw, ,)—(1.2,..,mn]
maka pelabelan /|, dapat dituliskan sebagai berikut:
s untuk [ (x )

iy (i) sembarang, j=1

2mn+m+2i—-2mj—1; (i)sembarang,n;JSan

2mj+2i—3m; (i)sembarang,2$j§%
mn—m+i; (i) sembarang , jz%
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Pelabelan titik pada f, adalah fungsi bijektif yang

memetakan w,, , ke himpunan bilangan bulat

{1,2,...,mn} . Jika w,  didefinisikan sebagai bobot
sisi pelabelan titik f, dimana bobot sisi pelabelan titik
diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang
bersisian, maka fungsi bijektif ~w,  dapat ditentukan

melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan
aritmatika sebagai berikut:

s untuk W, (x

i,J l/+l)

m+3i; (i)sembarang , j=1

n+2

2mn—4m+3i—1; >

(i) sembarang , j=
2mn—4m+3i; (i)sembarang,j=%

dmn—4m j+4i-2; (z')sembarang,%sjs

n
4i+4mj—4m; (i)sembarang,Zstn;2
© untuk W (x,,x, )
m+3i—1; (i) sembarang
* unmk W ( i H—ln /+1)
m+3i+1; l<ism=1,j=1
4ivdmj—4mHl; 1§i§m—1,j=%
2mn—4m+3i+1; 1siSm—1,25js";2
s untuk W, (x,, ;,%, )
4mj—4m+1; 2sjs%
© untuk W (x, x5 0)
4i+4mj—8m—1; (i)sembarang,3sjs%

Berdasarkan bobot sisi EAV ini, bobot sisi terkecil
terletak pada  w, (x,,x,,) yaitu m+2 untuk i=1

Dan bobot sisi terbesar terletak pada  w, (x, ,x, ,,,) yaitu

2mn—m untuk i=m dan

=
Dengan mensubstitusikan fungsi
I<i<m dan 1<j<n
berurutan  yang  akan
Wy =(m+2,m+3,m+4,..
disimpulkan bahwa [,
(m+2,1).

yang bergerak,
maka didapatkan nilai-nilai
membentuk himpunan
,2mn—m | Sehingga, dapat

adalah suatu pelabelan titik

Teorema 1. Ada pelabelan total super (3mn-m+1,0)-sisi

antimagic pada graf Roda Tank jika m=>3
n=8, ngenap.

dan
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Bukti. Gunakan pelabelan titikk f, untuk melabeli titik
graf Roda Tank 7w, , , kemudian definisikan label sisi

[ E(Tw, )—>{m+2,m+3,..., , sehingga label
sisi  f, untuk pelabelan total super (a,0)-sisi antimagic
pada graf 7w, , dapat dirumuskan sebagai berikut:

2mn—m|

©untuk fy(x x )
m+3i; (i)sembarang , j=1
mn+3m—3i+2; (z’)sembamng,jz%

(i) sembarang , j= z

mn+3m—3i+1; >

dmj—mn—m—4i+3; (l')S€Mba’”a"g’n;_45jsn

n—

3mn+3m—4mj—4i+1; (i) sembarang , 2< j <

2
o “santuk  f,(x ,x )
3mn=2m+3i+2; (i) sembarang
s untuk (xS e )
3mn—2m—3i; I<i<m—-1, j=1
mn+3m—3i; lsiSm—l,j:%
3mA+3m—4mj—4i; 1<ism—1,2<j< ”;2

* untuk fz(xl,n—/+2xm,/)

3mn+Im—4mj;

SR

ssoountuk £ a0 00)

n

3mn+Tm—4mj+4i+2;  (i)sembarang,3<j<—

[\

Jikago7, " didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan
total graf Roda Tank berdasarkan penjumlahan bobot sisi
dengan label sisinya maka W,  dapat diperoleh dengan
merumuskan jumlah bobot sisi EAVL w,
label sisi  f, dengan syarat batas i dan j yang
bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

dan rumus

s untuk W, (x

i,j rj+])

3mn—m+1; (i)sembarang , j=1
. . n+2
3mn—m+1; (l)sembarang,]:?
3mn—m+1; (i)sembarang,jz%
3mn—m+1; (i)sembarang,%ﬁjﬁn
. . _n—2
3mn—m+1; (i) sembarang ,2< j <

2
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s untuk W, (x,,x )
3mn—m+1; (i) sembarang

s untuk W, (x

i,j 1+1n /-H)

3mn—m+1; 1<ism—1, j=1
3mn—m+1; lsism—l,j:%
3mn—m+1; l<ism—1,2<j<"=2

2

* untuk W, (x,, %, )

3mn—m+1; 2

IA

~.

IA
[NSNIN

¢ untuk W, (x

i,j xn j+'§)

3mn—m+1; (i)sembamng,fvﬁjsg

Berdasarkan hasil diatas, dapat.dilihat, bahwa setiap
bobot sisi nilainya 3mn-m+ 1.4 Sehinggashimpunan ¢bobot
sisi untuk W,  dapat ditulis W, ""=_{3mn-m+l,
3mn-m+1, ... , 3mn-m+1}. Dapat disimpulkan bahwa graf
Roda Tank 7w, , mempunyai pelabelan‘total super (a,d)
-sisi antimagic dengan a = 3mn-m+1 dan d=0,.dengan kata
lain graf Roda Tank 7w,, mempunyai pelabelan total

super (3mn-m+1,0) -sisi antimagic.

Teorema 2. Ada pelabelan total super (mn+m=+3,2)-sisi

antimagic pada graf Roda Tank 7w, , | jikaw m=>2% “dan
n>=8 ,n genap.

Bukti. Untuk mencari pelabelan sisi Untuked=2

menggunakan hasil pelabelan " sisi dari _ d=0" _.dan

menggunakan jumlah sisi dan, jumlah" titik. sSebagai
berikut :  f,(y)=2|V|+|E|+1—f5(y )% . Jadi dengan rumus
tersebut berlaku untuk semua label sisi d=2 “dengan
mensubstitusikan nilai  f,(y) yangsesuai. Berikut. hasil
fungsi label sisi untuk d=2 :

o untk fy(x v,

(i)sembarang , j=1

(i) sembarang , j:n-;_Z

mn+3i—1;

3mn—5m+3i—2;

(i) sembarang , j=ﬁ

3mn—-5Sm+3i—1; 2

Smn—m—4mj+4i—3; (l')SQMbam”gxn;—‘tﬁjﬁn
e
2

mn—5m+4m j+4i—1; (i) sembarang , 2<j <

« untuk  fi(x )
mn+3i-2, (i) sembarang

 untuk f,(x

l] z+ln /+l)
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mn+3i—1;
3Smn—5m+3i;

mn—5Sm+4mj+4i;

° untuk fs(xl,n—uzxm,/)

mn—5m+4m j; 2<j<

Y

« untuk f,(x

!/ zn /+3)

n

(i) sembarang ,3<j< >

mn—9m+4m j+4i-2;

Untuk mencari bobot total d=2 dengan menjumlahkan
bobotw. sisi dan fungsi label sisi d=2. Dengan
mensubstitusikan nilai /', yang sesuai. Sehingga dapat
diperoleh bebot total sebagai berikut:

¢ huntuk 7

i,J lj+l)

mnEm+6i—=l ; (i)sembarang , j=1

+2

(i) sembarang , j:n—

Smn=9m+6i—3; 2

Smn—9m+6i—1; (i)sembarang,j=

n
2
Imn—m—8m j+8i—5

(i)sembarang,%gjgn

mn—9m+8mj+8i—1;

(i)sembamng,ZSan;2

* untuk w, ( in xl)

mn+m+6i—3; (i) sembarang
* ¢ untuk w, ( i G- ]+1)

mn+m+6i+1; 1<ism—1, j=1

SmuEOm6i+1;  1<ism—1,j=7

mn—9m+8mj+8i+1,;

n—2

I<i<m—1,2</<

2

* untuk W/}(xl,nfjJerm, j)

mn—9m+8mj+1; 2

IA

.

IA
Y

s untuk W, (x

i,j xn j+3)

mn—1Tm+8mj+8i-3; (i)sembamngjsjsg

Dapat dinyatakan bahwa w membentuk barisan

£,
aritmatika dengan suku awal a=mn+m+3 dan beda(b)=2
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yaitu W, = {mntm+3, mn+tm+5, ... Smn-3m-1}.
Dapat disimpulkan bahwa graf Roda Tank  Tw, ,

dengan m=>3 , m ganjil mempunyai pelabelan total
super(a,d)-sisi antimagic dengan a = mn+m+3 dan d=2,
dengan kata lain graf Roda Tank 7w, , mempunyai

pelabelan total super (mn+m+3,2)-sisi antimagic.

Teorema 3. Ada pelabelan total super (2mn+2,1)-sisi
antimagic pada graf Roda Tank 7w, , jika m=3 ,m
ganjil dan #»>8 , n genap.

Bukti. pelabelan total super (a,)-sisi antimagic pada graf
Tw, , dapat dirumuskan sebagai berikut:

* untuk f4(xi’jxi,j+l)

(6—2(—1)f)mn—(11—9(—1)")m—3i+(ﬂ2‘—1£)

* untuk f4(xi,nxi,1)

(6+2(=1))mn—(11+9(—1

* untuk f4(xi,/’xi+l,n7/‘+1)

(6+2(=1))mn—(11+9(— 1)")m—3i+(1 —

2
2
1<i<m—-1, j=1
(6'*‘2(—1))mn—(ll+9(—1)’4)m—31+(1_(2_1 )
2
=
1<i<m 1]_2
(4mn—3m—4mji—4i+1)
2 ’
1<15m—1,2sjs”;2
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* untu'k f4('x1,n7/'+2xm,i)

(4mn+3n;—4mj+1); 2< j<

. untuk f4(xi,,-xi,n—f+3)

(4mn+Tm—4mj—4i+3)
5 ;

(i) sembarang ,3 Sjsg

Jika  w,  didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan
total, berdasarkan pelabelan  f, maka dapatd W
iperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot sisi EAVL da
n rumus label sisi  f, dengan syarat batas i dan j
suaian dan dapat dirumuskan sebagai berikut:

(i)sembarang j;:l
J)m=3i+ (AL +(2_1) )

(i) sembarang , j= n—2F_2

N (3=(=1)
) m—3i+( 2 ) '
(i)sembamng,j=%

(i) sembarang , ZSangz
. untuk W/‘(x,*,nxi,l)
(6+2(=1))mn—(1149(~1)) m—3i+ (> _(2_1) )
. :
(i) sembarang
. untuk Wf,,(xi,jxi+1,n—j+l)
(6+2(~1))mn—(11+9(~1)) m=3i+ (1 _(2_1) )

2
1<i<m—1, j=1
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(=1 )mn—(6= (1)) m+ 30 (L
2
_n
I<i<m 1]—2
(4mn—5m+4mj+4i+3)
5 ;
1<z§m—1,2515”;2

* untuk Wm(xl,n—ﬁzxm_,')

(4mn—5m+4mj+3)
2

;o 2<j<

Y

L] unmk Wfd(xi,/xi,"*/*3)

(4mn—9m+4mj+4i+1)
5 ;

(i) sembarang , 3L5<

NS

Beda setiap rangkaian tersebut adalahs1, sehingga dapat

ditulis dalam himpunan w, 45 2mn+2, 2mnt3, ..~
4mn-2m}. Dengan kata lain’ graf Roeda ‘Tank & 7w, .

mempunyai pelabelan totalésuper (2mn+2pl)-sisi antimagic.

Kesimpulan dan Saran
Kesimpulan

Graf Roda Tank | konektif (7w, 3)
pelabelan total super (a,d)-sisi antimagie, untuks, d=0,1,2.
Hasil penelitiannya telah dibuktikan bahwa ada-pelabelan
titik (m+2,1)-sisi antimagic pada ‘grafw,Roda % Tank

(Tw,,) jika »n=6 ,'n'genap dan™—m>2 W .Ada
pelabelan total super (3mn-m+1,0), dan (mn+m+3,2)-sisi
antimagic pada graf Roda Tank', (7w, ,) Jjika="m>3
dan #7>6 , n genap. Serta ada pelabelan total" super
(2mn+2,1)-sisi antimagic pada graf\Roda Tank (Zw )
jika m=3 ,mganjildan n=6" jngenap.

memiliki

Saran

Dari hasil penelitian yang telah ditemukan, maka
peneliti memberikan saran pembaca dapat melakukan
penelitian pada Pelabelan total super (a,d) -sisi antimagic
pada konektif graf Roda Tank (7w, ,) , dengan m genap
untuk d=1, pada konektif graf Roda Tank (7w, ,) ,
dengan n ganjil.
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