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ABSTRACT 

 

A proper coloring 𝑐: 𝑉(𝐺) → {1,2,3, … , 𝑘}, 𝑘 ≥ 2 of graph 𝐺 is called a graceful 

k-coloring if the induced edge coloring 𝑐′: 𝑉(𝐺) → {1,2,3, … , 𝑘 − 1}defined by 𝑐′(𝑢𝑣) = |𝑐(𝑢) − 𝑐(𝑣)| for each edge 𝑢𝑣 of 𝐺 is also proper. The minimum 

integer k for wich 𝐺 has a graceful k-coloring is the graceful chromatic number χ𝑔(𝐺). This study uses exploratory research types with axiomatic deductive 

methods and pattern detection methods. There are four new theorems produced in 

this study. The graceful chromatic number for a few variants of star graphs are 

investigated in this study. There are four new theorems produced in this study. 

Graceful chromatic number on broom graph  (𝐵𝑛,𝑚) for 𝑛 ≥ 3 is  χ𝑔(𝐵𝑛,𝑚) =𝑛 + 2. Graceful chromatic number on centipede graph (𝑆3,𝑛𝑃𝑚) for untuk n  

3,𝑚 ≥ 5  is χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) = 𝑛 + 2. Graceful chromatic number on M-Star graph (𝑀𝑆𝑛) for 𝑛 ≥ 3 is χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) = 𝑛 + 2. Graceful chromatic number on H-Star 

graph Bintang χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) = 6 for 𝑛 = 3 and χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) = 𝑛 + 2 for 𝑛 ≥ 4. Addition 

to these four theorems, this study produced E-monograph based learning media 

that can be accessed online. 
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RINGKASAN 

 

Bilangan Kromatik Graceful pada Keluarga Graf Bintang sebagai E-

Monograf; Risma Asmiatul Cholifah, 190210101076; 2023; 39 halaman; 

Program Studi Pendidikan Matematika Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan 

Universitas Jember. 

Salah satu topik pada pewarnaan graf yang dijadikan sebagai kajian pada 

penelitian ini adalah topik pewarnaan graceful. Pewarnaan graf dibagi menjadi 

tiga, yaitu pewarnaan simpul, pewarnaan sisi, dan pewarnaan wilayah. Pewarnaan 

simpul yaitu pemberian warna pada simpul graf dengan syarat simpul yang 

bertetangga memiliki warna yang berbeda. Pewarnaan sisi yaitu pemberian warna 

pada sisi graf dengan syarat sisi yang bertetangga memiliki warna yang berbeda. 

Pewarnaan wilayah adalah pemberian warna pada bagian atau wilayah pada graf 

dengan syarat wilayah atau bagian yang bertetangga memiliki warna yang 

berbeda. Salah satu contoh pewarnaan simpul yaitu pewarnaan graceful, yang 

merupakan topik yang dibahas pada penelitian ini.  

Pewarnaan k-graceful pada graf 𝐺 tak kosong adalah pewarnaan titik proper 𝑐: 𝑉(𝐺) → {1,2,3, … , 𝑘} dimana 𝑘 ≥ 2  yang menginduksi pada pewarnaan sisi 

proper 𝑐′: 𝑉(𝐺) → {1,2,3,… , (𝑘 − 1)} dan didefinisikan dengan 𝑐′(𝑢𝑣) =|𝑐(𝑢) − 𝑐(𝑣)|. Banyaknya jumlah warna minimum pewarnaan graceful pada graf 

disebut bilangan kromatik. Penelitian ini fokus mencari bilangan kromatik 

graceful pada keluarga graf bintang, meliputi graf sapu, graf kelabang, graf M-

Bintang, dan graf H-Bintang.  

Penelitian ini termasuk kedalam jenis penelitian eksploratif, karena penelitian 

bertujuan untuk menemukan hal baru dan memberikan gambaran dasar mengenai 

topik ini agar lebih tergeneralisasi. Metode yang digunakan dalam penelitian ini 

yaitu metode duduktif aksiomatik dan pendeteksian pola dalam menentukan nilai 

dari bilangan kromatik graceful pada keluarga graf bintang. 

Dari hasil penelitian diperoleh empat teorema diantaranya sebagai berikut. 

1. Teorema 1. Bilangan kromatik graceful pada graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3 

adalah χ𝑔(𝐵𝑛,𝑚) = 𝑛 + 2 
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2. Teorema 2. Bilangan kromatik graceful pada graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk n 

 3,𝑚 ≥ 5 adalah χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) = 𝑛 + 2 

3. Teorema 3. Bilangan kromatik graceful pada graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk n 

 3 adalah χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) = 𝑛 + 2 

4. Teorem 4. Bilangan kromatik graceful pada graf H-Bintang (𝐻𝑆 𝑛) untuk n 

 3 adalah χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) = { 6, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 = 3𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≥ 4         
Selain empat teorema baru yang diperoleh, dilakukan desiminasi mengenai 

pewarnaan graceful. Desiminasi ini dilakukan dengan membuat media 

pembelajaran berbentuk E-Monograf. Media pembelajaran berbentuk E-

Monograf ini dapat dengan mudah diakses oleh masyarakat umum karena berbasis 

online.  
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DAFTAR NOTASI 

 |𝑉(𝐺)| = Banyaknya simpul pada graf 𝐺 (order) |𝐸(𝐺)| = Banyaknya sisi pada graf G (size)  𝑐′(𝑢𝑣) = Pewarnaan sisi proper  χ𝑔(𝐺) = Bilangan kromatik graceful  𝑘 = Banyaknya warna pada pewarnaan graf 𝐺  𝑆𝑛 = Graf Bintang dengan 𝑛 + 1 simpul  𝑆𝑛,𝑚 = Graf Bintang ganda dengan 𝑛 +𝑚 + 2 simpul  𝐵𝑛,𝑚 = Graf Sapu dengan 𝑛 +𝑚 simpul  𝑆3,𝑛𝑃𝑚 = Graf Kelabang dengan 3𝑛 +𝑚 simpul  𝑀𝑆𝑛 = Graf M-Bintang dengan 2𝑛 + 5 simpul  𝐻𝑆𝑛 = Graf H-Bintang dengan 4𝑛 + 7 simpul  
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BAB 1. PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar belakang 

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan yang 

merupakan akar dari beberapa ilmu pengetahuan lain. Banyak ilmu pengetahuan 

yang berakar dari imu matematika. Peran ilmu matematika dalam kehidupan 

sehari-hari juga tak kalah penting seiring dengan perkembangan zaman. 

Beberapa teori dan konsep matematika marak dikembangkan untuk memenuhi 

kebutuhan teknologi manusia yang semakin kompleks. Salah satu cabang ilmu 

matematika yang memiliki banyak manfaat ialah teori graf. 

Teori graf yang ditemukan pertama kali digunakan untuk menyelesaikan 

permasalahan Konigsberg pada tahun 1736 (Afriantini et al., 2019). Seiring 

berkembangnya zaman, teori graf mengalami perkembangan yang begitu pesat. 

Penerapan teori graf pada berbagai bidang, mulai dari kimia, ekologi, genetika, 

olahraga, transportasi, pemetaan, jaringan komputer dan sebagainya. Salah satu 

pembahasan dalam teori graf adalah pewarnaan graf.  

Pewarnaan graf merupakan salah satu cara pelabelan pada graf dengan 

memberikan warna pada simpul, sisi, atau wilayah yang bertetangga. Suatu  graf  𝐺  dikatakan  terwarnai  bila  setiap  simpulnya  diasosiasikan  dengan  suatu 

warna. Pewarnaan tersebut dikatakan teratur (properly colored) bila tidak ada 

dua simpul yang adjacent  mendapatkan  warna  yang  sama (Rahadi, 2019). 

Dengan  kata  lain  setiap  dua  simpul yang  adjacent  haruslah  diberi  warna  

yang  berbeda. Adapun dalam pembagiannya, pewarnaan graf terbagi dalam tiga 

jenis, diantaranya pewarnaan simpul  (vertex coloring),  pewarnaan sisi (edge 

coloring), dan pewarnaan daerah (region coloring).  

Topik pewarnaan graf  terdapat banyak macamnya, akan tetapi topik yang 

dipilih dalam penelitian ini adalah pewarnaan graceful. Alasan memilih 

pewarnaan graceful dikarenakan minim penelitian yang menggunakan topik 

pewarnaan graceful, selain itu pewarnaan graceful juga termasuk salah satu topik 

pewarnaan graf yang masih baru. Pewarnaan graceful pertama kali dikenal pada 

tahun 2015. Beberapa penelitian pewarnaan graceful telah dilakukan yaitu, 
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Zhang (2016) mendefinisikan pewarnaan graceful pada graf dan memperoleh 

bilangan kromatik graceful dari beberapa graf. 

Pewarnaan graf banyak digunakan untuk menyelesaikan masalah pada 

kejadian nyata. Pada teori pewarnaan graf, jumlah minimum yang digunakan untuk 

mewarnai titik suatu graf disebut bilangan kromatik yang dinotasikan dengan χ(𝐺). 
Pada pewarnaan sisi, warna minimum yang digunakan untuk mewarnai sisi suatu 

graf disebut indeks kromatik yang dinotasikan dengan χ′(𝐺). 
Penelitian ini mengkaji bilangan kromatik pada keluarga graf bintang. Graf 

bintang digunakan sebagai bahan penelitian dikarenakan proses generalisasi, 

sehingga dengan penelitian ini maka pewarnaan graceful menjadi lebih umum 

dan luas. Penelitian akan menghasilkan teorema mengenai bilangan kromatik 

graceful pada keluarga graf bintang, sehingga topik pewarnaan graceful 

tergeneralisasi dan dapat memberikan gambaran untuk mengembangkan pada 

topik ini. Setelah mendapatkan teorema, selanjutnya membuktikan kebenaran 

teorema yang telah ditemukan menggunakan batas atas dan batas bawah. Selain 

menciptakan teorema baru, pada penelitian ini juga menyusun artikel bilangan 

graceful pada keluarga graf bintang yang kemudian dijadikan sebagai media 

pembelajaran berbasis E-monograf. E-Monograf yaitu bentuk singkat laporan 

hasil penelitian pada bidang atau subjek tertentu. Pada penelitian ini peneliti 

memberikan judul “Bilangan Kromatik Graceful pada Keluarga Graf 
Bintang sebagai E-Monograf”. 

 

1.2 Rumusan Masalah  

Berdasarkan latar belakang penelitian yang telah disampaikan diatas, 

rumusan masalah yang diambil pada penelitian ini adalah berapa bilangan 

kromatik graceful pada graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2, graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 

untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5, graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3, dan graf H-Bintang 𝐻𝑆𝑛 

untuk 𝑛 ≥ 3? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

Sesuai dengan latar belakang dan rumusan masalah yang diambil, maka 

tujuan penelitian ini adalah untuk menemukan bilangan kromatik graceful pada 

graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2, graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5, 

graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3, dan graf H-Bintang 𝐻𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Beberapa manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian pengembangan 

bilangan kromatik graceful ini pada teori graf adalah : 

a. untuk meningkatkan pengetahuan dan wawasan baru dalam pengembangan 

bilangan kromatik graceful pada teori graf. 

b. konsep pewarnaan graceful yang diambil dalam penelitian ini dapat 

diterapkan pada graf lain. 

c. hasil penelitian dapat digunakan untuk landasan kajian dalam 

mengembangkan ilmu dan pengetahuan yang berkaitan dengan pewarnaan 

graceful dan graf yang telah diambil, yaitu pada keluarga graf bintang. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Untuk menghindari meluasnya permasalahan, maka bilangan kromatik 

graceful diambil adalah keluarga graf bintang yaitu: graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 untuk 𝑛 ≥3,𝑚 ≥ 2, graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5, graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3, dan graf H-Bintang 𝐻𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3. 

 

1.6 Kebaruan Penelitian 

Kebaruan penelitian ini adalah pengembangan topik pada bilangan 

kromatik graceful. Penelitian ini hanya dibatasi pada graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 untuk 𝑛 ≥3,𝑚 ≥ 2, graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5, graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3, dan graf H-Bintang 𝐻𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3. 
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Terminologi Dasar Graf 

Graf dalam cabang ilmu matematika digunakan untuk menyajikan objek-

objek diskrit dan hubungan antar diskrit tersebut. Secara geometris graf juga 

digambarkan dengan menyatakan objek sebagai noktah, bulatan atau titik yang 

disebut dengan simpul, sedangkan hubungan antar objek dinyatakan dengan sisi. 

Graf 𝐺 adalah pasangan dari himpunan (𝑉, 𝐸) dimana 𝑉 tidak kosong dan 𝐸 (himpunan boleh kosong) dari pasangan tak terurut dari dua elemen yang 

berbeda dari 𝑉(Rudi dkk., 2023). Elemen dari 𝑉 disebut simpul (vertex) pada graf 𝐺 dan elemen dari 𝐸 disebut sisi (edge) pada graf 𝐺. Graf 𝐺 dinotasikan sebagai 

berikut: 𝐺 = (𝑉, 𝐸) atau 𝐺 = {𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)} dengan 𝑉 = 𝑉(𝐺) ={𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, … 𝑣𝑛} dan 𝐸 = 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, … 𝑒𝑛}. 𝑉 merupakan 

himpunan dari simpul yang tidak kosong, sedangkan 𝐸 merupakan himpunan sisi 

yang boleh kosong. Dari definisi graf, dapat diartikan bahwa graf harus memiliki 

simpul, namun memiliki kemungkinan untuk tidak memiliki sisi. Banyaknya 

simpul pada graf disebut order yang dinotasikan dengan |𝑉(𝐺)|, sedangkan 

banyaknya sisi pada graf disebut size yang dinotasikan dengan |𝐸(𝐺)|. Graf yang 

hanya memiliki titik namun tidak memiliki sisi disebut graf kosong. Adapun 

contoh graf pada Gambar 2.1 dan Gambar 2.2. 

 

Gambar 2.1 Graf Kosong 

 

Gambar 2.1, gambar graf tersebut disebut graf kosong, karena memiliki 

himpunan simpul, namun tidak memiliki sisi. Diketahui himpunan simpul 𝑉 ={𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} dan himpunan simpul pada graf tersebut merupakan himpunan kosong 𝐸 = { }.  
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Gambar 2.2 Graf 𝐺 

 

Pada Gambar 2.2 graf 𝐺 memiliki simpul maupun sisi dengan jumlah simpul 

(order) |𝑉(𝐺)| = 5 dan jumlah sisi (size) |𝐸(𝐺)| = 7 dengan himpunan titik 𝑉 ={𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan himpunan sisi 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7}.  
Dua simpul pada graf dikatakan bertetangga (adjacent) apabila kedua 

simpul dihubungkan oleh jalur yang disebut sisi. Jika simpul 𝑣𝑖 bertetangga 

dengan simpul 𝑣𝑗  maka (𝑣𝑖𝑣𝑗) merupakan sisi pada suatu graf tak berarah 𝐺. Sisi (𝑣𝑖𝑣𝑗) juga dikatakan bersisian dengan simpul 𝑣𝑖  dan simpul 𝑣𝑗  karena sisi (𝑣𝑖𝑣𝑗)  
menghubungkan simpul 𝑣𝑖   dan simpul 𝑣𝑗 . Derajat titik adalah banyaknya titik 

pada graf 𝐺 yang bertetangga dengan 𝑉 dan dinotasikan dengan 𝑑(𝑣). Himpunan 

titik pada graf 𝐺 yang bertetangga dengan 𝑉 disebut persekitaran, dinotasikan 

dengan 𝑁(𝑣). 
 

2.2 Pewarnaan graf 

Pewarnaan graf 𝐺 adalah pemetaan warna pada simpul, sisi, atau wilayah 

pada graf sedemikian sehingga setiap simpul, sisi atau wilayah pada graf yang 

bertetangga memiliki warna yang berbeda (Afriantini et al., 2019). Jumlah warna 

minimum pada pewarnaan simpul dan pewarnaan wilayah pada graf 𝐺 disebut 

bilangan kromatik. Sedangkan jumlah minimum pewarnaan sisi pada graf 𝐺 

disebut indeks kromatik. Pewarnaan pada graf terbagi mejadi 3 yaitu : 

a. Pewarnaan Simpul 

Pewarnaan simpul pada graf 𝐺 adalah pemberian warna pada 

himpunan simpul 𝑉(𝐺) dengan aturan setiap simpul diberi satu warna 

dan dua simpul yang bertetangga diberi warna yang berbeda (Rudi et 
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al., 2023). Contoh pewarnaan simpul dengan χ(𝐺) = 3 dapat dilihat 

pada Gambar 2.3 

 

Gambar 2.3 Pewarnaan Simpul 

 

b. Pewarnaan Sisi 

Pewarnaan sisi pada graf 𝐺 adalah pemberian warna pada himpunan 

sisi 𝐸(𝐺) dengan setiap sisi hanya memiliki satu warna dan sisi yang 

bertumpuan pada satu simpul yang sama memiliki warna yang berbeda 

(Daswa & Riyadi, 2017). Contoh pewarnaan sisi dengan χ′(𝐺) = 3 

dapat dilihat pada Gambar 2.4 

 

 

Gambar 2.4 Pewarnaan Sisi 

 

c. Pewarnaan Wilayah 

Pewarnaan wilayah pada graf 𝐺 adalah pemberian warna pada 

wilayah graf 𝐺 dengan syarat wilayah yang bertetangga tidak boleh 

memiliki warna yang sama (Afriantini et al., 2019). Contoh pewarnaan 

wilayah dengan χ(𝐺) = 4 dapat dilihat pada Gambar 2.5 
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Gambar 2.5 Pewarnaan Wilayah 

 

2.3 Pewarnaan graceful 

Pewarnaan graceful merupakan salah satu teori pada pewarnaan graf, 

pewarnaan graceful tergolong dalam pewarnaan simpul pada graf. Beberapa 

definisi dan lemma pada pewarnaan graceful sebagai berikut 

Definisi 2.3.1. Pewarnaan k-graceful pada graf 𝐺 tak kosong adalah pewarnaan 

titik proper 𝑐: 𝑉(𝐺) → {1,2,3, … , 𝑘} dimana 𝑘 ≥ 2  yang menginduksi pada 

pewarnaan sisi proper 𝑐′: 𝑉(𝐺) → {1,2,3, … , (𝑘 − 1)} dan didefinisikan dengan 𝑐′(𝑢𝑣) = |𝑐(𝑢) − 𝑐(𝑣)| (Kristiana et al., 2023). 

Definisi 2.3.2. Bilangan kromatik graceful yaitu jumlah minimum pewarnaan 

graceful pada graf 𝐺 dan dinotasikan dengan χ𝑔(𝐺) (Khoirunnisa et al., 2021). 

Lemma 2.3.1. χ𝑔(𝐺) ≥ ∆(𝐺) + 1 (Masruro et al., 2023). 

Dari definisi 2.3.1, diketahui bahwa pewarnaan sisi graceful pada graf 𝐺 

didapat dari jumlah selisih simpul graf 𝐺 yang bertetangga, dan sisi yang 

bersisihan dengan kedua simpul dan dinotasikan dengan kurung pada graf. Warna 

simpul dan sisi yang digunakan pada pewarnaan graceful dinyatakan dengan 

bilangan asli yang boleh berulang, dengan syarat setiap simpul dan sisi yang 

bertetangga memiliki warna yang berbeda. Pewarnaan sisi pada pewarnaan 

graceful ditandai dengan tanda kurung. Berikut contoh pewarnaan graceful pada 

graf bintang ganda 𝑆3,5 pada Gambar 2.6 
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Gambar 2.6 Pewarnaan Graceful 

 

2.4 Keluarga graf bintang 

Graf bintang 𝑆𝑛 merupakan keluarga dari graf pohon. Graf bintang terbentuk 

dari satu simpul pusat yang memiliki beberapa 𝑛 daun. Graf bintang 𝑆𝑛 memiliki 

jumlah simpul 𝑛 + 1 dan 𝑛 sisi (Bangkit & Rahadjeng, 2022). 

 

Gambar 2. 10 Graf Bintang 𝑆3 

 

Graf bintang ganda 𝑆𝑛,𝑚 merupakan graf bintang yang memiliki dua simpul 

pusat 𝑥 dan 𝑦, dengan banyak daun 𝑛 +𝑚 dimana 𝑛 merupakan jumlah daun yang 

bertetangga dengan simpul 𝑥, serta 𝑚 merupakan jumlah banyak daun yang 

bertetangga dengan simpul 𝑦 (Bangkit & Rahadjeng, 2022). 

 

Gambar 2.11 Graf Bintang Ganda 
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Beberapa contoh dari keluarga graf bintang, graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 untuk 𝑛 ≥3,𝑚 ≥ 2, graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5, graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3, dan graf H-Bintang 𝐻𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3. Berikut penjelasan dari masing 

masing keluarga graf bintang sebagai berikut : 

a. Graf Sapu 

Graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 adalah graf khusus dari graf caterpillar dimana sejumlah 𝑚 titik hanya dihubungkan pada satu titik ujung dari tulang belakang 𝑆𝑛 

(Bangkit & Rahadjeng, 2022). 

 

Gambar 2.12 Graf Sapu 

 

b. Graf Kelabang 

Graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 merupakan graf modifikasi dari graf ilalang yaitu 

graf yang terbentuk dari graf bintang 𝑆𝑛 sejumlah 𝑟, kemudian diberikan 

simpul pusat 𝑐 pada setiap graf bintang sebanyak 𝑟, dan sisi yang 

menghubungkan setiap simpul 𝑐 kepada simpul pusat 𝑆𝑛. Graf kelabang 

terbentuk dari graf ilalang dengan mengekspand salah satu busurnya dengan 

memperpanjang salah satu sisi yang bersisihan dengan simpul pusat graf 𝐺 

(Amri & Harahap, 2017). 

 

Gambar 2.13 Graf Kelabang 
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c. Graf M-Bintang 

Berawal dari graf A-Bintang dan graf H-Bintang, yang kemudian 

terbentuk graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 yaitu graf yang terbentuk dari perpaduan 

antara graf berbentuk huruf alfabet M dengan graf bintang 𝑆𝑛 sebagai daun-

daunnya.  

 

Gambar 2.14 Graf M-Bintang 

 

d. Graf H-Bintang 

Graf H-Bintang 𝐻𝑆𝑛 adalah graf yang terbentuk dari graf bentuk alfabet 

H dan graf bintang, dengan simpul pada graf H yang berderajat satu 

merupakan pusat simpul graf bintang sebagai daun-daunnya (Amri & 

Harahap, 2017). 

 

Gambar 2.15 Graf H-Bintang 

2.5 E-Monograf 

Kata monograf berasal dari bahasa yunani yaitu (monograph). Monograf 

berasal dari dua kata yaitu mono yang berarti tunggal dan graph yang artinya 

menulis. Bentuk singkat dari hasil laporan penelitian yang telah dilakukan 
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seseorang pada bidang atau subjek tertentu disebut monograf (Fatmawati, 2020). 

Karakteristik monograf yang benar (Lembaga Penelitian dan Pengabdian Kepada 

Masyarakat, 2021) yaitu: 

a. Sumber pembuatan buku dari hasil penelitian 

b. Isi buku disusun sesuai alur logika atau urutan kelimuan. Terdapat peta 

kelimuan   

c. Gaya penyajian formal 

d. Diterbitkan (disebarluaskan) dan berISBN 

e. Substansi pembahasan hanya satu hal dalam bidang keilmuan  

f. Proses pembelajaran terbimbing 

g. Lingkup penggunaan untuk penelitian dan pengajaran  

h. Dapat dibuat sitasi dan ditulis dalam daftar referensi karya ilmiah 

Sedangkan E-monograf sendiri merupakan singkatan dari electronic 

monograf yang berisi tulisan pada suatu topik tertentu yang dikhususkan pada 

hasil penelitian satu subjek bidang tertentu dan dapat diakses secara digital. Pada 

penelitian ini E-monograf yang dibuat berisi penjelasan dan teorema baru bilangan 

kromatik graceful khususnya pada keluarga graf bintang. 

 

2.6 Penelitian yang relevan 

Disajikan peta konsep dari beberapa hasil penelitian yang telah dilakukan 

pada pewarnaan graceful dan dapat digunakan sebagai acuan penelitian. 

 

      Gambar  2.16 Penelitian Pewarnaan Graceful 
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BAB 3. METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini menggunakan jenis penelitian eksploratif dikarenakan jenis 

penelitian ini menggali informasi atau permasalahan yang masih baru dan belum 

pernah menjadi kajian pada peneliti sebelumnya. Penelitian eksploratif adalah 

penelitian yang dilakukan secara luas dan mendalam untuk menyelidiki, 

menganalisis, ataupun menemukan hal-hal baru yang dapat digunakan sebagai 

acuan pada kajian penelitian. Tujuan penelitian ini untuk memperkenalkan hal 

baru, serta memberikan penjelasan dasar dan pengembangan teori-teori yang 

dapat diperbarui dan dikembangkan oleh peneliti selanjutnya.  

 

3.2 Metode Penelitian  

Penelitan ini menggunakan dua metode penelitian yaitu, metode deduktif 

aksiomatik dan metode pendeteksian pola. Metode deduktif aksiomatik adalah 

metode penelitian yang menggunakan prinsip-prinsip pembuktian deduktif yang 

berlaku dalam logika matematika dengan menggunakan aksioma dan teorema-

teorema yang telah ada dan diterapkan dalam pewarnaan graceful pada kelurga 

graf bintang. Metode pendeteksian pola adalah metode penelitian yang digunakan 

untuk mencari serta menemukan pola pewarnaan dan bilangan kromatik, 

sedemikian sehingga diperoleh bilangan kromatik graceful pada keluarga graf 

bintang.   

 

3.3 Definisi Operasional 

Definisi operasional variabel digunakan untuk memberikan gambaran 

sistematis dalam penelitian dan menghindari terjadinya perbedaan pengertian 

makna. Beberapa definisi operasional dalam penelitian ini yaitu sebagai berikut : 

a. Pewarnaan Graceful 

Pewarnaan k-graceful pada graf 𝐺 tak kosong adalah pewarnaan titik 

proper 𝑐: 𝑉(𝐺) → {1,2,3, … , 𝑘} dimana 𝑘 ≥ 2  yang menginduksi pada 

pewarnaan sisi proper 𝑐′: 𝑉(𝐺) → {1,2,3, … , (𝑘 − 1)} dan didefinisikan 
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dengan 𝑐′(𝑢𝑣) = |𝑐(𝑢) − 𝑐(𝑣)|. Bilangan kromatik graceful yaitu jumlah 

minimum pewarnaan graceful pada graf 𝐺 dan dinotasikan dengan χ𝑔(𝐺).  
Pewarnaan sisi graceful pada graf 𝐺 didapat dari jumlah selisih simpul graf 𝐺 yang bertetangga, dan sisi yang bersisihan dengan kedua simpul. 

b. Keluarga Graf Bintang 

Keluarga graf adalah graf yang dikelompokkan dengan karakteristik dan 

ciri yang sama (Akbar et al., 2022). Keluarga graf bintang yang diambil pada 

penelitian ini memiliki unsur penyusun utama yaitu graf bintang dengan 

penyusun pendukungnya yaitu graf lintasan. 

c. E-Monograf 

E-monograf sendiri merupakan singkatan dari electronic monograf yang 

berisi tulisan pada suatu topik tertentu yang dikhususkan pada hasil penelitian 

satu subjek bidang tertentu dan dapat diakses secara digital. 

 

3.4 Prosedur Penelitian  

Prosedur penelitian yang digunakan untuk memberikan gambaran secara 

sistematis terhadap penelitian yang telah dilakukan sesuai dengan tujuan awal 

penelitian. Berikut merupakan prosedur penelitian yang akan digunakan yaitu : 

a. Menentukan kardinalitas graf sapu; 

b. Melakukan pewarnaan simpul proper pada setiap simpul graf sapu; 

c. Melakukan pewarnaan sisi proper pada setiap sisi graf sapu sesuai dengan 

definisi dari pewarnaan graceful; 

d. Mengecek pewarnaan yang telah dilakukan ,apakah sudah sesuai dengan 

definisi pewarnaan graceful, apabila tidak maka kembali ke tahap 

melakukan pewarnaan simpul proper pada graf, apabila sesuai lanjut ke 

langkah berikutnya ; 

e. Menentukan bilangan kromatik graceful pada graf sapu; 

f. Menentukan batas atas dan batas bawah pewarnaan graceful pada graf sapu 

g. Menentukan teorema hasil pewarnaan graceful pada graf sapu; 

h. Membuktikan teorema yang telah didapatkan pada graf sapu; 
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i. Mengulangi langkah (a) sampai langkah (h) untuk graf kelabang, graf M-

Bintang, dan graf H-Bintang. 

Secara umum, prosedur penelitian disajikan dalam Gambar 3.1  

 

Gambar 3.1 Prosedur Penelitian 

 

3.5 Observasi Awal Penelitian 

Observasi awal dilakukan dengan menentukan kardinalitas pada keluarga 

graf bintang yang disajikan pada Tabel 3.1 berikut :  

 

Tabel 3.1 Kardinalitas Keluarga Graf Bintang 

Graf Kardinalitas 

Graf sapu (𝐵𝑛,𝑚) • 𝑉(𝐵𝑛,𝑚) = {𝑥_𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑦_𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} 
• 𝐸(𝐵𝑛,𝑚) = {𝑥𝑖𝑦𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 𝑚} ∪ {𝑦𝑗𝑦𝑗+1; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} 
• |𝑉(𝐵𝑛,𝑚)| = 𝑚 + 𝑛 

• |𝐸(𝐵𝑛,𝑚)| = 𝑚 + 𝑛 − 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tidak 

Keterangan : 

 Ya     = Alur kegiatan utama 

  = Alur kegiatan pengecekan 

  = Kegiatan awal dan akhir 

  = Proses kegiatan 

  = Analisis uji 

  = Hasil kegiatan 

 

Pembuktian teorema 

Selesai  

Mulai 

Menentukan keluarga graf bintang 

Menentukan kardinalitas graf 

Melakukan pewarnaan simpul proper 

pada keluarga graf bintang 

Melakukan pewarnaan sisi proper 

pada keluarga graf bintang 

Memenuhi definisi 

pewarnaan graceful 

Menentukan batas atas dan batas bawah 

Bilangan kromatik 

Teorema 
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Graf Kardinalitas 

Graf kelabang (𝑆3,𝑛𝑃𝑚 ) • 𝑉(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) = {𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 3,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}  
• 𝐸(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) = {𝑥𝑖𝑥𝑚; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2} ∪ {𝑥𝑖𝑥𝑖+1; 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1} ∪{𝑥𝑖𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 3,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}  
• |𝑉(𝑆3,𝑛𝑃𝑚)| = 3𝑚 + 𝑛 

• |𝐸(𝑆3,𝑛𝑃𝑚)| = 3𝑚 + (𝑛 − 1) 
Graf M-Bintang (𝑀𝑆𝑛) • 𝑉(𝑀𝑆𝑛) = {𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 5} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} 

• 𝐸(𝑀𝑆𝑛) = {𝑥𝑖𝑥𝑖+1; 𝑖 = 3} ∪ {𝑥𝑖𝑥𝑖+2; 𝑖 = 3} ∪ {𝑥𝑖𝑥𝑖+3; 4 ≤𝑖 ≤ 5} ∪ {𝑥𝑖𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} 
• |𝑉(𝑀𝑆𝑛)| = 2𝑛 + 5 

• |𝐸(𝑀𝑆𝑛)| = 2𝑛 + 4 

Graf H-Bintang (𝐻𝑆𝑛) • 𝑉(𝐻𝑆𝑛) = {𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 7} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 4 ≤ 𝑖 ≤ 7,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} 
• 𝐸(𝐻𝑆𝑛) = {𝑥𝑖𝑥𝑖+1; 𝑖 = 1} ∪ {𝑥𝑖𝑥𝑖+2; 1 ≤ 𝑖 ≤ 3} ∪{𝑥𝑖𝑥𝑖+4; 2 ≤ 𝑖 ≤ 3} ∪ {𝑥𝑖𝑦𝑖,𝑗; 4 ≤ 𝑖 ≤ 7,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} 
• |𝑉(𝐻𝑆𝑛)| = 4𝑛 + 7 

• |𝐸(𝐻𝑆𝑛)| = 4𝑛 + 6 

 

Sebelum penelitian dilakukan untuk graf lain, telah dilakukan observasi 

awal pada graf H-Bintang. Hal ini dilakukan untuk menduga pewarnaan graceful 

dan pola pewarnaannya. Tahapan dan hasil observasi awal pewarnaan graceful 

pada graf H-Bintang ditunjukkan Gambar 3.2  

 

               Gambar 3.2 Pewarnaan Graceful χ𝑔(𝐻𝑆3) = 6 

Pada observasi awal, bilangan kromatik graceful pada graf H-Bintang χ𝑔(𝐻𝑆3) = 6. Sehingga dapat dilanjutkan observasi selanjutnya. 
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Hasil penelitian mengenai pewarnaan graceful pada keluarga graf bintang 

dijelaskan secara rinci pada bab ini. Hasil dari penelitian ini adalah teorema 

pewarnaan graceful pada keluarga graf bintang. Penelitian ini diawali dengan 

menentukan graf khusus pada keluarga graf bintang yaitu, graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2, graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5, graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 

untuk 𝑛 ≥ 3, dan graf H-Bintang 𝐻𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3. Kemudian menentukan 

kardinalitas dari masing masing graf khusus pada keluarga graf bintang. 

Selanjutnya melakukan pewarnaan simpul proper dan pewarnaan sisi proper pada 

graf yang telah ditentukan dengan memenuhi definisi pewarnaan graceful. 

Pada penelitian ini didapatkan empat teorema baru terkait pewarnaan 

graceful pada keluarga graf bintang. Format penyajian teorema penelitian pada 

bab ini diawali dengan pernyataan teorema kemudian dilanjutkan dengan bukti 

dan contoh gambar sebagai visualisasi kebenaran pembuktian teorema. Setelah 

membuktikan kebenaran setoap teorema yang ditemukan, langkah selanjutnya 

yaitu proses desiminasi. Proses desiminasi pada penelitian ini dilakukan dengan 

membuat artikel sebagai media pembelajaran berbasis E-Monograf yang siap 

dipublikasi. Berikut ini adalah tahapan teorema sekaligus menjawab rumusan 

masalah yang telah disajikan pada Bab 1. 

4.1 Hasil Penelitian Pewarnaan Graceful pada Keluarga Graf Bintang 

Penelitian ini menghasilkan beberapa teorema bilangan kromatik graceful 

pada keluarga graf bintang yaitu graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2, graf 

kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5, graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3, dan graf 

H-Bintang 𝐻𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3 . Pewarnaan graceful dilakukan dengan memberikan 

warna pada setiap simpul dan sisi sedemikian hingga simpul dan sisi yang 

bertetangga tidak memiliki warna yang sama, dimana warna sisi diperoleh dari 

selisih dua simpul yang bersisian dengan sisi tersebut. Banyaknya warna 

minimum dari pewarnaan graceful disebut bilangan kromatik graceful yang 

dinotasikan dengan χ𝑔(𝐺).Bilangan k terkecil pada pewarnaan graceful adalah 

jumlah warna minimum yang digunakan untuk mewarnai graf 𝐺. 
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Teorema 4.1.1. Bilangan kromatik graceful pada graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3 

adalah χ𝑔(𝐵𝑛,𝑚) = 𝑛 + 2 

Bukti. Graf sapu (𝐵 𝑛,𝑚) untuk 𝑛  3 dan 𝑚 ≥ 2 memiliki himpunan simpul dan 

sisi sebagai berikut: 

Graf sapu (𝐵 𝑛,𝑚) memiliki himpunan simpul 𝑉(𝐵 𝑛,𝑚) = {𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤𝑛} ∪ {𝑦𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} dan himpunan sisi 𝐸(𝐵 𝑛,𝑚) = {𝑥𝑖𝑦𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 = 𝑚} ∪{𝑦𝑗𝑦𝑗+1; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}. Selain memiliki himpunan simpul dan sisi, Graf sapu 

(𝐵 𝑛,𝑚) juga memiliki kardinalitas simpul dan sisi . kardinalitas simpul graf sapu 

(𝐵 𝑛,𝑚) yaitu |𝑉(𝐵 𝑛,𝑚)| = 𝑚 + 𝑛 dan kardinalitas sisi graf sapu (𝐵 𝑛,𝑚) yaitu |𝐸(𝐵 𝑛,𝑚)| = 𝑚 + 𝑛 − 1 dengan derajat tertinggi graf sapu (𝐵 𝑛,𝑚) yaitu ∆(𝐵 𝑛,𝑚) = 𝑛 + 1 

Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graf sapu χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) = 𝑛 +2, harus dibuktikan terlebih dahulu bahwa batas bawah χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≥ 𝑛 + 2 dan 

batas atas χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≤ 𝑛 + 2. Berdasarkan Lemma 2.3.1, χ𝑔(𝐺) ≥ ∆(𝐺) + 1; 

pada graf 𝐵 𝑛,𝑚, ∆(𝐺) = 𝑛 + 1. Sehingga χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≥ (𝑛 + 1) + 1 = 𝑛 + 2, 

dapat disimpulkan bahwa batas bawah dari χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≥ 𝑛 + 2.  

Selanjutnya, dibuktikan batas atas bilangan kromatik graceful pada graf 

sapu 𝐵𝑛,𝑚  untuk 𝑛 ≥ 3 adalah χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≤ 𝑛 + 2. Terdapat 3 kasus pewarnaan 

proper pada graf sapu 

Kasus 1. 𝑚 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3) 
Pewarnaan proper graf sapu untuk 𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3) 
Berdasarkan Definisi 2.3.1 pewarnaan simpul proper didefinisikan dengan  𝑐: 𝑉(𝐵 𝑛,𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2} 𝑐(𝑥𝑖) = 𝑖 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑐(𝑦𝑗) = {  
  1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑚                                          𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = (𝑚 − 1)                                      𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)        𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)   

Berdasarkan definisi pewarnaan graceful dan pewarnaan simpul diatas diperoleh 
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𝑐′: 𝐸(𝐵 𝑛,𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 1} 𝑐′(𝑥𝑖𝑦𝑚) = 𝑖, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑐′(𝑦𝑗𝑦𝑗+1) = {𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = (𝑚 − 1)                                             2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)   

Berdasarkan definisi bilangan kromatik graceful diperoleh χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≤ 𝑛 + 2 

untuk 𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3) 
Kasus 2. 𝑚 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 3) 
Pewarnaan proper graf sapu untuk 𝑚 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 3) 
Berdasarkan Definisi 2.3.1 pewarnaan simpul proper didefinisikan dengan  𝑐: 𝑉(𝐵 𝑛,𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2}  𝑐(𝑥𝑖) = 𝑖 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

𝑐(𝑦𝑗) = {  
  1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑚                                         𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = (𝑚 − 1)                                      𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2) 𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)         𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)   

Berdasarkan definisi pewarnaan graceful dan pewarnaan simpul diatas diperoleh 𝑐′: 𝐸(𝐵 𝑛,𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 1}  𝑐′(𝑥𝑖𝑦𝑚) = 𝑖, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

𝑐′(𝑦𝑗𝑦𝑗+1) = {𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = (𝑚 − 1)                                             2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)   

Berdasarkan definisi bilangan kromatik graceful diperoleh χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≤ 𝑛 + 2 

untuk 𝑚 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 3) 
Kasus 3. 𝑚 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 3) 
Pewarnaan proper graf sapu untuk 𝑚 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 3) 
Berdasarkan Definisi 2.3.1 pewarnaan simpul proper didefinisikan dengan  𝑐: 𝑉(𝐵 𝑛,𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2}  𝑐(𝑥𝑖) = 𝑖 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  
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𝑐(𝑦𝑗) = {  
  1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑚                                        𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = (𝑚 − 1)                                            𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 3), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)  

Berdasarkan definisi pewarnaan graceful dan pewarnaan simpul diatas diperoleh 𝑐′: 𝐸(𝐵 𝑛,𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 1} 𝑐′(𝑥𝑖𝑦𝑚) = 𝑖, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑐′(𝑦𝑗𝑦𝑗+1) = {𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = (𝑚 − 1)                                             1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2), 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 2)  

Berdasarkan definisi bilangan kromatik graceful diperoleh χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≤ 𝑛 + 2 

untuk 𝑚 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 3) 
Diperoleh batas bawah dan batas atas bilangan kromatik graceful pada graf 

sapu untuk 𝑛 ≥ 3 adalah χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≥ 𝑛 + 2 dan χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≤ 𝑛 + 2. 

Berdasarkan batas bawah dan batas atas diperoleh 𝑛 + 2 ≤ χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) ≤ 𝑛 + 2, 

dengan kata lain χ𝑔(𝐵 𝑛,𝑚) = 𝑛 + 2.               ∎ 

Berikut Gambar 4.1 sebagai visualisasi kebenaran pembuktian teorema. 

 

Gambar 4.1 Pewarnaan Graceful pada Graf Sapu 

 

Teorema 4.1.2.  Bilangan kromatik graceful pada graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk n  

3,𝑚 ≥ 5 adalah χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) = 𝑛 + 2 

Bukti. Graf kelabang (𝑆3,𝑛𝑃𝑚) untuk 𝑛  3 dan 𝑚 ≥ 5 memiliki himpunan simpul 

dan himpunan sisi sebagai berikut: 
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 Graf kelabang (𝑆3,𝑛𝑃𝑚) memiliki himpunan simpul 𝑉(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) = {𝑥𝑖; 1 ≤𝑖 ≤ 𝑚} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 3,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ={𝑥𝑖𝑥𝑚; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2} ∪ {𝑥𝑖𝑥𝑖+1; 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1} ∪ {𝑥𝑖𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 3,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}. 
Selain memiliki himpunan simpul dan himpunan sisi , graf kelabang (𝑆3,𝑛𝑃𝑚) juga 

memiliki kardinalitas simpul dan sisi. Kardinalitas simpul graf kelabang (𝑆3,𝑛𝑃𝑚) 

yaitu |𝑉(𝑆3,𝑛𝑃𝑚)| = 3𝑚 + 𝑛 dan kardinalitas sisi graf kelabang (𝑆3,𝑛𝑃𝑚) yaitu |𝐸(𝑆3,𝑛𝑃𝑚)| = 3𝑚 + (𝑛 − 1) dengan derajat tertinggi graf kelabang (𝑆3,𝑛𝑃𝑚) 

yaitu ∆(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) = 𝑛 + 1  

Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graf kelabang χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) =𝑛 + 2, harus dibuktikan terlebih dahulu bahwa batas bawah χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≥ 𝑛 + 2 

dan batas atas χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≤ 𝑛 + 2.  Berdasarkan Lemma 2.3.1, χ𝑔(𝐺) ≥ 𝑛 + 1, 

paga graf kelabang χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚), ∆(𝐺) = 𝑛 + 1. Sehingga  χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≥(𝑛 + 1) + 1 = 𝑛 + 2 dapat disimpulkan bahwa batas bawah dari χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≥𝑛 + 2.  

Selanjutnya, dibuktikan batas atas bilangan kromatik graceful pada graf 

kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5 adalah χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≤ 𝑛 + 2. Terdapat 4 

kasus pewarnaan proper pada graf kelabang 

Kasus 1. 𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Pewarnaan proper untuk 𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Berdasarkan Definisi 2.3.1 pewarnaan simpul proper didefinisikan dengan  𝑐: 𝑉(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2}  
𝑐(𝑥𝑖) =

{   
   𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1                                            1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2 ≤ 𝑖 ≤ 3                            4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 4                                      2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4), 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4), 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚5, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4)5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4), 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚

  

𝑐(𝑦1,𝑗) = { 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐(𝑦2,𝑗) = 𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  
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𝑐(𝑦3,𝑗) = {𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

Berdasarkan definisi pewarnaan graceful dan pewarnaan simpul diatas diperoleh 𝑐′: 𝐸(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1} 
𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = {3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3                                                 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2), 4 ≤ 𝑖 ≤ (𝑚 − 1)2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2), 4 ≤ 𝑖 ≤ (𝑚 − 1) 𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑚) = {𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 11, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2 

𝑐′(𝑥1𝑦1,𝑗) =
{  
  1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛        2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 13, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 2𝑛 − 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3                𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 2                𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1                

 

𝑐′(𝑥2𝑦2,𝑗) = 𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐′(𝑥3𝑦3,𝑗) = { 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛          
Berdasarkan definisi bilangan kromatik graceful diperoleh χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≤ 𝑛 +2 untuk 𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Kasus 2. 𝑚 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Pewarnaan proper graf kelabang untuk 𝑚 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Berdasarkan Definisi 2.3.1 pewarnaan simpul proper didefinisikan dengan  𝑐: 𝑉(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2}  
𝑐(𝑥𝑖) =

{  
  𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1                                             1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2 ≤ 𝑖 ≤ 3                             4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4),𝑚 ≤ 𝑖 ≤ 42, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4),𝑚 ≤ 𝑖 ≤ 43, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4),𝑚 ≤ 𝑖 ≤ 45, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4),𝑚 ≤ 𝑖 ≤ 4

  

𝑐(𝑦1,𝑗) = { 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐(𝑦2,𝑗) = 𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐(𝑦3,𝑗) = {𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

Berdasarkan definisi pewarnaan graceful dan pewarnaan simpul diatas diperoleh 
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𝑐′: 𝐸(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1} 
𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = {3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3                                                  2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2), 4 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 1)1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2), 4 ≤ 𝑗 ≤ (𝑚 − 1)  𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑚) = {𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 11, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2  

𝑐′(𝑥1𝑦1,𝑗) =
{  
  1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛        2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 13, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 2𝑛 − 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3                𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 2                𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1                

  

𝑐′(𝑥2𝑦2,𝑗) = 𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐′(𝑥3𝑦3,𝑗) = { 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛          
Berdasarkan definisi bilangan kromatik graceful diperoleh χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≤ 𝑛 +2 untuk 𝑚 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Kasus 3. 𝑚 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Pewarnaan proper untuk 𝑚 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Berdasarkan Definisi 2.3.1 pewarnaan simpul proper didefinisikan dengan  𝑐: 𝑉(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2}  
𝑐(𝑥𝑖) =

{  
  𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1                                             1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2 ≤ 𝑖 ≤ 3                             5, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4), 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4), 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4), 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4), 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚

  

𝑐(𝑦1,𝑗) = { 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐(𝑦2,𝑗) = 𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐(𝑦3,𝑗) = {𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 3𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 4 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

Berdasarkan definisi pewarnaan graceful dan pewarnaan simpul diatas diperoleh 𝑐′: 𝐸(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 1} 
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𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = {4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3                                                  1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2), 4 ≤ 𝑖 ≤ (𝑚 − 1)2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2), 4 ≤ 𝑖 ≤ (𝑚 − 1) 𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑚) = {𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 11, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2 

𝑐′(𝑥1𝑦1,𝑗) =
{  
  1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛        2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 13, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 2𝑛 − 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3                𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 2                𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1                

 

𝑐′(𝑥2𝑦2,𝑗) = 𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐′(𝑥3𝑦3,𝑗) = { 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 3𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 4 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛           
Berdasarkan definisi bilangan kromatik graceful diperoleh χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≤ 𝑛 +2 untuk 𝑚 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Kasus 4. 𝑚 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Pewarnaan proper untuk 𝑚 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5 

Berdasarkan Definisi 2.3.1 pewarnaan simpul proper didefinisikan dengan  𝑐: 𝑉(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2}  
𝑐(𝑥𝑖) =

{   
   𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1                                              1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2 ≤ 𝑖 ≤ 3                              2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 4                                      3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4), 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚5, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4), 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4), 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4), 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚

  

𝑐(𝑦1,𝑗) = { 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐(𝑦2,𝑗) = 𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐(𝑦3,𝑗) = 𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

 

Berdasarkan definisi pewarnaan graceful dan pewarnaan simpul diatas diperoleh: 𝑐′: 𝐸(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 1} 
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𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = {1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3                                                 3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 4                                                 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2), 5 ≤ 𝑖 ≤ (𝑚 − 1)2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2), 5 ≤ 𝑖 ≤ (𝑚 − 1) 𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑚) = {𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 11, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2 

𝑐′(𝑥1𝑦1,𝑗) =
{  
  1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛        2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 13, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 2𝑛 − 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3               𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 2               𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1              

 

𝑐′(𝑥2𝑦2,𝑗) = 𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝑐′(𝑥3𝑦3,𝑗) = 𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

Berdasarkan definisi bilangan kromatik graceful diperoleh χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≤ 𝑛 +2 untuk 𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑚 ≥ 5. 

Diperoleh batas bawah dan batas atas bilangan kromatik graceful pada graf 

kelabang untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5 adalah χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≥ 𝑛 + 2 dan χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≤ 𝑛 +2. Berdasarkan batas bawah dan batas atas diperoleh 𝑛 + 2 ≤ χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) ≤ 𝑛 +2, dengan kata lain χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) = 𝑛 + 2.              ∎ 

Berikut Gambar 4.2 sebagai visualisasi kebenaran pembuktian teorema. 

 

Gambar 4.2 Pewarnaan Graceful pada Graf Kelabang 
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Teorema 4.1.3.  Bilangan kromatik graceful pada graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk n  

3 adalah χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) = 𝑛 + 2 

Bukti. Graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk n  3 memiliki himpunan simpul dan 

himpunan sisi sebagai berikut: 

 Graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 memiliki himpunan simpul 𝑉(𝑀𝑆𝑛) = {𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤5} ∪ {𝑦𝑖,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝑀𝑆𝑛) = {𝑥𝑖𝑥𝑖+1; 𝑖 = 3} ∪{𝑥𝑖𝑥𝑖+2; 𝑖 = 3} ∪ {𝑥𝑖𝑥𝑖+3; 4 ≤ 𝑖 ≤ 5}    ∪  {𝑥𝑖𝑦𝑖𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 2; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}. Selain 

memiliki himpunan simpul dan himpunan sisi, graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 juga memiliki 

kardinalitas simpul dan sisi. Kardinalitas simpul graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 yaitu  |𝑉(𝑀𝑆𝑛)| = 2𝑛 + 5 dan kardinalitas sisi yaitu |𝐸(𝑀𝑆𝑛)| = 2𝑛 + 4 dengan 

derajat tertinggi graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 yaitu ∆(𝑀𝑆𝑛) = 𝑛 + 1. 

Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graf M-Bintang  χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) =𝑛 + 2, harus dibuktikan terlebih dahulu bahwa batas bawah χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) ≥ 𝑛 + 2 

dan batas atas χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) ≤ 𝑛 + 2. Berdasarkan Lemma 2.3.1, χ𝑔(𝐺) ≥ 𝑛 + 1, 

pada graf 𝑀𝑆𝑛, ∆(𝐺) = 𝑛 + 1. Sehingga χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) ≥ (𝑛 + 1) + 1 = 𝑛 + 2 dapat 

disimpulkan bahwa batas bawah dari χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) ≥ 𝑛 + 2.  

Selanjutnya, dibuktikan batas atas bilangan kromatik graceful pada graf M-

Bintang 𝑀𝑆𝑛  untuk 𝑛 ≥ 3 adalah χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) ≤ 𝑛 + 2. 

Berdasarkan Definisi 2.3.1 pewarnaan simpul proper didefinisikan dengan  𝑐: 𝑉(𝑀𝑆𝑛) → {1,2,3,4,… , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2} 
𝑐(𝑥𝑖) = { 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑖 ≤ 22, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 5         𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 4                 𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3                  𝑐(𝑦1,𝑗) = 𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 𝑐(𝑦2,𝑗) = 𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

Berdasarkan definisi pewarnaan graceful dan pewarnaan simpul diatas diperoleh 𝑐′: 𝐸(𝑀𝑆𝑛) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 1} 𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3 𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+2) = (𝑛 − 1), 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3 
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𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+3) = { 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1         𝑐′(𝑥1𝑦1,𝑗) = 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 𝑐′(𝑥2𝑦2,𝑗) = 𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

Berdasarkan definisi bilangan kromatik graceful diperoleh χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) ≤ 𝑛 + 2. 

Diperoleh batas bawah dan batas atas bilangan kromatik graceful pada graf 

M-Bintang untuk 𝑛 ≥ 3 adalah χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) ≥ 𝑛 + 2 dan χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) ≤ 𝑛 + 2. 

Berdasarkan batas bawah dan batas atas diperoleh 𝑛 + 2 ≤ χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) ≤ 𝑛 + 2, 

dengan kata lain χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) = 𝑛 + 2.               ∎ 

Berikut Gambar 4.1 sebagai visualisasi kebenaran pembuktian teorema. 

 

Gambar 4.3 Pewarnaan Graceful pada Graf M-Bintang 

 

Teorema 4.1.4.  Bilangan kromatik graceful pada graf H-Bintang (𝐻𝑆 𝑛) untuk n 

 3 adalah 

 χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) = { 6, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 = 3𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≥ 4         
Bukti. Graf H-Bintang (𝐻𝑆 𝑛) untuk n  3 memiliki himpunan simpul dan 

himpunan sisi sebagai berikut: 

Graf H-Bintang (𝐻𝑆 𝑛) memiliki himpunan simpul 𝑉(𝐻𝑆𝑛) = {𝑥𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 7} ∪{𝑦𝑖,𝑗; 4 ≤ 𝑖 ≤ 7,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝐻𝑆𝑛) = {𝑥𝑖𝑥𝑖+1; 𝑖 = 1} ∪{𝑥𝑖𝑥𝑖+2; 1 ≤ 𝑖 ≤ 3} ∪ {𝑥𝑖𝑥𝑖+4; 2 ≤ 𝑖 ≤ 3} ∪ {𝑥𝑖𝑦𝑖,𝑗; 4 ≤ 𝑖 ≤ 7,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}. 
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Selain memiliki himpunan simpul dan sisi, graf H-Bintang (𝐻𝑆 𝑛) juga memiliki 

kardinalitas simpul dan sisi. Kardinalitas simpul graf H-Bintang (𝐻𝑆 𝑛) yaitu |𝑉(𝐻𝑆𝑛)| = 4𝑛 + 7 dan kardinalitas sisi graf H-Bintang (𝐻𝑆 𝑛) yaitu  |𝐸(𝐻𝑆𝑛)| = 4𝑛 + 6 dengan derajat tertinggi graf H-Bintang (𝐻𝑆 𝑛) yaitu ∆(𝐻𝑆𝑛) = 𝑛 + 1  

Kasus 1. 𝑛 = 3 

Berdasarkan Lemma 2.3.1, χ𝑔(𝐺) ≥ 𝑛 + 1; pada graf H-Bintang (𝐻𝑆𝑛), ∆(𝐺) =𝑛 + 1. Sehingga χ𝑔(𝐻𝑆3) ≥ 4 + 1 = 5 

Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik H-Bintang χ𝑔(𝐻𝑆3) = 6. 

Harus dibuktikan terlebih dahulu bahwa batas bawah χ𝑔(𝐻𝑆3) ≥ 6 dan batas atas χ𝑔(𝐻𝑆3) ≤ 6. Kita buktikan batas bawah dari bilangan kromatik graceful pada 

graf H-Bintang adalah χ𝑔(𝐻𝑆3) ≥ 6. Asumsikan bahwa χ𝑔(𝐻𝑆3) < 6, andaikan χ𝑔(𝐻𝑆3) = 5. Misalkan simpul 𝑥4 diwarnai dengan 1, simpul 𝑦4,1 diwarnai 

dengan 2, simpul 𝑦4,2 diwarnai dengan 3, simpul 𝑦4,3 diwarnai 4, dan simpul 𝑥2 

diwarnai 5. Dan pewarnaan sisi yang didapat : 𝑐′(𝑥4𝑦4,1) = |𝑐(𝑥4) − 𝑐(𝑦4,1)| = |1 − 2| = 1 𝑐′(𝑥4𝑦4,2) = |𝑐(𝑥4) − 𝑐(𝑦4,2)| = |1 − 3| = 2 𝑐′(𝑥4𝑦4,3) = |𝑐(𝑥4) − 𝑐(𝑦4,3)| = |1 − 4| = 3 𝑐′(𝑥2𝑥4) = |𝑐(𝑥2) − 𝑐(𝑥4)| = |5 − 1| = 4 

Selanjutnya menentukan warna dari 𝑐(𝑥6). Karena 𝑥2𝑥6 ∈ (𝐻𝑆𝑛) maka 𝑐(𝑥6) ≠5. 

a. Jika 𝑐(𝑥6) = 4, maka maka kemungkinan warna simpul 𝑐(𝑦6,1) = 1, 𝑐(𝑦6,2) = 2 

▪ 𝑐(𝑦6,3) ≠ 3 karena 𝑐′(𝑥6𝑦6,3) = 𝑐′(𝑥2𝑥6) = 1 dan sisi (𝑥6𝑦6,3) bertetangga dengan sisi (𝑥2𝑥6) sehingga kontradiksi dengan 

definisi pewarnaan graceful. 

▪ 𝑐(𝑦6,3) ≠ 4 karena 𝑥6𝑦6,3 ∈ (𝐻𝑆𝑛) sehingga kontradiksi dengan definisi 

pewarnaan graceful. 
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▪ 𝑐(𝑦6,3) ≠ 5 karena 𝑐′(𝑥6𝑦6,3) = 𝑐′(𝑥2𝑥6) = 1 dan sisi  (𝑥6𝑦6,3)  
bertetangga dengan sisi (𝑥2𝑥6) sehingga kontradiksi dengan definisi 

pewarnaan graceful. 

Dengan demikian, untuk 𝑐(𝑥6) = 4 kontradiksi dengan definisi pewarnaan 

graceful. 

b. Jika 𝑐(𝑥6) = 3, maka maka kemungkinan warna simpul 𝑐(𝑦6,1) = 2 

▪ 𝑐(𝑦6,2), 𝑐(𝑦6,3) ≠ 1 karena 𝑐′(𝑥6𝑦6,2), 𝑐′(𝑥6𝑦6,3) = 𝑐′(𝑥2𝑥6) = 2 dan sisi  (𝑥6𝑦6,2), (𝑥6𝑦6,3) bertetangga dengan sisi (𝑥2𝑥6) sehingga kontradiksi 

dengan definisi pewarnaan graceful.  

▪ 𝑐(𝑦6,2), 𝑐(𝑦6,3) ≠ 3 karena (𝑥6𝑦6,2), (𝑥6𝑦6,3) ∈ 𝐸(𝐻𝑆𝑛) sehingga 

kontradiksi dengan definisi pewarnaan graceful.  

▪ 𝑐(𝑦6,2), 𝑐(𝑦6,3) ≠ 4 karena 𝑐′(𝑥6𝑦6,2), 𝑐′(𝑥6𝑦6,3) = 𝑐′(𝑥6𝑦6,1) = 1 dan 

sisi  (𝑥6𝑦6,2), (𝑥6𝑦6,3) bertetangga dengan sisi (𝑥6𝑦6,1) sehingga 

kontradiksi dengan definisi pewarnaan graceful.  

▪ 𝑐(𝑦6,2), 𝑐(𝑦6,3) ≠ 5 karena 𝑐′(𝑥6𝑦6,2), 𝑐′(𝑥6𝑦6,3) = 𝑐′(𝑥2𝑥6) = 2 dan sisi  (𝑥6𝑦6,2), (𝑥6𝑦6,3) bertetangga dengan sisi (𝑥2𝑥6) sehingga kontradiksi 

dengan definisi pewarnaan graceful.  

Dengan demikian, untuk 𝑐(𝑥6) = 3 kontradiksi dengan definisi pewarnaan 

graceful. 

c. Jika 𝑐(𝑥6) = 2, maka maka kemungkinan warna simpul 𝑐(𝑦6,1) = 1, 𝑐(𝑦6,2) = 4 

▪ 𝑐(𝑦6,3) ≠ 2 karena 𝑥6𝑦6,3 ∈ (𝐻𝑆𝑛) sehingga kontradiksi dengan definisi 

pewarnaan graceful. 

▪ 𝑐(𝑦6,3) ≠ 3 karena 𝑐′(𝑥6𝑦6,3) = 𝑐′(𝑥6𝑦6,1) = 1 dan sisi  (𝑥6𝑦6,3)  
bertetangga dengan sisi (𝑥6𝑦6,1) sehingga kontradiksi dengan definisi 

pewarnaan graceful. 

▪ 𝑐(𝑦6,3) ≠ 5 karena 𝑐′(𝑥6𝑦6,3) = 𝑐′(𝑥2𝑥6) = 3 dan sisi  (𝑥6𝑦6,3)  
bertetangga dengan sisi (𝑥2𝑥6) sehingga kontradiksi dengan definisi 

pewarnaan graceful. 
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Dengan demikian, untuk 𝑐(𝑥6) = 2 kontradiksi dengan definisi pewarnaan 

graceful. 

d. Jika 𝑐(𝑥6) = 1, kontradiksi  dengan definisi pewarnaan graceful karena 𝑐′(𝑥2𝑥4) = 𝑐′(𝑥2𝑥6) = 4 dan sisi (𝑥2𝑥4) bertetangga dengan sisi (𝑥2𝑥6). 
Berdasarkan (a), (b), (c), (d), 𝑋𝑔(𝐻𝑆3) = 5 adalah kontradiksi. Sehingga χ𝑔(𝐻𝑆3) ≥ 6 

Langkah selanjutnya, dibuktikan batas atas bilangan kromatik graceful pada 

graf H-Bintang untuk 𝑛 = 3 adalah χ𝑔(𝐻𝑆3) ≤ 6. Berdasarkan Definisi 2.3.1 

pewarnaan simpul proper didefinisikan dengan  𝑐: 𝑉(𝐻𝑆𝑛) → {1,2,3,4,5,6} 
𝑐(𝑥𝑖) = {1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1            2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 4 𝑑𝑎𝑛 75, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3 𝑑𝑎𝑛 66, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2 𝑑𝑎𝑛 5 

𝑐(𝑦4,𝑗) = {1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 14, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 25, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3 

𝑐(𝑦5,𝑗) = {2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 13, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 24, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3 

𝑐(𝑦6,𝑗) = {1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 12, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 23, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3 

𝑐(𝑦7,𝑗) = {3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 14, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 26, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3 

Berdasarkan definisi pewarnaan graceful dan pewarnaan simpul diatas diperoleh 𝑐′: 𝐸(𝐻𝑆𝑛) → {1,2,3,4,5} 𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = 5, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1 𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+2) = {4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1 𝑑𝑎𝑛 21, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3             𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+4) = {1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 23, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3 
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𝑐′(𝑥4𝑦4,𝑗) = {1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 12, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 23, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3 

𝑐′(𝑥5𝑦5,𝑗) = {4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 13, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 22, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3 

𝑐′(𝑥6𝑦6,𝑗) = {4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 13, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 22, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3 

𝑐′(𝑥7𝑦7,𝑗) = {4, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 13, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 21, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3 

Berdasarkan definisi bilangan kromatik graceful, diperoleh χ𝑔(𝐻𝑆3) ≤ 6. 

Diperoleh batas bawah dan batas atas bilangan kromatik graceful pada graf 

H-Bintang untuk 𝑛 = 3 adalah χ𝑔(𝐻𝑆3) ≥ 6 dan χ𝑔(𝐻𝑆3) ≤ 6. Berdasarkan 

batas bawah dan batas atas diperoleh 6 ≤ χ𝑔(𝐻𝑆 3) ≤ 6, dengan kata lain χ𝑔(𝐻𝑆 3) = 6.                  ∎ 

Kasus 2. χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) = 𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≥ 4 

Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik H-Bintang χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) = 𝑛 +2 untuk 𝑛 ≥ 4, harus dibuktikan terlebih dahulu bahwa batas bawah χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) ≥𝑛 + 2 dan batas atas χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) ≤ 𝑛 + 2. Berdasarkan Lemma  2.3.1, χ𝑔(𝐺) ≥ 𝑛 +1; pada graf H-Bintang 𝐻𝑆𝑛, ∆(𝐺) = 𝑛 + 1. Sehingga χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) ≥ (𝑛 + 1) + 1 =𝑛 + 2 dapat disimpulkan bahwa batas bawah dari χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) ≥ 𝑛 + 2. 

 Selanjutnya, dibuktikan batas atas bilangan kromatik graceful graf H-

Bintang untuk 𝑛 ≥ 4 adalah χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) ≤ 𝑛 + 2. 

Berdasarkan Definisi 2.3.1 pewarnaan simpul proper didefinisikan dengan  𝑐: 𝑉(𝐻𝑆𝑛) → {1,2,3,4, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2} 
𝑐(𝑥𝑖) = {  

  1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 4 𝑑𝑎𝑛 7𝑛 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 5 ≤  𝑖 ≤ 6           𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2                    𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1                    𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3             

𝑐(𝑦4,𝑗) = {𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑛 − 1)𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛                     
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𝑐(𝑦5,𝑗) = { 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑛 − 1)𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛                             𝑐(𝑦6,𝑗) = 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 𝑐(𝑦7,𝑗) = {𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ (𝑛 − 2)𝑗 + 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (𝑛 − 1) ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

Berdasarkan definisi pewarnaan graceful dan pewarnaan simpul diatas diperoleh 𝑐′: 𝐸(𝐻𝑆𝑛) → {1,2,3,4,… , 𝑛, 𝑛 + 1, } 𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+1) = 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1 

𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+2) = {1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 12, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2 

𝑐′(𝑥𝑖𝑥𝑖+4) = { 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3         𝑐′(𝑥4𝑦4,𝑗) = { 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛                         
𝑐′(𝑥5𝑦5,𝑗) =

{   
   
  1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛        3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 14, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 2𝑛 − 3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 5                𝑛 − 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 4                𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3                𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 2         𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1                 

 

𝑐′(𝑥6𝑦6,𝑗) =
{   
   
  2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛        3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 14, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 𝑛 − 2𝑛 − 3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 5                𝑛 − 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 4                𝑛 − 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 3                𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 2        𝑛 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗 = 1                 

 

𝑐′(𝑥7𝑦7,𝑗) = { 𝑗, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 2𝑗 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 − 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛          
Berdasarkan definisi bilangan kromatik graceful, diperoleh χ𝑔(𝐻𝑆 𝑛) ≤ 𝑛 + 2 

Diperoleh batas bawah dan batas atas bilangan kromatik graceful pada graf 

H-Bintang untuk 𝑛 ≥ 4 adalah χ𝑔(𝐻𝑆 𝑛) ≥ 𝑛 + 2 dan χ𝑔(𝐻𝑆 𝑛) ≤ 𝑛 + 2. 

DIGITAL REPOSITORY UNIVERSITAS JEMBER

DIGITAL REPOSITORY UNIVERSITAS JEMBER



32 

 

 

 

Berdasarkan batas bawah dan batas atas diperoleh 𝑛 + 2 ≤ χ𝑔(𝐻𝑆 𝑛) ≤ 𝑛 + 2, 

dengan kata lain χ𝑔(𝐻𝑆 𝑛) = 𝑛 + 2 untuk 𝑛 ≥ 4.              ∎ 

Berikut Gambar 4.4 sebagai visualisasi kebenaran pembuktian teorema. 

 

Gambar 4.4 Pewarnaan Graceful pada Graf H-Bintang 

 

4.2 Pembahasan  

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui pewarnaan graceful dan bilangan 

kromatik graceful pada keluarga graf bintang. Langkah awal dilakukan dalam 

penelitian ini adalah menentukan graf pada keluarga graf bintang yaitu, pada graf 

sapu 𝐵𝑛,𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2, graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5, graf 

M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3, dan graf H-Bintang 𝐻𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3. Kemudian 

menentukan kardinalitas pada setiap graf.  

Langkah selanjutnya yaitu menentukan batas bawah dan batas atas. Batas 

bawah bilangan kromatik untuk graf yang diteliti menggunakan Lemma 2.3.1  χ𝑔(𝐺) ≥ ∆(𝐺) + 1. Batas atas bilangan kromatik graceful pada graf yang diteliti 

ditentukan dari fungsi pewarnaan simpul proper dan fungsi pewarnaan sisi proper 

pada setiap graf yang diteliti. 
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Berdasarkan hasil penelitian tentang pewarnaan graceful pada keluarga graf 

bintang diperoleh 4 teorema. Teorema yang diciptakan merupakan teorema baru 

dari pewarnaan graceful dari keluarga graf bintang yang terdiri dari graf sapu 𝐵𝑛,𝑚 

untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 2, graf kelabang 𝑆3,𝑛𝑃𝑚 untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑚 ≥ 5, graf M-Bintang 𝑀𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3, dan graf H-Bintang 𝐻𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3. Cara membuktikan 

teorema pewarnaan graceful yaitu dengan mencari batas bawah dan batas atas 

pewarnaan graceful pada graf yang dieliti. Batas bawah yang digunakan pada 

penelitian ini yaitu dengan menggunakan Lemma 2.3.1. Kemudian mencari 

kontradiksi untuk membuktikan batas bawah pada graf yang tidak memenuhi 

Lemma 2.3.1. Pembuktian batas atas pada penelitian ini dengan menggunakan 

fungsi pewarnaan graceful pada setiap simpul dan sisi graf yang diteliti. Selain 

itu, yaitu membuat E-Monograf sebagai media pembelajaran dan dapat diakses 

pada web anyflip dengan scan barcode pada Gambar 4.2.1 

 

 

Gambar 4.2.1 Barcode E-Monograf

DIGITAL REPOSITORY UNIVERSITAS JEMBER

DIGITAL REPOSITORY UNIVERSITAS JEMBER



 

34 

 

BAB 5. PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan  hasil dan pembahasan yang telah dijelaskan pada bab 

sebelumnya, diperoleh empat teorema baru mengenai pewarnaan graceful pada 

keluarga graf bintang, meliputi graf sapu, graf kelabang, graf M-Bintang, dan graf 

H-Bintang. Bilangan kromatik graceful pada keluarga graf bintang yang 

didapatkan dalam penelitian ini yaitu sebagai berikut: 

1. Bilangan kromatik graceful graf sapu adalah χ𝑔(𝐵𝑛,𝑚) = 𝑛 + 2 untuk 𝑛 ≥3  

2. Bilangan kromatik graceful pada graf kelabang adalah χ𝑔(𝑆3,𝑛𝑃𝑚) = 𝑛 +2 untuk 𝑛 ≥ 3,𝑚 ≥ 5  

3. Bilangan kromatik graceful pada graf M-Bintang adalah χ𝑔(𝑀𝑆𝑛) = 𝑛 +2 untuk 𝑛 ≥ 3  

4. Bilangan kromatik graceful pada graf H-Bintang adalah χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) = 6 

untuk 𝑛 = 3 dan χ𝑔(𝐻𝑆𝑛) = 𝑛 + 2 untuk 𝑛 ≥ 4. 

 

5.2 Saran  

Berdasarkan hasil penelitian terdapat beberapa graf yang masih belum 

ditemukan nilai dari bilangan kromatik graceful dan sulit menemukan generalisasi 

rumus untuk beberapa keluarga graf, dan beberapa operasi pada graf. Contohnya 

pada keluarga graf roda, keluarga graf pohon, operasi corona, oprasi cartesian, 

operasi amalgamasi, dll. 
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