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RINGKASAN

Pengembangan Teorema Marion Walter untuk Pembagian k Bagian dari Sisi
Segitiga; Lioni Anka Monalisa, 060210191233; 2010: 93 halaman; Program Studi
Pendidikan Matematika, Jurusan Pendidikan Matematika dan Ilmu Pengetahu-
an Alam, Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember.

Salah satu topik yang menarik pada geometri adalah teorema Marion
Walter. Teorema Marion Walter menyatakan bahwa “jika masing-masing sisi
segitiga dibagi menjadi tiga bagian yang sama panjang dan masing-masing
titik batas dihubungkan dengan titik sudut dihadapannya maka perpotongan
garis-garis pembagi tersebut akan membentuk sebuah bangun datar segienam
(heksagon). Perbandingan luas heksagon yang terbentuk dengan luas segi-
tiga adalah 1:10”. Teorema tersebut sangat luas manfaatnya, namun demikian
teorema Marion Walter tidak menjawab bilamana masing-masing sisi segitiga
dibagi menjadi k bagian bilangan ganjil lainnya. Oleh karena itu penelitian
lanjutan sangat diperlukan. Diambil k bilangan asli ganjil karena pada pem-
bagian bilangan asli genap terdapat garis berat segitiga sehingga tidak terben-
tuk heksagon di dalam segitiga. Pada teorema Marion Walter hanya membagi
sisi-sisi segitiga menjadi tiga bagian yang sama panjang. Dalam penelitian
ini akan dibahas tentang pengembangan dari teorema Marion Walter terse-
but, yaitu perbandingan luas heksagon dengan luas segitiga asal bilamana sisi-
sisi segitiga dibagi menjadi k¥ bagian yang sama panjang, dengan k bilangan
ganjil. Karena Marion Walter telah membuktikan masing-masing sisi segi-
tiga dibagi menjadi tiga bagian yang sama panjang. Maka dalam penelitian
ini akan difokuskan bilangan k minimal 5 bagian. Adapun langkah-langkah
yang dilakukan pada penelitian ini adalah membuat bidang kartesius, mem-
buat sebarang segitiga pada bidang kartesius, membagi masing-masing sisi se-
gitiga menjadi & bagian yang sama panjang, menentukan koordinat titik bagi
masing-masing sisi segitiga yang membentuk heksagon, menghubungkan titik
sudut dengan titik-titik pada sisi di depannya, menentukan persamaan garis-
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nya, menentukan titik potong garis-garis tersebut yang membentuk heksagon,
menentukan luas heksagon, dan membuat kesimpulan. Hasil penelitian di-
sajikan dalam lema atau teorema. Terdapat tiga lema dan sembilan teorema
yang ditemukan dalam penelitian ini. Secara umum menunjukkan bahwa per-
bandingan luas heksagon dengan luas segitiga asal dimana masing-masing
sisinya dibagi menjadi lima bagian sama panjang adalah 1 : 28, perbandingan
luas heksagon dengan luas segitiga asal dimana masing-masing sisinya dibagi
menjadi tujuh bagian sama panjang adalah 1 : 55, perbandingan luas hek-
sagon dengan luas segitiga asal dimana masing-masing sisinya dibagi menjadi
k bagian sama panjang adalah 8 : (9%? — 1).
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Salah satu cabang ilmu matematika yang sangat penting adalah ilmu geo-
metri. David (1999:1) menyatakan bahwa geometri adalah suatu ilmu yang
mempelajari tentang bentuk. Pada umumnya bentuk dalam ilmu geometri
adalah bentuk-bentuk dalam bidang dan juga ruang. Penerapan ilmu geometri
terkait bentuk bidang dan ruang ini banyak ditemui dalam kehidupan sehari-
hari, misalnya menentukan luas daerah, menentukan volume suatu benda,
dan yang paling kompleks lagi adalah penggunaan geometri dalam meran-
cang konstruksi bangunan, baik bangunan pribadi maupun untuk kantor.

IImu geometri sering kali dipakai terutama oleh arsitek. Seorang arsitek
mendesain rumah yang akan dibangun sesuai dengan keinginan pemilik ru-
mah, dengan cara menata bentuk-bentuk yang geometris. Arsitek selalu berpi-
kir bagaimana menata bangun-bangun geometri dalam konstruksi bangunan
agar rumah yang didesainnya tidak hanya terlihat indah di pandang namun
juga kokoh dan aman secara arsitektural. Sebagai contoh, rumah yang terlihat
pada Gambar 1.1, arsitek mendesain atap rumah berbentuk segitiga sehingga
arsitek harus memahami unsur-unsur dan sifat-sifat segitiga.

Bagaimana konstruksi segitiga itu terlihat artistik dan kokoh sekaligus
aman, maka harus mempertimbangkan jenis segitiga, luas segitiga, titik berat,
titik bagi dan lain sebagainya.

Selanjutnya pada Gambar 1.2 merupakan contoh lain pekerjaan seorang
arsitek yang menata gabungan-gabungan bentuk geometri ruang sedemikian
rupa hingga bangunan tersebut terlihat unik dan kokoh. Pastilah ini juga peker-
jaan seorang arsitektur profesional yang memperhatikan unsur-unsur geomet-
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Gambar 1.1: Atap rumah berbentuk segitiga (Anonim 1)

rik.

Kedua gambar ini menunjukkan bahwa betapa penting bentuk segitiga
dalam kehidupan. Segitiga merupakan bangun geometri yang sederhana. Pada
umumnya, hampir semua bangun-bangun dalam bidang dapat dikembangkan
dari segitiga. Sebagai contoh segiempat merupakan bangun yang terdiri atas
dua segitiga, segilima merupakan bangun yang terdiri atas tiga segitiga, segie-
nam merupakan bangun yang terdiri atas empat segitiga dan seterusnya. Be-
gitu pentingnya segitiga dalam kehidupan sehari-hari sampai-sampai menarik
perhatian Profesor Marion Walter, seorang pakar geometri dari United State,
untuk mengkaji sifat-sifat unik segitiga. Professor Marion Walter menyatakan
bahwa "jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tiga bagian yang sama
panjang dan masing-masing titik batas dihubungkan dengan titik sudut di-
hadapannya maka perpotongan garis-garis pembagi tersebut akan memben-
tuk sebuah bangun datar segienam (heksagon). Perbandingan luas heksagon
yang terbentuk dengan luas segitiga adalah 1:10”.(Anonim 2).

Teorema tersebut sangat luas manfaatnya, sebab dengan memanfaatkan
perbandingan luas heksagon dengan segitiga asal, maka dapat dipahami bahwa
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Gambar 1.2: Gedung berdinding segitiga (Anonim 3)

segitiga akan berdiri kokoh di atas penyangga beton konkret apabila beton
konkret itu diletakkan menyanggah segitiga dengan hamparan sanggahan selu-
as heksagon.

Lebih detailnya dalam hal ini diberikan ilustrasi hasil penelitian Professor
Marion Walter. Diketahui sebuah segitiga ABC dimana masing-masing sisi
dibagi menjadi tiga bagian yang sama panjang yaitu pada titikk A’, A", B’, B”,
C', dan C”. Selanjutnya masing-masing titik bagi dihubungkan dengan titik
sudut di hadapannya, maka terbentuklah heksagon DEFGHI dalam segitiga
ABC, sebagaimana terlihat pada Gambar 1.3.

Wahdah (2006:13) telah membuktikan teorema Professor Marion Walter
untuk segitiga samakaki, samasisi, dan siku-siku. Kemudian juga dibuktikan
syarat terbentuknya heksagon dalam segitiga samasisi jika masing-masing sisi
segitiga dibagi menjadi tiga bagian dengan perbandingan p:¢:r. Dilanjutkan
dengan perbandingan luas heksagon yang terbentuk dengan luas segitiga sama-
sisi, jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tiga bagian dengan per-
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Gambar 1.3: Ilustrasi teorema Marion Walter

bandingan p:g:r.

Terinspirasi dari penelitian yang dilakukan oleh Wahdah, dalam penelitian
ini akan dikaji lebih dalam lagi hasil penelitian Professor Marion Walter. Kajian
itu terfokus pada bagaimana bila masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi
lima, tujuh, dan k bagian yang sama panjang, dengan & bilangan ganjil yang
kesemuanya akan terbentuk heksagon, lihat Gambar 1.4.

Dari Gambar 1.4 dapat dikembangkan berbagai pertanyaan diantaranya,
bagaimana perbandingan heksagon paling dalam dengan segitiga asal bila ma-
sing-masing sisi segitiga dibagi menjadi lima, tujuh, dan k bagian sama pan-
jang, dengan k bilangan ganjil. Sehingga judul penelitian dalam hal ini adalah
“Pengembangan Teorema Marion Walter untuk Pembagian k Bagian dari Sisi
Segitiga”.
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Gambar 1.4: [lustrasi pengembangan teorema Marion Walter

1.2 Rumusan Masalah
Beberapa masalah dalam penelitian ini dapat dirumuskan sebagai berikut.

1. Berapa pexb’zmdingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan se-
gitiga asal jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi lima bagian
sama panjang?

2. Berapa perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan se-
gitiga asal jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tujuh bagian
sama panjang?

3. Berapa perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan se-

gitiga asal jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi k bagian sama

panjang, dengan k bilangan asli ganjil?
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1.3 Tujuan penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji:

1. perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan segitiga asal
jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi lima bagian sama pan-
jang;

2. perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan segitiga asal
jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tujuh bagian sama pan-
jang;

3. perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan segitiga asal
jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi k bagian sama panjang,
dengan k bilangan asli ganjil.

14 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi bagi.

1. Penulis, dapat memperdalam ilmu geometri khususnya pengembangan
dari teorema Marion Walter.

2. Penulis, dapat lebih mengetahui aplikasi ilmu geometri dalam keidupan
nyata.

3. Pembaca, memberi pengetahuan baru tentang pengembangan teorema
Marion Walter khususnya dan ilmu geometri pada umumnya.
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BAB2

TINJAUAN PUSTAKA

21 Aplikasi Geometri

IImu matematika sering dijumpai dalam kehidupan sehari-hari, khusus-
nya pada bidang geometri. Aplikasi bidang geometri yang sering ditemui
adalah arsitektur bangunan. Arsitektur bangunan sangat erat hubungannya
dengan geometri. Hal yang menghubungkan antara kedua hal ini adalah nilai
estetis. Geometri memiliki fungsi yang relevan dalam memperlihatkan hubu-
ngan visual suatu objek dari segi proporsi, dan juga pola perkembangan objek
tersebut. Oleh karena itulah sekarang banyak muncul jasa arsitek, misalnya
arsitek rumah, perkantoran, pariwisata dan arsitek bangunan secara umum.

Dari gambaran di atas didapat bahwa geometri dapat menjadi salah satu
elemen yang dapat menjadikan suatu karya arsitek memiliki nilai estetis. Tapi
tentunya untuk menimbulkan nilai estetis ini, maka karya arsitektur tersebut
kemudian dibatasi dengan aturan-aturan geometri yang ada. Arsitektur ro-
mawi bernama Marcus Vitruvius membatasi bahwa pembangun harus selalu
menggunakan rasio yang tepat, pernyataan ini sama halnya dengan ”Without
symmetry and proportion, no building can have a regular plan”.

Banyak lukisan dan bangunan yang tidak menggunakan prinsip geometri
tidak dapat dianggap suatu yang indah. Terlihat bahwa kaidah geometri dalam
suatu desain dapat membatasi variasi desain yang dihasilkan. Selain dari peng-
gunaan geometri sebagai pemvisualisasian hubungan dan proporsi dari suatu
objek, geometri juga memiliki fungsi sebagai suatu kaidah yang digunakan un-
tuk memberi ukuran pada bangunan dan bentuk. Jasa arsitek sekarang banyak
menggunakan kaidah seperti ini. (Anonim 4) '

Sebagai misal untuk membuat rumah, diperlukan pengukuran terhadap

7
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Gambar 2.1: Gedung berdinding segitiga (Anonim 5)

Gambar 2.2: Rumah berdinding segitiga (Anonim 6)
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luas rumah, luas atap, luas dinding sehingga bentuk rumah itu menjadi pro-
porsional, kuat dan indah, seperti tampak pada Gambar 2.1 dan Gambar 2.2.
Pada Gambar 2.1 dinding gedung yang dimodifikasi menggunakan kaca-kaca
berbentuk segitiga, sedangkan Gambar 2.2 rumah didesain dengan atap berben-
tuk segitiga dan cerubung asap berbentuk silinder di sampingnya.

Untuk membangun bangunan ini, maka tidak akan menghasilkan ba-
ngunan yang kokoh, aman serta indah apabila tidak memakai prinsip geometri.
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa kegunaan prinsip-prinsip geome-
tri sangat luas dalam masyarakat. Hal inilah yang mendorong peneliti melaku-

22 Konsep Dasar

Berikut ini akan digambarkan beberapa istilah dasar tentang relasi-relasi
geometri diantaranya titik, garis, dan bidang dalam sebuah himpunan. Diberi-
kan sebarang dua titik A dan B, maka terdapat sebuah garis melalui kedua titik
tersebut (Kusno, 2003: 51). Jika titik P di garis /, maka dikatakan bahwa P pada
I, garis [ pada P, garis | melalui titik P atau garis ! bertemu (insiden) dengan
titik P. Garis ! sejajar terhadap garis g, dinotasikan ! || g, yaitu ! tidak memo-
tong g atau juga tidak berimpit dengan g (Kusno, 2003: 55). Titik-titik yang
terletak pada garis yang sama (segaris) disebut kolinier dan titik-titik yang ter-
letak pada satu bidang (sebidang) disebut koplanar (Teguh, 2007: 60). Jika
dua garis atau lebih berpotongan pada satu titik, garis-garis tersebut dikatakan
konkuren (Kusno, 2004: 60).

Ruas (segmen) garis A B didefinisikan sebagai himpunan titik-titik segaris
yang memuat titik A dan titik B, dan semua titik diantara titik A dan titik B.
Titik A, B dan titik-titik diantaranya, dikatakan meliputi ruas garis AB. Titik-
titik A dan B masing-masing disebut titik-titik akhir (ujung) dari ruas garis AB
(Kusno, 2004: 62).

Sudut adalah himpunan titik-titik dari gabungan dua sinar yang kedua
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titik pangkalnya berserikat, tetapi tidak terletak pada garis yang sama (Kusno,
2004: 60). Pada Gambar 2.3 dapat dituliskan simbol sudutnya sebagai: ZABC
atau ZCBA. Titik B tersebut disebut titik sudut, sedangkan segmen garis BA
dan BC merupakan kaki sudut.

o Y
7

B C

Gambar 2.3: Sudut ABC atau CBA

Garis bagi (bisector) suatu segitiga adalah suatu segmen yang membagi
dua sama ukurannya sebarang sudut pada segitiga dan berujung pada sisi di
hadapannya (Kusno, 1988: 15). Setiap sudut mempunyai satu sudut bisector
yang pasti (tunggal) (Gustafson, 1991: 23). Selanjutnya akan dijelaskan tentang
definisi dan sifat-sifat poligon.

221 Poligon

Poligon adalah gabungan titik-titik P, P, P, ..., P,_1, P,,, dengan ruas ga-
ris: PiP,, PoPs, ..., Pa_1P,, P, P, sedemikian hingga jika dua sembarang dari
ruas garis berpotongan, bertitik potong pada titik-tittkk P, B, Ps, ..., P,), P,
dan tidak ada titik lain, dimana n bilangan asli dan lebih besar dari dua (Kusno,
2003: 65).

Suatu poligon diklasifikasikan menurut jumlah sisinya, poligon dengan
empat sisi dinamakan tetragon, poligon dengan lima sisi dinamakan pentagon,
dan seterusnya. Poligon yang sisi-sisi dan sudut-sudutnya adalah kongruen
disebut poligon beraturan (Kusno, 2003: 90). Seperti tampak pada Gambar
2.4a. Sedangkan pada Gambar 2.4b adalah poligon tak beraturan, dimana sisi-
sisi dan sudutnya tidak sama.



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

1

P._ P,
- R n-1 Pn
Py
1
P,
P; Py Fs
(a) (%)

Gambar 2.4: Poligon

Dalam penelitian ini, kajian akan difokuskan pada poligon segitiga dan
heksagon. Oleh karena itu, perlu dijelaskan tentang definisi dan sifat-sifat se-
gitiga dan heksagon.

Segitiga adalah bentuk yang terjadi dari tiga buah potongan garis yang
tertutup (Gustafson, 1991: 6), atau dapat dikatakan poligon dengan tiga sisi
(Kusno, 2004: 71). Segitiga merupakan salah satu bangun dasar dari geometri.
Bangun segitiga memiliki tiga sudut dan tiga sisi yang berupa penggal garis
lurus. Sebuah segitiga terjadi apabila ada tiga penggal garis lurus yang setiap
dua garisnya saling berpotongan. Dalam geometri Euclides, tiga buah titik
yang tidak kolinier (tidak terletak pada sebuah garis lurus) membentuk sebuah
segitiga. Adapun segitiga memiliki sifat-sifat sebagai berikut:

1. Sebuah segitiga hanya memiliki tiga sudut, dan ketiga titik sudut tersebut
tidak segaris.

2. Setiap dua titik sudut dihubungkan oleh sebuah ruas garis, dimana ruas
garis adalah lintasan terpendek antara dua titik

3. Bangun yang disebut segitiga adalah gabungan dari ketiga ruas garis
yang membentuk sisi segitiga. (Andrian, 2008:355)

Berdasarkan sisinya, suatu segitiga dibagi menjadi tiga jenis yaitu se-
gitiga samasisi, segitiga samakaki dan segitiga sembarang. Disebut segitiga
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samasisi bila ketiga sisi segitiga tersebut kongruen, tampak pada Gambar 2.5a,
dikatakan segitiga samakaki bila kedua sisi segitiga adalah kongruen, tampak

pada Gambar 2.5b, dan dikatakan segitiga sembarang bila ketiga sisinya tidak
kongruen dengan sudut yang tidak kongruen pula (sebarang), tampak pada

Gambar 2.5c¢.
A ! B A B A B
(@ (b) ()

Gambar 2.5: Macam-macam segitiga berdasarkan sisinya

Selanjutnya fokus penelitian yang kedua heksagon. Heksagon adalah
poligon yang mempunyai enam sisi. Jika enam sisinya mempunyai panjang
yang sama dinamakan heksagon beraturan, seperti pada Gambar 2.6a. Jika
terdapat sisi-sisi yang tidak sama panjang maka dinamakan heksagon tidak

beraturan, seperti pada Gambar 2.6b. Pada heksagon beraturan tersebut, bila
dibagi menjadi enam bagian maka akan terdiri atas enam buah segitiga yang
samasisi. Sedangkan heksagon tak beraturan bila dibagi menjadi enam bagian,
tidak akan terbentuk enam segitiga yang samasisi.

O

(@)

Gambar 2.6: Heksagon
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222 Daerah Poligon dan Luas Poligon

Daerah segitiga adalah gabungan himpunan titik yang termuat pada inte-
rior segitiga. Daerah poligon adalah potongan bidang yang dapat dinyatakan
oleh gabungan terhingga daerah tiga sudut sedemikian sehingga jika dua buah
daerah tiga sudut berinteraksi, maka interaksinya adalah sebuah sisi atau titik
sudut dari masing-masing daerah tiga sudut tersebut (Kusno, 2004: 145), lihat

Gambar 2.7.
(@) (b)

Gambar 2.7: Daerah segitiga dan heksagon

Pada bagian ini disajikan beberapa terminologi untuk membahas luas
poligon dengan pendekatan geometri analitik. Jarak titik-titikk P(z,,y;) dan
Q(z2, y2) dapat dinyatakan oleh {PQ| = /(z2 — 21)2 + (y2 — y1)°. Persamaan
garis melalui titikk P(z;,y) dan Q(z2,y.) dapat dinyatakan sebagai £=%L =

z3—T1
T, gy — 31 # 0, 2 — 11 # 0. Jika A(z1,11), B(22,32) dan P adalah titik-
titik kolinier sedemikian hingga r = J%-l seperti diilustrasi pada Gambar 2.8,
maka koordinat P(x,y) adalah: z = z; + r(z; —z1) dany = g1 + (32 — 1)
(Riddle, 1992: 5, 82, 12). Untuk menetukan transformasi geometri rotasi dari

sebuah titik maka diperlukan definisi matrik.

Matriks adalah susunan bilangan bilangan berbentuk persegi panjang
yang diatur dalam baris dan kolom (Endang, 2005:9). Misal

A=(“ b),3=(e i),makaperkalianmatriksdideﬁlﬁsikansebagai
g9

A.B=(“ 3).(6 f):(““ b+f)(Endang,2005:10)
C

c d

g h c+g d+h
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>~

B(z2iy2)

> X

Gambar 2.8: Koordinat titik bagi ruas garis

Dengan memakai matriks, maka rotasi titik P(z,y) yang dirotasikan de-
ngan titik pusat rotasi O(0, 0), maka hasil rotasinya P'(z/, /'), seperti pada Gam-
bar 2.9.

Posisi titik P/(z’, y") dapat diperoleh dengan cara berikut:
[OP| = |OP|=r
T=r.co8Q
y=r.8iny
Z =r.cos(6 + ) = r.cosp.cosf — r.5in . sin § = z.cos @ — y.sin
y' =r.sin(@ + ¢) = r.sinf.cos ¢ + r.cosf.sin p = z.sin § + y. cos &

Dengan demikian, persamaan transformasi rotasi dalam bentuk matriks
dinyatakan sebagai berikut:
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Gambar 2.9: Rotasi titik P sebesar 6

—sinf cosé

(x' y’)=(a: y).( b Sine)(Pesta,2008:147)

Menentukan luas poligon dapat dilakukan dengan berbagai cara, dianta-
ranya adalah memilah poligon menjadi segitiga-segitiga kecil lalu luas poligon
sama dengan jumlah dari segitiga-segitiga kecil tersebut, atau menggunakan
determinan matriks. Dalam penelitian ini untuk menghitung luas poligon akan
digunakan cara yang efisien yaitu dengan cara determinan matriks. Luas poli-
gon yang akan dibahas hanya untuk bangun segitiga dan heksagon. Adapun
luas segitiga dan luas heksagon ditentukan sebagai berikut:

1. Luas Segitiga
Luas suatu segitiga adalah setengah kali ukuran alas a dengan garis tinggi
t yang berkorespondensi, yaitu L = 1.a.t (Kusno, 2004: 149), lihat Gam-
bar 2.10.
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Gambar 2.10: Unsur-unsur segitiga

Jika tiga titik koordinat segitiga diketahui (z;, ;) dimana ¢ = 1,2,3 maka
luas segitiga dapat ditentukan dengan determinan matriks, yaitu menyu-
sun ketiga titik koordinat segitiga sebagaimana dalam diagram 2.11 beri-
kut

-————

-7 Zomn

31 \<yl
m” | r it [
\\ m

Gambar 2.11: Diagram Perhitungan Luas Segitiga

> Q W o>

Keterangan Gambar 2.11: garis hitam menunjukkan perkalian antara dua
koordinat, yang mana hasilnya ditunjukkan pada garis di sebelah kanan.
Begitu juga dengan garis putus-putus.

sehingga luas segitiga adalah
Lwcmla@m+%m+%w
—(z1.92 + T2.y3 + $3°y1)) |
(Anonim 7)
. Luas heksagon

Untuk menghitung luas heksagon, dapat menggunakan rumus luas segi-
tiga yaitu dengan cara membagi heksagon tersebut menjadi empat luasan
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segitiga, sehingga luas heksagon adalah jumlah keempat luas segitiga
tersebut. Namun cara ini tidak efisien. Berikut ini akan diperkenalkan
teknik menghitung luas heksagon dengan menggunakan matrik determi-
nan. Misal diketahui heksagon seperti pada gambar 2.12, teknik menghi-

D(zp, !lo)

F(zp,yr C(zc, yc)
i

| A(za,ya) B(zp,y8)

Gambar 2.12: Luas heksagon

tung luas heksagon ABCDEF dengan menggunakan matriks determi-
nan adalah dengan menyusun titik-titik dalam susunan sebagaimana di-
agram pada Gambar 2.13,

--——

A ’ A

B : :
C : >
D Yp a - m::
E K. .
F . .
A .

Gambar 2.13: Diagram Perhitungan Luas Heksagon
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sehingga luas heksagon adalah

1
Lapcper = l§ ((zB.ya +ZcyB + Tp.Yc + TEYp + TP YE + TAYF)

—(za-.ys+ zB.Yc + Tc.Yp + Tp.YE + TEYF + iL'F-yA)) |

(Anonim 7)
2.3 Teorema Marion Walter

Marion Walter adalah seorang professor dari universitas Oregon. Beliau
meneliti tentang perbandingan luas heksagon yang terbentuk karena perpo-
tongan garis-garis pembagi dengan segitiga asal. Teorema Marion Walter yang
cukup populer beserta pembuktiannya ditemukan dalam Wahdah (2006:13).
Ka-rena pembuktian tersebut akan digunakan sebagai dasar mengembangkan
Teorema Marion Walter dalam penelitian ini, maka Teorema dan pembuktian-
nya disajikan kembali dalam bab ini.

Theorema 2.3.1 Jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tiga bagian yang
sama panjang dan masing-masing titik bagi dihubungkan dengan titik sudut dihada-
pannya maka perpotongan garis-garis pembagi tersebut akan membentuk sebuah ba-
ngun datar segienam (heksagon) dan perbandingan luas heksagon yang terbentuk de-
ngan luas segitiga adalah 1:10.

Bukti. Misalkan sebuah segitiga samasisi ABC dengan koordinat titik A pada
pangkal koordinat (0, 0), titik B pada sumbu X posotif (z;, 0)dan titik C meru-
pakan hasil rotasi titik B sejauh 60 terhadap pangkal koordinat yaitu (3z;,3v3
;) seperti Gambar 2.14. Untuk menentukan perbandinan luas heksagon de-
ngan luas segitiga samasisi ABC dapat mengikuti langkah-langkah sebagai
berikut.

1. Tentukan titik bagi pada masing-masing sisi AB, sisi BC dan sisi AC de-
ngan perbandingan 1:1:1. Misalkan titik D dan titik E pada sisi AB, titik
F dan titik G pada sisi BC serta titik H dan titik I pada sisi AC (Gambar
2.14b). Koordinat titik bagi pada masing-masing sisi adalah:
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Gambar 2.14: Ilustrasi pembuktian teorema Marion Walter

1 1
:tD‘-=0+§($1—~0)=§:L’1

2 2
ZE=0+§($1-0)=§$1
Ip=<z +1(1x :z:)—sa:
F=21+ 350 1) =g
Tg=2 +glm -x)-—2
¢ =T 3'3 1 1 —~3$1

yp=0+-;-(0-0)=0
yg=0+-§-(0—0)=0

1.1 1
yp-—-0+§ 5\/51’1—0)——6\/5&'1

2,1 1
ve =0+ 5(5\/5931 -0)= §\/§-’L’1
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2,1 1 2.1 1
.’DH=0+§(§$1—0)=§$1 ’ y;;=0+§(-2-\/§2:1—0)=§\/§x1

1,1 1 1,1 1
$[=0+§(§$1—O)=§$1 , y;=0+§(-2-\/§x1—0)=6\/§x1

Jadi koordinat titik-titiknya adalah D(1z,,0), E(2z4,0), F(31, 3V3z1),
G(3x, 1V3z:), H(3x1, 3V321), I(3x1, 1V/3z,)

2. Hubungkan masing-masing titik bagi dengan titik sudut dihadapannya.
Misalkan titik D dan titik E dihubungkan dengan titik C, titik F' dan
titik G dihubungkan dengan titik A, sedangkan titik H dan titik I di-
hubungkan dengan titik B (Gambar 2.14c). Persamaan garis-garis bagi

segitiga ABC adalah
. z-0 y—0 1 5
Garis AF : = & =\3nz==-z
L %:1:1—0 % 32— 0 6 1 6 1y
< y=-;-\/§:v
. z-0 y—0 1 2
Garis AG : = & —V3ir=-z
Zi-0 L/am -0 3 T3t
& y=2V3
2
. T - I y-—0 1 5
Garis BI : =— " & Vi(z-z)=y(-=z
%xl—‘zl % 3x1_0 6 1( 1) y( 6 l)

1 1
&S y= --5\/5::-!- g\/gil?l

. z— T y—0 )] 2
G BH : = e = —z) =y(—-=
aris Lo s =0 3 3z (z — 1) = y( 3:1:1)

|
¢

1 1
& y= —-2-\/51: + E\/gxl
z - iz, y—0 1 1 1
Garis CD : = - — =z1) = y(=
e 3t—3o1 332, -0 2\/5(3- 32:1) y(6x1)

_2 =
GarisCE:Tf-c——sx,—lz y-0

4
A4 y=3\/§ —\/5581
—_— &
R N

VEn(z - 321) = y(~32)

& y=-3V3z+2V3z,

3. Dari perpotongan garis-garis tersebut akan terbentuk bangun heksagon
dalam segitiga ABC. Misalnya peepotongan garis B/ dengan garis CD
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di titik J, perpotongan garis BI dengan garis AF di titik K, perpotongan
garis CE dengan garis AF di titik L, perpotongan garis BH dengan garis
CE di titikk M, perpotongan garis BH dengan garis AG di titik N, dan
perpotongan garis CD dengan garis AG di titik O (Gambar 2.14c). Maka
koordinat titik potongnya adalah:

1
Titik J — ypr=ycp © —%\/gx + 3 3z, = 3v3z — \/5:1:1

o 3\/§z+%\/§ =%\/§x1+s/§z1

16 6
< ? 3.‘L'=g\/§:v1

A4 $“§$
_81

1
y= 3v3z — 3z, = 3\/3%931 -3z, = g 31

1
5

1

5

Titik K — ypr = yar © 3z + %\/52:1 = l 3z

5

R 3x+%\/§x=%\/§x1

< g 3z = %\/g:cl

5
@x—lx
= 5%

1 1 1 1
y= g\/g.’v = g\/g-é':cl = E\/l’_’xl

Titik L — yar = yor < -15 3z = —3v3z + 2v/3z,

o é 3$+3\/§x=2\/§x1

o 15_6\/5 = 23z,

iS4 17_555

1 1 -5 1
y= g\/§$ = g"/g.gl‘l = g\/gxl
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Titik M — ypy = Ycr <

&

<

&

_.12. 3z + %\/ﬁxl = -3v3z + 2V3z,
—%\/gx + 3v3z = 23z, ~ %\/5‘”1
5 3

5\/533 = "2‘ 33"1

z=12z

Y= -—3\/5.’8 + 2\/§.’B1 = —3\/5.-3—1’1 + 2\/51»‘1 = %\/3:-’171

Titik N — ygy = Yac ©
&
=

<
1
0—5\/?_) i

Titik O — Ycp = Yac ©
o
&

<

y=%¢h=

1 1 1
—E 3z + 5\/52?1 = E\/g.'l:
1 1 1
5\/51‘ + 5\/5 = -2' 3z,
\/§a: = %\/E’)‘z‘]
z =i
= 3%
1 1 1
5\/55.’81 = Z\/gxl

3v3z — Vg, = %\/Ez
3v3z — %\/gx =3z,

-2' 3z = \/51';
T = gx
e 5 1
1 -2 1
é‘\fé.gzl = -5 3.’.!,’1

Jadi titik-titik koordinat yang membentuk heksagon adalah
J(%zla %\/gxl)r K(%xly 'i'lﬁ' 39:1):
N(3z1,1V3z1), O(3z1, 1V3m).

L3z, }V3x1), M(%21, }V31y),
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4. Menentukan luas heksagon JKLMNO yang dihasilkan dari penjumla-
han empat segitiga yaitu segitiga K LM, segitiga KM N, segitiga KNO,
dan segitiga KOJ.

1 1
3%t 'ia\/§$1

Lakim = 2ry V3 1

N =

%Zl % 3971 1
= (—'271( \/§:r1 — ‘1-\/5.1:1) 4 -}-\/-5271(§31 - §.’.B1)+
5 10 8 3
1 1 3
(—xl.—\/§x1 - —\/gxl.g.’tl))
= |5(55VB2 ~ 5V ~ 1oVB + Vel + 2V - Vi)

2(100
1

= 200 3:”1

1 1

53‘1 i6 3:1:1 1
8z, 1V3z 1
%331 %\/51‘1 1

Laxmn

TR

= %(%31(%\/5131 = ""\/5171) \/§$1( =Z1 — —Il)‘l‘
(Exl-'];‘/gxl - ""\/gxl-"xl))

3 3 1
- 322 — - & > iy 3
= ‘2 i V322 3z3 — & 373 +5 \/53:1 + 20\/59:? 10\/_3:321)

‘_3.3;;

- v
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1 1
5271 ﬁ\/§z1
%xl %\/ﬁxl 1

2 1
gml 3 3.'51 1

1,1 .1 1 1 1 2
= §(§$1(Z\/§$1 - g\/é.’l;’l) - -1-6\/3(121(53:1 - 31'1)"‘

i

1
Laxno 3

1 1 1 2
(""161.’5' 31 — Z 35171-5931))

1 1 1
= [5G vad - £ VEst - 5ovBa + VBt 4 VAt - 1oV

- 1253'6‘/-

400

§:L‘ 1 % 3.’131 1
2 %\/3.171 1
%&‘1 & \/ﬁl‘l 1

N -
<

8

-t

Lakos =

2 3
= |= —.'Dl( \/§$1 - — 3271) — \/5171(331 = §$1)+

G 2vEns - g :m%m)
A J _ -
= ‘ =32} - \/53:1 o Vaat + %\/éﬁ + 50-\/53;% - E\/ﬁxﬁ)

2°10
—/32})

25

\2 100

= 2m 3$1

Sehingga didapat luas heksagon

Ljkimno = LAKLM + LAKMN + Laxno + Lakos

3 1
_ o2+ 2, 9 1
= 20()\/_ ~/§x1+ 400s/§z§+200\/§z§
_ 2
= 40~/?7:c1
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5. Menentukan luas segitiga ABC dan bandingkan hasilnya dengan luas
heksagon JKLMNO

0 0 1
I1 0 1
%1’1 %\/gxl 1

1
Laasc =

1 1 1 1
5(0(0 - 5\/5331) —_ 0(1‘1 - 0) -+ (xli 3z — 052‘1))

11
5(5‘/556%)
1
1V3d
Membandingkan luas heksagon JK LM NO dengan luas segitiga ABC

Liximno
Laasc

Dari langkah-langkah tersebut, maka diperoleh perbandingan luas heksagon
dengan luas segitiga adalah 1 : 10. Dengan demikian terbuktilah Teorema Ma-
rion Walter ini. o
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METODE PENELITIAN

3.1 Prosedur Penelitian

Prosedur penelitian sangat diperlukan dalam suatu penelitian, karena
prosedur merupakan landasan atau kerangka dasar yang dijadikan pijakan
sekaligus acuan untuk melaksanakan penelitian (Yousda, 1993: 26). Langkah
yang dimaksud merupakan langkah perencanaan yang mencakup penyusunan
dan penyiapan rancangan penelitian serta instrumen pengumpulan data.

Di dalam penelitian ini, prosedur yang dimaksud adalah suatu tahapan
berpikir mulai dari identifikasi, verifikasi, analisis dan generalisasi untuk mem-
peroleh suatu kesimpulan yang berupa lemma, teorema atau korolari baru.
Metode yang digunakan untuk melakukan penelitian tersebut mengacu pada
dua metode berikut:

Metode induktif. Metode induktif merupakan metode penelitian dengan meng-
kaji kaidah-kaidah khusus untuk menentukan kaidah-kaidah umum dalam

Deduktif aksiomatik. Metode deduktif aksiomatik merupakan metode peneli-
tian dengan menemukan aksioma atau teorema-teorema yang sudah ada
kedalam permasalahan baru yang akan diselidiki.

Dengan memanfaatkan keadaan diatas secara umum prosedur dalam pene-
litian ini adalah sebagai berikut:
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Membuat bidang kartesius Menentukan sebarang segitiga
pada bidang kartesius

Y
masing-masing sisi segitiga sisi segitiga menjadi k
yang membentuk heksagon bagian yang sama panjang

l

Menghubungkan titik sudut
dengan titik-titik pada
sisi di depannya

|

Menentukan titik potong
garis-garis tersebut
yang membentuk heksagon

Menentukan luas heksagon

Y
Membuat kesimpulan

Gambar 3.1: Diagram Prosedur Penelitian

3.2 Definisi Operasional

Pada penelitian ini variabel yang akan didefinisikan adalah Pengemba-
ngan Teorema Marion Walter dengan Menggunakan Sistem Koordinat Karte-
sius. Definisinya adalah sebagai berikut.

e Pengembangan adalah mengembangkan teorema Marion Walter, dimana
teorema Marion Walter hanya membagi sisi-sisi segitiga menjadi tiga bagian
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sama panjang. Dalam penelitian ini sisi-sisi segitiga dibagi menjadi &
bagian sama panjang, dimana k adalah bilangan asli ganjil.

¢ Sistem koordinat adalah suatu metode untuk menentukan letak suatu
titik dalam grafik yang terdiri dari 2 garis saling tegak lurus, yaitu satu
mendatar (horizontal) disebut sebagai sumbu-z dan yang lain tegak (ver-
tikal) disbut sebagai sumbu-y.

¢ Heksagon adalah suatu bidang datar yang terbentuk dari perpotongan
garis yang terbuat dari titik batas dengan sudut yang ada dihadapannya.

¢ Garis pembagi adalah suatu garis yang menghubungkan titik sudut den-
gan titik bagi pada sisi segitiga di depannya.

o Titik bagi adalah suatu titik pada sisi segitiga yang menandakan batas
pembagian.

3.3 Jenis Penelitian

Jenis yang digunakan dalam penelitian ini adalah jenis penelitian deskrip-
tif aksiomatik, yaitu penerapan teorema/aksioma yang telah ada kemudian
diterapkan pada pengembangan teorema Marion Walter. Menentukan titik ko-
ordinat, persamaan garis, menghitung luas segitiga, dan luas heksagon yang
digunakan dalam penelitian ini.
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| @ WAL 7 SERPUSTARAAN

BAB 4

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan disajikan hasil penelitian tentang pengembangan teo-
rema Marion Walter. Sebagaimana dijelaskan dimuka bahwa Marion Walter
hanya membuktikan sebarang segitiga dimana sisi-sisi di depan sudutnya diba-
gi menjadi tiga bagian sama panjang. Dalam penelitian ini sisi sebarang segi-
tiga dibagi menjadi lima bagian, tujuh bagian, dan k bagian yang sama pan-
jang, dimana k bilangan ganjil.

Alasan peneliti membagi sisi segitiga menjadi k bagian sama panjang un-
tuk % bilangan ganjil adalah berkenaan dengan hasil observasi yang menun-
jukkan bahwa bangun bagian dalam yang terbentuk adalah sebuah heksagon,
seperti yang ditemukan dalam teorema Marion Walter.

Namun demikian bila £ genap maka berdasarkan observasi, heksagon
yang terbentuk dipenuhi oleh beberapa segitiga sehingga bangun bagian dalam
yang terbentuk tidak berupa heksagon murni. Oleh karena itu, penelitian ini
difokuskan pada pembagian dengan k bagian yang sama panjang bila k ganyjil.

Penelitian ini diawali dengan membagi masing-masing sisi sebarang segi-
tiga tersebut lalu menentukan koordinat titik pada masing-masing sisi segitiga,
yang nantinya akan membentuk heksagon terkecil. Kemudian titik-titik terse-
but dihubungkan dengan titik sudut yang ada dihadapannya untuk menen-
tukan persamaan garisnya. Setelah itu menentukan koordinat titik potong
garis-garis tersebut yang membentuk heksagon terkecil dan diakhiri dengan
mencari rumus luas heksagon tersebut.

Kemudian rumus luas heksagon yang diperoleh diaplikasikan ke segitiga
sembarang, samakaki dan samasisi, dengan cara menentukan titik-titik koordi-
nat sudut segitiga. Sudut koordinat diletakkan pada sumbu koordinat dikare-

29
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nakan lebih memudahkan penelitian.

Beberapa hasil penelitian ini, untuk pembagian sisi segitiga kedalam lima,
tujuh, dan k bagian sama panjang, dimana & ganjil, disajikan dalam sebuah
teorema, lemma atau korolari. Teorema, lemma atau korolari baru yang dite-
mukan dalam penelitian ditandai dengan simbol “diamond ¢". Terdapat tiga
lemma baru dan tiga teorema baru yang ditemukan, dan selengkapnya akan
dijelaskan dalam bagian berikut.

41 Sebarang Segitiga yang Masing-masing Sisinya Dibagi Lima Bagian Sama Pan-
jang

Berdasarkan teorema Marion Walter yang disebutkan pada bab 2 sebelum-
nya, maka berikut ini disajikan beberapa lema dan teorema yang terkait de-
ngan hasil penelitian dengan pembagian sisi-sisi segitiga menjadi lima bagian
sama panjang.

¢ Lemma 4.1.1 Jika sebarang segitiga ABC, masing-masing sisinya dibagi dengan
ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut A(z,, 1), B(z2,1), dan C(zs, y3)
di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga menjadi lima bagian yang sama pan-
jang, maka akan terbentuk heksagon terkecil DEFGH I dengan titik-titik koordinat
sebagai berikut

D(z,y):

r= (%) ((2223 + 3.'171)(5?/2 —2y3 — 3yl)(5xl — 23— 33"2) ¥ (23:3 + 3"52)

(592 — 2ys — 311)(522 — 223 — 321) + (3y2 — 3v1) (522 — 223 — 27y)
(52, ~ 223 — 322))

dimana £ = 5((5y2 — 2y3 — 3y1) (521 — 223 — 372) — (51 — 2y — 3y2) (522 — 223 — 371 ))

1
y=- ((29:3 +32,)(5y2 — 23 — 391)2 (521 — 275 — 332) — (223 + 32)
(52 — 2ys — 3y1) (522 — 223 — 32, )(5y2 — 23 — 311) + (312 — 311)
(523 — 223 — 321)(5z1 — 223 — 322)(5y2 — 2y3 — 3y1) — (223 + 3x4)
(5y2 — 2ys — 3y1)((5y2 — 2ys — 3y )(5z1 — 223 — 3x3) — (531 — 2y3 — 31)
(5z9 — 223 — 311)) + (522 ~ 223 — 3%1)(2ys + 341 ) ((By2 ~ 2y3 — 3y1)
(521 — 255 — 355) — (531 — 245 — 392)(522 — 25 — 31)))
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dimana a = 5(5z2 — 2x3 — 3z, )((5y2 — 2ys — 3y1 ) (521 — 223 — 32) — (5y1 — 2y3 — 312)
(52 — 2x3 — 3z,))
E(z,y):

1
= (3) ((29:3 +3z2) (511 — 2ys — 3ye2) (573 — 221 — 3x2) ~ (221 + 3z2)
(53}3 —2th — 3y2)(521 — 23 — 3582) + (2y1 - 2y3)(5x1 — 23 — 3272)
(5333 - 2(171 - 3.’1:2))
dimana o = 5((5y1 — 2ys — 3y2)(5x3 — 211 — 3z2) — (5ys — 241 — 3y2)(521 — 223 — 372))

1 .
y= '5((2-'23 + 3x2) (511 — 2y3 — 3y2)?(523 — 223 — 3x3) — (221 + 3x2)
(5y3 — 2y1 — 3y2)(5xy — 223 — 322)(5y1 — 2ys — 3e) + (211 — 2us)
(5171 - 2.’1:3 — 3172)(51’3 = 23:1 — 31172)(53]1 = 2y3 = 3y2) == (2:!23 + 3:!:2)
(531 — 23 — 312)((541 — 2us — 3ye)(5x3 — 221 — 322) — (5ys — 2y1 — 3)
(521 — 2z3 — 313)) + (521 — 2x3 — 3%2)(2ys + 3y2)((5yr — 2ys — 3y2)
(523 — 21 — 3x2) — (5ys — 241 — 3y2)(Bzy — 223 — 322)))
dimana b = 5(5z, — 23 — 3x2) (531 — 2y3 — 3y2) (523 — 221 — 3z2) — (5ys — 2y1 — 3y2)
(5.’171 — 2223 - 33}2))
F(z,y):

1
T = ('7;) ((31?3 + 221 )(5y2 — 3ys — 2u1) (523 — 223 — 33) ~ (221 + 3x2)
(5ys — 21 — 312)(522 — 3z3 — 221) + (3y2 — 3ys)(523 — 221 — 372)
(52 — 323 — 231))
dimanan = 5((53}2 — 3y3 — 2y1)(5$3 G~ 2:1:1 y 3$2) - (5y3 = 2y1 —3y2) (532 —3.’.63 = 2:1:1))

1
y= “c'((3$3 +221)(5y2 — 3ys — 2y1)* (53 — 223 — 3x2) — (22 + 3z,)

(5ys — 2y1 — 342) (522 ~ 323 — 221)(5y2 — 3y — 211) + (3y2 — 3ya)
(5:53 = 2271 = 322)(5122 = 33:3 = 2171)(51[2 = 3y3 — 2y1) = (3163 + 23,‘])
(542 — 3ys — 211 )((5y2 — 3ys — 241) (523 — 271 — 3x2) — (Sys — 2y; — 3u2)
(522 — 33 — 221)) + (52 — 323 — 221)(3ys + 231)((5%2 — 3ys — 2u1)
(5:!73 - 2.’121 — 3562) e (5y3 — 2y1 — 3y2)(5$2 = 3323 e 2231)))
dimana c = 5(5z2 — 33 — 221 )((5y2 — 3ys — 2y1 )(5x3 — 221 — 3z2) — (5ys — 2y — 3y2)
(5.’.!:2 - 333 - 2131))
(z,y):

1
2= (=) (32 +221) 50z — 35 — 291) (521 ~ 3 — 2z) — (324 + 222)

(5y1 - 3y3 - 2‘!}2)(5:52 - 3.’53 - 2$1) + (2y2 - 2y1)(532 - 33,'3 - 2:01)
(5171 —3z3 ~ 2222))
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((Img - S:pz - Z:pg)
(Pzg — tag — Szg)(%hg — ®ig) + (*zg — 'zg — fxg)('Ag ~ ©g — *g)

(Yo + 82g) — (52 — 'zg — Lxg)(%g — YAg ~ $AG)(Cxg + Tag)) (%) =7

(R T
((%zg — 'zg — txg)
(%hg — Bhg — WAg) — (2xg — Szg — Yog)(%ig — g — ¥Ag)) (Pxg — 12g — £2G)G = 2 pumup

(((exg — 'wg — xg)(%ig — eAg — Yig) — (%ag — Sxg — 20)

(%fig — hg — eAg))(¥g + hig)(%xg — 1zg — $xG) + ((%27 — 1T¢ ~ £2Q)

(vfig — S — 1ig) — (*zg — Brg — 12¢)(%Ag — Mg — SAg))(¥ig — Ufig — Shg)
(ezg + txg) — (%Ag — 'Ag — thig)(%xg — txg — xg)(ezg — Tzg — £2Q)

(Vg — $hg) + (%Ag — Mig — #Ag)(Sxg — tag — Sag)(%ig — *g — ig)

(vag + Szg) — (3ag — g ~ 12g) (tg — Mg — ¥Ag)(Fag + zg)) < = A
¢ T

(2 — 1zg—S2g)(¥hig — #Ag — VAg) — (%xg — Sxg — 'xg)(%ig — g —#Ag))g = J vuvuytp

((sz — tpg — ng)
(?zg — 'zg — Szg)(fig - tig) + (%ag — 'zg — Fzg)(%g — *Ag - 'Ag)

d
(caz + S2g) — (g~ Sog — g) (9 — Vg — g) (eag + 129)) (5) = 2

:(ﬂ ‘:c) H
((tzg — 8zg — t2g)
(g — ehg — 1AG) — (2xg — Szg — 1xg)(Wfig — BAg — oAg)) (g — tzg — tzg)g = p vuvuap

(((Ixz — Ezp — ng)(zfiz — tfig — Iﬁg) - (sz — €xp — ng)

(Vg — sAg — ohig))(fig + tig)(*rg — fxg — txg) + (‘o — Szg — U2g)
(vfig — Shg — TAg) — (tzg — Szg — Twg)(MAg — Bhg — oig))(Mig — Shg — %Ag)
(Yzg + tzg) — (Wig — 8hg — fig)(%ag — Sag — 1og)('7g — Bog — tag)

(Wig — ¥fig) + (g — Shg — tig)(*2g — Sog — 2ag)(%g — Shg — 1Ag)

(¢zg + txg) — (Sx7 — S2¢ — Ia:g)z(lliz — thg — ig)(‘zg + ﬁ:cg))% =R

((1xg - txg—2xg) (g — thig — Ag) — (2zg — txg — zg) (g — Bhig — %ig))g = @ puvuip

4>
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dimana = 5((5:!]3-—33]1 ~2y2)(5:c2 —2$3 —3131) - (5y2 —2y3 —3y1)(5x3 —31‘1 —2272))

= %((3321 + 2172)(51/3 - 3y1 - 23[2)2(5172 - 3.’51 - 2273) - (21173 + 3.’221)
(5y2 — 2y3 — 311 )(5z3 — 31y — 272)(5ys — 3y1 — 2y2) + (2ys — 23)
(5z3 — 32y — 222)(5z2 — 223 — 3z,)(5ys — 331 — 2y2) — (3x) + 2x2)
- (5ys — 3y — 2y2)((5ys — 31 — 240) (52 — 223 — 321) — (592 — 2ys — 3y1)
(5:03 - 31[71 - 22:2)) + (5$3 - 3271 - 21’2)(31/1 + 202)((5:03 - 3y1 - 2y2)
(5:32 - 2x3 — 3:81) - (5y2 - 2y3 - 3y1)(5x3 -3z — 232)))

dimana f = 5(5$3 -3z - 2:1:2)((53;3 — 3y1 s 2‘3}2)(5.‘52 —2z3 —3221) - (53/2 - 2y3 - 3y1)
(5z3 — 3z; — 212))

Bukti. Misal diberikan sebarang segitiga ABC, sebagaimana terlihat pada Gam-
bar4.1. Bila masing-masing sisi segitiga dibagi dengan ruas garis yang menghu-
bungkan titik-titik sudut A(z,, 1), B(z2, y2), dan C(zs, y3) di depannya dengan
titik-titik pada sisi segitiga menjadi lima bagian sama panjang maka terben-
tuk dua heksagon, yaitu heksagon dalam (terkecil) dan luar. Akan dibuktikan
bahwa titik-titik koordinat heksagon terkecil adalah seperti yang disebutkan
diatas.

Langkah awal adalah menentukan titik koordinat dari titik batas masing-
masing sisi segitiga yang membentuk heksagon terkecil

T, =2 +g(:c —a:)—ga: +gz = +-2-( - )—3 +2
ea = I1 5 2 1—51 52,.%2"‘.!/1 5?}2 y1—5y1 5?/2
3 2 3 3 2 3
mq.=zl+g($2—$1)=g$1+g$2 ) ycs=y1+g(y2—y1)=gy1+gyz
3 2 3 3 2 3
Lo, = T3+ g(ﬁvz —z3) = 5933 =+ gfvz y Yo =Y3+ g(yz ~y3) = g’!/s + -5-1}2
Tgy =T +g(:r —:1:)—§$ +-2-.'z: = +2( - )—§ +-2-
as = T3 5 2 3—-53 52,%3—113 53/2 ys—sys 5‘!}2
Ty, =T +-2-(:c —z)—ﬁx +gx = +g( - )"§- +2
b = T3 5\ 3—53 51,.%—113 53/1 y3—~5y3 5?/1

Ty =T +§(x —a:)-—gx +-3—:1: = +§( ~ )“"g +§
63*351 3—5351»%3—1/3 5!!1 ys*sys 5!!1
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C(SC;;, y3)

Gambar 4.1: lustrasi sebarang segitiga dimana masing-masing sisi dibagi men-
jadi lima bagian sama panjang

Kemudian menentukan persamaan garis yang dibuat dari titik-titik batas

tersebut dengan sudut yang ada dihadapannya, yang nantinya akan memben-
tuk heksagon terkecil

a:-w-g-xs—%axz: —%y:;—%yz
xl*%-’ls*ng yl"%yﬁ!"'%w
2 3

T - £x3— £29 2 3 2 3

& =( 5 L] ) —_— —— + = —

S VPR Py P (W =g — g+ g+ 3
x—%m3—§x2=y—%ys-—§vz
x:—%m—%xz yl-éys—§yz

3 2
T — gT3 — &2

Garis Aay

Garis Aaj

)( _g _.2. )+§ +g
] 53}3 5!/2 5113 5!12

PN (y=
r — %:173— %1‘2
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3 2 3 2
T—3Z3— 51 _ Y—3¥s— 5

Garis Bby =
g2~ 3z~ 2m1  p-3dus—In
3 2
Tr— Tz — X1 3 2 3 2
=N =(..__5_5) — =ypa ~ =11) + =13 + =
Vv vpy ol St OB R
Garis Bbs x-%«’vs*%xl _ y_%yii"'%yl
zz—§x3~§m1 Y2 — %y "%yl
2
I — £T3 T 2 2 3
& y= S ) - s — w) +Th T
y (xz—gza-g (v2 — 7 y:) sust+
Garis Cc, z 5 —%xz == gyl—gyz
-"«'3—%31—%12 ?13‘%!/1—%3!2
3 2
T~ 3Ty —~ £T2 3 2 3 2
o y=(——r =) m-tn-cw+int:
V= \gTin- I (vs— gt —zw) +gn + ¢
2 3 2 3
T — £I] — £T -y~
Garis Cc; SRR _ U YR

2 3. ) 3
I3 —§%1—5%2 Ys— 5% —5h
z— 2z - 2z, 2

< y=( )(‘ya—-yl y2)+gyl+-3-
I3 — %21 = 3.’!7 5 5 5

Setelah diketahui persamaan garis, langkah selanjutnya adalah menentukan
koordinat titik heksagon terkecil. Titik-titik yang membentuk heksagon terke-
cil merupakan hasil perpotongan antara garis-garis tersebut.

Titik D adalah perpotongan antara garis Bb; dengan Aa; sehingga
YBb3 = YAa2 4.1)

2
T —£T3 — -3:1

& ( 5
Tg — -.'1:3 = 52

)(yz —- Y3 — —yl) + Zys + 3y1
5 5 5
2

xmg:ta—*-s-zg) VARG 2 §
(xl_%zs_%xz (n R 5?/2)+5!l3+ Y2

5
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T 5y2 — 2ys — 3y Zatdn, L 3y1) 3
Aad (54\:3-2:;3-3::; ( 5 ) - 5:3—2:,-3:, 5 =
5
( z )(5y1—2y3—3y2)”( i )(5y2—2y3—3y1)+
5z —-22;3—323 5 5z -—2.;3——333 5
3y2 — 31
5

1
® = (Z) ((2z3 + 321) (5y2 — 2ys — 3y1)(5z1 — 273 — 3x2) — (223 + 322)
(5‘_1/2 - 2y3 — 3y1)(5a:2 —2z3 — 3:81) + (3y2 - 3y1)(5a:2 - 23 — 23:1)
(5151 - 23 — 3(172)) (42)
dimana
€ = 5((5y2 — 2ys — 311) (521 — 23 ~ 3x2) — (531 — 2ys — 32)(5z2 — 223 — 37y))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.2) ke dalam (4.1)

2 3
T — 5%3 — 521 2 3 2 3
= —_—— —_ - + = + -
YBs ((L’z 1 %xl)(yz e~ gy + st En

al,- %((2::3 +321) (512 — 2us — 331)2(551 — 2z ~ 322) — (223 + 322)
(5y2 — 2y3 — 3y1)(5z2 — 223 — 371 ) (5ye — 2ys — 3y1) + (3y2 — 31)
(5z — 2z3 — 321)(5z1 — 223 — 3x2)(By2 — 2ys — 3y1) — (223 + 3z,)
(5y2 — 2ys — 3y1)((5y2 — 2y3 — 3y1) (521 — 223 — 3%2) — (541 — 23 — 3p)
(53 — 223 — 321)) + (522 — 223 — 321)(2ys + 3y1) ((5y2 — 2y3 — 3y1)
(521 — 225 — 322) — (591 — 295 — 39u) (522 — 23 — 331)) ) @43)

Dimana

a = 5(5z2 — 2z3 — 3z1)((5¥2 — 2ys — 3y1) (521 — 223 — 3x3) — (5yr — 2ys — 3y)
(5&'2 - 2173 = 3$1))
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Titik E adalah perpotongan antara garis Aa,; dengan Cc; sehingga

YAa2 = YCe3 44)
o ( §x3 5‘7"2)( _2 3 ).;._. +.3..
Ty — -5-1‘3 — gz )1 53/3 y2 Y3 5y2

2 3
T — §T1 — 5T2 2 3 2 3
(:z:3 — Iz, - 3z )~ 5o — )+ g0+ e

o (mm )(5y1—2y3—3y2)_( S )(5y1—2y3—3yz)=
5z; -2? ~3z3 5 5z; ~2§3—3.z'3 5
( z )(5y3_2yl_3y2)_( '22‘;_3?2 )(5y3—2y1_3y2)+
T3 _75,-3%7 5 e 5
3
2y — 2y3
5

& = (:17-) ((2z3 + 3z2) (511 — 2ys — 3y2)(5z3 — 2z — 3x3) — (221 + 322)
(5ys — 2y — 3y2)(521 — 223 — 372) + (241 — 2y3)(571 — 223 — 32)
(523 — 221 — 372)) (4.5)
Dimana
0 = 5((5y1 — 2y3 ~ 3y2)(523 — 2z, — 3x2) — (Sys — 21 — 3y2)(571 — 273 — 322))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.5) ke dalam (4.4)

_(Fzsmsgmy, 2 3,2 |3
yAa?"(a:l_gxa_ z)(yl £V y2)+ shs + Y2

o YL %((2:53 + 822) (531 — 2us — 342)2(5%5 — 221 — 322) ~ (21 + 322)
(Sys — 2y1 — 3y2) (521 — 223 — 322) (51 — 2y3 — 3ya) + (21 —~ 2y3)
(521 — 233 — 373) (523 — 271 — 372)(5yh — 2ys — 3y2) — (273 + 373)
(51 — 2ys — 3y2)((5y1 — 2y3 — 3y2)(5z3 — 221 — 3%2) — (Sys — 21 — 312)
(521 — 273 — 373)) + (571 ~ 273 ~ 372)(2y3 + 3y2)((5y1 — 23 — 3y2)
(523 — 221 ~ 3%2) — (593 — 251 — 3yo) (521 ~ 225 — 32))) (4.6)
Dimana
b = 5(5z1 — 223 — 3z2)((5y1 — 2y3 — 3y2)(5%3 — 221 — 3x2) — (5ys — 241 — )
(5x1 — 223 ~ 322))
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Titik F adalah perpotongan antara garis Bb, dengan Ccs sehingga

YBr2 = YCe3 4.7)

3 2
& e — 2 4 S gy =
(xz T In, (2= z¥s = zw) + gy + 2

2 3
(.’B*g:ﬁ—g:vg

Yoo 2 — Sy 2y 2

z 52 — 3ys ~ 251 fmin | Syp —3ys— 2,
Ao (533-3:;3-23;, )( 5 ) i 5;.;2..3?_2:, ( 5 ) -
( z )(5y3—2y1—3y2)_( fntin )(5y3—2y1—3y2)+
5_::_:3—2:;1 —3z3 5 513—221 ~3za 5
3yz — 3y3
5

& = (%) (323 + 221) (52 — 3ys — 2u1) (53 — 221 — 333) — (231 + 33,)
(5y3 — 2y1 — 3y2)(5z2 — 3z3 — 221) + (32 — ys)(5x3 — 271 — 372)
(522 — 375 — 213)) @48)
Dimana
m = 5((542 — 3ys — 2y1)(523 — 271 — 372) — (Sys — 241 — 3ye)(522 — 373 — 221))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.8) ke dalam (4.7)

3 2
_ (T, 3 2], <SuiiRd
VB2 (xz_%xs_ gxl)(yz s gy st e

& y= %((3:1:3 + 221) (52 — 3ys ~ 2u1)° (53 — 221 — 3x3) — (221 + 372)

(5ys — 2y1 — 3y2) (522 — 373 — 221)(592 — 3ys — 211) + (3y2 — 3ys)
(523 — 221 — 3x2)(5z2 — 373 — 22,1 )(Sy2 — 3ys — 211) — (323 + 21y)
(5y2 — 3ys — 2y1)((5y2 — 3ys — 241)(5z3 — 221 — 3z3) — (53 — 21 — 3y2)
(522 — 3z3 — 221)) + (522 — 323 — 271)(3ya + 21)((5y2 — 3ys — 241)
(523 — 2z; — 3z3) — (5ys — 2y1 — 3ys) (522 — 3x3 — 274))) 4.9)

Dimana

¢ = 5(523 — 3z3 — 221 )((Sy2 — 3ys — 241)(5z3 — 221 — 3z2) — (Sy3 — 241 — 3pn)
(5z2 — 323 — 213))
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Titik G adalah perpotongan antara garis Bb, dengan Aag sehingga

Y82 = YAa3 (4.10)

3 2
T~ 3T3— 0 3 3 2
—— -~ + -~ +._
© (xz_%xs_ x)(yz =¥ yl) st En =

T 3—‘.'82 3 3 2
(xl_gxa_ x,)(y‘ R —5yz)+gya+5y2

( z )(5y2—3ys—3yx)#( —— )(5y2—3y3—2y1)=

&3—3';3—2::1 5 &3—%5 —2x,; 5
x 551 —~ 3ys — 2 Seafdm | Sy, —3ys — 2
(M ) ( 5 ) - ( ia:ézga-_?-ﬁz) ( 3 )+
5
2y2 — 2y
5

& z= (é) (323 + 221) (542 — 3ys — 2u1) (521 — 33 — 233) — (373 + 225)
(5y1 — 3ys — 2y2)(5z2 — 323 — 221) + (2y2 — 2y1)(5z2 — 33 — 221)
(51 — 33 — 213)) 4.11)
Dimana
w = 5((5yz — 3ys — 211 )(5x; — 3z3 — 213) — (5y; — 3ys — 2y2)(5z2 — 323 — 224))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.11) ke dalam (4.10)

3 2
T — g.’ﬂa = g.’Bl

3 2 3 2
YBw = ( )(yz ~ gya = '5.1/1) g gys + gyl

o = -(12((313 + 2z, )(5y2 — 3ys — 211 )*(5z1 — 3z3 — 222) — (373 + 272)

(541 — 3ys — 2y3)(522 — 323 — 221)(5y2 — 3ys — 231) + (252 — 211)
(5z2 — 3x3 — 221)(5x; — 3x3 — 2x2)(5y2 — 3ys — 2y1) — (3z3 + 2z;)
(5y2 — 3ys — 241 )((5y2 — 3ys — 2y1) (521 — 323 — 223) — (51 — 3ys — 242)
(522 — 33 — 221)) + (522 — 323 — 221)(3ys + 211)((By2 — 3ys — 2y)
(521 — 3z3 ~ 222) — (5y1 — 3ys — 2y2)(5z2 — 323 — 224))) 4.12)

Dimana

d = 5(5z2 — 33 — 21, )((5y2 — 3ys — 211 )(521 — 33 — 222) — (511 — 3ys — 212)
(5z3 — 3x3 — 211))
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Titik H adalah perpotongan antara garis C'c; dengan Aa;

Yca = yAas ’ (4.13)
2
z 5:1:1 —- -xz _ § 2 3 2 -
At (w3 P g:c )(93 U yz) gtz =

3
17'—3$3—g.'172 3 3 2
—_—— — =y — — ot -
(xl o gxz)(yl s 52!2) Tyt

o ( z )(5y3—3y1—2y2)_( Intin )(5y3~3y1—2yz)___
5@3—3;:1—233 5 5z -3:; = 5
( &4 )(5yl-3y3_2y2)_ ( .3_"'.35&32 )(5y1_3y3_2y2)+
e 5 T T ) 5
3ys — 3y

5
1
P — (;) ((3z1 + 222)(Bys — 3y1 — 2y2)(521 — 3z3 — 223) — (323 + 273)

(531 — 3ys — 2u2) (53 — 321 — 222) + (3ys — 311) (523 — 31 — 222)

(52, — 3z3 — 222)) (4.14)
Dimana
p = 5((5ys — 3y1 — 2y2)(5x1 — 3z3 — 272) — (5y1 — 3ys — 2y2) (525 — 3z1 — 213))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.14) ke dalam (4.13)

3
T = §x1 5.'172

Yc2 = (
T3 — %171 5372

)
)(ys —Fh— —yz) +ent

& y= é((3:c1 + 225)(5ys — 3y1 — 210)%(521 — 323 — 2x3) — (373 + 273)

(5y1 — 3ys — 22) (53 — 371 — 2%2)(Sys — 3yx — 2y2) + (3ys — 3y1)
(523 — 3z — 2x5)(5z) — 3x3 — 22,)(5ys ~ 31 — 2y2) — (3z1 + 273)
(Sys — 3y — 212)((5ys — 311 — 2112) (571 — 33 — 233) — (51 — Bys — 24p)
(5z3 — 321 — 222)) + (5z3 — 321 — 222)(3y1 + 2y2)((5ys — 31 — 212)
(521 — 3z3 — 222) — (531 ~ 3ys — 2u2) (523 — 31 — 222))) (4.15)

Dimana

e = 5(5z3 — 31 — 222)((5ys — 3y — 242) (571 — 33 — 272) — (531 — 3ya — 242)
(523 — 3z, — 222))
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Titik I adalah perpotongan antara garis Cc, dengan Bb; sehingga
YCc2 = YB3 (4.16)

3 2
.'5—-3&71——22 3 3 2
& (xs__xl__$2)(ys =91 5y2)+5y1+5y2

T 2.’1:3 31131 2 2 3
5 5 4.2
(:L_2 — 30«'3 — 5z1)(y2 5313 Syl) + 5y3 + 5?11

z 5ys — 3ys — 240 fnd2n \ 5ys— 3y - 2y _
Aad (5_::3—31:; ) ( 5 = 5z;,—3=5r, 223 ( 5 =
5
( )(5!!2*2!!3"3?11)_( - )(5yz-2y3—3y1)+
523—2:3-32’ 5 52:3—2:3—3@] 5
2ys — 2o
5

& z= (-Z;) ((3z1 + 222)(5ys — 311 — 242) (523 — 321 — 223) — (223 + 3741)
(592 — 2y3 — 3y1)(573 — 321 — 222) + (2y3 — 242)(573 — 321 — 273)
(522 — 2z5 — 371)) 4.17)
Dimana |
0 = 5((5ys — 3y1 — 2y2)(5z2 — 2x3 — 3z1) — (592 — 2y3 — 3y1)(523 — 31 — 21))

I — éxl . _:52 3 3 2
e —_—— -— - + —
Yce2 (z;, 2171 52 )(ya 52/1 y2) 5!{1 + 5?/2

© = %((32?1 + 222)(5ys — 3y1 — 2y2)* (52 — 32y — 223) — (223 + 37)
(5y2 — 2ys — 3y1) (573 — 371 — 222)(5ys — 3y1 — 2ua) + (2y3 — 212)
(5z3 — 32y — 2x2) (52 — 223 ~ 321)(Bys — 31 — 2u2) — (3y + 223)
(5ys — 331 — 242)((5ys — 3y — 2y2) (522 — 223 — 321) — (542 — 2y5 — 3y1)
(5z3 — 3z — 222)) + (523 — 321 — 222) (311 + 2y2)((Bys — 31 — 230)
(575 — 223 — 321) — (592 — 2u3 — 31} (523 — 321 — 223))) (4.18)

Dimana
f = 5(5z3 — 3y — 222)((5ys — 3y1 — 2u2) (53 — 223 — 321) — (592 — 2y3 — 3y1)
(523 — 3z — 2x3))
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Dengan demikian lemma di atas terbukti. O

< Teorema 4.1.1 Jika sebuah segitiga sembarang, samakaki, dan samasisi ABC, masing-
masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut A(z1, 1),
B(xs, y2), dan C(z3,ys) di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga menjadi lima
bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk
dengan luas segitiga asal adalah 1 : 28.

Bukti. Pertama akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga sembarang, ma-
sing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis penghubung titik sudut dengan
titik-titik pada sisi segitiga di depannya menjadi lima bagian yang sama pan-
jang, maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas
segitiga asal adalah 1 : 28. Pada Lemma 4.1.1 sebelumnya telah didapat titik-
titik koordinat yang membentuk heksagon terkecil, selanjutnya akan dihitung
luas dari heksagon terkecil tersebut. Untuk menghitung luas heksagon terse-
but dilakukan dengan cara determinan, seperti yang sudah dipaparkan dalam
Bab 2, diagram perhitungan luas heksagon pada Gambar 2.11.

-

D x@,z)\’\/ Yas  Ta5Vas)

E z4 ( " Y1) T(4.2)°Y(4.6)
F x(««(< y(mt4.o)
G y(«ji/\,f Y = T3 Y(a12) T8 Y(a12)
H x(«x(< y(mwm
I x(‘@,\xwm-wm)
D rea” Sk | | samuen
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Dari cara tersebut didapat luas heksagon terkecil DEFGH adalah,

Lpereur = |%(($(4.5)-‘y(4.3) + T(4.8)-Ya.6) T T(a.11)-Y4.9) T T(4.14)-Ya.12) +
T(a.17)-Y(a.15) + T(42)-Ye18)) — (T@a2)-Ya8) + Tas) Y9 +
T(4.8)-Y(4.12) T T(a.11)-Y(4.15) + T(4.14)-Y(4.18) +
T4.a7n 4/(4.3))) f 4.19)

Setelah didapat luas heksagon terkecil, langkah selanjutnya adalah men-
cari luas segitiga asal. Untuk mencari luas segitiga asal dilakukan dengan cara
yang sama seperti mencari luas heksagon di atas.

- it

T

= O W

\\ /,__Lﬂs\% ‘Y3

Z3.Y1

Didapat luas segitiga asal ABC adalah,

1
Lagc = |5((@291 + T340+ 21.05) = (@142 + 2295+ T3.0)) | (4.20)

Jadi, perbandingan luas heksagon terkecil dengan segitiga asalnya adalah

Lperani(4.19)
Tapc(4.20)

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga sembarang, maka
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada
Gambar 4.2:

4.21)

A(.’L’l, n) = (Oa 0)
B<x2s 9'2) = (/\a 0)
Cl(zs,13) = (u,v)
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Dengan mensubstitusikan nilai-nilai ,, z2, 73 dan y1, 2, ys pada persama-

an 4.21, maka diperolehlah perbandingan luas heksagon terkecil dengan luas
segitiga asal, yaitu 1 : 28. W

Y,

4(.0) ‘ b'¢

Gambar 4.2: Tlustrasi segitiga sembarang dimana masing-masing sisi dibagi
menjadi lima bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Kedua pada Teorema ini akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga sa-
makaki, masing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis penghubung titik
sudut dengan titik-titik pada sisi segitiga di depannya menjadi lima bagian
yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terben-
tuk dengan luas segitiga asal adalah 1 : 28. Pada Lemma 4.1.1 sebelumnya
telah didapat titik-titik koordinat yang membentuk heksagon terkecil, selan-
jutnya untuk menghitung luas dari heksagon terkecil, segitiga asal, dan per-
bandingan dari luas heksagon terkecil tersebut dengan segitiga asal dilakukan
dengan cara yang sama seperti pembuktian pada segitiga sembarang di atas.
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Gambar 4.3: Ilustrasi segitiga samakaki dimana masing-masing sisi dibagi
menjadi lima bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah samakaki, maka dapat

di misalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada Gambar
4.3:

A(z, ;) = (-2,0)
B(zz,y2) = (X,0)
C(zs,y3) = (0,v)

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai z,, z2, 3 dan y;, y2, y5 terthadap per-
samaan 4.21 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah
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perbandingan luas heksagon terkecil dengan luas segitiga asal, yaitu 1:28. O

Ketiga pada Teorema ini akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga sama-
sisi, masing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan
titik-titik sudut A(z1, 31), B(z2, 32), dan C(z3, ys) di depannya dengan titik-titik
pada sisi segitiga menjadi lima bagian yang sama panjang, maka perbandingan
luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 1 : 28.
Pada Lemma 4.1.1 sebelumnya telah didapat titik-titik koordinat yang mem-
bentuk heksagon terkecil, selanjutnya untuk menghitung luas dari heksagon
terkecil, segitiga asal, dan perbandingan dari luas heksagon terkecil tersebut
dengan luas dari segitiga asal dilakukan dengan cara yang sama seperti pada
pembuktian segitiga sembarang di atas.

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga samasisi, maka
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga di atas sebagai berikut, tampak
pada Gambar 4.4:

A(zy, 1) = (0,0)
B(z3,32) = (A0)

Karena segitiga samasisi, maka titik C merupakan hasil rotasi 60° dari
titik B, sehingga didapat titik C sebagai berikut

cos60° sin 60°
Clzs,y3) = (A 0)'(-—sin60° oos60°)

gl
C(xs,y;;) = (5/\, 5\/51\)

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai 1, Z3, z3 dan y,, yo, ys terhadap per-
samaan 4.21 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah
perbandingan luas heksagon terkecil dengan luas segitiga asal, yaitu 1 : 28. O
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Yy CGA3VEN

A

Gambar 4.4: Tlustrasi segitiga samasisi dimana masing-masing sisi dibagi men-
jadi lima bagian sama panjang pada koordinat kartesius

42 Sebarang Segitiga yang Masing-masing Sisinya Dibagi Tujuh Bagian Sama
Panjang

Berdasarkan teorema Marion Walter yang disebutkan pada bab 2 sebelum-
nya, maka berikut ini disajikan beberapa teorema yang terkait dengan hasil
penelitian dengan pembagian sisi-sisi segitiga menjadi tujuh bagian sama pan-
jang.

¢ Lemma 4.2.1 Jika sebarang segitiga ABC, masing-masing sisinya dibagi dengan
ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut A(z1, ), B(x2, 1), dan C(z3,y3)
di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga menjadi tujuh bagian yang sama pan-
jang, maka akan terbentuk heksagon terkecil DEFGH 1, dengan titik-titik koordinat
sebagai berikut

D(z,y):

T= (é) ((3z3 + 422)(Tyr — 3ys — 4y2)(Tzz — 323 — 4x,) — (323 + 424)

(Ty2 — 3ys ~ 41 )(7z1 — 323 — 472) + (441 — 4y2)(Tz1 — 373 ~ 42)
(7.‘32 - 3233 — 4.’1,'1))
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(22 — T2 — oz1)
(‘g — Sy — TxL)(88y — %Ay) + (‘g — Ezp — CxL)(Uhy — TAg — ©h))

(va + ng) - (83;17 e 3.’!:2')([/1’.8 — &fip — Zﬁz)(lzg + 9-'517)) (%) =z

(o — 2t v
Ty — Tag — €z,
(3hy —ehg —1R)) — (Pap — tzg — 1z ) (Why — Wig — 8L )) 2oy — Log — B L)L = y vuvui(q

((e2p — Yzg — 82,)(%y — Sfg — 1AL) — (% — Sog — '2y)

(ohy — Uig — 8L))(%Ay + Mig)(%ay — 1ag — fxL) + ((%2y — Tog — £2))

(% — Shg — 1) — (%ap — tog — 12L)(%y — YAg — L)) (%Ay — g — ©A,)
(bzp + zg) — (HAy — YAg — S ) (S — Sog — TxL)(%2y — 17g — £zL)

(Mg — tAg) + (hy — Ag — SAL)(Szy — Txg — ExL)(Hy — thg — 18))

(%ap + S2g) — (Pop — Sag — 17L),(hy — Yig — iL)(*zp + Ixs:))% =4

((2ap ~ Txg — Sz L) (Shy— Shg — 1RL) — (Pxp— tzg — Tz ) (Whiy — Yig —¥AL)) L, = Spuvuug

((31;17 — tzp — IxL)
(Pzp — g — SzL)(Vig — SAg) + (Poy — 'og — fz.)(%Ap — Shg — 1AL)

5
(v + 5zg) — (s — Sz — T2y)(%Ay - i — %) (cap + 12g)) () =2

(Ax)g
((exy — t2g — 7))

(WAy — shg—4iL) — (o — Szg — Sa L) (Hhip — g — L)) (Szy — Sxg — 7))L = b vuvuuQg

(((ew — e — Twp)(MAy — Shg — ¥A,) — (zp — Szg — TTL)

(efiy — shg — 6L))(%Ay + Big) Py — Bog — 2L) + ((Poy — Fog - ')

(Vi — thg — o)) — (‘zp — Sog — tx))(%y — $Ag — 16L))(%Ay — Shg — 1hL)
(¢zp + tzg) — (Ay — Ag — 1L )(%ap — Sog — T2L)("2y — Bog — PTL)

(i — Yip) + (% — g — 1iL)(%ay — tog — TaL)(Yiy — ®hg — P

5
Y2y + 528) — (p — og — t2) (W — g — AL)(“ay + Szg)) - = A

((2xp—tzg— Ia,-L)(tﬁ,t,_sﬁg_zﬁL)-(pr—ﬁxg—za:z‘)(zliv-ﬁlig—I!iz,)); = o vuvuii(

i 4

o
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((sz i exL)
(Sxg — Sy — 2L )(%Ap — MAy) + (Pog — top — 12)(Hg — iy — )

(g + 12p) — (%wg — oy — S2,)(%g — Ay — ViL)(%2g + £ap)) (?) =z

(i z)g
((tzg — ezp — &z))
(%hg —thy—1A)) — (Pzg — S — 1z )(Vig— Ay — o)) (\zg — Sz —2x)) ), = [ vuvuaQy

(((ng — ex3 — 2x) )(%Rg — Shp — 1)) — (¢zg — zp — xy)

(g — Shy — L)) (g + SAy)('og — toy — xL) + ((*2g - Fop — “2))

(g — ey — L) — (Szg — *zp — L) (Mg — Sy — W) (Vig — Ay — oA,)
(‘zg + tzp) — (Mg — %Ay — 34.)(zg — fzy — B )(zg — STy — Pz

(Vg - ohg) + (Vg — Shy — 4L)(*zg — toy — TxL)(%fg — thy — 1AL)

r
(%g + S27) — (g — Sap — 12L) (Vg — Sy — 4L)('2g + Fop)) - =

((zg—txp—tx) ) (Mg —Ship— 1)) — (Sxg — txp— 1z )(Vig — 8y —%AL)) . = a vuvunQ

((ng — &zp — IxL)
(‘g — Szp — ez )(VAg — Hig) + (Tog — f2y — Ea)(%Ag — Sy — L)

(32 + Szp) — (ag — oy — Va)(Mfg — $ip — ¥L)(12g + 527) (%) y*

{A‘z)
((Izs — 82§ — ZxL)
(8y — Vg — SR ) — (%o — Tog - $2.)( Mg — Efiy — 90L))(Yog — oy — ExL)), = 2 ouvunq

(128 ~ sz — 22L)(%fy — g — o) — (Pzp — 'zg — %2L)

(1hg — Sy — L)) (Vg + SAy)('zg — Szp — to.) + (‘28 — B2 — °z))

(ehy — g — tAL) — (%ay — Tog — Sz,)(Mg ~ Sy — 9L))(Mig — *Ay — L)
(Vzg + Szy) — (g — By — YL) (% — 12 — ExL)(F0g — Sop — TT))

(%Ap — hy) + (Wig — SRy — L) (1o — Say — Lo )(y — The — 5AL)

]
(eap + 12g) — (% — Tog — 52L), (Mg — ¥y — WAL)(2g + Pap)) - = A

((rzg—~Szp—tx,)(hy— Yig—ohL) — (%aoy — 1og — Sy ) (Mg — Sy — L)L = + oumu(

6¥
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Dimana ¢ = T((Ty1 — 4ys —3y2) (723 — 421 —322) — (Tys — 41 — 3y2)(7zy —473—322))

==

-’%((4.’53 + 3z0) (T — 4ys — 3y2)2(7a:3 — 43y — 3z2) — (421 + 3z2)
(Tys — 41 — 3u2)(Tzy — a3 — 332)(Ty1 — 4ys — 3y2) + (431 — 43)
(721 — 423 — 322)(T73 — 431 ~ 322)(Tyn — 4ys — 3y) — (423 + 333)
(Tyr — 4ys — 3y2)((Tyr — dys — 3y2) (T3 — 421 — 332) — (Tys — 441 — 34p2)
(Tzy — 4z3 — 323)) + (721 — 4T3 — 322)(4ys + 3y)((Ton — 4y — 3y2)
(7173 -4z — 3.’132) - (73]3 - 4y1 - 3y2)(7$1 —4z3 - 3$2)))
Dimana k = 7(7zy — 4x3 — 322) ((Ty1 — 4ys — 3y2) (723 — 421 — 3x2) — (Tyz — 4y1 — 312)
(Tzy — 45 — 3x3))
I(z,y):

r= (i) ((4.'!71 + 3:c2)(7y3 - 4y1 “m 3y2)(7:c2 = 31‘3 = 431) - (3133 + 4.'1.‘1)

(Tya — 3ys — 441)(Tz3 — 421 — 322) + (3ys — 3y2) (723 — 42y — 372)
(7$2 = 31‘3 ~ 4:1:1))

Dimana x = T((Tys—4y — 3y2)(722 — 323 —421) — (T2 — 3y — 441 ) (723 — 471 — 322))

e %((43:1 + 325)(Tys — dy1 — 3u2) Tz — 3z — 421) — (323 + 421)
(Tye — 3ys — 4n) (723 — 42y — 322)(Tys — 441 — 3y2) + (3ys — 3pe)

(7373 — 4z — 3x5)(Tz2 — 323 — 4331)(71]3 — 4y — 3'y2) = (4.'!11 + 3.’.!32)

(Tys — 4y1 — 392) ((Tys — 431 — 310)(Tx2 — 323 — 421) — (Tye — 3ys — )
(723 — 42y — 323)) + (Tz3 — 41 — 322) (41 + 3y2)((Tys — 4 — 3y2)
(7z2 — 333 — 421) — (Ty — 3ys — 4y1)(T23 — 42y — 312)))

Dimanal = 7(Tz3 -4z, — 3z2)((Tys — 4ys — 3y2) (722 — 323 — 421 ) — (Ty2 — ys — 411)
(7933 - 4.121 =0 3222))

Bukti. Misal diberikan sebarang segitiga ABC, sebagaimana terlihat pada Gam-
bar 4.5. Bila masing-masing sisi segitiga dibagi dengan ruas garis yang menghu-
bungkan titik-titik sudut A(z1, 11), B(z2, y2), dan C(z3, ys) di depannya dengan
titik-titik pada sisi segitiga menjadi tujuh bagian sama panjang maka terbentuk
tiga heksagon, yaitu heksagon dalam (terkecil), heksagon tengah dan heksagon
luar. Akan dibuktikan bahwa titik-titik kordinat yang membentuk heksagon
terkecil adalah seperti yang disebutkan di atas.
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Langkah awal adalah menentukan titik koordinat dari titik batas masing-

masing sisi segitiga yang membentuk heksagon terkecil

3 4 3
Ty =71+ 7(132 - :‘L‘l) = ~T1 + =Tg

—_ +§( —_ )—fl. +§
Ys =W 7!12 ?}1—7!}1 7!!2

7 7
Ty =2 +é(::: -a:)-ga: +éx = +:1-( - )"§ +é
w=01tz 2 1) =35 72 Yo =W 73/2 31—71!1 7!!2
Loy = +4(z— )—Ex .. = +-‘-1-( - )—E +a
a3 = I3 7\ T2 173-73 7-"'2 Yoz = Y3 7.'/2 y3—7y3 7‘!}2
3 4 3 3 4 3
xa‘=$3+§($2—$3)=’7'$3+722 ya.=y3+-7;(yz—y3)=7y3+?yg
Ty =T +§(z —a:)—éa: +Ex = +§( - )—-‘1 +§
by = T3 T =% 3 —73 71 Yo; = Y3 73!1 ya——7y3 7?11
4 3 4 4 3 4
Tog = T3+ 5(T1 —23) = zZ3+ 281, Y=Y+~ vs) = ZUs+ Ih
0(223,3[3)

Gambar 4.5: [lustrasi sebarang segitiga dimana masing-masing sisi dibagi men-

jadi tujuh bagian sama panjang
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Kemudian menentukan persamaan garis yang dibuat dari titik-titik batas
tersebut dengan sudut yang ada dihadapannya, yang nantinya akan memben-
tuk heksagon dalam (terkecil)

3 4 3
T—3Z3— 32  Y—3Ys—3

Garis Aa =
3 -’51-%-’133*:4;22 yx—%ys—éyz
3 4
:1:—72:3—:,-1:2) 3 4 3 4
y (:cl—$xs— P (1 = zys — 51o) + ZUs + 202
4 4 3
T~ 3T3 — 3T —2y3— &
Garis Aay - 743 72_y_7£y3_.,§y2
1-7$3"72 h —7Ys— 7Y
4 3
T — T3 72:2) 4 3 4 3
& y= —5¥) syt
Y (xn—ixa—wx (1 = zys — z42) + svs + S
4 3
Carigl: S TUE G § = i
352—%:63—%-’51 yz“—‘;'ya—-
4 3
I—7$3—7$1) 4 3 4 3
= —cth—cy) +oyst o
¥ (x2—$x3—$z1 e =780 = 70 + 71+ 70
4 '3 4
Garis Bb, ok ok = y_zys_iyl
352—%173—%1'1 V27U~ 74
3 4
T — T3 ~ 521 3 4 3 4
& Y= 7 ) - A —Ya + =
y (wz—%xs—éxl (v2 —zys — =) + v+ =p
4
Garis Cce; x_$$1*%x2 = ‘y—zyl—?fz
xa—‘-‘,-xl—%xz Ya— 35 — 7l
4 3
Z—7T1— -,3?2 4 4 3
¢y=( L )s——m yz+-y+—yz
T3 — 321 — Sz, (u 7 ) ™7
— 3, 4 3y — 4
Garis Ccy N i 7 = 7%

3 A 3 4

I3 —3T1—3T2  Ya— 3% — 72
3

I — 7Ty — 7132

3 3 4
Aad .'I=( )(ya*7yl~"yz)+7yl+7y2

I3 — %2 1 733
Setelah diketahui persamaan garis, langkah selanjutnya adalah menentukan
koordinat heksagon terkecil. Titik-titik yang membentuk heksagon terkecil
merupakan hasil perpotongan antara garis-garis tersebut.
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Titik D adalah perpotongan antara garis Aas dengan Bb;, sehingga

YAa3 = YBM (4.22)
3 4
M . B -22 3 3 .4 _
© (xl - 3z5 ~ .,:c )(y1 7% y"’) talat gy = |
T — 7.’53 7 _ E _4 § é !
(-’Bz - 323 _ ?,xl)(w 73 7!/1) Tyt on
o ( )(7y1 3?}3—4312) ( ﬁ&';_“h’z )(7y1—3y3-4y2)=
7_31.:.%”?&:;4552 7 Tz _3:3_4,,2 7
Ty — 3ys — 4 - A (73/2 — 3y — 4y1) N
(ML‘“’L ( 7 ) 722_3,;3_4@' 7
4y — 4!}2
7

& = (%;) ((3z3 + 422)(Tyr — 3ys — 4y2)(7z3 — 33 — 421) — (33 + 4T1)
(Ty2 — 3ys — 43 )(Txy — 33 — 4z2) + (441 — 4y2)(Txy — 33 — 4x2)
(7272 - 3:123 — 4.'121)) (423)

Dimana
o =T((Ty1 — 3ys — 4y2)(Tx2 ~ 323 — 421) — (Ty2 — 3y3 — 441)(721 — 373 — 432))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.23) ke dalam (4.22)

z— 313 — —:Bz 3 3 4
—1 7 -
YAa3 (:L’l " 32— iz )(yl =¥s yz) + 793 T+ 72
1
= E((&Ca + 4232)(73[1 3y3 == 4y2)2(7:1:2 —3z3 — 4:81) = (3323 + 4.'121)

(Tyz — 3ys — 4y1)(7z1 — 33 — 422)(Tys — 3ys — 442) + (dwn — 4u2)

(Tzg — 323 — 4z )(7z) — 323 — 422)(Tyr — 3ys — 4y2) — (323 + 4x3)

(Ty1 — 3ys ~ 442)((Tyr — 3ys — 4y2)(Tz2 — 323 — 471) — (Ty2 — 3ys — 4wn)
(Tz1 — 3z3 — 422)) + (721 — 33 — 422)(3ys + 4y2)((T1 — 3ys — 41)

(Tz2 — 323 — 421) — (Ty2 — 3ys — 441)(7x1 — 323 — 4a2))) (4.24)

Dimana

g = T(7zy — 3z3 — 422)((Ty1 ~ 3ys — 4y2)(Tz2 — 323 — 471) — (Ty — 3ya — 4y1)
(73:1 - 3:63 - 4.’132))
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Titik E adalah perpotongan antara garis Ccs dengan Aq;s sehingga

YCot = YAa3 \ (4.25)
3
I — 7221 -322 3 3 4
— —— — + — —
hat (.1:3 - -3-x1 7x2)(y3 7y1 7y2) 7y1 7y2
325 — 322 3 4
(gb_1 Py Py )(w 7¥s = y2) + 7313 + =1
o (= )(7y3—3y1 ~ (; S )(7313 —3m—dmy _
Tzg —3;1 —4z3 7 Tz3 —3:1 —4z3 7
T Ty — 3ys — 4 i (7y1—3y3-4y2)+
( Ta1 —3:;3—432 )( 7 ) - 7z] -3:3—433 7
3ys — 3y

7
1
& z= (-g-) ((321 + 422)(Tys — 3y1 — 492)(721 — 33 — 4x2) — (373 + 472)
(7y1 o 3y3 = 4y2)(7x3 = 39)1 —3 4.'52) + (3y3 = 32}1)(72?3 -3z, — 4122)
(7.‘121 —3z3 — 41‘2)) (426)

Dimana
s = T((Tys — 31 — 4y2)(Tz1 — 33 — 422) — (Ty1 — 3ys — 49)(7z3 — 321 — 432))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.26) ke dalam (4.25)

3 4
s = (I )0 — g = 700) + 7+ 30

& y= %((3:31 + 43)(Tys — 3y — 4y2)*(T21 — 323 — 473) — (33 + 472)
(Ty1 — 3ys — 4y2)(Tx3 — 331 — 424)(Tys — 3y1 — 4y2) + (3ys — 3y1)
(7z3 — 311 — 422)(Txy — 3z3 — 4%2)(Tys — 3y — 4ye) — (321 + 4x9)
(Tys — 3y1 — 4y2)((Tys — 3y1 — 442)(Tz1 — 323 — 4%2) — (Tyr ~ 3ys ~ 44)
(7z3 — 321 — 423)) + (Tz3 — 321 — 47)(3ys + 4y2)((Tys — 3y1 — 4y2)
(721 — 3z3 — 4z3) ~ (Tyr — 3ys — 4y) (T2 — 33) — 422))) 4.27)

Dimana

h = T(7Tz3 — 3z — 429)((Tys — 3ys — 4y2)(Tz; — 3z3 — 4x3) — (Tyy — 3ys — 4y)
(7153 - 3$1 - 4.’.[:2))
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Titik F adalah perpotongan antara garis Bbs dengan Cc, sehingga
YB3 = 3/004 (4.28)

3
T — 7.173 -xl 4 3
—_ - — — + +
< (xz = -:c3 — -x )(y 7113 yl) 7y3 7!/1

4
x - 71'1 - "-'l':'z 3 4
(IL‘3 - -3'321 - 7$2)(y 7y1 792) + yl *t7 7

( T )(7!}2“4313—391)_( i )(7y2—4y3——3y1)=

7*2-4:3-%: 7 753-4_? —3z) 7
z Tys — 3y1 — 41 ImHn \ 7ys — 3y — 4y,
( Tz3~3z) -4z )( 77 ) - ( 7::3-3;] —4r3 )( 7 ) +
7
4y, - 4ys
7

1
& z= (;) (423 + 32, ) (Tya ~ dys — 341)(Tz3 — 331 — 432) — (321 + 432)
(Tys — 3y1 — 442)(Tz2 — A3 — 3x1) + (4y2 — 4ps) (722 — 473 — 371)
(7323 - 3151 — 4172)) (429)

Dimana
1 = T((Ty2 — dys — 3 )(Tz3 — 3z1 — 4x2) — (Tys — 3y — 432)(Tz2 — 4z3 — 311))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.29) ke dalam (4.28)

_(3:—-:1:3~~ )( N )+éy3+3

s y= %((4.@-3 + 321 )(Ty2 — 4ys — 3y1)*(Tz3 — 321 — 433) — (321 + 473)
(Tys — 3y — 4y2)(Tz2 — 423 — 321)(Ty2 — dya — 331) + (492 — 4ys)
(Tz2 — 423 — 321)(7x3 — 321 — 472)(Ty2 — 4ys — 3y1) — (473 + 371)
(Ty2 — 4ys — 3y1)((Tye — 4ys — 311) (723 — 3x1 — 422) — (Tys — 3y1 — 4y2)
(723 — 423 — 321)) + (T22 — 423 — 321) (493 + 391) ((Ty2 — 4ys — 3y1)
(7z3 — 31 — 423) — (Tys — 3y1 — 4y2)(7z2 — 43 ~ 324))) (4.30)

Dimana

i = T(Tzy — 4z3 — 321)((Ty2 — 4ys — 341 )(Txs — 3z, — 4x2) — (Tys — 3yy — da)
(Tzg ~ 43 — 3x,))
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Titik G adalah perpotongan antara garis Bbs dengan Aay sehingga

YB3z = yAa4 (4.31)
7-’1«‘3 - -921 4 _ 4 3
& ( p— '-933 — 72 )(y2 73 7?11) + 7y3 + =y =
4 3
z T —z 4 3
(zl_txaa_ :)(91—7y3—7yg)+7y3+7y2
o (_ T )(7?]2 - 4.1/3 - 3y1) _ ( .4331733:1 )(7y2 —_ 4y3 — 3y1) _
Ez;ig::&; 7 732“4;3-3@: 7
= )l _(, taia )(7y1—4y3—3yz)+
T2y ~4x3-322 7 = ‘4",‘; = 7
7 Tzy—4zy—dug
3y2 — 3y
7

& zT= (—:i) ((4z3 + 321)(Ty2 — 4ys — 3y1) (721 — 4x3 — 333) — (423 + 322)
(Ty1 — 4ys — 3y2)(Tz2 — 473 — 3z1) + (3y2 — 311 )(7z2 — 4z3 — 321)
(72, — 4z3 — 323)) (4.32)
Dimana
v = T{(Ty2 — 4ys — 331 )(Tz1 — 4z3 — 3x2) ~ (Tyn — 4ys — 342)(Tz2 — 423 — 371))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.32) ke dalam (4.31)

$—7$3—§$1) 4

YBKs = ( (Yo — sys — yl) + 4!)3 2y 3!!
o -%:1:3-7:v 7 7 7 7

& y= %((433 +321)(Tys — dys — 341)*(721 ~ 473 — 322) — (423 + 372)

(Tyr — dys — 3y2)(7z2 — 4z3 — 321)(Tyz ~ 4ys — 3y1) + (3y2 — 3y)
(Tz2 — 4z3 — 321)(7z1 — x5 — 322)(Ty2 — dys — 3y1) — (423 + 321)
(Ty2 — dys — 3y1)((Ty2 — dys — 3y1)(Tz1 — 423 — 332) — (Ty1 — dys — 3ge)
(Tz2 — 423 — 321)) + (Tz2 — 423 — 321 }(4ys + 3y )((Ty2 — 4ys — 3y1)
(T2, — 4z3 — 333) — (T — 4dys — 3yo) (732 — Az3 — 331))) (4.33)

Dimana

J = T(Tzy - 4z3 — 32,)((Ty2 — 4y — 31 ) (721 — 4z3 — 372) — (Tyy — 4ys — 3y2)
(Tz2 ~ 423 — 31,))
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Titik H adalah perpotongan antara garis Aa, dengan Cc; sehingga

YAas = Yce3 4.34)
4 3
T~ 3%3— 7122 4 _ é § -
« (xl - éms = .,:c )(y1 7% yz) tabst g
T T 4 3
($3_74;1‘7_:)(y3——y1 7yz)+7y1+7y2
o (2 )(7y1—4ya—3yz) ( . )(7311—-4:13—33:2):
23 —4;3 —3z3 7 Tz) —4;3 ~3z2 7
z Tys — 4y — 3. o (73/3—4?/1 -3y2)+
(7:;—4:;1 =3z ( 7 ) “\ 7z _4;; = 7
4y — dys
7

1
o == (3)((as +32:)(Tyn — ys — 39275 ~ 41 ~ 322) — (421 + 3,)
(Tys — 4y1 — 3y2)(Tzy ~ 423 — 322) + (491 — 4ys)(Tzy — 43 — 32)
(7233 - 4.’121 — 3.‘32)) (435)

Dimana
¢ = T((Tyy — 4ys — 312)(Txa — 4z — 322) — (Tys — 411 — 3p2) (721 — 43 — 322))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.35) ke dalam (4.34)

- T 723 71‘2 B 4 _3 :1. 3
YAoa (ml v xz)( h - oy y2)+ =Y+ =1
1
& y=2((4zs +32;)(Ty1 — dys — 34)" (T2 — 421 — 332) — (421 + 33,)

(Tys — 4y1 — 3y2) (T2 — 4z3 — 322)(Tyn — 4ys — 34) + (441 — 4p)
(Tz1 — 4z3 ~ 322)(T73 — 421 — 322)(Tyr — dys — 3y) — (4x3 + 333)
(731 — 4ys — 3y2) (T — dys — 3y2)(7z3 — 421 — 372) — (Tys — 4h —~ 342)
(Tz1 ~ 423 — 372)) + (Tz1 ~ 43 — 322)(4ys + 342)((Tys — 495 — 332)
(Tz3 — 421 — 322) — (Tys — 43 — 312)(7z1 — 43 — 322))) (4.36)
Dimana
k = T(Tz) — 4z3 — 3z2)((Tyr — 4ys — 3y2)(Tz3 — 4z — 3x2) — (Tys — 491 — 312)
(7z1 — 425 — 323))
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Titik I adalah perpotongan antara garis Cc; dengan Bb, sehingga

YCez = YBb, (4.37)

T— 3L — 522 _é _§ é -3. _
And (:1’.3 _ %xl — §$2)(y3 73}1 y2) + 7y1 + 7y2

7:::3 7231 3 3 4
—Z¥s = ot) + Sus+ =y
(xz—ﬁs*;z )(yz 7!/3 7!!1) 3T =0
- ( )(7ya 41 =3y ( S 2 )(71/3 — 4y~ 3 _
74:;—4,;, —3zz 7 7za—.4z_?g__a—3= 7
( T )(7yz—3ys—-4y1)_(_§”"“-¥'“-* )(7y2-3y3-4y1)+
123—3x3—4x] 7 Tx3—3z3—4r) 7
7 7
3ys — 3y2

7
& o= () ((n+ 30T~ g — 390)(72 — 3z — d) — (325 + 421

(Ty2 — 3ys — 43 )(Tz3 — 4y — 3z2) + (3ys — 3y2) (T3 — 47y — 32)
(7:62 e 3333 - 4$1)) (4.38)

Dimana
x = T((Tys — 41 — 3p2)(Tz2 — 3z3 — 421) — (Ty2 — 3ys — 491) (723 — 421 — 322))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.38) ke dalam (4.37)

- x*?“‘l"'xﬁ) _¢ o A
Yces (xa_ i, (s — =1 = yz)+7y1+ 7Y

& y= %((4::1 + 3z5)(Tys — 4y — 3y2)*(Tz2 — 323 — 421) — (373 + 41)
(Ty2 — 3ys — 41)(Tz3 — 421 — 322)(Tys — 43 — 3y2) + (3yz — 31)
(Tzs — 42y — 329)(T22 — 323 — 421)(Tys — 4y1 — 3ye) — (41 + 323)
(Tys — 4y — 312)((Tys — 4y1 — 310)(7z2 — 323 — 471) ~ (Ty2 — 3ys — 41n)
(Tz3 — 4zy — 322)) + (Tx3 — 4x1 — 322) (41 + 31)((Tys — 4y — 312)
(Tz2 — 323 — 4x1) — (Ty2 — 3y — 41 ) (723 — 4z — 32,))) (4.39)
Dimana
I = T7(Tzy — 41 — 322)((Tys — 4y1 — 3yp)(Tz2 — 323 — 421) — (Tya — 3y3 — 4y1)
(Tz3 ~ 421 — 322))
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Dengan demikian lemma tersebut telah terbukti.

O Teorema 4.2.1 Jika sebuah segitiga sembarang, samakaki, dan samasisi ABC, ma-
sing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut
A(z1,11), B(xs,y2), dan C(z3,ys) di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga
menjadi tujuh bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil
yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 1 : 55.

Bukti. Pertama akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga sembarang ABC,
masing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-
titik sudut Az, 31), B(z2, 32), dan C(z3, y3) di depannya dengan titik-titik pada
sisi segitiga menjadi tujuh bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas
heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 1 : 55. Pada
Lemma 4.2.1 sebelumnya telah didapat titik-titik koordinat yang membentuk
heksagon terkecil, selanjutnya akan dihitung luas dari heksagon terkecil terse-
but. Untuk menghitung luas heksagon tersebut dilakukan dengan cara deter-
minan, seperti yang sudah dipaparkan dalam Bab 2, diagram perhitungan luas
heksagon pada Gambar 2.11.

-————
S~

D x(4{< Yas)  T(a23)-Ya2)

E x(«:ﬂ\\ y(m-y«m
F w(4q£<wm-y(4m)
G y(«él',\x y(m-wm)
H r(«{< WS Sy v B s
I

2(4{(,\/ YaSe  T(a20)-Yas) TAD)-Ya.36)
T(aett) y(m-wa.m
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Dari cara tersebut didapat luas heksagon terkecil DEFGH I adalah,

1

Lpgreur = 3 ((3(4.25)-31(4.24) + T(4.29)-Y(4.27) T+ T(4.32)-Y(4.30) + T(4.35)-Y(a.33) +
T(4.38)-Y(4.35) + T(4.23)-Y(4.39)) — (T(4.28)-Y(a.27) + T(a.26)-Y(a30) +
T(4.29)-Y(4.33) + T(4.32)-Y(4.36) + T(4.35)-Y(a.30) +

T(4.38)-Y(a.20))) (4.40)

Setelah didapat luas heksagon terkecil, langkah selanjutnya adalah men-
cari luas segitiga asal. Untuk mencari luas segitiga asal dilakukan dengan cara
yang sama seperti mencari luas heksagon di atas.

‘‘‘‘‘

) R

A Z - % T3.ln

Didapat luas segitiga asal ABC adalah,

1
Lapc = |§(($2-y1 + 3.2 + T1.y3) — (T1.42 + T2.y3 + x&?]l))l (441)

Sehingga, perbandingan luas heksagon terkecil dengan segitiga asalnya
adalah

Lpereri(4.40)
Lapc(4.20)

(4.42)

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga sembarang, maka
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada
Gambar 4.6:

Az, 1) = (0,0)
B(zz, ) = (A0)
Clzs,ya) = (m,v)
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q

Gambar 4.6: Tlustrasi segitiga sembarang dimana masing-masing sisi dibagi
menjadi tujuh bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai z,, z3, z3 dan y, 32, ys terhadap per-
samaan 4.42 pada teorema 4.2.1, maka diperolehlah perbandingan luas hek-
sagon terkecil dengan luas segitiga asal, yaitu 1 : 55. O

Kedua akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga samakaki ABC, ma-
sing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik
sudut A(z1, 1), B(zz, ¥2), dan C(z3, ys) di depannya dengan titik-titik pada sisi
segitiga menjadi tujuh bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas
heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 1 : 55. Pada
Lemma 4.2.1 sebelumnya telah didapat titik-titik koordinat yang membentuk
heksagon terkecil, selanjutnya untuk menghitung luas dari heksagon terkecil,
segitiga asal dan perbandingan dari luas heksagon terkecil tersebut dengan se-
gitiga asal dilakukan dengan cara yang sama seperti pada pembuktian segitiga
sembarang di atas.
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Gambar 4.7: Tlustrasi segitiga samakaki dimana masing-masing sisi dibagi
menjadi tujuh bagian sama panjang pada koordinat kartesius
Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga samakaki, maka

dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada
Gambar 4.7:

A(xly yl) = ("_A) 0)

B($2s 92) b (A: 0)

C($3, y3) = (0) V)
Dengan mensubstitusikan nilai-nilai z;, £, £3 dan 3, y2, ys terhadap persamaan
4.42 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah luas hek-
sagon terkecil, yaitu 1 : 55. a

Ketiga akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga samasisi ABC, masing-
masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

63

A(z1,41), B(z2,¥2), dan C(z3,ys) di depannya dengan titik-titik pada sisi segi-
tiga menjadi tujuh bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas hek-
sagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 1 : 55. Pada
Lemma 4.2.1 sebelumnya telah didapat titik-titik koordinat yang membentuk
heksagon terkecil, selanjutnya untuk menghitung luas dari heksagon terkecil,
segitiga asal, dan perbandingan dari heksagon terkecil tersebut dengan segi-
tiga asal dilakukan dengan cara yang sama seperti pada pembuktian segitiga
sembarang di atas.

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga samasisi, maka
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga di atas sebagai berikut, tampak
pada Gambar 4.8:

A(xlvyl) o (0$ O)

B(zz,y2) = (A\0)
Karena segitiga samasisi, maka titik C merupakan hasil rotasi 60° dari titik B,
sehingga

cos60° sin 60°
Clzs,vs) = (’\ 0)'(—sin60° 00860")

Class) = (05N,

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai z,, z9, £3 dan yi, y2, ¥3 terhadap persamaan
4.42 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah perbandi-
ngan luas heksagon terkecil dengan luas segitiga asal, yaitu 1 : 55. 0

4.3 Sebarang Segitiga yang Masing-masing Sisinya Dibagi & Bagian Sama Panjang

Berdasarkan teorema Marion Walter yang disebutkan pada bab 2 sebelum-
nya, maka berikut ini disajikan beberapa teorema yang terkait dengan hasil
peneliti-an dengan pembagian sisi-sisi segitiga menjadi k bagian sama panjang,
dengan k bilangan ganjil.
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C(3r3V3))

Ay

Gambar 4.8: Ilustrasi segitiga samasisi dimana masing-masing sisi dibagi men-
jadi tujuh bagian sama panjang pada koordinat kartesius

¢ Lemma 4.3.1 Jika sebarang segitiga ABC, masing-masing sisinya dibagi dengan
ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut A(z,, ), B(xz, y2), dan C(z3,ys)
di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga menjadi k bagian yang sama panjang,
dengan k bilangan asli ganjil, maka akan terbentuk heksagon terkecil, dengan titik-titik
koordinat sebagai berikut

D(z,y):

2= =(((k = 1)zs+ (k + 1z) 2k — (k = s = (k + Dga)

(2’61?2 - (k - 1):133 = (IC + 1)3’1) — ((k - 1)3’3 T (k + 1)331)
(2ky2 — (k — 1)ys — (k + )y )(2kzy — (k — 1)x3 — (k+ L)z2)
+((k + g1 — (k+ 1)ye)(2kz1 — (k ~ 1)z3 — (k + 1)x3)
(2’6222 = (k = 1)173 - (k + 1)1‘1))

Dimana o = 2k((2ky, — (k — )ys — (k + 1)y2)(2kz2 — (k — 1)z5 — (k + 1)z4)
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— (2kyz — (k - 1)ys — (k + Dyn)(2kzy —~ (k — )zs — (k+ 1)z2))

y= %(((k — D)zg+ (k + 1)s) (Zkys — (k — Dgs — (k + Lga)?

(2’61‘2 - (k - 1):53 - (k + 1)371) - ((k - 1)2‘3 + (k + 1).'371)

(2kyz ~ (k — 1)ys — (k + 1)1 )(2kzy ~ (k — 1)z3 — (K + 1)z2)
(2ky — (k — 1)ys — (k + L)ga) + (kK + L)y — (K + 1))

(2k.’£2 - (k —- 1)9:3 - (k + 1)2}1)(2’63:1 - (k - 1)933 - (k + 1).'82)
(2kys — (k= Lya — (k + Dy2) ~ ((k — 1)z3 + (kK + 1)z2)

(2ky1 — (k — L)ys — (k + Dy2)((2ky1 — (k — D)ys — (K + 1)ze)
(2kzy — (k — 1)x3 ~ (k + 1)21) — (2ky2 — (k — L)ys — (k + 1))
(2kzy — (k — 1)z3 — (k + 1)z2)) + (2kzy — (k — L)z5 — (k + 1)22)
((k = Vys + (k + L)yo) ((2ky1 — (k — )ys — (k + L)ya)

(2k$2 — (k = 1)173 = (k + 1):171) — (2ky2 - (k - 1)y3 = (k 4+ l)yl)
(2k$1 = (k = 1).‘173 - (k + 1)2:2)))

Dimana 8 = 2k(2kzy — (k — 1)x3 — (k + 1)22)((2kyr — (k — L)ys — (k + 1)y2)
(2kzg — (k — 1)z3 — (k + 1)x1) — (2kye — (k — 1)ys — (k + L)wn)

(2’6{31 - (k - 1)33 - (k -+ 1)1‘2))

E(z,y):

= %(((k ~ 1)zy + (k+ 1)z2)(2kys — (k — Dy — (b + D)

(2kzy — (k — 1)z — (k + 1)z2) — ((k — 1)z3 + (kK + 1)z2)
(2kys = (k — 1)ys — (k + 1)y2) (2kzs — (k — )21 — (k + 1)x2)
+((k — Ly — (k — Dy )(2kz3 — (k — 1)z, — (k + 1)z2)
(2k$1 =3 (k = 1):173 = (k + 1)3?2))

Dimana v = 2k((2kys — (k — )y1 — (k + 1)y2)(2kzy — (k — 1)z3 — (kK + 1)z3) —


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

(2kyr — (k — L)ys — (k + V)ya)(2kz3 — (k — 1)z1 — (k + 1)z2))

= S(((k = 1)1+ (k4 1)z)(2kys — (k= 1)ps — (k + Dge)

(2kzy — (k — 1)z3 — (k+ 1)z2) — ((k — D)z3 + (K + 1)x3)

(2kyn — (k — Vys — (k + 1)y2)(2kz3 — (k — 1)z — (K + 1)72)
(2kys — (k= )gn — (b + Dy2) + ((k — Vyz — (k — L)y1)

(2k$3 - (k - l)xl - (k + 1)332)(2’6271 - (k — 1).’123 - (’C + 1).’172)
(2kys — (k — 1)y — (kK + D) ~ ((k — )21 + (k + 1)x2)

(2kys — (k — 1)y — (k + D)) ((2kys — (k — Dy — (K + 1))
(2kz1 — (k ~ 1)z3 = (k + 1)z2) — (2kpn — (k — V)ys — (k + 1)ya)
(2kz3 — (k — D)z3 — (k + 1)x2)) + (2kz3 — (k — V)zy — (k + 1)z2)
((k — D)y + (k + D)y2)((2kys — (k — Ly1 — (k + L)yo)

(2kz1 — (k — 1)z — (k 4+ 1)x2) — (2kyn — (k — L)ys — (k + 1))
(2kzs — (k — D)zy — (k + 1)z2)))

Dimana § = 2k(2kz3 — (k — 1)zy — (k+ 1)z2)((2kys — (k — L)y1 — (K + 1)y2)
(2kzy — (k ~ 1)x3 — (k+ 1)x2) — (2kys — (k — L)ys — (k + 1))
g(kz;; 3- (k= 1)zy — (k + 1)x3))

z,y):

2 = 2((k-+ Dza + (k — o) 2k — (+ Vs = (5 = D)
(2kzs — (k — V)21 — (k + 1)33) — ((k = L)zy + (k + 1)z2)
(2kys — (k ~ V)y1 ~ (k + 1)y2)(2kz2 — (K + L)z3 — (K — 1)z4)
+((k + V)yz — (k + 1)y3)(2kzz — (k+ 1)z3 — (k — 1)71)
(2]6.’173 =3 (k — 1)21 = (k + 1):62))

Dimana ¢ = 2k((2ky2 £~ (k + 1)y3 — (k == l)yl)(2k$3 = (k = 1):51 — (k + 1):1?2) =
(2kys — (k — Dy1 ~ (k + 1)g)(2kz2 — (k + L)zs — (k - 1)z1))

y= é(((k +1)z3 + (k — 1)71) (2ky2 — (k + 1)y — (k — L)pn)?
(2k$3 - (k - 1):1:1 = (k A 1).'132) = ((k — 1)2?1 + (k + 1)332)
(2kys — (k — Dy ~ (k + 1)ya2)(2kz2 — (K + 1)z3 — (K — 1)z1)
(2kyz ~ (k + L)ya ~ (k — D) + ((k + Dy2 — (k + L)ys)
(2kz2 — (kK + 1)z5 — (k — 1)z1)(2kzs — (k — 1)z1 — (k + 1)=2)
(2ky2 = (k+ Ly — (k ~ L)gn) ~ ((k + V)23 + (k — 1)x1)
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(2ky2 — (b + L)ys — (k ~ D )((2kye — (k + L)ys — (k — )m)
(2kz3 — (k — 1)z1 — (k + 1)z2) — (2kys — (k — D)y1 — (k + 1)1p)
(2k$2 - (k + 1).'1:3 - (k - 1):1:1)) + (2k$2 - (k + 1)173 - (k —_ 1).'51)
((k + Dys + (k — L)y )((2ky2 ~ (k+ 1)ys — (k — D)

(2kzs — (k — 1)z — (k + 1)z2) — (2kys — (k — 1)1n — (k + 1)g)
(2’6172 - (k + 1):IJ3 - (k - 1)1‘1)))

Dimana € = 2k(2kzy — (k + 1)z3 — (kK — 1)z1)((2kye — (K + V)ys — (k — L)w)
(2kz3 — (k — )3y — (k+ 1)32) — (2kys — (k — D)y — (K + 1)2)

(2kzg — (k+ 1)z3 — (k — 1)z1))

G(z,y):

£ = ¢ (((k+ D+ (k = 1)) kya - (k-+ s = (k= gn)

(2’6:61 — (k + 1):1:3 N (k — 1)2!2) - ((k + 1)1’3 + (k = 1)172)
(2ky — (k + L)ys — (k — 1)ya)(2kz2 — (k + 1)z3 — (k — 1)z1)
+((k - gz — (k — Dy1 )(2kz2 — (k + 1)z5 — (k - 1)z)
(2k$1 = (k + 1).’!!3 = (k .— 1).’!:2))

Dimana ¢ = 2k((2kyz — (k + 1)ys — (k — D)y }(2kz1 — (K + L)z ~ (k — 1)z2) —
(2kyy — (k+ L)ys — (k — L)ye)(2kz2 — (k + 1)z3 — (k — 1)z4))

v = T((k + Daa-+ (k - D) 2kya — (6+ Do — (k= Do)

(2’63,‘1 = (k + 1).’173 — (k = 1).’!72) - ((k + 1).’53 + (k = 1)122)

(2ky1 — (K + Dys — (k — L)y2)(2kzz — (k + L)z3 — (K — 1)z4)
(2kyz — (k + 1)ys — (k — Ly1) + ((k — 1)y2 — (k- L))

(2kzy — (k+ Dxg — (k — 1)z1)(2kzy — (k+ 1)z3 — (k — 1)z2)
(2kys — (k+ Lys — (k — Ly1) — ((k + 1)z3 + (k — 1)x1)

(2ky2 — (k + D)ys ~ (k — Uy )((2ky2 — (K + 1)ys — (k — L)1)
(2kzy — (k+ 1)z3 — (k — 1)72) — (2kyn — (k+ 1)ys — (k ~ L)ge)
(2kzs — (k+ Dz3 — (k — 1)x1)) + (2kza — (k + 1)z3 — (kK — 1)z;4)
((k+ 1)ys + (k — Dy )((2kye — (b + Dys — (k— L))

(2kz; — (k + 1)z3 — (k — 1)x2) — (2kyn — (kK + 1)ys — (kK — D))
(2kzg — (k + 1)z3 — (k — 1)71)))

Dimana n = 2k(2kze — (k + 1)z3 — (k — 1)21)((2ky2 — (k + 1)ys — (k — L)y1)
(2kzy — (k + 1)z3 — (k — 1)32) — (2kyy ~ (kK + V)ya — (kK — V)gp)
(2kz2 — (K + 1)zg — (k — 1)x1))
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H(z,y):

@ = 5(((k+ Dzs + (k ~ Do) (2 — (b +1)gs = (k = Dgn)

(2kzs — (k+ Dzy ~ (k — 1)z2) — (K + D)z; + (k — 1)z2)
(2kys ~ (k+ L) — (k — Dy2)(2kz1 — (k + 1)z3 — (k — 1)x2)
H(k+ Dys — (k + Dys)(2kzy — (k+ 1)z3 — (k — 1)z2)
(2’3@‘3 - (k + 1)21 - (k - 1)2?2))

Dimana 8 = 2k((2ky, — (k + 1)ys — (k — 1)y2)(2kzs — (k + 1)z — (k — 1)z) —
(2kys — (k + Ly1 — (k — Dy2)(2kz; — (k + 1)z3 — (k — 1)22))

y= 5(((k+ 1)z + (k ~ Daz) 2k = (k+ s — (k= D))

(2kzs — (k + 1)1 — (k — 1)z2) — ((k + D)z1 + (k — 1)z2))

(2kys — (k+ D)yr — (k — 1)y2)(2kz1 — (B + L)zs — (kK — 1)z2))
(2kyr — (k + Vys ~ (k — L)ya) + ((k + ) — (k + D))

(2’6.’!:1 = (k + 1)233 = (k = 1)22)(2’01‘3 > (k + 1)1'1 = (k — 1)1‘2))
(2kyr — (k + L)ys — (k — Do) — ((k + V)z3 + (k — 1)x2))

(2kys — (k + L)y — (k — y2)((2kyn — (k + Dys — (k — L)ge))
(2kz3 — (k + 1)z1 — (k — 1)x2) — (2kys — (kK + L)gr — (k — 1)y2))
(2’6271 - (k + 1)133 = (k = 1)3,'2)) + (2]6221 — (k + 1)33 =, (k = 1)332))
((k + ys + (k = Dy2)((2kys — (K + 1)ys — (k — L))

(2kz3 — (k + 1)z1 ~ (k — 1)x2) — (2kys — (k + L)y — (k — 1))
(2k$1 = (k + 1)1153 — (k - 1)1‘2)))

Dimana 9 = 2k(2kz; ~ (k+ 1)as — (k — Da2)((2ky, — (k + Dys — (k — 1)ga)
(2’6.173 - (k + 1)(51 — (k - I)Zz) - (2ky3 - (’C + 1)y1 — (k - l)yg)
g2(ka:1)— (k -+ 1).’1?3 — (k == 1)1:2))

z,y):

r\= %(((k + Dz1 + (k — 1)z2)(2kys — (K + L)yr — (b — D)

(2’02:2 = (k = 1)2:3 = (k + 1)171) - ((k = 1)123 + (k + l)a:,)

(2ky2 — (k — D)ys — (k + D)an)(2kzs — (b + )21 — (k ~ L)z2) +
((k — Dys — (k — L)g2)(2kzs — (k + 1)z1 — (k — L)zg)

(2k$2 - (k - 1):1,‘3 - (k + 1).’51))

Dimana . = 2k((2ky3 - (k + 1)y1 - (k - l)yz)(2k$2 - (’C - 1)9:3 - (k + 1).1?1)
— (2kyz — (k — L)ys ~ (k + D)) (2kz3 — (k + )2y — (k — 1)z3))
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y=<(((k+ 1)z + (k ~ Daa)(2bss — (+ Vs = (k - 1u)?)
(2’62,'2 - (k - 1).’2?3 - (k + 1)1‘1) - ((k - 1)2:3 + (k + 1)1?1))
(2ky; — (k — L)ys — (k + Dy1)(2kzs — (k + 1)z1 — (k — 1)72))
(2kys — (k+ L)y1 — (k — Do) + ((k — Dys — (k — 1)y))
(2kz3 — (k + 1)xy — (k — 1)22)(2kz2 — (k — 1)z3 — (K + 1)21))
(2kys — (k + D)y — (k — Do) — ((k + D)z1 + (k — 1)z2))

(2kys — (k + Dy — (k — 1)y} ((2kys — (k + L)y1 — (k — 1))
(2kzy ~ (k — )23 ~ (k + 1)z1) — (2ky2 — (kK — Vyz ~ (K + L)y1))
(2kz3 — (k + 1)1 — (k — 1)z3)) + (2kz3 — (k + 1)z; — (k — 1)z3))
((k + Vw1 + (k — Do) ((2kys — (k+ L)y — (k ~ 1))

(2kzz — (k — 1)z3 — (k + 1)31) — (2kye — (k — )ys — (k+ L)w))
(2k:L‘3 = (k + 1)2’1 = (k — 1):82))))

Dimana x = 2k(2kz3 — (k + 1)z; — (k — 1)22)((2kys — (k + 1)yn — (kK — )y2)

(2kzg — (k — 1)z3 — (k + 1)z1) — (2ky2 — (K — L)ys — (K + L)y1)
(2kz3 — (k + 1)x1 — (k — 1)z2))

Bukti. Misal diberikan sebarang segitiga ABC, sebagaimana terlihat pada Gam-
bar 4.9. Bila masing-masing sisi segitiga dibagi dengan ruas garis yang menghu-
bungkan titik-titik sudut A(z;, 41), B(z2, y2), dan C(z3, y3) di depannya dengan
titik-titik pada sisi segitiga menjadi k bagian sama panjang, dengan k bilangan
asli ganjil, maka terbentuk (45!) heksagon. Akan dibuktikan bahwa titik-titik
koordinat heksagon terkecilnya adalah seperti yang telah disebutkan di atas.

Dilihat dari pembahasan segitiga yang masing-masing sisinya dibagi men-
jadi lima dan tujuh bagian sama panjang, heksagon terbentuk pada garis bagi
yang tengah. Sehingga pada sebarang segitiga yang masing-masing sisinya
dibagi menjadi k bagian sama panjang, heksagon terkecil terbentuk pada titik
batas berikut ini.
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C(.:L'3, y3)

B(za,12)

Gambar 4.9: Ilustrasi sebarang segitiga dimana masing-masing sisi dibagi men-
jadi k bagian sama panjang

kot k+1 k-1

= =2 Ny Ay =4 o
””°(£;A)"’1+( k )(‘”2 2) = (S)a+ ()=,
k-1
k1 k+1 k-1
- 2 A (=2 —
yc(,-,,—yﬁ( A )(yz ) = (S5 + (5w
s k-1 k+1
x‘(%—”:xl"'( k )(T’”"zl)z( z5 o+ ()
-

ktl k-1 k+1
S 2 — = { e —
yc,,#)—yﬁ( p )(yz ) =( T ) +( 5% i)

£ k—1 k+1
gy, = %0+ () 2= = (g )m + (e

(2 —y3) = (-162;,:-):«/3 T (-’%-l)yz
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k=1
To oy, = T3+ ('%') (T2 —23) = (k L l)xa + ( )Zz,

L= k+1
ya&#)=ya+(—,’c-)(yz— va) = (51~ B D+ (& 2k mLA

k-1
= k+1

=)
L= k+1 k-1
- = - .
gy, =0+ ()0 - 19) = (5 2k st (S5
Eit k+1
— 2 <
“"’%%"”3*( k )@ -z = o 2k e (o TR
L3 k-1 k+1

Yosp, -ys+(——"'-—)(yl ys) = (—5— % )ys+(ﬁ-)yl

Kemudian menentukan persamaan garis yang dibuat dari titik-titik batas terse-
but dengan sudut yang ada dihadapannya, yang nantinya akan membentuk
heksagon dalam (terkecil).

z — (51)z3 —(J'—)xz_y ( Dys - (5w
(k Drs— Bz, - Gy - ()
3 — J'_
oy = (:1 e %1) - &ty

k 1 k-l-l

Garis Aa( k-1 )
e

| 2 = (e = (s _ = (m= (m
e ="y (= iy =y =y
oy = (ZlEE ‘k_l)f;)( - - )
("2';1)ya+("2k1)y2
aris R - - ( )x3_ 2k )xl _¥- (k+1)y3—(%ﬂyl
Garis Bhest) o T iy — (), = (e — (s
:x:-(fil-) —(" L)z, k+1 k-
Sy = (w2 (%1;3 (%l)x )( —(T) - (= o )yl)

k+1 -1

( )ya'*'( )
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z— (kﬁl)xs—( )351 _y- (5% Elyys — (52)m

Garis Bb(b#) 2:2'-( )xa_(-‘i'—)x (k l)yS_( )yl
:::—('c H)z 5 )z k-1 k+1
ey = (azz"'( Y ('? e 1)(”2‘('57?) R
-1 k+1

HE D+

z - (87 - 2k )z _¥y- (%@1 - (5w
T3 — ( 1)z, — (k Yry  ys— (m)yl - (ﬂ)w
T o i ARG P

(k;,;l)yw( D

Garis Cc( ko)

s (%:)—'vz _y=Gn -

Garis Cc(ze_;_l) T3 — (k L)z, — (B)ze  ya— (Eﬁl)yx - (%El')y?
& y= (;«,:( rc—l)):;1 (( ))"’2 )(ys - (k2_;c n (k+ l)w)

( )y1+(k+1)yz

Setelah diketahui persamaan garis, langkah selanjutnya adalah menen-
tukan koordinat titik heksagon terkecil. Titik-titik yang membentuk heksagon
terkecil merupakan hasil perpotongan antara garis-garis tersebut.

Titik D adalah perpotongan antara garis Aax.1) dengan Bbxy1) sehingga

YAy, = UBbs) (4.43)
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( — (5w - (B )wz)(l_(k—l k+1

Jys — ( % )y2)+( oF )y3+

= (e~ (e
o _ (k1 k+1
(5;,;1)3;2=( Gk O - - ot +

k+1

o z _ ( 2%
2kx) —-(k~1)z3—(k+1)z3 2kzy —{k—1)z3—(k+1)22
2k 2k

2kyy — (k- 1y —(k + 1)92) l

(k~1)za+(k+D)zz ))

( 2k
z !k—-l&az-;!k-i'l )3
(2k32-(k—l)_:_§—(k+l)z1 ) r (mn—(k—lgia-ikﬂ)z; )
2k

2kys — (k — L)ya — (k + 1)1/1) e (k+ Dy — (k+ Dya
( 2k 2k

& =2 (((k= Do+ (k+ )by — (b= Dus - (6 + Dua)
(23 — (k — 1)as — (k + 1)71) — ((k = Dzs + (k + 1)z1)
(2kya — (k ~ s — (k + 1) ks — (k — Vs — (& + 1za)
H((k+ 1)~ (k+ D) 2kas — (k — D)zs — (b + 1)za)
(2kzy — (k — 1)z3 — (k + 1)z1)) (4.44)

Dimana
a = 2k((2ky1 — (k — Vys — (k + )ye)(2kzs — (k — )25 — (k + 1)71)
—(2kys — (k — Vys — (k + L)y1)(2kz1 — (k — 1)z5 ~ (K + 1)32))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.44) ke dalam (4.43)

(&2 )m—(«i-)a:z ke k+1
yAas,w(xl_( o (o)~ “)us — (o))

k k+1
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& y= (k= Do+ (k+ D) (2bn - (k= s = s+ Do)
(2kzy — (k — 1)z3 — (k + 1)z1) — ((k — 1)z3 + (k + 1)71)
(2kyz — (k — Dys — (k + 1)) (2kz1 — (k — 1)zs — (K + 1)22)
(2kys — (k- L)ys — (k + V)g) + ((k + Dys — (k + 1))
(2kzs — (k — V)z3 — (k + 1)z1)(2kz1 — (k — 1)z5 — (K + 1)22)
(2kyr — (k — )ys — (k + L)ye) — ((k — 1)zs + (k + 1)z2)
(2ky1 — (k — Lyys — (k+ Do) ((2kys — (k — Dys — (k + L)
(2kzz — (k = )73 — (k+ 1)21) — (2kyz — (b — L)ys — (K + L)w1)
(2kz, — (k — D)z3 — (k + 1)z2)) + (2kzy — (k — 1)z3 — (k + 1)z2)
((k — Dys + (k + D)y)((2kyr ~ (k — )ys — (k + 1)y2)
(2kzy — (k—~1)z3 ~ (k+ 1)) — (2kya — (k — Dys — (K + D))
(2kzy ~ (k - 1)z3 — (k + 1)72))) (4.45)

Dimana
B = 2k(2kzy — (k — 1)xz3 — (k+ 1)x2)((2kyn — (kK — 1)ys — (k+ 1)y2)

(2kzz — (k = 1)z3 — (k+ 1)m1) — (2kye — (k — Dy — (K + L)y1)
(2k$1 ! (k S 1)3?3 g (k + 1).‘1:2))

Titik E adalah perpotongan antara garis C'c(x41) dengan Aex) sehingga

Yoesga, = VAnes, (4.46)
2~ (e - (4)e LN P
Rl G [ S R e
k 1 Ta — -
("’,;;1)2 i “E _.,;_))””:)(yl—(kzkl)ya-(’“;;j)yzn
k- k+1

(= ok )y:H-( ok Y2
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<

<

Dimana

’Y:

75

I (k—1)z1+(k-+1)z3

2k
((2k13-(k—1131—(k+1)¢2 ) - ( 2kz3—(k—)zy ~(k+1)a )
2k 2k

2kys — (k- Vy1 — (k+ Dya, _
(k-1)z3+(k+1)z3

(i) - (e lhes) )
2k31—(k—1)33—(k+1)22 2kz— (k-1 3— k+1)xa

2k — (k= L)ys — (k+ 1)?/2) (k- 1)3!3 (k= 1y
( 2k 2k

5= 2{((k = Vo + 6+ 1)22) (2 = (6 ~ s = -+ Do)

(2kzy — (k — )3 — (k + 1)z2) ~ ((k — D)z3 + (k + 1)z3)

(2ky1 — (k ~ Dy — (k + 1)ya)(2kz3 — (k — )z — (b + 1)z2)

+((k - Dys — (k — V)y1)(2kz3 — (k — 1)1 — (k+ 1)z2)

(2kzy — (k — 1)z3 — (k + 1)z3)) (4.47)

2k((2kys ~ (k ~ 1)y — (k + L)y2)(2kz1 — (k — L)z3 ~ (K + 1)z) —
(2kyr ~ (k ~ L)ys — (k + 1)ya2)(2kz3 — (k — 1)z1 — (k + 1)z2))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.47) ke dalam (4.46)

— (k= _'L.x
yCc;_;_) = (;_(:tl))x ((_‘L)):)( Y=l 2k1) l—(k;’-cl)y2)+

(T)yl (k—;,;-l')w

= 3(((k ~ 1)z + (k + 1)z2)(2kys — (k — Dy — (k + )ya)?
(@he, — (K2 + 1)z5) = ((k — Dage® (k Fl)zs)
(2ky1 — (k — L)ys — (k + 1)y2)(2kzs — (k — 1)z1 — (k + 1)z2)
(2kys — (k — L)y1 — (k + 1)yo) + ((k ~ L)ys — (k — 1))
(2kz3 — (k — 1)x; — (k + 1)x2)(2kzy ~ (K — 1)x3 — (k + 1)z2)
(2kys — (k — gy — (k + V) — ((k — Dzy + (K + 1)a5)
(2kys — (k — D1 — (k + 1ya)((2kys — (k — Lys — (k + 1)gn)
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(2kzy — (k — 1)z3 — (k+ 1)x2) — (2kys — (k — D)ys — (k + 1)y2)

(2kz3 — (k — 1)z1 — (k + 1)z2)) + (2kz3 — (k — D)1 — (K + 1)72)

((k = Dyn + (k + L)y2)((2kys — (k — Dya — (K + Dya)

(2kzy — (k ~ 1)z3 — (k + 1)z2) — (2kyn — (K — Dys — (k+ 1))

(2kz3 — (k — D)z1 —~ (k + 1)z2))) (4.48)

Dimana
§ = 2k(2kzs — (k— 1)1 — (k + 1)z2)((2kys — (k — Dy — (k+ 1))

(2kzy — (k = 1)z3 — (k + 1)z2) — (2kys — (kK — Dys — (K + 1))
(2kz3 — (k — 1)z1 — (k + 1)z2))

Titik F adalah perpotongan antara garis Bb(x.1) dengan Cc(xy1) sehingga

YBb sly yCc(%._) (4.49)

-1

(xz_((l)fj ((:3)”;)( ~E - b+ B+
_ k-1 ki),

= (BB - Cm- G+

E L+ E

o (s - (=
2kzo —(k+1)zs—(k—1)z; 2kzy—(k+1)z3—(k—1)z1
2k 2k

(2kyz —(k+1)ys — (k- l)yl) -
2k ¥
{(k—1)zy+(k+1)zg

(( 2k:c3—-(k-1;:1-(k+1)xz ) - ( ms—(k~i)"2:1—(k+l)zz ))
2k 2k

(2ky3 ~{(k= Ly —(k+ 1)3/2) il (k+1)ys — (k+)ys
2k 2k

(k+1)z3+(k—1)x1 )
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& o= (ke D)zt (k — m) ks — 6+ D = (k= Dia)
(2kz3 — (k — )zy — (k + L)z2) — ((k — 1)zy + (K + 1)z2)
(2kys — (k — )y — (k + L)yo)(2kz2 — (k + 1)zs — (k — 1)z1)
+((k+ Dy2 — (k + 1)ys)(2kzz — (k + 1)z3 — (k ~ 1)71)
(2kzs — (k — )2y — (k + 1)72)) (4.50)

Dimana

e = 2k((2kyz — (k+ 1)ys — (k — D)yn)(2kzs — (k — L)oy — (k + 1)z3) —
(2kys — (k — L)y — (k + V)y)(2kzz — (k + 1)z3 — (k — 1)z1))

| Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.50) ke dalam (4.49)

— (), — (B
YBbxcr) = (; _((2"5 o _.((%))xl )( Y2 - (k;,;l)ya—( 2% )‘yl) N
("Q;I)y3+( Lt
@ y= ;(((k +1)zs + (k = 1oa)(2ky — (k+ Dys - (b — Dyn)?

(2kzs — (k — L)zy — (k+ V)zo) — ((k — 1)y + (K + 1)z2)

(2kys — (k = L)y — (k + L)y2)(2kz2 — (k + 1)z3 — (k — 1)z1)
(2ky2 — (k+ 1)ys — (k — D) + ((k + L)y2 — (k+ 1)ys)

(2kzy — (k+ D)z3 — (k — 1)z1)(2kz3 — (k — 1)y — (k + 1)23)
(2ky2 — (k + 1)ys — (k — D)yn) — ((k + )z + (k — 1)z1)

(2ky2 — (k + 1)ys — (k — Dy1)((2ky2 — (6 + )ys — (kK — D)
(2kz3 — (k — 1)z1 — (k + 1)z2) — (2kys — (k ~ 1)gn — (k + V)y)
(2kz2 — (k+ 1)z3 — (k — 1)z1)) + (2kz2 — (K + L)z3 — (k — 1)x1)
((k + Dys + (k ~ 1)yn)((2kye — (K + L)ys — (k — L))

(2kzs — (k= 1)z, — (k + 1)32) — (2kys — (k — 1)yn — (kK + L)ge)
(2kzz — (k + 1)z3 ~ (k — 1)11))) 4.51)
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Dimana

£ = 2k(2k$2 - (k + 1).'273 - (k - 1)221)((2’6’.{[2 - (k + 1)y3 it (k - I)yl)
(2kz3 ~ (k — 1)z1 — (k + 1)z2) — (2kys — (k — Dys — (k + V)
(2kz2 — (k+ 1)z — (kK — 1).’51))

Titik G adalah perpotongan antara garis Bbx.1, dengan Aa sy, sehingga

Y81, yAa(i#) (4.52)
kE+1

Etiy. (k=1
4» (:2,_((_1)“ o e e I
k-1 ( 1)y -( 1)z, k+1 k-1

g ( (_.,._): =y )= (5 "("27?)”’)4“

Exlp+ & 2k1>

{k+1)z3-+(k-1)zy
ol 2%
@ (( %32—(k+1)33—(k—1)a‘1 ) — ( 2&2-(1:-{-1)::3—(&—1)21 ))
2k 2k

2kys ~ (k+ 1)ys ~ (k ~ Dy
( ok )=
p !k+l!a:a;;!k—-l!xz
( 2kzxy -(Hl?azs—(k—l)zz ) i ( 2kzy —Ik-i-l)z:s-(k—l):ng )

(2ky1 —(k+1ys— (k+ 1)y2) 4 k=Vya— (k= Dy
2k 2k

& T= %(((k + 1)zs + (k — 1)z1)(2kye — (k + V)ys — (k- L)y)
(2kzy — (k+ Dzg — (k — 1)z3) — ((k + D)z + (kK — 1)z2)
(2kyy — (kK + Dys — (k ~ V)ye)(2kzs — (k + 1)x3 ~ (kK — 1)z;)
+((k — L)y ~ (k — Uy )(2kzz — (k + D)z — (b — 1)71)
(2kzy — (k + 1)z3 — (k — 1)z2)) (4.53)

Dimana

¢ = 2k((2ky2 — (k+ L)ys — (k — Dy1)(2kzy — (kK + )z3 ~— (k — 1)z3) —
(2kyy — (k+ )ys — (k — 1)y2)(2kz2 - (k + 1)z3 — (k — 1)13))
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Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.53) ke dalam (4.52)

- - k+1 k-~
gy, = (SO ) - o +
(%’;—l)yﬁ(f—;k—‘-)yl

& y= (G4 Do + (k= D)2kt = (k-+ gs - (k= D)
(2kz, — (k+ Dz3 — (k — 1)z2) — ((k + D)zz + (k — 1)x3)
(2kyr — (k + Vys — (k — V)y2)(2kz2 — (k + V)23 — (k — 1)71)
(2kyz — (k+ 1ys — (k — L)y1) + ((k ~ Vg2 — (k — L)y1)
(2kze — (k + 1)z3 — (k — 1)x,)(2kz1 — (K + 1)23 — (kK — 1)Z2)
(2kyz — (k + L)ys — (k — Dn) — ((k + )as + (k — 1)z1)
(2ky2 — (k+ )y — (k — Dan)((2kyz — (k+ 1)ys — (k — L))
(2kzy — (k+1)z3 ~ (k — 1)x2) — (2ky1 — (K + 1)ys — (k — D)y)
(2kzy — (k + V)z3 — (k — 1)z1)) + (2kzs — (K + V)z53 — (kK — 1)79)
((k + L)ys + (k — D)yn)((2kya — (k+ )ys ~ (k — 1))
(2kzy — (k+ 1)z3 — (k — 1)72) — (2ky1 — (K + 1)ys — (K — 1))
(2kz2 —~ (k + 1)z3 — (k — 1)31))) (4.54)

Dimana
n = 2k(2kzy — (k+ 1)x3 ~ (k — 1)x1)((2ky2 — (K + 1)ys — (k — L)yn)

(2kz1 — (k+ 1)as — (k — 1)z2) — (2kyr ~ (k + D)ys — (K — 1)ze)
(2’6:52 = (k + 1)1’3 — (k — 1)21))

Titik H adalah perpotongan antara garis Aa(%;) dengan C’c(u_;_x) sehingga

yAa(E?_L) = YCe, k1) (4.55)
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- (s - ()= LR k+1
o (B m - G- Carm+ (o m
z~()m - 5F)e k+1
= ol ) G+

&
En
(k;,cl)m( 2k1)m

- sk-&-l}gaﬂk—l!zz

A (( 2kx; — (k+1)z3~(k—D)za ) - ( 2kz1—(k4+1)xa—{k—1)z2 ))
2k 2k

2ky; — (k+ 1)y — (k — 1)!12) _

( 2k
()1 +(k~1)z2
T -+ 312-: 2
2kzy_(k41)z1—(k_Dza )  \ 2kzs—(k+Lz1—(k—1
2% 2%

(2ky3 —(k+ )y — (k- 1)!!2) + (k+ Dy —(k+ys
2k 2k
& o= 5(((k+ Das+ (k- Do) (2kys — (& + 1o — (k — 1ga)
(2kzs — (k + 1)z1 — (k = 1)32) ~ ((k + 1)y + (k — 1)z2)
(2kys — (k + Lyr — (k — L)y2)(2kzy — (k + 1)zs — (k — 1)z3)
+((k + Dy — (k + L)ya)(2kz1 — (k + 1)z3 — (k — 1)z2)
(2kz3 — (k + 1)z — (k — 1)z2)) (4.56)

Dimana
0 = 2k((2kyr — (kK + Dy — (k — )3)(2kzs — (k + 1)z — (k — 1)z2) —
(2kys — (k + g1 — (k — L)y2)(2kz1 — (k + D)z3 — (k — 1)22))
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.56) ke dalam (4.55)

— () g, — (k22
g, = (2 ((%’;3 ) - Gt -

(k;;cl)ys + D)

= 5(((;c + 1)zs + (k — 1)22)(2kyn — (k + 1)ys — (k - 1)w2)?)
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Dimana

9

Titik I a

(2kz3 — (k + 1)zy — (k — D)z2) — ((k + 1)1 + (k — 1)x2))

(2kys — (k + L)y1 — (k — 1)y2)(2kzy — (k + L)z — (k — 1)z2))
(2ky; — (k+ 1)ys — (k — Do) + ((k + )y1 — (k+ L))

(2kz) — (k + 1)x3 — (k — 1)z2)(2kzs — (k+ L)z1 — (k — 1)z2))
(2kyr — (k + )ys ~ (k — L)ga) ~ ((k + D)z3 + (k — 1)z2))

(2ky1 — (k + Lys — (k — D)) ((2kyr — (B + 1)ys — (k — 1))
(2kz3 — (k + 1)z — (k — 1)22) — (2kys — (k+ Lyr — (k — 1))
(2kz; — (k+ 1)zs — (k — 1)x2)) + (2kz1 — (k + L)z3 — (kK — 1)z2))
((k+1)ys + (k — L)ye)((2ksn — (k + Dys — (k — 1)ye))

(2kz3 — (k + 1)z — (k — 1)22) — (2kys — (k+ L)y — (k — 1)g))
(2kz1 — (k + 1)z3 — (k ~ 1)x2))) (4.57)

= 2k(2kz1 — (k+ 1)z3 — (k —~ D)z2)((2ky1 — (kK + Dys — (kK — L)yn)
(2kz3 — (k+1)z1 — (k — 1)z2) — (2kys — (kK + V)31 — (k — L)y2)
(2kzy — (k+ D)z3 — (k — 1)z2))

dalah perpotongan antara garis Ccx-1) dengan Bbs41) sehingga

!/cc(_,._rl) = Ys, k41, (4.58)

:1:—( Ly —( L)z k+1 k—l k+1
(zs_( ); (k-k-l)z)( 3#( 2k ) Y1 — ( 2k ) ( 2k )y1+
- . 500
(’“2k1)y2=(x2_(( )) ) - G- G+

k- k+1
(—2k—)y3 + (T)yl
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!k+1!zl+gk—1!zg
2kz3—(k+1)z) —(k—1)z2 2’:&‘3-!k+1E1—!k—1!£3
2k 2k

2kys — (k+ L)y ~ (K — L)ya,
z (k-1 !zsz-:!k-}-l )Z1

(Zka:g--(k-—l)za-—(k+l)z; ) - (2ka:g—£k—12z3—gk+1E1 )

2k 2k

(Zkyz ~(k=1)ys — (k+ 1)y1) + =Dy — (k= DLys
% 2%
& o= (k4 Do+ (k— o) ks — (k + o — (5 ya)
(2kzz — (k ~ 1)z3 — (k + D)z1) — ((k — 1)zs + (k + 1)z1)
(2kys — (k — L)ys — (k + 1)31)(2kxs ~ (k + )21 — (k — 1)z2) +
((k = L)y — (k — D)y2)(2kz3 — (k + 1)x1 — (k — 1)2)
(2kzy — (k — 1)z3 — (k + 1)71)) 4.59)

¢ = 2k((2kys — (k+ )yr — (b — 1)y2)(2kz2 — (K — L)z — (K + L)1)
—(2ky2 — (k — Dys — (k + 1)3n)(2kz3 — (k + 1)z3 — (k — 1)x2))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.59) ke dalam (4.58)

x T 2 k
y""%—>_(z _((M); (k_)z )( i +1

(I_c%cl)yl ( 2%k )yz)

& y= ;(((k + 1)z + (k — 1)z2)(2kys — (k+ Dy — (k — Ly)?)
(2kzg — (k — 1)z3 — (k+ 1)z1) — ((k — Das + (k +1)z1))

R L)

(2kyz — (k ~ L)ys — (k + 1)y1)(2kzs — (k + 1)z1 — (k — 1)z3))
(2kys — (k+ L)y1 — (k ~ L)y2) + ((k — Vys — (k — 1)y2))
(2kzs — (k + 1)z — (k — 1)z2)(2kz; ~ (k — L)z3 ~ (kK + 1)24))
(2kys — (k+ Lyn — (k — 1)y) — ((k + )21 + (k — 1)z2))
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(2kys — (k + Dy — (k — 1)y2)((2kys — (k+ Ly — (k — 1))
(2’6.’272 - (k - 1)1‘3 - (k + l)xl) - (2ky2 - (k - 1)y3 - (k + l)yl))
(2kz3 — (k+ 1)xy — (k — 1)x2)) + (2kz3 — (k + 1)zy — (k — 1)z2))
((k+ Dyan + (k — Dy)((2kys — (K + Dya ~ (k =~ D))
(2kzy — (k — 1)z3 — (k + 1)x1) — (2ky2 — (k — V)ys — (k + L)1)
(2kz3 ~ (k+ 1)z; — (k — 1)z2)))) (4.60)
Di
Kk = 2k(2kzs — (k+1)z1 ~ (k — 1)z2)((2kys — (k+ )y — (k - Dye)
(2kzz — (k — L)zs — (k+1)z1) — (2ky2 — (kK — L)ys — (K +1)3)
(2kz3 - (k+ 1)y — (k — 1)z2))
Dengan demikian lemma di atas terbukti. 0

© Teorema 4.3.1 Jika sebuah segitiga sembarang, samakaki, dan samasisi ABC, ma-
smg-masmg sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut
A(zy, 1), B(z2,y2), dan C(a:a,y3) di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga
menjadi k bagian yang sama panjang, dengan k bilangan asli ganjil, maka perbandin-
gan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 8 - (9k%-1).

Bukti. Pertama akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga sembarang ABC,
masing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-
titik sudut A(z1, 1), B(z2, ¥2), dan C(z3, y3) di depannya dengan titik-titik pada
sisi segitiga menjadi k bagian yang sama panjang, dengan k bilangan asli ganjil,
maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segit-
iga asal adalah 8 : (9%% - 1). Pada Lemma 4.3.1 sebelumnya telah didapat
titik-titik koordinat yang membentuk heksagon terkecil, selanjutnya akan di-
hitung luas dari heksagon terkecil tersebut. Untuk menghitung luas heksagon
tersebut dilakukan dengan cara determinan, seperti yang sudah dipaparkan
dalam Bab 2, diagram perhitungan luas heksagon pada Gambar 2.11.
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Z( -
27(4 L7

Z(

x(«{\ Ys1) T(4.53)-Y(4.51) T(4.47)-Y(4.51)
x( )' - Y4By x(; 38)-Y(4.54) T(4.50)-Y(4.54)

-

x(:z\ wM- Y(4.39)

Dari cara tersebut didapat luas heksagon terkecil DEFGHI adalah,

Lpereur = %((3(4.47) Y(a.45) + T(4.50)-Y(a.48) + T(4.53)-Y(4.51) T+ T(4.50)-Y(4.59) +
T(4.59)-Y(4.57) + T(4.44)-Y(4.60)) — (T(4.44)-Y(a.48) + T(a.4m-Ya.51) +
Z(4.50)-Y(4.54) + L(4.53)-Y(4.57) + T(4.56)-Y(a.60) +
17(4.59)-!1(4‘45))) (4.61)

Setelah didapat luas heksagon terkecil, langkah selanjutnya adalah men-
cari luas segitiga asal. Untuk mencari luas segitiga asal dilakukan dengan cara
yang sama seperti mencari luas heksagon di atas.

I

\\’//ﬂl‘\zlw
\\/-Ly\x
\\/—'-m\ﬂl?»

Z3.lh

Didapat luas segitiga asal ABC adalah,

1
Lasc = |5((21+ 3392 +2145) = (132 + 2295 + z3.9)|
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Sehingga, perbandingan luas heksagon terkecil dengan segitiga asalnya
adalah

Lpercui(4.61)

Lapc(4.62) (4.63)

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga sembarang, maka
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada
Gambar 4.10:

Az, ;) = (0,0)
B(QZ: yﬂ) e (’\, 0)
C(a:& y3) = (/-"1 V)

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai z,, z, 23 dan y;, ¥2, ys terhadap per-
samaan 4.63 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah
luas heksagon terkecil, yaitu 8 : (9% — 1). 0

Y,

Gambar 4.10: Tlustrasi segitiga sembarang dimana masing-masing sisi dibagi
menjadi k bagian sama panjang pada koordinat kartesius
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Kedua akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga samakaki ABC, ma-
sing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik
sudut A(z,, 1), B(z2,y2), dan C(z3, y3) di depannya dengan titik-titik pada sisi
segitiga menjadi k bagian yang sama panjang, dengan k bilangan asli ganjil,
maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segi-
tiga asal adalah 8 : (9% —1). Pada Lemma 4.3.1 sebelumnya telah didapat titik-
titik koordinat yang membentuk heksagon terkecil, selanjutnya untuk menghi-
tung luas dari heksagon terkecil, segitiga asal, da perbandingan dari heksagon
terkecil tersebut dengan segitiga asal dilakukan dengan cara yang sama seperti
pada pembuktian segitiga sembarang di atas.

Gambar 4.11: Tlustrasi segitiga samakaki dimana masing-masing sisi dibagi
menjadi k bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga samakaki, maka
dapat di misalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada
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Gambar 4.11:

A(zi,yn) = (-X0)
B(x% y2) = (’\a 0)
C(zs,y3) = (0,v)

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai z;, 22, z3 dan ¥y, y2, ys terhadap per-
samaan 4.63 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah
luas heksagon terkecil, yaitu 8 : (9k% — 1). ]

Ketiga akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga samasisi ABC, masing-
masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut
A(z1, 1), B(x2,2), dan C(zs, y3) di depannya dengan titik-titik pada sisi segi-
tiga menjadi k bagian yang sama panjang, dengan k bilangan asli ganjil, maka
perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal
adalah 8 : (9%? — 1). Pada Lemma 4.3.1 sebelumnya telah didapat titik-titik
koordinat yang membentuk heksagon terkecil, selanjutnya untuk menghitung
luas dari heksagon terkecil, segitiga asal, dan perbandingan heksagon terkecil
tersebut dengan segitiga asal dilakukan dengan cara yang sama seperti pada
pembuktian segitiga sembarang di atas.

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga samasisi, maka
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga di atas sebagai berikut, tampak
pada Gambar 4.12:

Az, 1) = (0,0)
B(z2yy2) = (A:O)
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Gambar 4.12: Tustrasi segitiga samasisi dimana masing-masing sisi dibagi
menjadi k bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Karena segitiga samasisi, maka titik C' merupakan hasil rotasi 60° dari
titik B, sehingga

cos60°  sin 60°
C(z3, = \
(23, y3) (A 0) ( _ 4in 60° 00360")
1.1
C(zs,y3) = (5'\, 5\/51\)
Dengan mensubstitusikan nilai-nilai z;, 2, z3 dan y,, y2, ys terhadap per-
samaan 4.63 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah
luas heksagon terkecil, yaitu 8 : (9k% — 1). 0

44 Pembahasan

Sebagaimana dijelaskan di depan, penelitian ini difokuskan pada pengem-
bangan teorema Marion Walter. Teorema Marion Walter menyatakan bahwa
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“jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tiga bagian yang sama pan-
jang dan masing-masing titik batas dihubungkan dengan titik sudut dihada-
pannya maka perpotongan garis-garis pembagi tersebut akan membentuk se-
buah bangun datar segienam (heksagon). Perbandingan luas heksagon yang
terbentuk dengan luas segitiga adalah 1:10”.

Teorema Marion Walter ini berlaku untuk sebarang segitiga, dan dalam
teorema ini sisi segitiga di depan sudut-sudutnya hanya dibagi tiga bagian
sama panjang. Bagaimana jika sisi segitiga didepan sudut-sudutnya dibagi
lima bagian, tujuh bagian, atau bahkan k bagian untuk k bilangan ganjil. Peneli-
tian ini menjawab seluruh pertanyaan tersebut. Oleh karena itu, mengapa
penelitian ini dikatakan sebagai pengembangan dari teorema Marion Walter.

Hal yang sangat berarti dalam penelitian ini adalah ditemukannya ru-
mus untuk luas heksagon dalam (terkecil) yang terbentuk bila masing-masing
sisi segitiga dibagi k bagian sama panjang. Teorema Marion Walter tidak men-
jawab pertanyaan ini, bahkan teorema Marion Walter menyisakan open problem
untuk bagian ini. Penelitian ini menjawab open problem tersebut sehingga
sekarang menjadi mudah menjelaskan pertanyaan bagaimana jika masing-ma-
sing sisi segitiga dibagi lima bagian, tujuh bagian, sembilan bagian dan seterus-
nya hingga k bagian, untuk k bilangan ganjil.

Berdasarkan hasil penelitian diatas, luas heksagon dalam yang terbentuk
dapat diperoleh melalui proses perhitungan yang tidak sederhana mulai dari
menentukan koordinat titik pada masing-masing sisi segitiga yang nantinya
akan membentuk heksagon, lalu menentukan persamaan garisnya. Kemudian
menentukan koordinat titik potong yang membentuk heksagon dalam (terke-
cil), dan diakhiri dengan mencari luas heksagon dalam (terkecil) tersebut.

Dari penelitian ini diperoleh 3 teorema baru. Teorema tersebut adalah
sebagai berikut:

Jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi lima bagian sama panjang

maka diperoleh:
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o Teorema 4.1.1: Jika sebuah segitiga sembarang, samakaki, dan samasisi,
masing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis penghubung titik sudut
dengan titik-titik pada sisi segjitiga di depannya menjadi lima bagian yang
sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk
dengan luas segitiga asal adalah 1 : 28.

e Teorema 4.2.1: Jika sebuah segitiga sembarang, masing-masing sisinya
dibagi dengan ruas garis penghubung titik sudut dengan titik-titik pada
sisi segitiga di depannya menjadi tujuh bagian yang sama panjang, maka
perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga
asal adalah 1 : 55.

e Teorema 4.3.1: Jika sebuah segitiga sembarang, masing-masing sisinya
dibagi dengan ruas garis penghubung titik sudut dengan titik-titik pada
sisi segitiga di depannya menjadi & bagian yang sama panjang, maka per-
bandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga
asal adalah 8 : (9%* — 1).

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa perbandingan luas heksagon
dengan luas segitiga asal yang terbentuk untuk sebarang segitiga yang masing-
masing sisi segitiga dibagi menjadi tiga, lima, tujuh, dan k bagian sama pan-
jang, untuk k bilangan asli ganjil, berturut-turut adalah 1:10,1:28,1:55, ...,
8: (9k% —1).

Dari hasil penelitian ini maka untuk pembagian masing-masing sisi segi-
tiga dalam k bagian, dimana k bilangan ganjil, sudah terjawab semua terma-
suk teorema Marion Walter terkover dalam penelitian ini. Namun demikian
penelitian ini belum dapat menjawab bagaimana jika masing-masing sisi segi-
tiga tersebut, dibagi menjadi k¥ bagian, dengan perbandingan tertentu (tidak
sama panjang). Oleh karena itu peneliti mengajukan open problem, untuk
peneliti selanjutnya.

Open Problem 4.4.1 Jika sebarang segitiga, sisi-sisinya dibagi dengan garis bagi men-

jadi k bagian yang tidak sama panjang (perbandingan tertentu), bagatmanakah per-
bandingan luas heksagon dalam dengan segitiga asal yang terbentuk.
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BABS5

KESIMPULAN DAN SARAN

51 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik
kesimpulan bahwa:
1. Jika sebarang segitiga, sisi-sisinya dibagi dengan garis bagi menjadi lima
bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil
yang terbentuk dengan segitiga asal adalah 1 : 28.

2. Jika sebarang segitiga, sisi-sisinya dibagi dengan garis bagi menjadi tujuh
bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil
yang terbentuk dengan segitiga asal adalah 1 : 55.

3. Jika sebarang segitiga, sisi-sisinya dibagi dengan garis bagi menjadi k
bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil
yang terbentuk dengan segitiga asal adalah 8 : (9%* — 1).

52 Saran

Penelitian telah dilakukan sehingga menemukan perbandingan luas hek-
sagon terkecil yang terbentuk dengan segitiga asal bila masing-masing sisi se-
gitiga dibagi menjadi k bagian sama panjang dengan k bilangan ganjil. Na-
mun demikian penelitian ini belum dapat menjawab bagaimana jika masing-
masing sisi segitiga tersebut, dibagi menjadi & bagian, dengan perbandingan
tertentu. Oleh karena itu untuk penelitian selanjutnya dapat diajukan saran se-
bagai berikut “tentukan perbandingan luas heksagon bagian dalam yang ter-
bentuk dengan segitiga asal jika sebarang segitiga sisi-sisinya dibagi dengan
garis bagi menjadi k bagian yang tidak sama panjang (perbandingan tertentu),
untuk k bilangan ganjil.”
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