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RINGKASAN

Pengembangan Teorema Marion Walter untuk Pembagian k Bagian dari Sisi
Segitiga; Lioni Anka Monalisa, 060210191233; 2010: 93 halaman; Program Studi 
Pendidikan Matematika, Jurusan Pendidikan Matematika dan Ilmu Pengetahu
an Alam, Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember.

Salah satu topik yang menarik pada geometri adalah teorema Marion 
Walter. Teorema Marion Walter menyatakan bahwa "jika masing-masing sisi 
segitiga dibagi menjadi tiga bagian yang sama panjang dan masing-masing 
titik batas dihubungkan dengan titik sudut dihadapannya maka perpotongan 
garis-garis pembagi tersebut akan membentuk sebuah bangun datar segienam 
(heksagon). Perbandingan luas heksagon yang terbentuk dengan luas segi
tiga adalah 1:10". Teorema tersebut sangat luas manfaatnya, namun demikian 

teorema Marion Walter tidak menjawab bilamana masing-masing sisi segitiga 
dibagi menjadi k bagian bilangan ganjil lainnya. Oleh karena itu penelitian 
lanjutan sangat diperlukan. Diambil k bilangan asli ganjil karena pada pem
bagian bilangan asli genap terdapat garis berat segitiga sehingga tidak terben
tuk heksagon di dalam segitiga. Pada teorema Marion Walter hanya membagi 
sisi-sisi segitiga menjadi tiga bagian yang sama panjang. Dalam penelitian 
ini akan dibahas tentang pengembangan dari teorema Marion Walter terse
but, yaitu perbandingan luas heksagon dengan luas segitiga asal bilamana sisi- 
sisi segitiga dibagi menjadi k bagian yang sama panjang, dengan k bilangan 
ganjil. Karena Marion Walter telah membuktikan masing-masing sisi segi
tiga dibagi menjadi tiga bagian yang sama panjang. Maka dalam penelitian 
ini akan difokuskan bilangan k minimal 5 bagian. Adapun langkah-langkah 
yang dilakukan pada penelitian ini adalah membuat bidang kartesius, mem
buat sebarang segitiga pada bidang kartesius, membagi masing-masing sisi se
gitiga menjadi k bagian yang sama panjang, menentukan koordinat titik bagi 
masing-masing sisi segitiga yang membentuk heksagon, menghubungkan titik 
sudut dengan titik-titik pada sisi di depannya, menentukan persamaan garis-
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nya, menentukan titik potong garis-garis tersebut yang membentuk heksagon, 
menentukan luas heksagon, dan membuat kesimpulan. Hasil penelitian di
sajikan dalam lema atau teorema. Terdapat tiga lema dan sembilan teorema 

yang ditemukan dalam penelitian ini. Secara umum menunjukkan bahwa per
bandingan luas heksagon dengan luas segitiga asal dimana masing-masing 
sisinya dibagi menjadi lima bagian sama panjang adalah 1 : 28, perbandingan 
luas heksagon dengan luas segitiga asal dimana masing-masing sisinya dibagi 
menjadi tujuh bagian sama panjang adalah 1 : 55, perbandingan luas hek
sagon dengan luas segitiga asal dimana masing-masing sisinya dibagi menjadi 
k bagian sama panjang adalah 8 : (9fc2 -  1).
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BABI

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Salah satu cabang ilmu matematika yang sangat penting adalah ilmu geo
metri. David (1999:1) menyatakan bahwa geometri adalah suatu ilmu yang 
mempelajari tentang bentuk. Pada umumnya bentuk dalam ilmu geometri 
adalah bentuk-bentuk dalam bidang dan juga ruang. Penerapan ilmu geometri 
terkait bentuk bidang dan ruang ini banyak ditemui dalam kehidupan sehari- 
hari, misalnya menentukan luas daerah, menentukan volume suatu benda, 
dan yang paling kompleks lagi adalah penggunaan geometri dalam meran
cang konstruksi bangunan, baik bangunan pribadi maupun untuk kantor.

Omu geometri sering kali dipakai terutama oleh arsitek. Seorang arsitek 
mendesain rumah yang akan dibangun sesuai dengan keinginan pemilik ru
mah, dengan cara menata bentuk-bentuk yang geometris. Arsitek selalu berpi
kir bagaimana menata bangun-bangun geometri dalam konstruksi bangunan 
agar rumah yang didesainnya tidak hanya terlihat indah di pandang namun 
juga kokoh dan aman secara arsitektural. Sebagai contoh, rumah yang terlihat 
pada Gambar 1.1, arsitek mendesain atap rumah berbentuk segitiga sehingga 
arsitek harus memahami unsur-unsur dan sifat-sifat segitiga.

Bagaimana konstruksi segitiga itu terlihat artistik dan kokoh sekaligus 
aman, maka harus mempertimbangkan jenis segitiga, luas segitiga, titik berat, 
titik bagi dan lain sebagainya.

Selanjutnya pada Gambar 1.2 merupakan contoh lain pekerjaan seorang 
arsitek yang menata gabungan-gabungan bentuk geometri ruang sedemikian 
rupa hingga bangunan tersebut terlihat unik dan kokoh. Pastilah ini juga peker
jaan seorang arsitektur profesional yang memperhatikan unsur-unsur geomet-

1
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Gambar 1.1: Atap rumah berbentuk segitiga (Anonim 1)

rik.

Kedua gambar ini menunjukkan bahwa betapa penting bentuk segitiga 
dalam kehidupan. Segitiga merupakan bangun geometri yang sederhana. Pada 
umumnya, hampir semua bangun-bangun dalam bidang dapat dikembangkan 
dari segitiga. Sebagai contoh segiempat merupakan bangun yang terdiri atas 
dua segitiga, segilima merupakan bangun yang terdiri atas tiga segitiga, segie- 
nam merupakan bangun yang terdiri atas empat segitiga dan seterusnya. Be
gitu pentingnya segitiga dalam kehidupan sehari-hari sampai-sampai menarik 

perhatian Profesor Marion Walter, seorang pakar geometri dari United State, 
untuk mengkaji sifat-sifat unik segitiga. Professor Marion Walter menyatakan 
bahwa "jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tiga bagian yang sama 
panjang dan masing-masing titik batas dihubungkan dengan titik sudut di- 
hadapannya maka perpotongan garis-garis pembagi tersebut akan memben
tuk sebuah bangun datar segienam (heksagon). Perbandingan luas heksagon 
yang terbentuk dengan luas segitiga adalah l:10".(Anonim 2).

Teorema tersebut sangat luas manfaatnya, sebab dengan memanfaatkan 
perbandingan luas heksagon dengan segitiga asal, maka dapat dipahami bahwa
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Gambar 1.2: Gedung berdinding segitiga (Anonim 3)

segitiga akan berdiri kokoh di atas penyangga beton konkret apabila beton 
konkret itu diletakkan menyanggah segitiga dengan hamparan sanggahan selu
as heksagon.

Lebih detailnya dalam hal ini diberikan ilustrasi hasil penelitian Professor 
Marion Walter. Diketahui sebuah segitiga ABC dimana masing-masing sisi 
dibagi menjadi tiga bagian yang sama panjang yaitu pada titik A', An, B’, B", 

C', dan C". Selanjutnya masing-masing titik bagi dihubungkan dengan titik 
sudut di hadapannya, maka terbentuklah heksagon DEFGHI dalam segitiga 
ABC, sebagaimana terlihat pada Gambar 1.3.

Wahdah (2006:13) telah membuktikan teorema Professor Marion Walter 
untuk segitiga samakaki, samasisi, dan siku-siku. Kemudian juga dibuktikan 
syarat terbentuknya heksagon dalam segitiga samasisi jika masing-masing sisi 
segitiga dibagi menjadi tiga bagian dengan perbandingan p:q:r. Dilanjutkan 
dengan perbandingan luas heksagon yang terbentuk dengan luas segitiga sama
sisi, jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tiga bagian dengan per-
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Gambar 1.3: Ilustrasi teorema Marion Walter

bandingan p:q:r.

Terinspirasi dari penelitian yang dilakukan oleh Wahdah, dalam penelitian 
ini akan dikaji lebih dalam lagi hasil penelitian Professor Marion Walter. Kajian 
itu terfokus pada bagaimana bila masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi 
lima, tujuh, dan k bagian yang sama panjang, dengan k bilangan ganjil yang 
kesemuanya akan terbentuk heksagon, lihat Gambar 1.4.

Dari Gambar 1.4 dapat dikembangkan berbagai pertanyaan diantaranya, 
bagaimana perbandingan heksagon paling dalam dengan segitiga asal bila ma
sing-masing sisi segitiga dibagi menjadi lima, tujuh, dan k bagian sama pan
jang, dengan k bilangan ganjil. Sehingga judul penelitian dalam hal ini adalah 
"Pengembangan Teorema Marion Walter untuk Pembagian k Bagian dari Sisi 
Segitiga".
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C

Gambar 1.4: Ilustrasi pengembangan teorema Marion Walter 

U  Rumusan Masalah

Beberapa masalah dalam penelitian ini dapat dirumuskan sebagai berikut.

4
1. Berapa perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan se

gitiga asal jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi lima bagian 
sama panjang?

2. Berapa perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan se
gitiga asal jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tujuh bagian 
sama panjang?

3. Berapa perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan se
gitiga asal jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi k bagian sama 
panjang, dengan k bilangan asli ganjil?
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13 Ttijuan penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji:

1. perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan segitiga asal 
jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi lima bagian sama pan

jang;

2. perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan segitiga asal 
jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tujuh bagian sama pan
jang;

3. perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan segitiga asal 
jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi k bagian sama panjang, 
dengan k bilangan asli ganjil.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi bagi.

1. Penulis, dapat memperdalam ilmu geometri khususnya pengembangan 
dari teorema Marion Walter.

2. Penulis, dapat lebih mengetahui aplikasi ilmu geometri dalam keidupan 
nyata.

3. Pembaca, memberi pengetahuan baru tentang pengembangan teorema 
Marion Walter khususnya dan ilmu geometri pada umumnya.

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


BAB 2

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Aplikasi Geometri

Ilmu matematika sering dijumpai dalam kehidupan sehari-hari, khusus
nya pada bidang geometri. Aplikasi bidang geometri yang sering ditemui 
adalah arsitektur bangunan. Arsitektur bangunan sangat erat hubungannya 
dengan geometri. Hal yang menghubungkan antara kedua hal ini adalah nilai 

estetis. Geometri memiliki fungsi yang relevan dalam memperlihatkan hubu
ngan visual suatu objek dari segi proporsi, dan juga pola perkembangan objek 
tersebut Oleh karena itulah sekarang banyak muncul jasa arsitek, misalnya 
arsitek rumah, perkantoran, pariwisata dan arsitek bangunan secara umum.

Dari gambaran di atas didapat bahwa geometri dapat menjadi salah satu 
elemen yang dapat menjadikan suatu karya arsitek memiliki nilai estetis. Tapi 

tentunya untuk menimbulkan nilai estetis ini, maka karya arsitektur tersebut 
kemudian dibatasi dengan aturan-aturan geometri yang ada. Arsitektur ro- 
mawi bernama Marcus Vitruvius membatasi bahwa pembangun harus selalu 
menggunakan rasio yang tepat, pernyataan ini sama halnya dengan ” Without 
symmetry and proportion, no building can have a regular plan”.

Banyak lukisan dan bangunan yang tidak menggunakan prinsip geometri 
tidak dapat dianggap suatu yang indah. Terlihat bahwa kaidah geometri dalam 

suatu desain dapat membatasi variasi desain yang dihasilkan. Selain dari peng
gunaan geometri sebagai pemvisualisasian hubungan dan proporsi dari suatu 
objek, geometri juga memiliki fungsi sebagai suatu kaidah yang digunakan un
tuk memberi ukuran pada bangunan dan bentuk. Jasa arsitek sekarang banyak 
menggunakan kaidah seperti ini. (Anonim 4)

Sebagai misal untuk membuat rumah, diperlukan pengukuran terhadap

7
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Gambar 2.1: Gedung berdinding segitiga (Anonim 5)

Gambar 2.2: Rumah berdinding segitiga (Anonim 6)
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luas rumah, luas atap, luas dinding sehingga bentuk rumah itu menjadi pro

porsional, kuat dan indah, seperti tampak pada Gambar 2.1 dan Gambar 22. 
Pada Gambar 2.1 dinding gedung yang dimodifikasi menggunakan kaca-kaca 
berbentuk segitiga, sedangkan Gambar 2.2 rumah didesain dengan atap berben- 
tuk segitiga dan cerubung asap berbentuk silinder di sampingnya.

Untuk membangun bangunan ini, maka tidak akan menghasilkan ba
ngunan yang kokoh, aman serta indah apabila tidak memakai prinsip geometri. 
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa kegunaan prinsip-prinsip geome
tri sangat luas dalam masyarakat Hal inilah yang mendorong peneliti melaku
kan penelitian ini.

22 Konsep Dasar

Berikut ini akan digambarkan beberapa istilah dasar tentang relasi-relasi 
geometri diantaranya titik, garis, dan bidang dalam sebuah himpunan. Diberi
kan sebarang dua titik A dan B, maka terdapat sebuah garis melalui kedua titik 
tersebut (Kusno, 2003:51). Jika titik P  di garis l, maka dikatakan bahwa P pada 
l, garis l pada P, garis l melalui titik P  atau garis l bertemu (insiden) dengan 
titik P. Garis l sejajar terhadap garis g, dinotasikan 11| g, yaitu l tidak memo
tong g atau juga tidak berimpit dengan g (Kusno, 2003: 55). Titik-titik yang 
terletak pada garis yang sama (segaris) disebut kolinier dan titik-titik yang ter
letak pada satu bidang (sebidang) disebut koplanar (Teguh, 2007: 60). Jika 
dua garis atau lebih berpotongan pada satu titik, garis-garis tersebut dikatakan 
konkuren (Kusno, 2004: 60).

Ruas (segmen) garis AB didefinisikan sebagai himpunan titik-titik segaris 
yang memuat titik A dan titik B, dan semua titik diantara titik A dan titik B . 
Titik A, B dan titik-titik diantaranya, dikatakan meliputi ruas garis AB. Titik- 
titik A dan B  masing-masing disebut titik-titik akhir (ujung) dari ruas garis AB 
(Kusno, 2004: 62).

Sudut adalah himpunan titik-titik dari gabungan dua sinar yang kedua
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titik pangkalnya berserikat, tetapi tidak terletak pada garis yang sama (Kusno, 
2004: 60). Pada Gambar 2.3 dapat dituliskan simbol sudutnya sebagai: ZABC 
atau ZCBA. Titik B tersebut disebut titik sudut, sedangkan segmen garis b A 
dan B(5 merupakan kaki sudut.

Gambar 2.3: Sudut ABC atau CBA

Garis bagi (bisector) suatu segitiga adalah suatu segmen yang membagi 
dua sama ukurannya sebarang sudut pada segitiga dan berujung pada sisi di 
hadapannya (Kusno, 1988: 15). Setiap sudut mempunyai satu sudut bisector 
yang pasti (tunggal) (Gustafson, 1991:23). Selanjutnya akan dijelaskan tentang 

definisi dan sifat-sifat poligon.

Z2.1 Poligon

Poligon adalah gabungan titik-titik Pi5 P2, P3, ...»P»-i, Pn> dengan ruas ga
ris: P1P2, P2P3, ...»Pn-iPn, PnPi/ sedemikian hingga jika dua sembarang dari 
ruas garis berpotongan, bertitik potong pada titik-titik Pi,P2,P3, ...,P„_i,P„ 
dan tidak ada titik lain, dimana n bilangan asli dan lebih besar dari dua (Kusno,
2003: 65).

Suatu poligon diklasifikasikan menurut jumlah sisinya, poligon dengan 
empat sisi dinamakan tetragon, poligon dengan lima sisi dinamakan pentagon, 
dan seterusnya. Poligon yang sisi-sisi dan sudut-sudutnya adalah kongruen 
disebut poligon beraturan (Kusno, 2003: 90). Seperti tampak pada Gambar 
2.4a. Sedangkan pada Gambar 2.4b adalah poligon tak beraturan, dimana sisi- 
sisi dan sudutnya tidak sama.
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(a) (*)

Gambar 2.4: Poligon

Dalam penelitian ini, kajian akan difokuskan pada poligon segitiga dan 
heksagon. Oleh karena itu, perlu dijelaskan tentang definisi dan sifat-sifat se
gitiga dan heksagon.

Segitiga adalah bentuk yang teijadi dari tiga buah potongan garis yang 
tertutup (Gustafson, 1991: 6), atau dapat dikatakan poligon dengan tiga sisi 
(Kusno, 2004: 71). Segitiga merupakan salah satu bangun dasar dari geometri. 
Bangun segitiga memiliki tiga sudut dan tiga sisi yang berupa penggal garis 
lurus. Sebuah segitiga teijadi apabila ada tiga penggal garis lurus yang setiap 
dua garisnya saling berpotongan. Dalam geometri Euclides, tiga buah titik 

yang tidak kolinier (tidak terletak pada sebuah garis lurus) membentuk sebuah 
segitiga. Adapun segitiga memiliki sifat-sifat sebagai berikut

1. Sebuah segitiga hanya memiliki tiga sudut, dan ketiga titik sudut tersebut 
tidak segaris.

2. Setiap dua titik sudut dihubungkan oleh sebuah ruas garis, dimana ruas 
garis adalah lintasan terpendek antara dua titik

3. Bangun yang disebut segitiga adalah gabungan dari ketiga ruas garis 
yang membentuk sisi segitiga. (Andrian, 2008:355)

Berdasarkan sisinya, suatu segitiga dibagi menjadi tiga jenis yaitu se
gitiga samasisi, segitiga samakaki dan segitiga sembarang. Disebut segitiga
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samasisi bila ketiga sisi segitiga tersebut kongruen, tampak pada Gambar 2.5a, 

dikatakan segitiga samakaki bila kedua sisi segitiga adalah kongruen, tampak 
pada Gambar 2.5b, dan dikatakan segitiga sembarang bila ketiga sisinya tidak 
kongruen dengan sudut yang tidak kongruen pula (sebarang), tampak pada 

Gambar 2.5c.

Selanjutnya fokus penelitian yang kedua heksagon. Heksagon adalah 
poligon yang mempunyai enam sisi. Jika enam sisinya mempunyai panjang 
yang sama dinamakan heksagon beraturan, seperti pada Gambar 2.6a. Jika 
terdapat sisi-sisi yang tidak sama panjang maka dinamakan heksagon tidak 
beraturan, seperti pada Gambar 2.6b. Pada heksagon beraturan tersebut, bila 
dibagi menjadi enam bagian maka akan terdiri atas enam buah segitiga yang 
samasisi. Sedangkan heksagon tak beraturan bila dibagi menjadi enam bagian, 
tidak akan terbentuk enam segitiga yang samasisi.

(a) (b) (c)

Gambar 2.5: Macam-macam segitiga berdasarkan sisinya

(a) (b)

Gambar 2.6: Heksagon
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2.2.2 Daerah Poligon dan Luas Poligon

Daerah segitiga adalah gabungan himpunan titik yang termuat pada inte
rior segitiga. Daerah poligon adalah potongan bidang yang dapat dinyatakan 

oleh gabungan terhingga daerah tiga sudut sedemikian sehingga jika dua buah 
daerah tiga sudut berinteraksi, maka interaksinya adalah sebuah sisi atau titik 

sudut dari masing-masing daerah tiga sudut tersebut (Kusno, 2004:145), lihat 
Gambar 2.7.

Gambar 2.7: Daerah segitiga dan heksagon

Pada bagian ini disajikan beberapa terminologi untuk membahas luas 
poligon dengan pendekatan geometri analitik. Jarak titik-titik P{xi,yi) dan 

Q(x2, y2 ) dapat dinyatakan oleh \PQ\ = y/{x2 -  x\)2 + (j/2 — 2/1)2* Persamaan 
garis melalui titik P(xu y1) dan Q(x2,y2) dapat dinyatakan sebagai — 

X2 -  Xi ^  0, V2  -  Vi ^  0. Jika B(x2,y2 ) dan P adalah titik-
titik kolinier sedemikian hingga r = seperti diilustrasi pada Gambar 2.8, 
maka koordinat P(x,y) adalah: x = x\ + r(x2 — xj) dan y = y\ 4- r{y2 -  yi) 
(Riddle, 1992: 5,82,12). Untuk menetukan transformasi geometri rotasi dari 
sebuah titik maka diperlukan definisi matrik.

Matriks adalah susunan bilangan bilangan berbentuk persegi panjang 
yang diatur dalam baris dan kolom (Endang, 2005:9). Misal

/ a  /X  
c d J \  9 h

e / ' j
9 h I

A = |, maka perkalian matriks didefinisikan sebagai

A.B =
a b 
c d

a + e b + f  
c + g d + h

(Endang, 2005:10)
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Gambar 2.8: Koordinat titik bagi ruas garis

Dengan memakai matriks, maka rotasi titik P(x, y) yang dirotasikan de
ngan titik pusat rotasi 0(0,0), maka hasil rotasinya P' (a/, y'), seperti pada Gam
bar 2.9.

Posisi titik P' (z', y') dapat diperoleh dengan cara berikut
\OP\ = \OP\ = r 
x — r. cos p 
y = r. sin p
x; = r.cos(0 + p) = r. cos p. cos 8 — r. sin p. sin B — x.cosB — y.smB 
y' = r. sin(0 + p) = r. sin 6. cos p + r. cos 6. sin p = x. sin B 4- y- cos 6

Dengan demikian, persamaan transformasi rotasi dalam bentuk matriks 
dinyatakan sebagai berikut
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Y

Gambar 2.9: Rotasi titik P  sebesar 0

( \ / \  (  cos 0 sin 0 \
V )• . a a (Pesta, 2008:147)

'  '  f  \  -sm9 0 0 8  0 J

Menentukan luas poligon dapat dilakukan dengan beibagai cara, dianta- 
ranya adalah memilah poligon menjadi segitiga-segitiga kedi lalu luas poligon 
sama dengan jumlah dari segitiga-segitiga kecil tersebut, atau menggunakan 
determinan matriks. Dalam penelitian ini untuk menghitung luas poligon akan 
digunakan cara yang efisien yaitu dengan cara determinan matriks. Luas poli
gon yang akan dibahas hanya untuk bangun segitiga dan heksagon. Adapun 
luas segitiga dan luas heksagon ditentukan sebagai berikut

1. Luas Segitiga

Luas suatu segitiga adalah setengah kali ukuran alas a dengan garis tinggi 
t yang berkorespondensi, yaitu L — \.a.t (Kusno, 2004: 149), lihat Gam
bar 2.10.
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Gambar 2.10: Unsur-unsur segitiga

Jika tiga titik koordinat segitiga diketahui (z*, y,) dimana i = 1,2,3 maka 
luas segitiga dapat ditentukan dengan determinan matriks, yaitu menyu
sun ketiga titik koordinat segitiga sebagaimana dalam diagram 2.11 beri
kut

Gambar 2.11: Diagram Perhitungan Luas Segitiga

Keterangan Gambar 2.11: garis hitam menunjukkan perkalian antara dua 
koordinat, yang mana hasilnya ditunjukkan pada garis di sebelah kanan. 
Begitu juga dengan garis putus-putus.

sehingga luas segitiga adalah

L a BC = \ ^ ( ( X2-Vl + £3-J/2 + Zl-Vs)

~(xi yz + x2-yz + z3-x/i)) |

(Anonim 7)

2. Luas heksagon

Untuk menghitung luas heksagon, dapat menggunakan rumus luas segi
tiga yaitu dengan cara membagi heksagon tersebut menjadi empat luasan
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segitiga, sehingga luas heksagon adalah jumlah keempat luas segitiga 
tersebut. Namun cara ini tidak efisien. Berikut ini akan diperkenalkan 
teknik menghitung luas heksagon dengan menggunakan matrik determi
nan. Misal diketahui heksagon seperti pada gambar 2.12, teknik menghi-

Gambar 2.12: Luas heksagon

tung luas heksagon ABCDEF dengan menggunakan matriks determi
nan adalah dengan menyusun titik-titik dalam susunan sebagaimana di
agram pada Gambar 2.13,

Gambar 2.13: Diagram Perhitungan Luas Heksagon
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sehingga luas heksagon adalah

L abcdef = \ ^ ( ( x b V a  + x c -Vb  + x d Vc  +  x e V d  + x f V e  + x a V f )  

~ ( x a V b  + x b V c  +  x c -Vd  + x d V e  +  x e Vf  + x f -Va ) )  \

(Anonim 7)

2.3 Teorema Marion Walter

Marion Walter adalah seorang professor dari universitas Oregon. Beliau 
meneliti tentang perbandingan luas heksagon yang terbentuk karena perpo
tongan garis-garis pembagi dengan segitiga asal. Teorema Marion Walter yang 
cukup populer beserta pembuktiannya ditemukan dalam Wahdah (2006:13). 
Ka-rena pembuktian tersebut akan digunakan sebagai dasar mengembangkan 
Teorema Marion Walter dalam penelitian ini, maka Teorema dan pembuktian

nya disajikan kembali dalam bab ini.

Theorems 23.1 Jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tiga bagian yang 
sama panjang dan masing-masing titik bagi dihubungkan dengan titik sudut dihada- 
pannya maka perpotongan garis-garis pembagi tersebut akan membentuk sebuah ba
ngun datar segienam (heksagon) dan perbandingan luas heksagon yang terbentuk de
ngan luas segitiga adalah 1:10.

Bukti. Misalkan sebuah segitiga samasisi ABC dengan koordinat titik A pada 
pangkal koordinat (0,0), titik B pada sumbu X  posotif (xi, 0)dan titik C meru
pakan hasil rotasi titik B  sejauh 60 terhadap pangkal koordinat yaitu 
xi) seperti Gambar 2.14. Untuk menentukan perbandinan luas heksagon de
ngan luas segitiga samasisi ABC dapat mengikuti langkah-langkah sebagai 
berikut

1. Tentukan titik bagi pada masing-masing sisi AB, sisi BC dan sisi AC de
ngan perbandingan 1:1:1. Misalkan titik D dan titik E  pada sisi AB, titik 
F dan titik G pada sisi BC serta titik H  dan titik I  pada sisi AC (Gambar 
2.14b). Koordinat titik bagi pada masing-masing sisi adalah:
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Gambar 2.14: Ilustrasi pembuktian teorema Marion Walter

xd = 0 + i(a:i -  0) = ^

2 2
^e = 0 + -(a;i -  0) = ~xx

1.1 . 5
xF = xi + -(-x i “  Xl’ = qXi

2 i  2

Xg = £i + ^ 2 Xl ~ “  3Xl

yo = 0 + i ( 0 - 0 )  = 0 

ye “  0 + | ( 0 - 0 )  = 0 

Vf  -  0  + -  0) =

Vg  =  ° + | ( ^ v /3 x i -  0) =
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xh ==0 + | ( 5 a:i ” °) = \ xi » yff = 0  + |( |V 5 a :i-0 ) = |V3!ri

a:/ = 0 + i ( i z i - 0) = ix i , y7 = 0  + |(|V 3a:i -  0 ) =

Jadi koordinat titik-titiknya adalah D(^xi, 0), £?(|xj, 0), F(§®i, £\/3a;i),

G(jxu Jv'&i), iV&O, U fa , JV&i)

2. Hubungkan masing-masing titik bagi dengan titik sudut dihadapannya. 
Misalkan titik D dan titik E dihubungkan dengan titik C, titik F dan 
titik G dihubungkan dengan titik A, sedangkan titik H dan titik I  di
hubungkan dengan titik B (Gambar 2.14c). Persamaan garis-garis bagi 

segitiga ABC adalah

Garis A F :

Garis AG :

Garis B I : -j

Garis B H : -

, x — 0 y - 0

' |* i -  ° -  0

, x — 0 y - 0

' f n  -  o

X — X\ y - o
' 5*i -  *1 ~~ \V3xi -  0

X “  X] y - 0
3^1 ^1 |V 3 u -o

2/ — 0
\x X -  ±XX T-y/3Xi -  0

* “ f*l y - 0

l*i ~ l*i 1^3*1- 0

& i>/arix -  |xiy

O y = pV̂3a:5
<=> = -xxy

O y= i\Z3x

<*■ i>/3xi(a; -  xx) = y(-gxi)

y = - \ \ / Z x  -1- 
o 5

1 2
- V l x i ( x  -  Xi) = y ( - - x i)

O- y = _Iv/3x + iv^3xi

O y = 3V3x — V Z x i

O- i>/3a:i(x -  |x x) = y(-jUi)

o- y = —3>/3x + 2 y /3 x i

3. Dari perpotongan garis-garis tersebut akan terbentuk bangun heksagon
dalam segitiga ABC. Misalnya peepotongan garis BI dengan garis CD
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di titik J, perpotongan garis BI dengan garis AF di titik K, perpotongan 
garis C E dengan garis AF di titik L, perpotongan garis B H dengan garis 
C E  di titik Af, perpotongan garis BH dengan garis AG di titik N, dan 
perpotongan garis CD dengan garis AG di titik O (Gambar 2.14c). Maka 

koordinat titik potongnya adalah:

Titik J  —*■ yBi = Vcd O  —7 V3x + ^VZx\ = 3y/Zx — V$Xi
5 5

O  Zy/Zx + ^VZx = i>/3a;i + VZxi 
0 o

«■ ^ *  = 1 ^5 5
3

O  X -  -X!

3 1
y = Zy/Zx — VZx\ = 3\/3-xi — VZxi — ~VSxi

o o

Titik K  — y ysi = yAF O — i\/3x  + \y/Zx\ =5 5 5
O  -zVZx + ~VZx — -\/3xi

5 5 5
O  - t/Zx = -V Z xi 

5 5
1

O  X=-Xi

y = r 7* * =

Titik L —► yAF ~ Vce O  ^VZx = —ZVZx+ 2y/Zxi
5

o  ~ ^ x  F Zy/Zx = 2y/Zxi
D 
1R

O  — y/Zx — 2y/Zx\
5

5
O  X--XX

’ - r * - r *  4
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T i t i k  M  —► y BH =  Vc e  &  -  j>/3x + ^\/3xi = -3VSr + 2 y /Z x \

<=> —~y/Zx-{-S\/^x — 2 y /3 x i~ —y/Sxi
£t Z

o  \ ^ x ~ \ & x\
3

x  = -X i 
5

3 1
y =  — sVSx  +  2%/3j i  =  —3>/3.~Xi +  2>/3xi =  -V 3xi

5 5

T i t i k  N — >yBH =  VAG = |V3s

■o  ^V3x +  i>/3x =
A /  6

V&c =  -V ^ ii 
i

1
® = -zi

y =  i>/3x =  i i /3 . i x i  =  i\ /3 x i 

T i t i k  O  — * y c D  — 3/>w? ^  3a/3x — \/3xi = JVlcZ

3n/3x — ^>/3a: = \/3xi
Z

<=> ^V5x =  \/3xi
Z

2
<j=> x =  -Xi

5

y = i\/3x  = iV 3 .|x i = jrV&ri

Jadi titik-titik koordinat yang membentuk heksagon adalah
J ( |x i ,  gv'& i), K { \x u ^ ^ Z x { ) t L(|®i, |\ /3 s i) , A f(|xi, \y/Zxi), 

N d x u \y fix i) ,  0(§xi, i\/3x i).
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4. Menentukan luas heksagon JKLMNO yang dihasilkan dari penjumla
han empat segitiga yaitu segitiga KLM, segitiga KMN, segitiga KNO, 
dan segitiga KOJ.

L a k l m  —
5*1 4VSn 1

i*i 5 V&C1 1

8*i %y/3xi 1

-  i>/3x:) -  j ^ i ( § * i  -  |x 0 +

5 ( 3 5 5 ^
1 /r ,

L&KMN

\x x ^V^Cl 1

l*i §\/3zi 1

2*1 1

!(5*l(5 v S * 1 ~ I ^ l} ^  ^ XA X' ~ 5Il)+
3 1 1 1

(-xx.-y/Zxi -  -%/3xi.-Xi))
5 4 5 2

400
\fex\
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L&KNO —
\x\ 1

i*i I^ X i 1

§*i iV3X! 1

i(^ i(iV 3 x i -  i\/5xi) -  -  |i i ) +

2(8 ̂  -  i o ^ i  -  2 0 ^  + 25^  + T o ^  “  l o ' ^

4 5 0 ^

L&koj —
5*1 i 5 ^ i 1

1*1 5>/3zi 1

§S1 |>/3xi 1

-  iv/3*0 -  ^V 5ei(|* i -  |* iH

-  T 6 ^ x' -  + + T o ^  -  T o ^ ]

= ----y/3xj
200 1

Sehingga didapat luas heksagon

L j k l m n o  — L&KLM + L&KMN + L&KPfO + L&k

W o ^  + + 45o^ x? +
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5. Menentukan luas segitiga ABC dan bandingkan hasilnya dengan luas 

heksagon JKLMNO

L a a b c  —

0 0 1

X \ 0 1

\ x x \ y / Z x i 1

i ( 0 (0  -  -  0 (xi ~ 0) + (®1 .^V3xi -  O.iiO)

5 < i^ )

-

Membandingkan luas heksagon JKLMNO dengan luas segitiga ABC

L j k l m n o  _  _  J _

L a a b c  i> / 3 x j  10

Dari langkah-langkah tersebut, maka diperoleh perbandingan luas heksagon 
dengan luas segitiga adalah 1: 10. Dengan demikian terbuktilah Teorema Ma
rion Walter ini. □
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BAB 3
NLIKUPTPERPUSTMAAN
UNJVtlSfTAI JU M I

METODE PENELITIAN

3.1 Prosedur Penelitian

Prosedur penelitian sangat diperlukan dalam suatu penelitian, karena 
prosedur merupakan landasan atau kerangka dasar yang dijadikan pijakan 
sekaligus acuan untuk melaksanakan penelitian (Yousda, 1993: 26). Langkah 
yang dimaksud merupakan langkah perencanaan yang mencakup penyusunan 
dan penyiapan rancangan penelitian serta instrumen pengumpulan data.

Di dalam penelitian ini, prosedur yang dimaksud adalah suatu tahapan 
berpikir mulai dari identifikasi, verifikasi, analisis dan generalisasi untuk mem
peroleh suatu kesimpulan yang berupa lemma, teorema atau korolari baru. 
Metode yang digunakan untuk melakukan penelitian tersebut mengacu pada 

dua metode berikut

Metode Induktif. Metode induktif merupakan metode penelitian dengan meng
kaji kaidah-kaidah khusus untuk menentukan kaidah-kaidah umum dalam 
penelitian.

Deduktif aksiomatik. Metode deduktif aksiomatik merupakan metode peneli
tian dengan menemukan aksioma atau teorema-teorema yang sudah ada 
kedalam permasalahan baru yang akan diselidiki

Dengan memanfaatkan keadaan diatas secara umum prosedur dalam pene
litian ini adalah sebagai berikut

26
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Gambar 3.1: Diagram Prosedur Penelitian

3.2 Definisi Operasional

Pada penelitian ini variabel yang akan didefinisikan adalah Pengemba
ngan Teorema Marion Walter dengan Menggunakan Sistem Koordinat Karte- 
sius. Definisinya adalah sebagai berikut.

• Pengembangan adalah mengembangkan teorema Marion Walter, dimana 
teorema Marion Walter hanya membagi sisi-sisi segitiga menjadi tiga bagian
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sama panjang. Dalam penelitian ini sisi-sisi segitiga dibagi menjadi k 
bagian sama panjang, dimana k adalah bilangan asli ganjil.

• Sistem koordinat adalah suatu metode untuk menentukan letak suatu 
titik dalam grafik yang terdiri dari 2  garis saling tegak lurus, yaitu satu 
mendatar (horizontal) disebut sebagai sumbu-z dan yang lain tegak (ver
tikal) disbut sebagai sumbu-y.

• Heksagon adalah suatu bidang datar yang terbentuk dari perpotongan 
garis yang terbuat dari titik batas dengan sudut yang ada dihadapannya.

• Garis pembagi adalah suatu garis yang menghubungkan titik sudut den
gan titik bagi pada sisi segitiga di depannya.

• Utik bagi adalah suatu titik pada sisi segitiga yang menandakan batas 
pembagian.

3.3 Jenis Penelitian

Jenis yang digunakan dalam penelitian ini adalah jenis penelitian deskrip
tif aksiomatik, yaitu penerapan teorema/aksioma yang telah ada kemudian 
diterapkan pada pengembangan teorema Marion Walter. Menentukan titik ko
ordinat, persamaan garis, menghitung luas segitiga, dan luas heksagon yang 
digunakan dalam penelitian ini.
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BAB 4

hk urrfBnflMHM
llNJVUSfiaiWBEP

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan disajikan hasil penelitian tentang pengembangan teo
rema Marion Walter. Sebagaimana dijelaskan dimuka bahwa Marion Walter 
hanya membuktikan sebarang segitiga dimana sisi-sisi di depan sudutnya diba
gi menjadi tiga bagian sama panjang. Dalam penelitian ini sisi sebarang segi
tiga dibagi menjadi lima bagian, tujuh bagian, dan k bagian yang sama pan

jang, dimana k bilangan ganjil.

Alasan peneliti membagi sisi segitiga menjadi k bagian sama panjang un
tuk k bilangan ganjil adalah berkenaan dengan hasil observasi yang menun
jukkan bahwa bangun bagian dalam yang terbentuk adalah sebuah heksagon, 
seperti yang ditemukan dalam teorema Marion Walter.

Namun demikian bila k genap maka berdasarkan observasi, heksagon 
yang terbentuk dipenuhi oleh beberapa segitiga sehingga bangun bagian dalam 
yang terbentuk tidak berupa heksagon mumi. Oleh karena itu, penelitian ini 
difokuskan pada pembagian dengan k bagian yang sama panjang bila k ganjil.

Penelitian ini diawali dengan membagi masing-masing sisi sebarang segi
tiga tersebut lalu menentukan koordinat titik pada masing-masing sisi segitiga, 
yang nantinya akan membentuk heksagon terkecil. Kemudian titik-titik terse
but dihubungkan dengan titik sudut yang ada dihadapannya untuk menen
tukan persamaan garisnya. Setelah itu menentukan koordinat titik potong 
garis-garis tersebut yang membentuk heksagon terkedl dan diakhiri dengan 
mencari rumus luas heksagon tersebut.

Kemudian rumus luas heksagon yang diperoleh diaplikasikan ke segitiga 
sembarang, samakaki dan samasisi, dengan cara menentukan titik-titik koordi
nat sudut segitiga. Sudut koordinat diletakkan pada sumbu koordinat dikare-

29
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nakan lebih memudahkan penelitian.

Beberapa hasil penelitian ini, untuk pembagian sisi segitiga kedalam lima, 
tujuh, dan k bagian sama panjang, dimana k ganjil, disajikan dalam sebuah 
teorema, lemma atau korolari. Teorema, lemma atau korolari baru yang dite
mukan dalam penelitian ditandai dengan simbol "diamond 0"- Terdapat tiga 
lemma baru dan tiga teorema baru yang ditemukan, dan selengkapnya akan 

dijelaskan dalam bagian berikut

4.1 Sebarang Segitiga yang Masing-masing Sisinya Dibagi Lima Bagian Sama Pan- 
jang

Berdasarkan teorema Marion Walter yang disebutkan pada bab 2 sebelum
nya, maka berikut ini disajikan beberapa lema dan teorema yang terkait de

ngan hasil penelitian dengan pembagian sisi-sisi segitiga menjadi lima bagian 
sama panjang.

+ Lemma 4.1.1 Jika sebarang segitiga ABC, masing-masing sisinya dibagi dengan 
ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut A[xx, yx), £(x2}2/2), dan C(x3, y3) 
di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga menjadi lima bagian yang sama pan
jang, maka akan terbentuk heksagon terkecil DEFGHl dengan titik-titik koordinat 
sebagai berikut 
D(x,y):

x  = ( i )  ((2 x3 + 3xx)(5y2 — 2̂ /3 — 32/0(5x1 -  2x3 -  3x2) -  (2x3 + 3x2)

(% 2 -  2̂ /3 -  3yx)(5x2 -  2x3 -  3x0 + (32/2 -  3yi)(5x2 -  2x3 -  2xx)
( 5 x i -  2 x 3 -  3x 2) )

dimana £ = 5 ((5y2- 2y3- 3yx)(5xx- 2x3 - 3x2) - ( 5y i- 2y3 - 3y2)(5x2 - 2x3 - 3xx))

y = - ((2x3 + 3xi)(5y2 -  22/3 -  32/i)2(5xi -  2x3 -  3x2) -  (2x3 + 3x2)

(52/2 -  %V3 -  32/i )(5 x2 -  2x3 -  3 x x)(5y2 -  2ys -  32/i ) +  (3y2 -  3y i)

(5x2 -  2x3 -  3xx)(5xi -  2x3 -  3x2)(5y2 -  2y3 -  3yi) -  (2x3 +  3xx)
(52/2 -2 y 3 - 3yx)((5y2 -  2y3 -  3yx)(5xx -  2x3 -  3x2) -  (5yx - 2 ^ -  3 ^ )  

(5x2 -  2x3 -  3xi)) +  (5x2 -  2x3 -  3xi)(2y3 +  3yi)((5y2 -  2y3 -  3yx)

(5xx -  2x3 -  3x2) -  (5yx -  2y3 -  3y2)(5x2 -  2x3 -  3xx))j
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d in u m a  a  = 5(5x2 -  2x3 -3xj)((5y2 -  2y3 -  3yi)(5xi -  2x3 -  3x2) -  (5yi — 2y3 -3  3/2) 
(5x2 -  2x3 -  3xi))
E ( x , y } :

x = ((2x3 + 3x2)(5yi -  2t/3 -  33/2) (5x3 -  2xi -  3x2) -  (2xi + 3x2)

(52/3 -  2yi -  3j/2)(5xx -  2x3 -  3x2) + (2yi -  2y3)(5xi -  2x3 -  3x2)
(5x3 -  2xi -  3x2))

d im a n a  o  -  5((5yi -  2y3 -  3y2)(5x3 -  2xi -  3x2) -  (53/3 -  2yi -  3y2)(5xi -  2x3 -3x2))

y  =  i((2x3 +  3x2)(5yi -  2y3 -  3y2)2(5x3 -  2xj -  3x2) -  (2xi +  3x2)

(5y3 -  2yi -  3y2)(5x! -  2x3 -  3x2)(5yi -  2y3 -  33/2) + (2yi -  23/3)
(5xi -  2x3 -  3x2)(5x3 -  2xj -  3x2)(5yi -  2y3 -  33/2) -  (2x3 + 3x2)
(5t/i -  23/3 -  33fc)((5yi -  2y3 -  3y2)(5x3 -  2xx -  3x2) -  (5y3 -  2yi -  33/2) 
(5xi -  2x3 -  3x2)) + (5xi -  2x3 -  3x2)(2y3 -f 3y2)((5yi -  23/3 -  3y2)
(5x3 -  2xi -  3x2) -  (53/3 -  2yi -  3y2)(5xi -  2x3 -  3x2)))

d im a n a  b = 5(5xi -  2x3 ~ 3x2)((53/i -  2y3 -  3y2)(5x3 -2xi -  3x2) -  (5y3 -  2yj -  33/2) 
(5xi -  2x3 -  3x2))
F(x,y);

x = (“ ) ((3x3 + 2xi)(5y2 -  3y3 -  2yi)(5x3 -  2xx -  3x2) -  (2xi + 3x2)

(5y3 -  2yi -  3y2)(5x2 -  3x3 -  2xj) + (3y2 -  3y3)(5x3 -  2xi -  3x2)
(5x2 -  3x3 -  2xj))

d im a n a  7r = 5((5y2 -  3y3 -  2yj )(5x3 -  2xi -  3x2) -  (5y3 -  2yi -  3y2)(5x2 -  3x3 -  2xx))

y = i((3x3 + 2xj)(5y2 -  3y3 -  2yi)2(5x3 -  2xj -  3x2) -  (2xi + 3x2) 
c

(5ys -  2yi -  3y2)(5x2 -  3x3 -  2xi)(5y2 -  3y3 -  2ya) + (3y2 -  3y3)
(5x3 -  2xi -  3x2)(5x2 -  3x3 -  2xi)(5y2 -  3y3 -  2yi) -  (3x3 + 2xi)
(53/2 -  3y3 -  2yi)((5y2 -  3y3 -  2yi)(5x3 -  2xj -  3x2) -  (5y3 -  2yj -  33/2) 
(5x2 -  3x3 -  2xi)) + (5x2 -  3x3 -  2xi)(3y3 + 2yi)((5y2 -  3y3 -  2yi)
(5x3 -  2xj -  3x2) -  (5y3 -  2yi -  3y2)(5x2 -  3x3 -  2xi)))

d im a n a  c  = 5(5x2 -3x3 -  2xi)((5y2 -  33/3 -  2yi)(5x3 -  2xi -  3x2) -  (5y3 -  2yi -  33/2) 
(5x2 -  3x3 -  2xi))
G(x,y);

x = ( i )  ((3x3 + 2xx)(5y2 -  3y3 -  2y1)(5x1 -  3x3 -  2x2) -  (3x3 -f 2x2)

(5yi -  3y3 -  2y2)(5x2 -  3x3 -  2xx) + (2y2 -  2yi)(5x2 -  3x3 -  2xa)
(5xj -  3x3 -  2x2))
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((Tig -  Vxz -  zXq)
(Zxz -  lX£ -  Sxq)(Wz -  Wz) + (Sag -  lx£ -  £ag)(mg -  Wz ~ zfi9)

(Txg -f £ag) -  (*xz -  lag -  zxq)(Wz -  VJg -  Wq)(zxz + tag)) ̂  = x

:(tilx)j 
((ZxZ -  tag -  txq)

(Wz-W£ — Wq) — (Zxz — sx£ — ixq)(Wz—W£—Wq))(Zxz—lx£-Vxq)q = a mimuip

(((zxg -  tag -  eag)(z/Sg -  W£ -  mg) -  (Sag -  £ag -  tag)
(MZ -  mg -  £/is))(^2 + Wq)(zxz -  l^£ -  exq) + ((ZxZ -  lag -  *xq)

(WZ -  Efig -  mg) -  (Sag -  Eag -  -  mg -  $fig))pflg -  %  -  Wq)
(Zxz + T*£) -  (Wz -  W£ -  ^ ) ( ZxZ ~ *x£ -  tx$)(ZxZ ~ lx£ ~ *x9)
(W£ -  Wq) + (WZ -  WS -  Wq)(ZxZ -  lag -  £ag)(s/ig -  W£ -  Wq)

(Zxz + *x£) -  (ZxZ -  Sx£ -  lx9)z(mZ ~ lfi£ ~ zn9)(ZxZ + la:£)) ̂  = a 

((ZxZ~lx£—®ag)(Wg—*Wg —i/lg) —(«ag—sag-Tag)(«lg—mg—$ffg))g = d mimuip

((zxz ~ *x£ ~ lx9)
(zxz ~ lx£ -  eag)(mg -  e%) + (Zxz ~ lx£ ~ *x9)(Wz -  W£ -  Wq)

(zxz +  Zx£) ~ (ZxZ ~ Sx£ -  lx9)(WZ ~ lfi£ ~ Wq)(zxz + Ix£)) (^) = x

:(filx)H 
((lag -  Eag -  sag)

(stfg -  e/jg -  mg) -  (Zxz — Eag -  iag)(Vlg -  W£—Wq))(*xz—*x£-Zxq)q = p mimuip

(((taj -  eag -  zXq)(zfiz -  W£ -  mg) -  (Zxz -  Eag -  tag)
(Wz -  Wq -  znq))(Wz + W£)(*xz -  £x£ ~ Zx9) + {{lxZ -  *x£ ~ Zx9)

(Wz -  s/lg -  mg) _ (zXz -  Zx£ ~ lx9)(lflZ -  Wq -  Wq))(Wz -  W£ -  Wq)
(tag + sag) -  (Wz -  Wq -  Wq)(zxz -  Eag -  tag)(tag -  sag -  sag)
(Wz -  Wz) + (Wz -W q -  zfiq)(ixz -  Eag -  zxq)(Wz -  Wq -  mg)

(Zxz + E;c£) -  (ZxZ “  Zx£ ~ lx9)z(Wz -  Wq -  Wq)(ixz + Exg)) ̂  ^

((lxz-^X£-Zxq)(Wz-W£-Wq)-(zxz~^x£-ixq)(Wz~W£-zfiq))q = m mimuip

Z£

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


33

dinuma e = 5((5y3- 3yi - 2y2)(5x2 -2^3 - 3xi) -  (5y2 -2 ys - 3yi)(5x3—3xj - 2x2))

y = y ((3xi + 2x2)(5y3 -  3yi -  2y2)2(5x2 -  3xi -  2x3) -  (2x3 + 3xx)

(52ft -  2y3 -  3yi)(5x3 -  3xj -  2x2)(5y3 -  3yi -  2y2) + (2y3 -  2y2)
(5x3 -  3xi -  2x2)(5x2 -  2x3 -  3xi)(5y3 -  3yi -  2 ^ )  -  (3xi 4- 2x2)
(5y3 -  3yi -  2y2)((5y3 -  3yi -  2y2)(5x2 -  2x3 -  3xi) -  (5^ -  2ys -  3yi) 
(5x3 -  3xi -  2x2)) + (5x3 -  3xi -  2x2)(3yi + 2y2)((5y3 -  3yi -  2y2)
(5x2 -  2x3 -  3xi) -  (5y2 -  2y3 -  3yi)(5x3 -  3xi -  2x2)))

d im a n a  f  = 5(5x3 -  3xi -  2x2) ((5y3 -  3yi -  2y2)(5x2 -  2x3 -  3xi) -  (5y2 -2y3-  3yi) 
(5x3 -  3xi -  2x2))

Bukti. Misal diberikan sebarang segitiga ABC, sebagaimana terlihat pada Gam

bar 4.1. Bila masing-masing sisi segitiga dibagi dengan ruas garis yang menghu
bungkan titik-titik sudut j4(xi, yi), B(x2, y2), dan C(x3, y3) di depannya dengan 
titik-titik pada sisi segitiga menjadi lima bagian sama panjang maka terben
tuk dua heksagon, yaitu heksagon dalam (terkecil) dan luar. Akan dibuktikan 
bahwa titik-titik koordinat heksagon terkecil adalah seperti yang disebutkan 
diatas.

Langkah awal adalah menentukan titik koordinat dari titik batas masing- 
masing sisi segitiga yang membentuk heksagon terkecil

2 3 2
Xc2 = *1 +  - (x 2 -  Xi) =  -x i  +  - x 2

3 2 3
Xc3 =  X\ +  ~(x2 -  Xi) =  -x i  +  - x 2

3 2 3
£«2 =  ®3 +  - ( x 2 -  x3) =  - x 3 +  -X2 

5 5 5
2 3 2

£03 =  ^3 +  g(^2 -  X3) =  -X3 +  ~X2

2 3 2
Zfta =  +  g ( x j  -  X3) =  - X 3 +  - X i

3 2 3
=  a* +  - (x x -  x3) =  - x 3 +  -Xi

2 / , 3 2
ycj = yi + g(y2 -  yi) = gyi + ^ 2

3. , 2 3
yca = yi + g(y2 -  yi) = ^yi + -y2

3. , 2 3
ya2 = y3 + -(y 2  -  ya) = gya +

2, , 3 2
ya3 = y3 + g(y2 -  ya) = ^ 3  +

2 3 2
Vb2 = y3 + ^(yi -  ya) = gy3 + jryi

3 2 3
yh = ya + g(yi -  ya) = ^ 3  + ^yi
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C(xz,yz)

B(x 2,2fc)

Gambar 4.1: Ilustrasi sebarang segitiga dimana masing-masing sisi dibagi men
jadi lima bagian sama panjang

Kemudian menentukan persamaan garis yang dibuat dari titik-titik batas 
tersebut dengan sudut yang ada dihadapannya, yang nantinya akan memben
tuk heksagon terkedl

Garis Aa2
x - \ x z -  f^2 V -  §2/3 -  flfe 

5Xi -  5X3 ~ 5S2 2/i
2« 3

§2/3 ~ f 2/2
/ X -  f X3 -  f X2 \ . 2 6 . 2 3

y = (“— t :— + ^  + ^\Xj — |x3 — |X2' 5 5 5 5
. s - f g a - jg a  V ~~ §2/3 — §2/2

-  §x3 -  §x2 2/1 "  §2/3 -  §2/2
/ x -  |x3 -  f x2 \ , 3 2 3 2

°  (»  =  x , - k  -  g j ^  -  5»» -  5 te )  +  5 » ' +  5
2/2

Garis >la3
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Garis Bb2

Garis £ 6 3

Garis Cc%

Garis Cc3

x |x 3 -  \x\ _ y -  f 2/3 §2/1

*2 -  f*3 “  \*\ 2/2 -  f ife &
/ x j?X3 gXi \ . 3 2 v 3 2

** y = (----- h----- 1 — K2/2 -  r 3fe -ry i) + r|fe + ryiVffo — — #Zi / 5 0 0 5x2 -  5X3 -  5^1

x -  j*» -  y -  fys
x2 -  §x3 -  1*1

fyi
y2 -  f y3 •

v = ( p g - f ) ( , -

* “  f Zl -  lx2 _  y - fy i

•*»

o

Xz- f x i  -  \x2 y s - fy i - fy 2

y  =
/ I  -  | n  - - i h  Y(y3 ~

3
5 » "\ x 3 -  fari -- | x 2 /

X — §*1 ~ 1*2 y - fy i - f y a

X3~ f * 1 -  1*2 y s - fy i - f y z

2/ = (y3 -
2
5y i”\x3 -  \xi -- f a j

-fy i
2 3 x 2 3
gSfe -  gyi) + ejV3 + gj/l

■§y2

Setelah diketahui persamaan garis, langkah selanjutnya adalah menentukan 
koordinat titik heksagon terkecil. Titik-titik yang membentuk heksagon terke
cil merupakan hasil perpotongan antara garis-garis tersebut.

Titik D adalah perpotongan antara garis £ 6 3  dengan Aas sehingga

VBb3 = VAa2
X ~ 1*3 “  l^l \ 2 3 , 2  3

9 3 l(j/2~ -=ys- •zyi) + cV3 + r  i
Z2 “  f*3 “  fXl) 5 5 5 5
X ~ \x 3~ \x2 \ 2 3 . 2  , 3
x\ -  \x3 -  ~x2Ji(y i - 5j/3- 5V2)+ g!/3+ 5:

(4.1)

o
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^  (  x  ^ 5y2~2y3-3y i, _ / ^ 2+ ^1 \ , 5y2-2y3-3 y i. =
^  l 5x2-2x3-3xi j v 5 ' l 5i2-2j3-3zi Jv 5 '

5 5

/  x  \ . 5yl - 2 y 3 - 3 y 2) _  /  2x3 53x2 \  , 5 y2 -  2 y 3 -  3 y t .
l  f e i- te a - 'S a  J* 5 ' \  5x i - 2j 3- 3s? /  V 5 '

5 5

3j/2 ~ 3yi 
5

a: = (^ ) ((2x3 + 3x0(5y2 -  2j/3 -  3yx)(5x! -  2x3 -  3x2) -  (2x3 + 3x2) 

(5t/2 -  2y3 -  3j/i)(5x2 -  2x3 -  3x0 + (3y2 -  3y0(5x2 -  2x3 -  2x0 

(5xi -  2x3 -  3x2)) (4.2)

dimana

£ -  5((5j/2 -  2y3 -  32/i)(5a?i -  2x3 -  3x2) -  (5yi -  2ys -  3jfe)(5z2 -  2x3 -  3x0)

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.2) ke dalam (4.1)

«=>•

J/BM
( X - \ x z - l x  1 ^  2 3 , , 2 t 3

= (----- 1 ----- T-)(y2  ~ ry3 -  ?yi) + 7^3 + ryi\x2 — ?x3 -  %X\ J 5 5 5 5

y -  ~ ((2x3 + 3x0(5ya -  2y3 -  3y02(5xt -  2x3 -  3x2) -  (2x3 + 3x2)

(52/2 -  2̂ /3 -  32/i)(5x2 -  2x3 -  3x0(5t/2 -  2yz -  3y0 + (32/2 -  3y0 

(5x2 -  2x3 -  3xi)(5xi -  2x3 -  3x2)(5y2 -  2y3 -  3y0 -  (2x3 + 3x0 

(5y2 -  2y3 -  3y0((5y2 -  2y3 -  3y0(5xi -  2x3 -  3x2) -  (5yi -  2y3 -  3y2) 

(5x2 -  2x3 -  3x0) + (5x2 -  2x3 -  3x0(2y3 + 3y0((5y2 -  2y3 -  3y0 

(5xi -  2x3 -  3x2) -  (5yi -  2y3 -  3y2)(5x2 -  2x3 -  3x0)) (4-3)

Dimana

a = 5(5x2 -  2x3-3xj)((5y2 -  2y3-3y0(5xi ~2x3 -  3x2) -  (5yi -  2y3 -  3y2) 

(5x2 -  2x3 -  3x0)
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Utik E  adalah perpotongan antara garis Aa-i dengan Cc3 sehingga

o

VAa2 — VCc3 (4.4)
X — I X3-- i 3* }

l ( l / l  -
2

5 * 3X i - ¥ 3 - § x j

X — § * ! ■
l(l/3 “

2

5 *x 3 — - f x 2J

3 2 3
gSfc) + gj/l + ^V2

(  x  y 5 y i - 2 y 3 - 3 3 /2  _  /  *5 * \ (
\ 5z i-2 j3-3 x2 JV g  ) [ 5j i ~2j;3-33:2 I  \  5

5 5

( x 52/3 - 2^1 - 3 2̂ . _ / \ r5ya-2yi- 3^2
\  5a;a-2xi-3a;g J v c 1 \ 5x3—2xi -3»a J  ̂ 5

\ , 5j/i — 2jfc — 3jfe
) =

) +

2yi -  2y3

x  = ( i )  ((2x3 + 3x2)(5yi - 2 y z ~  3y2)(5x3 -  2 x x -  3x2) -  (2xi + 3x2) 

(5y3 -  2yx -  33/2) (5xi -  2x3 -  3x2) + (2yi -  2y3)(5xi -  2x3 -  3x2)

(5x3 -  2xi -  3x2)) (4.5)

Dimana

o = 5((5yi -  2y3 -  3y2)(5x3 -  2xx -  3x2) -  (5y3 -  2yi -  3y2)(5xi -  2x3 -  3x2))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.5) ke dalam (4.4)

2-  s " - \ .  2 3 , 2  3
„ )(l/i —‘*i -  5^3 -  5^2

/ x -  \xz -  fx2 \ , 2 3 . 2 3
VAa2 — (-----1---- %— J (yi -  rys — c V v  + + cV*\Xi -  #xs -  #xo/ 5 5 5 5

1
& y = t ((2x3 + 3x2)(5yi -  2y3 -  3y2)2(5x3 -  2xi -  3x2) -  (2xi + 3x2)

(5y3 -  2yi -  3y2)(5x! -  2x3 -  3x2)(5yi -  2y3 -  3y2) +  (2yx -  2y3)

(5xi -  2x3 -  3x2)(5x3 -  2xi -  3x2)(5yi -  2y3 -  3 3 /2 ) -  (2x3 +  3x2)

(5yi -  2y3 -  3y2)((5y1 -  2y3 -  3y2)(5x3 -  2xj -  3x2) -  (5y3 -  2yi -  3 3/2 ) 

(5xx -  2x3 -  3x2)) +  (5xi -  2x3 -  3x2)(2y3 +  3y2)((5yi -  2y3 -  3y2)

(5x3 -  2xi -  3x2) “  (5y3 -  2yj -  3y2)(5xi -  2x3 -  3x2))) (4.6)

Dimana

b = 5(5xx -  2x3 -  3x2)((5yi -  2y3 -  3y2)(5x3 -  2xi -  3x2) -  (5y3 -  2yx -  33/2) 

(5xi -  2x3 -  3x2))
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Titik F  adalah perpotongan antara garis B62 dengan Cc3 sehingga

VBb2 — VCc3
3_ 2

(4.7)

o

/  X -  f X3 -  f X i  \  3 2 . 3  2
(-----1----- 1—J (s/2 -  -=VZ -  Tl f i )  + rife + r»i =Vx2 -  5X3 -  |xi / 5 5 5 5
/ x -  f xi -  fx2 \ , 2 3 . 2  3
U - k - U )iV3 - f 1 - 5y2) + s2'1 + 5y2
z' X \ , 5 fo -33/3 - 2^  _
V 5i 2- 3j 3—2j i  J v 5  '  l  5X2—3X3—2xi J '  5

5 5

f  x  \ { 5y 3 ~  2^1-3^ _ / \ 5ys-2yi-3te
[ 5xa-2gi- 3X2 Jv 5  '  [ 5x3- 2x i- 3x2 J 1 5

\/5 j/2 — 3j/3 — 2j/i
) =

)+

32/2 -  32/3

a: = ((3x3 + 2xi)(52/2 -  Sy3 -  2j/0(5x3 -  2xi -  3x2) -  (2xi 4- 3x2)

(52/3 -  2yi -  32/2)(5x2 -  3x3 -  2xx) + (3j/2 -  32/3)(5x3 -  2xi -  3x2)

(5x2 -  3x3 — 2x0) (4.8)

Dimana

7T = 5((52/2 -  32/3 -  22/i)(5x3 -  2xi -  3x2) -  (5t/3 -  2yx -  32/2)(5x2 -  3x3 -  2xi))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.8) ke dalam (4.7)

/' x - | x 3- § x 1 'V/ 3 2 ^ 3  , 2
Vb62 = ( ----- %-----1— )(l/2 -  r2/3 -  r2/i) + rfft + —J/iVx2- | x 3- | x i /  5 5 5 5

y = ~((3x3 + 2xi)(5j/2 -  3vs -  22/i)2(5x3 -  2xi -  3x2) -  (2xi + 3x2) 
c

(52fa -  22/i -  32/2)(5x2 -  3x3 -  2 x x){5 y2 -  3?/3 -  2t/i) 4  (3j/2 -  32/3)

(5x3 -  2x! -  3x2)(5x2 -  3x3 -  2xi)(52/2 -  Zy3 -  2yi) -  (3x3 + 2xi)

(52fe -  32/3 -  22/i)((5y2 -  32/3 -  22/i)(5x3 -  2xx -  3x2) -  (5y3 -  2yx -  3y0 

(5x2 -  3x3 -  2xi)) + (5x2 -  3x3 -  2x0(32/3 + 2yi)((hy2 -  32/3 -  22/1)

(5x3 -  2xi -  3x2) -  (52/3 -  2 y x -  32/2)(5x2 -  3x3 -  2x0)) (4.9)

Dimana

c = 5(5x2 -3 x 3 -  2x0((52/2-32/3 -  22/0(5x3 -  2 x i- 3 x2) -  (52/3 -  2y!-32^) 

(5x2 -  3x3 -  2x0)
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Utik G adalah perpotongan antara garis Bfa dengan Aa3 sehingga

o

VBb2 = VAa3
3„ 2

(4.10)
/ x -  fx3 -  fxi \ . 3 2 . 3  2
l — i — %—)(«* ■  =2/3 -  r»i) + + ty i =\x2- f x 3- | x i /  5 5 5 5
/ x ~ f x 3- f x 2\ 3 2 3 2
( ------%----- %— )(yi -  72/3 “  7 H2) +  +  7 ^\xi — 4xa -  #xo/ 5 5 5 5‘*1 “  5*̂3 -  5̂ 2
/ x \ r5y2 -3y3 ~3yi _ ( ^ s **1 ^ /5ya -  3&- 2ft
i  5a?*—&T3- 2xi / V g  / \ 5zs-3a*-2xi /  V g

r 5

5y, -  3u> -  _ ( ^ ^ r 2- \ f 5yi-3ys-2y2
'  \  5xi-3x3-2a:2 ) V 5

(___ f___ V-
I 5a?i— 3aa—2xi J ' 

5
2 x/2 -  2yi

) =

) +

x = (“ ) ((3a?s + 2xi)(5y2 -  3y3 -  2yi)(5xi -  3x3 -  2x2) -  (3x3 + 2x2) 

(5j/i -  3j/3 -  2jfe)(5x2 -  3x3 -  2xi) + (2y2 -  2yx)(hx2 -  3x3 -  2xi)

(5xi -  3x3 -  2x2)) (4*11)

Dimana

w  = 5((5y2 -  3y3 -  2y1){5x1 -  3x3 -  2x2) -  (5yi -  3y3 -  2y2)(5x2 - 3 x3 -  2xi))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.11) ke dalam (4.10)

3 2 , 3  2
„ 1(2/2 -  ■X2 -  5X3 -  5X1

t/B62
/  x gX3 gX\ \  . 3 2 . 3  2= L -4*,_faĴ “ 5̂ 3 “ 5yi) + B» + 5Vl

&  y  =  ^((3x3 + 2a:i)(5y2 -  3y3 -  2yi)2(5xi -  3x3 -  2 x 2) -  (3x3 + 2x2)

(5yi -  3y3 -  2y2)(5x2 -  3x3 -  2xi)(5y2 -  3^ -  2 y x) + {2y2 -  2j&)

(5x2 -  3x3 -  2xj)(5xi -  3x3 -  2x2)(5y2 -  3y3 -  2yi) -  (3x3 + 2xi)

(5ya -  3t/3 -  2yi)((5y2 -  3y3 -  2y1)(5x1 -  3x3 -  2x2) -  (5yx -  3y3 -  2y2) 

(5x2 -  3x3 -  2xj)) + (5x2 -  3x3 -  2xi)(3y3 + 2 y i) ( (5 y 2 -  3y3 -  2yj)

(5xi -  3x3 -  2x2) -  (5yx -  3y3 -  2y2)(5x2 -  3x3 -  2xi))) (4.12)

Dimana

d -  5(5x2 -  3x3 -  2xi)((5y2 -  3y3 -  2j/i)(5xi -  3x3 -  2x2) -  (5yi -  3y3 -  2jfe) 

(5x2 -  3x3 -  2xi))
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Titik H adalah perpotongan antara garis Cc2 dengan Aa3

V c<2 = VAq3
3„. 2

(4.13)
/  x — f xi -  #x2 \ , 3 2 . 3  2
( ------- h -------- %— )(«»  “  7 V i  ~  c V 2 )  +  +  e2k *\x3 — |xi — |x 2/ 5 5 5 5
/  x  — fx3 -  \ x 2 \ ,  3 2 . 3  2
( -----h----- %—)(yi -  tv* -  ty v  + + tV2\ xi -  |X3 -  frF2/ 5 5 5 5
(  x  \ , 5y3 -3yi -2ya _ / \ r5y3 -3y1 -2y2
l 5z*-3a;i -2»2 J V g * \ 5g.i-3a?i—2a?a j v 5

5 5
/ x  \ / 5yi — 3y3 -  2y2 _ / \ 5yi -  3y3 -
l 5Ji-3g3-2iT M 5 ' l 5xi-3xa-2X2 M 5

S 5
3y3 -  3yi

) = 

) +

o  x — ((3a:i + 2x2)(5̂ 3 -  3j/i -  22/2)(5x! -  3x3 -  2x2) -  (3x3 + 2x2)

(5yi -  3y3 -  2y2)(5x3 -  3xi -  2x2) + (3y3 -  3yi)(5x3 -  3x: -  2x2)

(5xi — 3x3 — 2x2)) (4.14)

Dimana

P = 5((52/3 -  3yj -  2y2)(5xi -  3x3 -  2x2) -  (5yi -  3y3 -  22/2)(5x3 -  3xi -  2x2))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.14) ke dalam (4.13)

/ x -  |x j -  |x 2 \  . 3 2 . 3  2
Vcc2 = I ----- %----- 1 — Kite -  tVi -  tVv  + ryi + t2/2

\ x 3 — | Xi  — | x 2 /  5 5 5 5

o  V -  -((3x1 + 2x2)(5y3 -  3yi -  22fc)2(5xi -  3x3 -  2x2) -  (3x3 +  2x2) 
e

(5yi -  3y3 -  2y2)(5x3 -  3xi -  2x2)(5y3 -  3yi -  2y2) + (3y3 -  3yi)

(5x3 -  3xi -  2x2)(5 x i -  3x3 -  2x2)(52/3 -  3yi -  22/2) -  (3xi 4- 2x2)

( 5 ^  -  3yi -  22fe)((5y3 -  3yi -  2y2)(5xi -  3 x 3 -  2x2) -  (5ya - 3 ya ~  2 ^ )  

(5x3 ~  3 x i -  2x2)) +  (5x3 -  3x i -  2x2)(3yi +  2y2)((5y3 -  3yi -  2y2)

(5xi -  3x3 -  2x2) -  (5yi -  3y3 -  2y2)(5x3 -  3xi -  2x2))) (4.15)

Dimana

e  = 5(5x3 - 3x i - 2x2)((5y3 - 3y i - 2y2)(5x i - 3x3 - 2x2) - ( 5y1 - 3y3 - 2y2) 

(5x3 -  3xi -  2x2))
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Titik /  adalah perpotongan antara garis Cc2 dengan Bb$ sehingga

VCc2 =  VBta

/  x — Jari — tx 2 \ , 3 2 . 3  2
( -------- 1 -------- %— )(V3 -  -=V\ -  73/2) +  j V i  +  *V2 =\x 3 - f x i - f x 2/ 5 5 5 5

t x — f £3 — iz i \ , 2 3 . 2  3
(----- 1 ----- %— 1(2/2 -  rlto ~ tVi) + 7 2/3 + jVi\x 2 — 5^3 -  f&i' 5 5 5 5
/ x \ , 5y3 -  3yi -  2y2. _  /  tol t 2** \ / 52ft ~ 3yi -  2y2. _
[ 5xa-3xi -2x? JV 5  > \ 5 aa -3 z i-2 x 7  /V 5  '

5 5

/  g \  /5y2 — 2̂ 3 — Zyi. _  /  \  ,5|/2 -  22/3 -  3yi
\  5aa—2za-3gi J V c '  v 5a?2—2ga—3ai j  v g '

5 5

2j/3 -  2̂ 2

(4.16)

4» x = (g) ^ 3x i+ 2x2^ 52/3 ~~ 3yi ~~ 2y ^ ^ X2 ~ 3x1 _ 2xs) ~ (2 x 3 +3xi) 
(5̂ /2 -  2y3 -  3j/i)(5x3 -  3xx -  2x2) + (22/3 -  -  3xi -  2x2)

(5x2 -  2x3 -  3xi)) (4.17)

Dimana

£ = 5((5j/3 -  3yi -  2y2)(5x2 -  2x3 -  3xi) -  (5jfe -  22/3 -  3yi)(5x3 -  3xj -  2x2))

1  -  I1» -  IN
*3 -  |* 1  -  JU )(

3 2 . 3 2
2/3 -  g2/i -  gJ/2) + g2/i + g!/2

2/ -  y((3xi + 2x2)(52/3 -  3j/i -  2y2)2(5x2 -  3xi -  2x3) -  (2x3 + 3xj)

(52/2 -  22/3 -  32/i)(5x3 -  3xi -  2x2)(52/3 -  3j/i -  23/2) + (!2y3 -  2^)

(5x3 “  3xi -  2x2)(5x2 -  2x3 -  3xi)(5y3 -  32/i -  22/2) -  (3xi + 2x2)

(5̂ 3 -  3yi -  2y2)((52/3 -  3g/i -  2y2)(5x2 -  2x3 -  3xx) -  (5j/2 -  2y3 -  3yi) 

(5x3 -  3xi -  2x2)) + (5x3 -  3xi -  2x2)(32/i + 2j/2)((5y3 -  3yx -  22/2)

(5x2 -  2x3 -  3xj) -  (52ft — 2?/3 — 32/i)(5x3 -  3xi -  2x2))) (4.18)

Dimana

/  =  5(5x3 ~3xi -  2x2)((5y3 - 32/1 -  2y2)(5x2 -  2x3 -  3xi) -  (52/2 -  2y3 -  32/i) 

(5x3 — 3xi — 2x2))
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Dengan demikian lemma di atas terbukti. □

O Teorema 41.1 Jika sebuah segitiga sembarang, samakaki, dan samasisi ABC, masing- 
masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut A(xi , y{), 
B(x2) j/2)/ dan C(x3i y3) di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga menjadi lima 
bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk 
dengan luas segitiga asal adalah 1 : 28.

Bukti. Pertama akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga sembarang, ma
sing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis penghubung titik sudut dengan 
titik-titik pada sisi segitiga di depannya menjadi lima bagian yang sama pan
jang, maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas 
segitiga asal adalah 1 : 28. Pada Lemma 4.1.1 sebelumnya telah didapat titik- 
titik koordinat yang membentuk heksagon terkecil, selanjutnya akan dihitung 
luas dari heksagon terkecil tersebut. Untuk menghitung luas heksagon terse
but dilakukan dengan cara determinan, seperti yang sudah dipaparkan dalam 

Bab 2, diagram perhitungan luas heksagon pada Gambar 2.11.

G

H

D

E

I

F

D
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Dari cara tersebut didapat luas heksagon terkecil DEFGHJ adalah,

L d e FGHI =  | ̂  ((3(4.5)-V(4.3) + 3(4.8) .0(4.6) + 3(4.11) *0(4.9) + 3(4.14) y(4.12) +

3(4.17)-0(4.15) +3(4.2)*!/(4.18)) “  (3(4.2)-0(4.6) + 3(4.5).y(4.9) +

3(4.8)-0(4.12) + 3(4.11).y(4.15) + 3(4.14)-0(4.18) +

3(4.17)#(4.3))) | (4*19)

Setelah didapat luas heksagon terkecil, langkah selanjutnya adalah men

cari luas segitiga asaL Untuk mencari luas segitiga asal dilakukan dengan cara 
yang sama seperti mencari luas heksagon di atas.

A

B

C

A

Z*Vi_

3uza.

31. y2

32. y3

33.01

Didapat luas segitiga asal ABC adalah,

L  ABC = |i((32.yi + 33.1/2 + 3! .J/3) -  ( x i . y -2 + x 2.y3 + 33.0i)) I (4.20)

Jadi, perbandingan luas heksagon terkecil dengan segitiga asalnya adalah

L d e f g h i( 4.19)

W ( 4 . 2 0 )  {*U i)

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga sembarang, maka 
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada 
Gambar 4.2:

A(xu yi) ~ (0 ,0 ) 

= (A, 0) 

C{x3,y3) =
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Dengan mensubstitusikan nilai-nilai xi,x2, x3 dan yi, y2 , V3 pada persama
an 4.21, maka diperolehlah perbandingan luas heksagon terkecil dengan luas 

segitiga asal, yaitu 1 : 28. D

Gambar 4.2: Ilustrasi segitiga sembarang dimana masing-masing sisi dibagi 
menjadi lima bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Kedua pada Teorema ini akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga sa- 
makaki, masing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis penghubung titik 
sudut dengan titik-titik pada sisi segitiga di depannya menjadi lima bagian 
yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terben
tuk dengan luas segitiga asal adalah 1 : 28. Pada Lemma 4.1.1 sebelumnya 
telah didapat titik-titik koordinat yang membentuk heksagon terkecil, selan
jutnya untuk mengjutung luas dari heksagon terkecil, segitiga asal, dan per
bandingan dari luas heksagon terkecil tersebut dengan segitiga asal dilakukan 
dengan cara yang sama seperti pembuktian pada segitiga sembarang di atas.
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Gambar 4.3: Ilustrasi segitiga samakaki dimana masing-masing sisi dibagi 
menjadi lima bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah samakaki, maka dapat 
di misalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada Gambar
4.3:

M*uyi) = (—A, 0) 

B(x2,y2) = (A,0)

CW sft) = (0 ,i/)

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai x\,x2, x$ dan y\, y-2 , yz terhadap per
samaan 4.21 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah
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perbandingan luas heksagon terkecil dengan luas segitiga asal, yaitu 1 : 28. □

Ketiga pada Teorema ini akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga sama- 
sisi, masing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan 

titik-titik sudut A(xu yi), B(x2, m), dan C(x3, y$) di depannya dengan titik-titik 
pada sisi segitiga menjadi lima bagian yang sama panjang, maka perbandingan 
luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 1 : 28. 
Pada Lemma 4.1.1 sebelumnya telah didapat titik-titik koordinat yang mem
bentuk heksagon terkecil, selanjutnya untuk menghitung luas dari heksagon 
terkecil, segitiga asal, dan perbandingan dari luas heksagon terkecil tersebut 
dengan luas dari segitiga asal dilakukan dengan cara yang sama seperti pada 
pembuktian segitiga sembarang di atas.

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga samasisi/ maka 
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga di atas sebagai berikut, tampak 
pada Gambar 4.4:

Karena segitiga samasisi, maka titik C merupakan hasil rotasi 60° dari 
titik B, sehingga didapat titik C sebagai berikut

A(xum) = (°* °)

B(x 2 ,V2 ) = (A,0)

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai x\ , dan yi, y2, jft terhadap per
samaan 4.21 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah 
perbandingan luas heksagon terkecil dengan luas segitiga asal, yaitu 1 : 28. □
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Gambar 4.4: Ilustrasi segitiga samasisi dimana masing-masing sisi dibagi men
jadi lima bagian sama panjang pada koordinat kartesius

4£ Sebarang Segitiga yang Masing-masing Sisinya Dibagi Tbjuh Bagian Sama 
Panjang

Berdasarkan teorema Marion Walter yang disebutkan pada bab 2 sebelum

nya, maka berikut ini disajikan beberapa teorema yang terkait dengan hasil 
penelitian dengan pembagian sisi-sisi segitiga menjadi tujuh bagian sama pan
jang.

♦  Lemma 4.2.1 Jika sebarang segitiga ABC, masing-masing sisinya dibagi dengan 
ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut A(x^y\), B(x 2, &), dan C(x 3,2/3) 
di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga menjadi tujuh bagian yang sama pan
jang, maka akan terbentuk heksagon terkecil DEFGHI, dengan titik-titik koordinat 
sebagai berikut 
D(x,y): X

X = (a )  ^ 3X3 + 4x2̂ 7j/1 ~ 3y3 ~ 4Jfe)(7®2 ~ 3x3 -  4xi) -  (3xg + 4x2)
(7y2 -  3y3 -  4yx)(7xl -  3x3 -  4x2) + (4yx -  4y2)(7xx -  3x3 -  4x2)
(7x2 -  3x3 -  4xi))
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((Z%P -  lX£ -  £xl)
(t££ -  Câ  -  zx£)(mp -  mp) + (ia;£ -  *xp -  zxi)(mp -  m2 -  mi)

(zxp + 1x2) ~ (ZxV ~ lxt  -  £xl )(lfi2 ~ eft* ~ z&l){lxZ + Eâ )) (^ ) = x

:{filx ) j  
((ZxV -  *Z£ -  Kxi)

(zftf-W 2-lfil)-{zx f-S x 2 - lxi)(W f-ifi2-W l))(zx t- ix 2 -S x i) i  = y mrnuiQ

(((zxp -  xx2 -  £xi)(Wp -  e«g -  mi) -  (*xp -  eX£ -  ixi)
(mp -  m2 -  + m2)(zx f -  XX2 -  *xi) + ((*xp -  XX2 -  ^x£)

(mp -  m2 -  mi) -  (zXp -  eig -  *xi){wp -  m2 -  mi))(Wf -  m2 -  mi)
(zxp + txg) -  (mp -  m2 -  mi){ixf -  *X2 -  lxi)(zx f -  1X2 -  £xl)
(m2 -  m2) + (mp -  m2 -  mi)(zx f -  1X2 -  sxi)(mt -  m2 -  mL)

(zxp + Exg) -  (zXp -  SX2 -  lxl) z(mp -  m2 -  mi)(zxf + lxg))^ = a

( ( ^ ~ ^ x 2- zxi)(m \~m 2- m i ) - ( ^ - ^ x 2- lxi)(m^~m2~m i))i = 5 mmutQ

((ZxP -  *X2 -  lxi)
(zxp -  Xx% -  sxi)(m2 -  ^£) + (zxp -  Tx£ -  *xi)(Wf -  m2 -  m£)

(zxp + sa:£) -  (Zxp -  *x£ -  lxi)(mp -  t/i£ -  mi)(zxp + Tsg)) = x

:(d 'x)g 
((zxp -  £x£ -  lxi)

(m t-m 2- m i ) - ( lxp-*x2- zxi)(zfit-m 2-m i))(zx t-sx2- xxi)i = 6 mtnuta 

(((2a^ -  Sx£ -  lxi)(mp -  m2 -  mi) -  (xXp -  Cx£ -  zXl)
(mp -  m2 -  mi))(zfif + «i£)pa* -  £X£ -  Ixi) + ((Zxf -  SX£ -  ix£)

(mp - m 2 -  mi) -  (xxp -  cx£ -  zxi)(m^ -m 2  -  mi)){Mp -  m2 -  mi)
(zXp + CX£) -  (Zdf -  m2 -  mi)(*xp -  $X2 -  lXl)(xXf -  CX£ -  ZXl)
(zap -  mp) + (mp -  m2 -  mi)(zxp -  ex£ -  lxi)(mp -  m2 -  mi)

g

( Ixf, +  Exg) -  (IXf -  Exg -  ^XL)Z( ^  -  Efig -  Wl)(lx$ + Exg) ) -  =  fi

((EX^-Exe-IXi)(I%-Efi£-EflZ)-(>X^-Exg-EXi)(E^-E/ig-«i))i = D VUmUlQ
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(('*£ -  'a* -  c*i)
{ZX£ - £x p -  lxi)(Mp -  Mp) -f (zx£ - £Xp- lxi)(M$ -  Mp -  Ml)

(ZX£ + *Xp) -  (ZX£ - * X f -  £xi){M% -  Mp -  Mi )(*X£ +  Eâ )) = x

:(fllx)H 
((Tzg -  £Xp -  Zxi)

(M £-M p-M i)-(Zx£-£xp-ixi)(M£-Mp-Mi))(*x£-£xp-Zxi)i = f  rnimuiQ

(((Iar£ -  Zxf  -  Zxl)(M£ -  Mp -  l&l) -  (zx£ -  sXp -  ixi)
(mg -  Mp -  Ml))(M£ + Sflfr)(isg -  *x f- zxi) + ((*a;g -  £x p - zx£)

(M$ -  Mp -  Mi) -  (zx£ -S x p -  'xi)(Mg -  Mp -  Mi))(M% - M p -  Mi)
(ixg + %xp) -  (mg -  Mp -  Ml)(zX£ -  £xp -  *xi)(*xg -  ea  ̂-  txi)
(rng -  mg) + (mg -  Mp -  m^)(ta:g -« a * -  za^)(mg -  m* -  mZ)

(zxg + £a^) -  (Ca;g -  sxp -  lxi)z(Mg -  Mp -  Mi)(*xg + £xp))^ -  /i

((ta^-Ea^-5x21)(mg-m^-mj»)-(Ea:g-Ea^-ta:2i)(mg-m^-mi))^ = a vuvuiiQ

((2a  ̂-  £a  ̂-  ixi)
(Txg -  £xp -  *xx)(mg -  mg) + (Txg - S x p -  zxi)(Mg -  Mp -  Ml)

(zx£ + sa*) -  (Ea:g - £x p -  t^)(mg -  Mp -  Wi)(*xg + £a^)) = x

:(ftlx)r)
((x«g -  ZxP -  Zxl)

(m p-M £-M i)-(Zxp-ix£-£xi)(M£-Mp-Mi))(*x£-£x p - zxi)i = ivutnuta

(((x®g - £x p-  zxi)(Mp -  mg -  Mi) -  (*xp - lX£-  exi)
(mg - M p -  Mi))(Mg + -  Sxp -  Zxi) + ((lx£ - Sxp -  Zxi)

(Mp -  mg -  Ml) -  (Zxp -  IX£ -  £xi)(M£ -  Mp -  Mi))(Mg -  Mp -  M£)
(ix£ + ca^) -  (mg - M p -  Mi)(zxp -* x £ -  exi)(*x£ -  £xp -  zxi)
(Mp -  Mp) + (mg -  Mp -  Mi)(ixg -  £a^ -  zxi)(Mp -  mg -  M£)

(txp + ia:g) -  (zxp -  *x£ -  £x£)z(M£ -  Mp -  M£)('xg + ea^))^ = fi 

((iX£ - £x p -zxi)(M p-M £-M i)-(zxp-ix£-£xi)(M£-Mp-Mi))i = smmuiQ
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Dimana (p — 7((73/i -42/3 -  33/2)(7x3 -  4xi-3 x2)—(73/3 -  42/i -32/2)(7x1-4 x3-3 x2)) 

j, = i((4x3 + 3i 2)(7{/i -  4j/3 -  3y2)2(7x3 -  4xi -  3x2) -  (4xi + 3x2)
K

(7j/3 -  4yi -  32/2) (7xi -  4x3 -  3x2) (7yi -  4j/3 -  3jfe) + {4yi — 4jfe)
(7xi -  4x3 -  3x2)(7x3 -  4xi -  3x2)(7yi -  4y3 -  3^) -  (4x3 + 3x2)
(7t/i ~ 4y3 -  3y2)({7yx -  4y3 -  3y2)(7x3 -  4xi -  3x2) -  (7ys -  4t/i -  31/2) 
(7xi ~ 4x3 -  3x2)) + (7xi -  4x3 -  3x2)(4t/3 + 3y2)((7yi -  4ys -  33/2)
(7x3 -  4xi -  3x2) -  (7y3 -  4yx -  3y2)(7xx -  4x3 -  3x2)))

Dimana k = 7(7xi -4x3-3x2)((7yi-4y3 -3sfe)(7x3 -4xi -3x2) - (73/3-4yi - 33/2) 
(7xi -  4x3 -  3x2))
I{x,y):

x = ((4xi + 3x2)(7j/3 -  4yi -  3y2)(7x2 -  3x3 — 4xi) -  (3xs 4- 4xj)

(7̂ 2 -  3y3 -  42/i)(7x3 -  4xx -  3x2) + (3y3 -  32fe)(7x3 -  4xi -  3x2)
(7x2 -  3x3 -  4xi))

Dimanax = 7((7y3-4yl -3y2)(7x2-*3x3-4xi)-(7y2-3y3-4yi)(7x3-4xi-3x2))

y = y((4xi 4- 3x2)(73/3 -  4yj -  3y2f(7x2 -  3x3 -  4xi) -  (3x3 4- 4xi)

(73fe -  3s/3 -  42/i)(7x3 -  4xi -  3x2)(7ys -  43/1 -  33/2) + (3y3 -  33/2)
(7x3 -  4xi -  3x2)(7x2 -  3x3 -  4xi)(7y3 -  4yi -  33/2) -  (4xi 4- 3x2)
(7y3 -  43/1 -  33/2)((73/3 -  4yi -  33/2)(7x2 -  3x3 -  4xj) -  (7y2 -  33/3 -  4yi) 
(7x3 -  4xx -  3x2)) 4- (7x3 -  4xi -  3x2)(4j/i 4- 33/2)((73/3 -  43/1 -  33/2)
(7x2 -  3x3 -  4xj) -  (73/2 -  33/3 -  42/i)(7x3 -  4x* -  3x2)))

Dimanal = 7(7x3-4 xi- 3x2)((7y3- 4 y i - 3y2)(7x2- 3x3- 4x1) - ( 7y2- 3y3- 4y1) 
(7x3 -  4xi -  3x2))

Bukti. Misal diberikan sebarang segitiga ABC, sebagaimana terlihat pada Gam
bar 4.5. Bila masing-masing sisi segitiga dibagi dengan mas garis yang menghu
bungkan titik-titik sudut A(xx,yx)f B(x2, y2), dan C(x3,3/3) di depannya dengan 
titik-titik pada sisi segitiga menjadi tujuh bagian sama panjang maka terbentuk 
tiga heksagon, yaitu heksagon dalam (terkecil), heksagon tengah dan heksagon 
luar. Akan dibuktikan bahwa titik-titik kordinat yang membentuk heksagon 
terkecil adalah seperti yang disebutkan di atas.
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Langkah awal adalah menentukan titik koordinat dari titik batas masing- 

masing sisi segitiga yang membentuk heksagon terkecil

3/ v 4 t 3
X C 3 = X i  +  - ( x 2 -  a * )  =  ~ X X +  - x 2

4, \  3  , 4XC4 =  X! +  -[X2 -  2:1) -  -X! +  ~X2

4 ,  \ 3 , 4Xo3 = 2:3 + -  X3) = ^ 3  + - 2:2

3. , 4 3
2:04 =  x 3 +  ~ \ x 2 -  x 3 )  =  -1 3  -I- -2 :2

3. . 4 3
2:53 =  a:3 + ^(si -  x3) = -x 3 + -Xi

4/ v 3 4Z&4 = 2:3 + -(xi -  X3) = -jX3 + -Xi

3/ v 4 , 3
, yca = 2/1 + jim  -m )  = yi/1 + ^2/2

4/ . 3 , 4
, yC4 = yi + 7 (y2 -yi )  = ^yi + -y 2

4. . 3 4
, Va3 = 2/3 + {̂V2 -  V3) = y 2/3 + -jV2

3/ x 4 3
» 2/04 =  1/3 +  y(2fe -  2/3) — yV3 +  jV2

3 4 3
, 2/63 = 2/3 + - ( 3/1 -  2/3) = 2̂/3 + y2/i

4. , 3 4
> Vbi = y3 + -j{yi -  2/3) = ^ 3  +  jy i

C(x3,y3)

Gambar 4.5: Ilustrasi sebarang segitiga dimana masing-masing sisi dibagi men
jadi tujuh bagian sama panjang
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Kemudian menentukan persamaan garis yang dibuat dari titik-titik batas 
tersebut dengan sudut yang ada dihadapannya, yang nantinya akan memben

tuk heksagon dalam (terkecil)

Garis Aa$ :
x — =fx3

Garis Aa± :

xi -

y =

X -

fx3

7X3

"7*3

If3
fx3 
fx2

= y -  fte -  jV2 
yi -  f 2/3 -  fya

/ x -  =x3 -  f x2 \ 3 4 . 3  4
( ------- %----- ^— 1(2/1 -  =lfr -  = » )  +  =2/2Vxi -  =xa — zXf S 7 7 7 7

Garis Bb$

xl

o  y =

X

fx3

'X\
4
7̂ 3

Garis £ 6 4  :

x2

** y =

X

4?X3

“ f *3
7̂ 3
fx3
fxi 
T

7*3-

y - j y z - 12/2 

3/1 -  fy3 -  fy2 

a -  ‘ 4/  x  -  7X3 -  7X2 \  4  3 . 4  3
= ( ----- 1 ----- ^— I (^i — ^ys — =2/2) +\x i-£ x * -# x o / 7 7 7 7

7X1

7*3 -

7x2

_ y ~ 72/3 — fyi 
*/2 -  72/3 -  72/1

|X!/ x - f x 3 - f x i \  4 3 . 4 3
= / ----- L----- 7T- ] ( y 2 -  -rn -  -yi) +  -=ys + =yi

\X9 -  sx« -sX i/ 7 7 7 7‘X2

fx3
|x 3 

l x 1

Garis Cc3 :

x2

^  y =

X

7X3 -  7X1

F*
= y - h * -  fa/*

2/2 -  f y3 ~ fyi
/ X -  fX3 -  fX! \ 3

= (----- 1----- ?— )(ya-ri&\Xo -  5Xa -  £xi/ 7,x2
fxj

fx3
7X2

Garis Cc4 :

X3

y = 

x

7X1 7X2

7xr 
y -  fyi -  f »2 

y3 -  fyi -  fy2

4 . 3 4
^yi) + yife + jin

x3

f*

( x — 7X1 7X2  ̂ 4 3 x , 4 ,3
= U - « „ - « J  <» "  7yi "  7te) + 7yi + 7tf2

fx2
X3

«■ y =

7X1 -  f x2 

fx!~
7X1

7*X2

= y -  fyi -  fy2 

y3 -  fyi -  fy2

/ x 7xi yX2 \ , 3 4 . 3  4
= (to "  7Vl ~ 7m) + TV1 + 7 *

Setelah diketahui persamaan garis, langkah selanjutnya adalah menentukan 
koordinat heksagon terkecil. Titik-titik yang membentuk heksagon terkecil 
merupakan hasil perpotongan antara garis-garis tersebut.
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Utik D adalah perpotongan antara garis Aa3 dengan B64 sehingga

<*=*•

VAa3 — VBb4
3 _  4

(4.22)
/ x -  Sx3 -  f x2 \  , o 4  . , 6 4
( ----- 1----- 1— )(2/i -  =2/3 ~ =2/2) + =2/3 + =2/2 =\xx — jx 3 — |x 2/ 7 7 7 7

/ a: -  f  x3 -  f «i \  3 4  3  4
( ----- 1------— )(P2 ~ =2/3 -  =2/i) + =2/3 + =2/1Vx2 -  ?x3 -  |x x/ 7 7  7  7

( x 72/i-3j/3-4t/2, _ /  V
\  7 J i - 3 i 3 ~ 4 x 2  ^  '  y  * \  7x\- 3 x t - 4 xq J V y

/  x \ r7y2 - 3y3 - 4yi' _ /  3J3̂ 1 \ (7y2 -  3ys -  4yi
i  7 x a—3 g 3 —4j i  /  v y  '  l  7aft—3 a s —4 x i  J v y

\ J y 1 - 3 y3 - i y 2

) =

) +

4j/i -  4j/2

x ((3x3 + 4x2)(7j/i -  3y3 -  4y2)(7x2 -  3x3 -  4xx) -  (3x3 + 4xx) 

(72/2 -  3y3 -  4t/i)(7xi -  3x3 -  4x2) + (4yx -  4y2)(7xx -  3x3 -  4x2)

(7x2 -  3x3 -  4xi)) (4.23)

Dimana

<r = 7((7yx -  3y3 -  4y2)(7x2 -  3x3 -  4xx) -  (7y2 -  3y$ -  4yx)(7xx -  3x3 -  4x2))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.23) ke dalam (4.22)

{ x ~ j x$ ~ j x2 \ ,  3 4 ^ 3  4
VAa3 = I -----J-----J~r )(yi -  =2/3 -  =2fe) + =2/3 + =2/2VX1 — yX3 — yX2/ 7 7 7 7

<=> y = i((3x3 + 4x2)(72/i -  3y3 -  4y2)2(7x2 -  3x3 -  4xx) -  (3x3 + 4xi)
d

(72/2 -  32/3 -  42/i)(7xi -  3x3 -  4x2)(7yx -  Syz -  4^) + (42/1 -  4y2)

(7x2 -  3x3 -  4xi)(7xi -  3x3 -  4x2)(7yx -  3y3 -  42/2) -  (3x3 + 4x2)

(7yi -  3y3 -  42/2)((7yi -  3j/3 -  4j/2)(7x2 -  3x3 -  4xx) -  (7y2 -  32/3 -  4j/x) 

(7xx -  3x3 -  4x2)) +  (7xx -  3x3 -  4x2){Sy3 +  4y2)((7yi -  32/3 -  42/2)

(7x2 -  3x3 -  4xx) -  (7y2 -  32/3 -  4yx)(7xx -  3x3 -  4x2))) (4.24)

Dimana

g = 7(7xx -  3x3 -  4x2)((7yx ~ 3y3 -  4y2)(7x2 -  3x3 -  4xx) -  (7^ -  3y3 -  4yx) 

(7xx -  3x3 -  4x2))
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Utik E  adalah perpotongan antara garis Cc  ̂dengan Aa3 sehingga

-o

<*•

yea VAaZ 
3^ 4,

(4.25)
/  X  5 ^2  \  / 'J 4  . «j  4

-  7 »  -  7 ^  + 7* + 7»  “

( - -----”  t * *  -  = 2 ^ )  +  =3fe +  yJ/2\xi -  fx3 -  fx2/ 7 7 7 7
( X \ r7y3-3 y i- 43/2 _ / ^ i+^a \ 7y3-3j/i
\ 7xa—3xi —4aa /  V y  -1 \  7xa—3xi —4x2 j  V ’j

( x \ , 7yi -  3t/3 -  4^2. _ / \  (7yi -  3^  -  4ya
1 7«i —3x3—4^2 J  v ’j  ’ l  7xi—3ga—4»a J v ’j

4jfe
) -  

) +

3 j/3 -  3 y i

x =  ( i )  ((3xj +  4x2)(7y3 -  3yi -  4#a)(7;ri -  3x3 -  4x2) -  (3xs +  4x2) 

(7 y i -  3y3 -  4y2)(7x3 -  3xi -  4x2) + (3y3 -  3yi)(7x3 -  3xi -  4x2)

(7xi -  3x3 -  4x2)) (4 .26)

Dimana

<? = 7((7j/3 -  3j/i -  4y2)(7x1 -  3x3 -  4x2) -  (7yx -  3ya -  4y )̂(7xs -  3xi -  4x2))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.26) ke dalam (4.25)

( x ~ 7*̂ i — j x2 \ ,  3 4  ̂ , 3 ( 4
yco4 — ( ------3------j— 1 (2/3 -  ~yi -  „m) + «yi + «3/2\x3 — fxi — |x 2/ 7 7 7 7

3/ = ^((3xi + 4^2)(7ys -  3yi -  4j/2)2(7xi -  3x3 -  4x2) -  (3x3 + 4x2)

(7yi -  3̂ /3 -  4y2)(7x3 -  3xi -  4x2)(7y3 -  3yi -  4^) + (3y3 -  3yi)

(7x3 -  3xi -  4x2)(7xi -  3x3 -  4x2)(7y3 -  3yi -  4^) -  (3xj + 4x2)

(7̂ /3 -  3yi -  4y2)((7y3 -  3t/i -  4y2)(7xi -  3x3 -  4x2) -  (7j/i -  3y3 -  4 ^ ) 

(7x3 -  3xi -  4x2)) +  (7x3 -  3xx -  4x2)(3j/i +  4y2)((7y3 -  3yi -  4ya)

(7xi -  3x3 -  4x2) -  (7yi -  3y3 -  4y2)(7x3 -  3xi -  4x2))) (4.27)

Dimana

h -  7(7x3 -  3xj -  4x2)((7y3 -  3yi -  4y2)(7x1 -  3x3 -  4x2) -  (7y: -  3y3 -  4y2) 

(7x3 -  3xx -  4x2))
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Titik F  adalah perpotongan antara garis Bb$ dengan Cc4 sehingga

VBbS =  VCcA
4  ̂ 3

(4.28)
/ x -  fx3 -  f xi \ 4 d v , 4 4
( ------1 ------ 3 -  7^/3 -  7 V1) +  7^3 +  -yi =
Vx2 - f a : 3 - f X i /  7 7 7 7

/  a: -  f  a?i -  jx2 \ , 3 4 3 4
( ------1 ------ —  )(lfe -  ^J/i -  7 ^2) +  «yi +  7^2Vx3 -  yXi -  fx2/ 1 1 1 1

( % — 4;/3 — 3yiv _  /  4x3?3xi \ , 7y2 -  4y3 -  3j/i
\ 7=E2- 4xa-3ati J ^ 7  * \ 7g2- 4a=s-3a?i j  v 7

( x 7 3̂ - 33/1 - 4;/2' _ /  3x1 t̂ 3 \ / 7^3-3yi-4^2
l 7as-3a?i -4ga J V y ' \ 7a?a-3»i-4g2 i *■ y

) = 

) +

4j/2 -  4y3

x — ((4x3 + 3xi)(7t/2 -  4y3 -  3yi)(7x3 -  3xj -  4x2) -  (3zi + 4x2)

(7y3 -  3yi -  4y0 (7x2 -  4x3 -  3x0  + (4y2 -  4y3)(7x2 -  4x3 -  3xi)

(7x3 — 3xj — 4x2)) (4.29)

Dimana

t = 7((7y2 -  4y3 -  3y0(7x3 -  3xi -  4x2) -  (7y3 -  3jfc -  4jfc)(7x2 -  4x3 -  3x0)

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.29) ke dalam (4.28)

( x -  |x 3 -  f X!  ̂ 4 3 ^ 4  3
VBb3 =  [ ------- 1 ------- — )(y*  ”  7^3 -  =|fr) +  7^3 +  =i/l\x2 — jX3 — |Xi /  7 7 ( i

o  y = t ((4x3 + 3xi)(7y2 -  4y3 -  3j/i)2(7x3 -  3xi -  4x2) -  (3xi + 4x2)

(7y3 -  3j/i -  4y2)(7x2 -  4x3 -  3xj)(7y2 -  4ys -  3y0 + (4y2 -  4y3)

(7x2 -  4x3 -  3 x i)(7 x 3 -  3 x i -  4x 2)(7j/2 -  4yj -  3 y 0  -  (4x3 +  3 x 0  

(7y2 -  4jft -  3yi)((7y2 -  4y3 -  3 y i)(7 x 3 -  3 x x -  4 x 2) -  ( ly 3 -  3yi -  i y 2) 

( l x 2 -  4x3 -  3 x 0 )  -f (7x2 -  4x3 -  3 x i)(4 y 3 +  3 y 0 ((7 |fc  -  4j/3 -  3 j/0  

(7x3 -  3 x i -  4x2) -  (7y3 -  3y i -  4y2)(7 x 2 -  4x3 -  3 x 0 ) )  (4 -30)

Dimana

i  =  1(1x2 ~  4x3 -  3x0((7y2 -  4y3 -  %i)(7x3 -  3xa -  4x2) -  ( ly 3 -  3yx -  4y2) 

(7x2 -  4x3 -  3x0)
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Utik G adalah perpotongan antara garis Bbs dengan Aa  ̂sehingga 

VBb3 =  VAaA
3 , 4  3

o

o

(4.31)
/ X - j X a - j X i \  4 * 5 , 4  d
( ------1------7^3 “  7^0 +  7^3+ yVl =
V.*2 -  f®3 -  7 7 7 7

/  X -  f  x3 -  f  x2 \ , 4 3 , 4  3

(x , -  W -~ f e J (3/l "  ^  ^  T»4 + 7^
/  j  \ r7y2 - 4 y 3 - 3 i / i , _  /  \
\ 7ga-4a;a-3xi /V 'J ' \ 7xi-^Bj-3xi } V 'J

/  X \  ,7t/i -  4y3 -  3^2 X _  /  \  , 7yi -  4ys -  3̂ /2
\ 7x\-4x3-3xi J V 'j > \ 7xi —4xa-3ata * ̂  'J

\/7 j/2 — 4j/3 — 3j/i
) =

) +

3» -  3yi

x = ((4x3 + 3xi)(7j/2 -  4j/3 -  3j/i)(7xi -  4x3 -  3x2) -  (4x3 + 3x2)

(7j/j -  4j/3 -  3y2)(7x2 -  4x3 -  3xi) + (3y2 -  3yi)(7x2 -  4x3 -  3ii)

(7xj -  4x3 -  3x2)) (4-32)

Dimana

v = 7((7y2 -  4y3 -  3t/i)(7xi -  4x3 -  3x2) -  (7yi -  4y3 -  3y2)(7x2 -  4x3 -  3xx))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.32) ke dalam (4.31)

j x - ^ x 3- ^ x i \ / 4 3 , , 4 ,3
VBb3 ~  ( ------- 4--------3—  ) (2/2 -  «2/3 -  =2/l) +  =2/3 +  =2/1vx2 -  fx3 -  fx i/ 7 7 7 7

y = = ((4X3 + 3xi)(7y2 -  4y3 -  3yi)2(7xi -  4x3 -  3x2) -  (4z3 + 3x2)
3

(7yi -  4y3 -  3y2)(7x2 -  4x3 -  3®i)(7jfa -  4y3 -  3yi) + (3y2 -  3yi)

(7x2 -  4x3 -  3xi)(7x! -  4x3 -  3x2)(7y2 -  4y3 -  3ya) -  (4x3 + 3xi)

(7V2  -  4y3 -  3j/i)((7y2 -  4y3 -  3yi)(7xi -  4x3 -  3x2) -  (7yi -  4y3 -  3y2) 

(7x2 -  4z3 -  3xj)) + (7x2 -  4x3 -  3xi)(4y3 + 3yi)((7y2 -  4y3 -  3yi)

(7xi -  4x3 -  3x2) -  (7yi -  4y3 -  3y2)(7x2 -  4x3 -  3xi))) (4.33)

Dimana

j  -  7(7x2 - 4 x 3 -3x!)((7y2 -4 y 3 - 3 y 1)(7x1- 4 x 3 - 3 x 2) -  (7y i- 4 ^ 3 - 3 ^ )  

(7x2 -  4x3 -  3x0)
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VAa4 — VCc3
3

Titik H adalah perpotongan antara garis Aa4 dengan Cc3 sehingga

(4.34)
/  X — jX3 — yX2 \  , 4 3 v , 4 6
L  - k - k ) (yi -  7y3 -  7 ^  + Y*'3 + 7te =7X3 7X2

4 _  3/ X - j X 1- j X 2 \ ,  4 3 , 4  6

-72/1 -  4y3 -  3y2

f3/2

3̂+3x2 x j yi 4y3 -  3t/2/  x  \ /<,2 / i - ^ y 3 - 3 2 f e v _  /  7 \/
l  7ii-43~3-3j2 M  7 '  \ 7a?i—4j3—3»a M  y

/  X \ , 7 2 / 3 - 4 y i - 3 2 f e . _  /  \ , 7y3 -  4yt -  3y2
i  7xa—4z\—3xi J V y ' l  7xa—4xi—3x2 J v y

) =

) +

4yi -  4y3

x  =  ( i )  ((4x3 +  3x2)(7yi -  4y3 -  3y2)(7x3 -  4xi -  3x2) -  (4xi +  3x2) 

(72/3 -  42/i -  3y2)(7xi -  4x3 -  3x2) +  (4yx -  4y3)(7xi -  4x3 -  3x2)

(7x3 -  4xi -  3x2)) (4.35)

Dimana

<f> = 7((7i/i -  42/3 -  3y2)(7x3 -  4xi -  3x2) -  (7y3 -  4t/i -  32fe)(7xi -  4x3 -  3x2)) 

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.35) ke dalam (4.34)

/ x -  ~x3-  f  x2 \ . 4  3  . 4  3
yAo4 = ( ----- 4 ------T“ )(yi -  =2/3 -  =^2) + - 2/3 +'I I  7X3 yl2' 7 7 7 7

<=> y = i  ((4x3 -f 3x2)(7yi -  4y3 -  3y2)2(7x3 -  4xi -  3x2) -  (4xa + 3x2)

(7j/3 -  4yi -  32/2)(7xj -  4x3 -  3x2)(7yi -  4ya -  3y2) + (4yi -  4^)

(7xi -  4x3 -  3x2)(7x3 -  4xi -  3x2)(7yi -  4y3 -  32fe) -  (4x3 + 3x2)

(7yi -  4y3 -  3ya)((7yi -  4y3 -  3y2)(7x3 -  4xi -  3x2) -  (7y3 -  4y1 -  3y2)

(7xi -  4x3 -  3x2)) + (7xi -  4x3 -  3x2)(4y3 + 3y2)((7yi -  4y3 -  3y2)

(7x3 -  4xi -  3x2) -  (7y3 -  4yt -  3y2)(7x! -  4x3 -  3x2))) (4 .36)

Dimana

k =  7 (7 x i-4 x 3 - 3 x 2)((7 y i-4 y 3 - 3 y 2)(7x3 - 4 x j - 3 x 2) -  (7y3 - 4 y ! - 3y2) 

(7xi -  4x3 -  3x2))
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Titik I  adalah perpotongan antara garis Cc3 dengan Bb± sehingga 

ycc3 = VBb4
/ x - $ x 1 -%x2\ ,  4  3 ^ 4  , 3
( ----- h---- 1— ) (s/3 -  =2/i -  =2/2) + =2/i + =lft =Vx3 - f x i - f x 2/ 7 7 7 7

3 4  „ 3 4

(4.37)

/ X -  f X3 -  f Xx \ d 4 . ( 4 4
(----- 1----- —  )(h> -  =y3 -  =1/1) + =2/3 + =2/1\ x2 -  #x3 -  fx i/ 7  7 7 7

72/3 -  4j/i -  3j/2
( 7z3-4xi-3r2 )  ( 7

/  s \ / 7y2~3y3
l 7J2-3x3-4ii /V 7

i34 23* \,7 j/3 — 4yi — 3j>2
) f 7j~-i 4j:i —3x. ( y

4»1. ^  ( fediSl , 7y2-3 y3 
t \ 7att-3»a-4si J V y

4yi

) =

)+

3j/3 -  3y2

a: = f - )  ((4xi + 3x2)(7ya -  4yi -  32/2)(7x2 ~ 3x3 -  4xi) -  (3x3 + 4xi) 

(7̂ 2 -  32/3 -  4yi)(7x3 -  4x, -  3x2) + (32/3 -  32/2)(7x3 -  4xi -  3x2)

(7x2 -  3x3 -  4x0) (4.38)

Dimana

X = 7((7y3 -  42/i -  32/2)(7x2 -  3x3 -  4xj) -  (7y2 -  Sy3 -  4yi)(7x3 -  4xi -  3x2)) 

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.38) ke dalam (4.37)

( x jXi — jx 2  ̂ 4  3 ^ 4  3
vc* = I - — tz— 5— j t e  -  =yi -  =2/2) + =yi + =3/2 vx3 - |x i - y x 2/ 7 7 7 7

O  2/ = j( ( 4xi + 3x2)(7y3 -  4yx -  32fc)2(7x2 -  3x3 -  4xi) -  (3x3 + 4xi)

(72/2 -  32/3 -  4yi)(7x3 -  4xi -  Zx2)(7yz -  4yx -  3^ )  + (3y3 -  32fc)

(7x3 -  4xi -  3x2)(7x2 -  3x3 -  4xi)(7y3 -  4yx -  3ih) -  (4xi + 3x2)

(7ys -  42/i -  32ftj)((72fe -  4yx -  3y2)(7x2 -  3x3 -  4xi) -  (lyz -  3y3 -  4yi)

(7x3 -  4xi -  3x2)) + (7x3 - 4x i -  3x2)(4yi + 3y2)((7y3 -  4y! -  32ft)

(7x2 -  3x3 -  4xi) -  (72/2 -  32/s -  4yi)(7x3 -  4xi -  3x2))) (4 .39)

Dimana

/ = 7(7x3 -  4xi -  3x2)((72/3 -  4^  -  32/2)(7x2 -  3x3 -  4xi) -  (7y2 -  Zy3 -  4yi) 

(7x3 -  4xi -  3x2))
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□

O Teorema 4.2.1 Jika sebuah segitiga sembarang, samakaki, dan samasisi ABC, ma
sing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut 
A(xu yi), B{x2,y2), dan C(x3,yz) di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga 
menjadi tujuh bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil 
yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 1: 55.

Bukti. Pertama akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga sembarang ABC, 

masing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik- 
titik sudut A(x!, yi), B(x2, y?), dan C(x3, y3) di depannya dengan titik-titik pada 
sisi segitiga menjadi tujuh bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas 
heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 1: 55. Pada 

Lemma 4.2.1 sebelumnya telah didapat titik-titik koordinat yang membentuk 
heksagon terkecil, selanjutnya akan dihitung luas dari heksagon terkecil terse
but. Untuk menghitung luas heksagon tersebut dilakukan dengan cara deter
minan, seperti yang sudah dipaparkan dalam Bab 2, diagram perhitungan luas 
heksagon pada Gambar 2.11.

H

G

E

D

D

F

I
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•£(4.29) •?/(4.33) +  X(4.32).J/(4.36) +  ^(4.35) -2/(4.39) +  

•£(4.38) *y(4.24) ) ) (4.40)

Setelah didapat luas heksagon terkecil, langkah selanjutnya adalah men
cari luas segitiga asal Untuk mencari luas segitiga asal dilakukan dengan cara 
yang sama seperti mencari luas heksagon di atas.

Didapat luas segitiga asal ABC adalah,

L ABC -  ((̂ 2-2/1 + Xz-V2 + Si-ita) -  (ari-ift + x2.yz + Z3-yi)) | (4.41)

Sehingga, perbandingan luas heksagon terkecil dengan segitiga asalnya 
adalah

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga sembarang, maka 
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada 
Gambar 4.6:

A

B

C

A

A(xu y!) = (0,0) 

B ( x 2 , 2/2) = (A,0) 

0(x^yz) = (p, v)
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Gambar 4.6: Ilustrasi segitiga sembarang dimana masing-masing sisi dibagi 
menjadi tujuh bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai 21 ,22 , £3 dan yi, 1/2,2/3 terhadap per
samaan 4.42 pada teorema 4.2.1, maka diperolehlah perbandingan luas hek

sagon terkecil dengan luas segitiga asal, yaitu 1: 55. □

Kedua akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga samakaki ABC, ma
sing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik 
sudut A{xu yi), B(x2> y2), dan C(x3,3/3) di depannya dengan titik-titik pada sisi 
segitiga menjadi tujuh bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas 
heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 1: 55. Pada 
Lemma 4.2.1 sebelumnya telah didapat titik-titik koordinat yang membentuk 
heksagon terkecil, selanjutnya untuk menghitung luas dari heksagon terkecil, 
segitiga asal dan perbandingan dari luas heksagon terkecil tersebut dengan se
gitiga asal dilakukan dengan cara yang sama seperti pada pembuktian segitiga 

sembarang di atas.
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Gambar 4.7: Ilustrasi segitiga samakaki dimana masing-masing sisi dibagi 
menjadi tujuh bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga samakaki, maka 
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada 
Gambar 4.7:

A(xu yi) = (—A, 0)

B(x2,y2) -  (A,0)

C(x3,y3) = (0,i/)

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai xi,x2, x3 dan yu j/2, yz terhadap persamaan 
4.42 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah luas hek
sagon terkedl, yaitu 1:55. □

Ketiga akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga samasisi ABC, masing- 
masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut
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A(xi,yi), B(x2 , y2), dan C(x3, y3) di depannya dengan titik-titik pada sisi segi
tiga menjadi tujuh bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas hek
sagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah 1 : 55. Pada 
Lemma 4.2.1 sebelumnya telah didapat titik-titik koordinat yang membentuk 
heksagon terkecil, selanjutnya untuk menghitung luas dari heksagon terkecil, 
segitiga asal, dan perbandingan dari heksagon terkecil tersebut dengan segi
tiga asal dilakukan dengan cara yang sama seperti pada pembuktian segitiga 
sembarang di atas.

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga samasisi, maka 
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga di atas sebagai berikut, tampak 

pada Gambar 4.8:

A(x\,y\) = (0 , 0 ) 

B(x2,y2) = (A,0)

Karena segitiga samasisi, maka titik C merupakan hasil rotasi 60° dari titik B, 
sehingga

C(x3iyz) = (A  O ) . f  C“  
V \  —81

C(x3,y3) -  ( I a. jv 'Sa).

cos60°
sin60°

sin 60° 
cos60°

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai x\,x2, x$ dan y\ , j/2,2/3 terhadap persamaan 
4.42 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah perbandi
ngan luas heksagon terkecil dengan luas segitiga asal, yaitu 1: 55. □

43 Sebarang Segitiga yang Masing-masing Sisinya Dibagi k Bagian Sama Panjang

Berdasarkan teorema Marion Walter yang disebutkan pada bab 2 sebelum
nya, maka berikut ini disajikan beberapa teorema yang terkait dengan hasil 
peneliti-an dengan pembagian sisi-sisi segitiga menjadi k bagian sama panjang, 
dengan k bilangan ganjil.
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Gambar 4.8: Ilustrasi segitiga samasisi dimana masing-masing sisi dibagi men
jadi tujuh bagian sama panjang pada koordinat kartesius

♦  Lemma 43.1 Jika sebarang segitiga ABC, masing-masing sisinya dibagi dengan 
ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut A(xi, yi), B(x2, &), dan C(x3, yz) 
di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga menjadi k bagian yang sama panjang, 
dengan k bilangan asli ganjil, maka akan terbentuk heksagon terkecil, dengan titik-titik 
koordinat sebagai berikut 
D(x,y):

x -  -(((k  -  l)x3 + (k + l)x2)(2ky\ - ( k -  1)2/3 -  (* + 1)2/2) 
a

(2kx2 -  (k -  l)x3 -  (k + l)xi) -  ((k -  l)x3 + (k 4 - l)xi)
{2ky2 -  (k -  1 )y3 -  (k + l)yi)(2kxi -  (k -  l)x3 -  (k + l)x2) 
+((k + 1) !̂ -  (fc + 1)2/2)(2fcxj -  {k -  l)x3 -  (k + l)x2)
(2kx2 -  (k -  l)x3 -  (k + l)xj))

Dimana a = 2k((2ky\ — (h -  l)y3 -  (k -f l)y2)(2kx2 — (k — l)x3 -  (k + l)xj)

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


65

-  (2ky2 -  (k -  1)2/3 -  (k + l)yi)(2kxi -  (fc -  l)x3 -  (k + l)x2))

2/ = ^  W* ”  1^ 3 + + 1)3:2)(2kyi -  (k -  1)2/3 -  (k + l ) ^ ) 2

(2fcx2 -  (k -  1)2:3 — (k + l)zi) -  ((k -  l)x3 + (k + 1)2:1)
(2 ky2 - ( k -  1)2/3 -  (fc + l)yi)(2kxi -  (k -  1)2:3 -  (k + l)x2)
(2kj/i -  (k -  1)2/3 -  (k + 1)2/2) + ((k + 1)2/1 -  (k + 1)2/2)
(2kx2 — (k — l)x3 -  (fc 4 - l)xi)(2kxi -  (k -  1)2:3 — (k + l)x2)
(2fcy! -  (k -  1)2/3 -  (k + 1)2/2) -  ((k -  l)x3 + (k + l)x2)
(2k2/i -  (k -  1)2/3 -  (fc + l)sfts)((2fcyi -  (k -  1)2/3 -  (k + 1)2/2)
(2fcx2 -  (k -  1)2:3 -  (k + 1)2:1) -  (2k2/2 -  (k -  1)2/3 -  (k + l)l/i)
(2kxi -  (k -  1)2:3 -  (k + l)x2)) + (2fcxj -  (fc -  1)2:3 -  (k + l)a:2)
((k -  1)2/3 + (fc + l)2fe)((2fc2/i -  (k -  1)2/3 -  (k + 1)2/2)
(2kx2 -  (k -  l)x3 -  (fc + l)xi) -  (2ky2 -  (fc -  1)2/3 -  (k + 1)2/1)
(2kxi -  (k -  l)x3 -  (k + 1)2:2)))

Dimana p = 2fc(2kxi -  (k -  l)x3 — (k + l)x2)((2k2/i — (k -  1)2/3 — (k + 1)2/2) 
(2kx2 -  (fc -  l)x3 -  (k + l)xi) -  (2fc2/2 -  (k -  1)2/3 -  (k + 1)2/1)
(2kxi -  (k -  l)x3 -  (fc + l)x2))
E(x, 2/):

x = i(((fc -  l)xi + (fc + l)x2)(2k2/3 -  (k -  1)2/1 -  (k + 1)2/2)

(2kxi -  (k -  l)x3 -  (fc + l)x2) -  ((k -  l)x3 + (fc + l)x2)
(2kyi -  (k -  1)2/3 -  (k + 1)2/2)(2kx3 -  (k -  l)x2 -  (fc + l)x2)
+((k -  1)2/3 -  (k -  l)2/i)(2kx3 -  (k -  l)xj -  (fc + l)x2)
(2kxx -  (k -  l)x3 -  (fc + l)x2))

Dimana 7 = 2k((2kys -  (k -  1)2/1 -  (k + l)2/2)(2kxi -  (k -  l)x3 -  (fc + l)x2) -
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{2kyi - ( k -  1)3/3 -  (Ac + l)y2)(2kx3 - ( k -  l)xi —(k + l)x2))

y = i(((fc -  l)xi + (fc + l)x2)(2ky3 - ( k -  1)2/1 -  (k + l)j/2)2

(2fcxi -  (k -  1)2:3 -  (k + 1)2:2) -  ((Ac -  1)3*3 + (k + 1)2:2)
(2 /C3/1 -  (fc -  l)y3 -  (A; + l)y2)(2 fcx3 -  (k -  l)xi -  (A; + l)x2)
(2ky3 ~ ( k -  l)yi - ( k  + 1)2/2) + ((A: -  1)3/3 -  (A: -  1)3/1)
(2Acx3 -  (A: -  1)2:1 -  (k + l)x2)(2A:xi -  (A: -  1)2:3 -  (Ac + l)x2)
(2ky3 -  (A: -  1)3/1 -  (A: + 1)3/2) -  ((A; -  l)xi + (A; + l)x2)
(2ky3 -  (Ac -  1 )yx -  {k + l)y2)((2ky3 -  (k -  1)3/1 -  (A: + 1)3/2)
(2A:xi -  (A: -  l)x3 -  (A: + l)x2) -  (2kyi — (A: — l)y3 -  (A; + 1)3/2) 
(2Acx3 -  (A: -  l)xi -  (A: + l)x2)) + (2Acx3 -  (A: -  l)xi -  (A: + l)x2) 
((A: -  1)3/1 + (A: + Vjy^^kyz ~ ( k -  1)3/1 -  (A: + 1)3/2)
(2A:xi -  (A: ~ l)x3 -  (A; + l)x2) -  (2kyi - ( k -  1)3/3 -  (Ac + 1)3/2) 
(2A:x3 -  (A: -  l)xi -  (A; + l)x2)))

Dimana 5 = 2A;(2A:x3 -  (A: -  l)xi -  (A: + l)x2)((2ky3 ~{k — 1)3/1 -  (A: + 1)3/2) 
(2fcxi ~ (A: -  l)x3 -  (Ac + l)x2) -  (2kyi -  (A: -  1)3/3 -  (Ac + 1)3/2)
(2Acx3 -  (A: -  l)xi -  (A: + l)x2))
F(x,y):

x = 7  W* + 1)a:3 + (fc “  l)xi)(2ky2 -  {k +1)2/3 -  (A: -  1)3/1)
(2Acx3 -  (A: -  l)xi -  (A: + l)x2) -  ((A; -  l)xi + (A; + l)x2)
(2ky3 -  (A: -  1)3/1 -  (A; + l)y2)(2kx2 -  (Ac + l)x3 -  (A: -  l)xi)
+((* + 1)3/2 -  (k + l)y3)(2kx2 -  (k + l)x3 -  (A: -  l)xi)
(2Acx3 -  ( k -  l)xi -  (Ac + l)x2))

Dimana c — 2k((2ky2 -  (k + 1)2/3 -  (A: -  l)yi)(2kx3 -  ( k -  l)xi -  (A: + l)x2) -  
(2ky3 -  (Ac -  1)3/1 -  (A: + l)y2)(2kx2 - ( k  + l)x3 -  (A: -  l)xi))

V = ~(((fc + !)®3 + (A: -  l)xi)(2fc3/2 - ( k  + 1)2/3 -  (A: -  l)yi)2

(2Acx3 -  (A: -  l)xi -  (A: + l)x2) -  ((A: -  l)xi + (A: + l)x2)
(2ky3 -  (Ac -  1)2/1 -  (A: + l)y2)(2kx2 -  (k + l)x3 -  (A: -  l)xi)
(2ky2 ~ (k + 1)3/3 -  (k -  1)3/1) + ((A: + 1)3/2 -  (A; + l)y3)
(2A:x2 — (Ac + l)x3 — (A: — 1)xi)(2Acx3 — (A: — l)xi — (A: + l)x2)
(2A:3/2 -  (Ac + 1)3/3 -  (A: -  1)3/1) -  ((A: + l)x3 + (Ac -  l)xi)
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(2fcy2 -  (fc + 1)2/3 -  (* -  l)2/i)((2*2fc -  (fc 4- 1)2/3 -  (* -  1)2/1)
(2*0:3 -  (fc -  l)xi -  (fc 4- l)x2) -  (2*2/3 -  (fc -  l)yi -  (* 4- 1)2/2) 
(2fcx2 -  (* + l)x3 -  (* -  l)a l̂)) + (2*0:2 -  (* + 1)2:3 -  (* -  1)2:1) 
((* + 1)2/3 4- (fc -  1)2/i)((2*2/2 -  (* + 1)2/3 -  (* -  1)2/1)
(2 *0 :3  -  (* -  1 )2:1 -  (fc 4- 1 )2:2 ) -  (2 *2/3 -  (* -  l ) 2/i -  (* +  1 )2/2 ) 
(2 *0 :2  -  (* +  1 )2 :3  -  (* -  1 )2:1)))

Dimana e — 2fc(2fcx2 -  (fc 4- 1)2:3 -  (fc -  l)xi)((2*2/2 — (* + 1)2/3 -  (* -  1)2/1) 
(2*0:3 -  (* -  1)2:1 -  (* +  1)2:2) “  (2*2/3 -  (* -  l )2/i -  (* +  1)2/2)
(2 *0 :2  — (fc 4- 1 )2 :3  -  (* -  1 )2:1 ))
G{x,y):

x = i(((fc 4- 1)0:3 + (* -  l)xi)(2ky2 -  (fc 4- 1)2/3 -  (* -  1)2/1)

(2*o:i — (* + 1)2:3 -  (* — 1)2:2) -  ((* + 1)2:3 4- (fc -  1)2:2)
(2*j/i -  (fc 4- 1)2/3 -  (* -  1)2/2) (2*0:2 -  (* + 1)2:3 -  (* -  1)2:1)
+((* -  1)2/2 -  (* -  l)yi)(2kx2 -  (fc 4- 1)2:3 -  (* -  1)2:1)
(2*0:1 -  (fc 4- l)x3 -  (* -  1)2:2))

Dimana C — 2fc((2*2/2 -  (fc 4- 1)2/3 -  (* -  l)2/i)(2fcxi -  (fc 4- l)x3 -  (fc -  l)x2) -  
(2*2/1 -  (* + 1)2/3 -  (* -  l)2/2)(2fcx2 -  (fc 4- 1)2:3 -  (* -  1)2:1))

2/ = -(((fc + 1)0:3 + (* -  1)xi)(2*2/2 -  (fc 4- 1)2/3 -  (* -  l)j/i)2

(2kxi — (fc + 1)2:3 -  (* — l)a:2) -  ((fc + 1)2:3 4- (fc -  l)x2)
(2fcj/i -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  l)2/2)(2fcx2 -  (fc + 1)2:3 -  (* -  l)xi)
(2fct/2 -  (fc + 1)2/3 -  (* -  1)2/1) + ((* -  1)2/2 -  (fc -  1)2/1)
(2*0:2 -  (fc 4- 1)3:3 -  (fc -  l)xi)(2fcxi -  (fc 4- l)x3 -  (fc -  1)2:2)
(2*2/2 -  (fc 4- 1)2/3 -  (* -  l)yi) -  ((* + 1)2:3 4- (fc -  1)2:1)
(2*2/2 -  (k 4-1)2/3 -  (* -  l)yi)((2ky2 -  (fc 4-1)2/3 -  (fc -  1)2/1)
(2fcxi -  (fc 4- 1)2:3 -  (* -  1)2:2) -  (2*2/1 -  (* + 1)2/3 -  (* -  1)2/2) 
(2fcx2 -  (fc + l)x3 -  (fc — l)xi)) + (2fcx2 -  (fc + l)x3 — (fc -  l)xi)
((* + 1)2/3 + (* -  l)2/i)((2*2/2 -  (* + 1)2/3 -  (* -  l)2/i)
(2fcxi -  (fc 4- l)x3 -  (fc -  l)x2) -  (2kyi -  (fc + 1)2/3 — (fc -  1)2/2) 
(2fcx2 -  (fc 4- l)x3 -  (fc -  l)xi)))

Dimana 7/ = 2fc(2fcx2 -  (fc 4- l)x3 -  (fc -  1)xi)((2*2/2 -  (fc 4-1)2/3 -  (fc -  1)2/1) 
(2fcxi -  (fc 4- l)x3 -  (fc -  l)x2) -  (2*2/1 -  (fc 4-1)2/3 -  (* ~ 1)2/2)
(2*X2 — (fc 4- 1)X3 -  (fc -  l)xi))
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H(x,y):

x = ^(((* + l)®s + (* -  l)^2)(2fcj/i -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  1)3/2)

(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2) -  ((fc + l)xi + (fc -  l)x2)
(2*3/3 -  (fc +1)2/1 -  (fc -  l)y2)(2kxi -  (A; + l)x3 -  (fc -  l)x2)
+((fc + l)3/i -  (fc + 1)2/3) (2fca?i -  (fc + l)x3 -  (fc -  1)̂ 2)
(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2))

Dimana $ = 2k((2kyx — (fc + 1)2/3 -  (fc -  l)j/2)(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2) — 
(2fc2/3 -  (fc + l)2/i -  (fc -  l)v2)(2kxx -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2))

V = ^(((* + X)x 3 + (fc -  l)x2)(2fcyx -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  l)3fc)2)

(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2) -  ((fc + l)xj + (fc -  l)x2))
(2*2/3 -  (fc +1)2/1 -  (fc -  l)y2)(2kxi -  (fc + l)s3 -  (fc -  1)^2))
(2*2/1 -  (fc +1)2/3 -  (fc -1)2/2) + ((fc + 1)3/1 -  (fc +1)2/2))
(2fcxi -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2)(2fcx3 — (fc + l)xi — (fc -  l)x2))
(2*2/1 -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  1)2/2) -  ((* + l)x3 + (fc -  l)x2))
(2*2/! -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  l)2/2)((2*2/i -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  1)3/2))
(2fcx3 -  (fc + l)xx -  (fc -  l)x2) -  (2*2/3 -  (fc + 1)2/1 -  (* -  1)2/2)) 
(2fcxi -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2)) + (2fcxi -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2))
((fc + l)«s + (fc -  1)3/2)((2*2/i -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  1)2/2))
(2fcx3 -  (fc 4 - l)xi -  (fc -  l)x2) -  (2*2/3 -  (fc + 1)2/1 -  (fc -  1)2/2))
(2fcxi -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2)))

Dimana t? = 2fc(2fcxi -  (fc + l)x3 — (fc -  1)x2)((2*2/i — (fc + 1)2/3 -  (fc — 1)2/2) 
(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2) -  (2*2/3 -  (fc + 1)2/1 -  (* -  1)2/2)
(2fcxi -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2))
/(x,2/):

x = j  (((* + l)xi + (fc -  l)x2)(2*2/3 -  (fc + 1)2/1 -  (fc -  1)2/2)

(2fcx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xi) -  ((fc -  l)x3 + (fc + l)xi)
(2*3/2 -  (* -  1)3/3 -  (fc + l)2/i)(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2) + 
((fc -  1)2/3 -  (fc -  1)2/2)(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2)
(2fcx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xx))

Dimana 1 = 2fc((2*2/s -  (fc + 1)2/1 -  (fc -  l)2/2)(2fcx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xi) 
-  (2*2/2 -  (fc -  l)j/3 -  (fc + l)yi)(2fcx3 -  (fc + l)x! -  (fc -  l)x2))
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y -  i(((fc+ l) ii + (fc -  l)x2){2ky3 -  (k + l)yi -  (fc -  l)j/2)2)

(2fcx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xi) -  ((fc -  1)̂ 3 + (fc + l)£i))
(2ky2 -  (fc -  1)2/3 -  (fc + l)j/i)(2fcx3 -  (fc + l)a:i -  (fc -  l)x2))
(2kyz -  (fc + 1)2/1 -  (fc -  1)2/2) + ((fc -  l)j/3 -  (fc -  1)2/2))
(2fcx3 -  (fc 4-1)^! -  (fc -  l)x2)(2kx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + 1)3:1))
(2fcy3 -  (fc 4-1)2/1 -  (fc -  1)2/2) -  ((fc + l)£i + (fc -  1)2:2))
(2fcy3 -  (fc + 1)2/1 -  (fc -  l)2fc)((2fcj/3 -  (fc 4- l)yi -  (fc -  1)2/2))
(2fca:2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xi) -  (2fc2fe -  (fc -  1)2/3 ~ (fc + l)2/i))
(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2)) + (2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  1)3:2))
((fc + i)yi + (fc -  i)2/2)((2 fci/3 -  (fc + 1)2/1 -  (fc - 1)2/2))
(2fcx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xi) -  (2fci/2 -  (fc -  1)2/3 -  (fc + 1)2/1))
(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  1)3:2))))

Dimana k = 2fc(2fcx3 — (fc + l)xi -  (fc -  l)x2)((2ky3 — (fc + 1)2/1 — (fc -  1)2/2)
(2fcx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xi) -  {2ky2 -  (fc -  1)2/3 -  (fc + 1)2/1)
(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  1)3:2))

Bukti. Misal diberikan sebarang segitiga ABC, sebagaimana terlihat pada Gam

bar 4.9. Bila masing-masing sisi segitiga dibagi dengan ruas garis yang menghu

bungkan titik-titik sudut A(xu yi), B(x2, 2/2), dan C(x3, 2/3) di depannya dengan 
titik-titik pada sisi segitiga menjadi fc bagian sama panjang, dengan fc bilangan 
asli ganjil, maka terbentuk (*jl) heksagon. Akan dibuktikan bahwa titik-titik 
koordinat heksagon terkecilnya adalah seperti yang telah disebutkan di atas.

Dilihat dari pembahasan segitiga yang masing-masing sisinya dibagi men
jadi lima dan tujuh bagian sama panjang, heksagon terbentuk pada garis bagi 
yang tengah. Sehingga pada sebarang segitiga yang masing-masing sisinya 
dibagi menjadi fc bagian sama panjang, heksagon terkedl terbentuk pada titik 
batas berikut ini.
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Gambar 4.9: Ilustrasi sebarang segitiga dimana masing-masing sisi dibagi men
jadi k bagian sama panjang

= 1 1 + ( i r ) ( * 2 -  *>) “  +

» W ,=y i+ ( T ) (y2 “ Vl) = (^5r)Sl+{H r )V2

XW > = 11 + “ Xl) = {- y T )xi + {- i r )X2’

« w .=2/1+ ( T ) (2/2 -  w) = r ) V i+

*°(M) = **+( ^ ) (** -  **)=^ w )X3+(^ r )X2’

V«(Asl) = ya + ( -—) (2/2 -  2/3) -  (—2jg—)V3 + (“ 2jf*)3te
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Xal*¥) X3 + ( i - : | (x2 ® s)-( 2k )X3 + ( 2k )Xt,

«s*t1, = »  + 1! i - ) (V2 3/3) - (  2fc )lfe + ( 2fc )l/2

X3(V) = 13 +
,4=1 v 
( + ! |(*I xs) ( 2k )*3 + ( 2fc )*1.

= V3 + (: + ) (yi ya) ( 2k )v3 + ( 2k )vi

xi(4Ji)= x3 +
/i±ix
( + ! KX1 x3 ) - (  2k )x3 + ( 2k )xU

»<**1, = »  + 1
/ i i i  \ 

:•* ■) (yi 2/3) -  ( 2k + ( 2k )Vl

Kemudian menentukan persamaan garis yang dibuat dari titik-titik batas terse
but dengan sudut yang ada dihadapannya, yang nantinya akan membentuk 

heksagon dalam (terkecil).

Garis x -  y -  -  (ffi)yz

xi -  ( ^ ) x3 -  (W )x2 V' ~ (^ r )^  -  (W)^2

>k+1  
2 kV L i -  ( ^ ) i 3 -  ($jr)x2r yi ( 2fc )y3 ( )jfe)

2fc Z'*'3 V 2k
.k — 1. .fc + 1. 

+ (”rrr“ )2/3 + (”^7-)y22fc 2k

Garis Aa^ i j 1 -  (W )J3 -  ( ^ ) x2 = y -  (ffi)Wl -
X1 -  (& )x3 -  ( i r ) x2 J/l -  (&)j/S -  (^)V2

1  -  ( ^ ) x 3 -  (*Sr)X 3 \ tmM , k + 1 , .  , f c - i

2 k
r x - ( W > x 3 - l i r m , . .  ,* + \ ,  r1

~ v “  U - ( W ) x3 - ( ^ ) x J (!,1- (^ r )to- (' )te)
2fc ^  V 2*

/fc+lv ,fc —l x 
+( „l )vs + ( -Ar ")y22 k 2 k

Garis Bb^k-ij 1 -  (W )J3 -  ( ^ ) » i  y -  (ffi)y3 -  (& )yi 
x2 -  (W)** -  (^ r ) ii -  (W )fe -  (V )vi

^  ( x ~ (*2r)x3 ~ ( \ r ) xi / t  + 1\ / * - i
)vi)

2k \ 2k
.k + lv .fc — 1. 

+(-ST-)lfe + (“ ^ l“)Vi2k 2k
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Garis B b ^ i) x -  -  (ffi)n  y - ( ^ r ) t e - ( ^ ) y i

x2 -  (^ r)x3 -  (W )xi 2/2 “  ( ^ ) »  -  (^ )v i 
= / * ~ (*§r)x3 -  v  ,

-  (t f )x3 -  (W)x^

,f c - lx ,fc + l^ \ 
■)» -  (-nr-)vi)2fc 2fc

.A; -  1. /fc + l x 
+(-sr-)»8 + (-5r-)lfi2fc 2 fc

Garis Cc^k-i^

o y

x ~ (lirfri ~ y -  (*Sr)3/i -
** -  ( ^ ) * i  -  (^)asa 2/3 -  ( ^ ) th  -  (^)V2

X“  (&)®1 “ (tT^S ^  ,fc + l^ ,fc“ ^  X 
— 71+n---- ) t - i \  ) fa  ”  “oiT ^ "  (“oT")»*)

,k + 1. .k -  l x 
+(—77i—)lft + (-sr-)Ste

«  ( —\rro —

2fc 2fc

Garis Cĉ k̂ î X -  (V ')1!_________________ g ~ (•ir) i/i ~ (ffi)2ft
x3 -  ( i r ) xi -  (W )x2 223 -  (t t )!/i -  (& )»

fc-1 ,fc +1
2 F )sft)

/fc — 1. /fc + 1. 
+ (-sr-)!/i + (-sr-)ifc2fc 2fc

Setelah diketahui persamaan garis, langkah selanjutnya adalah menen
tukan koordinat titik heksagon terkecil. Titik-titik yang membentuk heksagon 
terkecil merupakan hasil perpotongan antara garis-garis tersebut

Utik D adalah perpotongan antara garis Aa^-i^ dengan sehingga

V A * ^  = VB6(̂ ,  (4.43)
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' g - ( V ) s a - ( f f i ) s a \ ( _ (fc - l  
“  (tbt)3* -  (W )z2 ^  2k 

,k + 1

)2/3 -  )?/2) + ( o,. )ys +

( 2k )y* ~ i X2 -  (*£)x3 -  (*±L)xJiV2 { 2 k )V3 ( 2k )yi)

2k

k -  1

2k 

,k + 1

,fc -l^  , ,fc  + 1̂
(-rr-)ys + (“ ^T")3/i

2A; 2fc

2fagi-(fc-l)a3-(fc+l)s2

2*

(fc-l)a3+(fc+l)xa 

) - (  *  -2Aa?i — (fc— 1) J 3 — (fc-f- l)g2 
2k

^kyi  ~ ( k ~  1)3/3 -  (* + l)ga  ̂=
2k

x
2kxj—(fc-l)a?3-(fc+l)»i 

2k
) - (

(fc-l)»a+(fc+l)si

2k
2feg2-(fc-l)g3-(fc+l)gl

2k
2ky2 -  (k -  1 )3/3 -  (k +  1 )3/1 . (A; +  1)2/1 -  (k +  1)2/2

{ 2k } 2k

x = -(((A; -  1)2:3 + (k + l)z2)(2fcyi -  (A; -  1)2/3 -  (* + 1)2/2) a
{2kxj -  (A: -  l)ar3 -  (k + l)2:j) -  ((fc -  1)2:3 + (A: + l)xi) 

(2ky2 - { k -  1 )y2 -  (A: + l)2/i)(2A;3;i -  (k -  1)2:3 - ( k  + l)x2) 

+((k + l)yi -  (k + l)y2)(2kxi -  (A: -  1)2:3 -  (k + 1)2:2)

(2fcz2 -  (k -  l)x3 -  (A; + 1)2:1)) (4.44)

Dimana

a = 2k((2kyj -  (k -  1)2/3 -  (A: + l)y2){2kx2 -  (k -  1)2:3 -  (A; + 1)2:1) 

—(2/C2/2 -  (fc -  1)2/3 -  (fc + 1)2/i)(2A:2:i -  (A: -  1)2:3 -  (A: + l)u:2))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.44) ke dalam (4.43)

f X ~(*W-)X3-(*2kL)X2 \ ,  ,
2 = (— j f tu — / £ n  ) (y i - (  (V) V2:i -  y  13 ~ (*%t)x2J

k - l  ,A: + L V

m  -  (-sr-)ift)2k 2k
fk — 1. .k + l x

+(“^ r“)s/3 + (-rr-Jift
2k 2k
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& y = ~ (((A: -  1)2:3 + (fc + \)x2)(2kyi - ( k  -  1)2/3 -  (fc + l)2fe)2 

(2fcx2 -  (fc — 1)0:3 — (fc + l)xi) — ((fc -  1)2:3 + (fc + l)xi)

(2fcy2 -  (fc -  1)2/3 -  (fc + l)2/i)(2fcxi -  (fc -  1)2:3 -  (fc + 1)2:2)

(2fcyi -  (fc -  1)2/3 -  (fc +1)2/2) + ((fc + 1)2/1 -  (fc + 1)2/2)

(2fc:T2 -  (fc -  1)2:3 -  (fc +  l)xi)(2fcxi -  (fc — l)x3 -  (fc +  1)2:2)

(2kyi -  (fc -  1)2/3 -  (fc + 1)2/2) -  ((fc -  1)^3 + (fc + 1)̂ 2)

(2fcyi -  (fc -  1)2/3 -  (fc + l)lfe)((2fc|/i -  (fc -  1)2/3 -  (fc + l)lte)

(2fcx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xi) -  (2ky% -  (fc -  1)2/3 -  (fc + l)2/i)

(2fcxi -  (fc -  l)x3 -  (fc + 1)2:2)) + (2fcxi — (fc — 1)2:3 -  (fc + l)x2)

((fc -  1)2/3 + (fc + l)lft)((2fcj/i -  (fc -  1)2/3 -  (fc + l)2fc)

(2fcx2 -  (fc -  1)2:3 -  (fc + l)xi) -  (2ky2 -  (fc -  1)2/3 -  (fc + 1)2/1)

(2fcxx -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xa))) (4 .45)

Dimana

P = 2fc(2fcxi -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)x2)((2fcj/i -  (fc- 1)2/3 -  (fc + 1)2/2) 

(2fcx2 -  (fc -  1)2:3 -  (fc + l)xi) -  (2ky2 -  (fc -  1)2/3 -  (fc +1)2/1) 

(2fcxi -  (fc -  1)2:3 -  (fc + l)x2))

Titik E  adalah perpotongan antara garis Cc^ d e n g a n  Ao(t^i) sehingga

VCc(!zp.) ^ a(V)

1 -  (^r)* i -  (W )^

(4.46)

fc + 1 
~2k

* , / e - l ,  ,* + lx x,
)V2 = “  ( -2r )V3 ~ {~ w )yi)+

fc -t-1. 
2 fc

fc-1,

fc-1

,fc +  1

, f c - l A , ,fc+ lN
(-7T7“ )2/3 + (“^ —)l/22fc 2fc
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Dimana

x

2fcz3-(fc-l)gl-(fc+l)»2 
2k ■ ) - (

(fc-l)gl +  (*!+l)X3

________ 2k________
2fcj3-(fc-l)gi— (fc+l)ga 

2k
,2ky3 -  (fc -  1)2/1 -  (fc 4- lW  _ 
'  2k '

x (fc-l)g3+(fc+l)»3
2k

2fc»i—(fc—l)x3—(fc-fl)aa ) V 2fcei-(fc-l)x3-(*+l)sa J J
\  2k  2k /

,2kyi -  (k -  1)2/3 -  (* + l)2/2\ , (k -  1)2/3 -  (fc -  l)2/i 
1 2 k } 2k

x = i(((fc -  1)^1 + (fc + l)x2){2ky3 -  (k -  1)2/1 -  (fc + 1)2/2)

(2fcxi — (k — l)x3 -  (fc + 1)2:2) -  ({k — 1)®3 + (k -f l)x2)

(2fcyi -  (k -  1)2/3 -  (k + 1)2/2) (2fcx3 -  (fc -  l)xi -  {k +  l)x2)

+((fc -  1)2/3 -  (fc -  l)2/i)(2fcx3 - ( k  -  l)xi — (k + l)x2)

(2kxi -  (k -  l)x3 -  (fc + l)x2)) (4 -47)

7 = 2A;((2A:j/3 — (fc — 1)2/1 — (k + l)y2)(2kx\ — (k — l)x3 — (fc + l)x2) — 

(2kyi -  (fc -  1)2/3 -  (fc + l)2/2)(2fcx3 -  (fc -  l)xi -  (fc + l)x2))

Dengan mensubsdtusikan Persamaan (4.47) ke dalam (4.46)

x -  (t f )*! -  (W)*2f, _  / g - _ /
ycc(^) “ U  -  (^3*3 -  (^r)^ i
,fc -i*  , ,fc + i ,

(W)*a*

f c - l  ,fc+l* V, 
)»1 ~ (-«57-)%) +2k 2 k

2 k 2 k

O  V —  ̂(((fc -  l)*i + (fc + l)x2)(2fc2/3 -  (fc -  1)2/1 -  (fc + l)2/2)2 

(2fcxi — (fc — l)x3 -  (fc + l)x2) — ((fc -  l)x3 + (fc + l)x2) 

(2kyi -  (fc -  1)2/3 -  (fc + l)2/2)(2fcx3 -  (fc -  l)xj -  (fc + l)x2) 

(2kys -  (fc -  l)2/i -  (fc + 1)2/2) + ((fc -  l)l/3 -  (fc -  l)2/i)

(2fcx3 — (fc -  l)xi -  (fc -I- l)x2)(2fcxi -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)x2)

(2fcy3 -  (fc -  l)2/i -  (fc + 1)2/2) -  ((fc -  l)®i + (fc + l)x2)
(2fc2/3 -  (fc -  l)2/i -  (fc + l)2ft)((2fcy3 -  (fc -  l)2/i -  (fc + 1)2/2)
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(2kx\ — (k — l)x3 -  (fc + l)x2) — (2kyi - ( k -  1)2/3 -  (k + 1)2/2)

(2fcx3 — (k — l)xi -  (fc + l)x2)) 4- (2fcx3 -  (fc -  l)xi -  (fc + l)x2)

((fc -  1)3/1 + (fc + l)3/2)((2fcj/3 -  (fc -  1)2/1 -  (fc + 1)2/2)

(2fcxi -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)x2) -  (2fcyi -  (fc -  1)2/3 -  (fc + 1)2/2)

(2fcx3 -  (fc -  l)xi — (fc + l)x2))) (4.48)

Dimana

S — 2fc(2fcx3 -  (fc -  l)xi -  (fc + l)x2)((2 fc3/3 -  (fc — 1)3/1 -  (fc + 1)2/2) 

(2fcxi -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)x2) -  (2kyi -  (fc -  1)3/3 -  (fc + 1)2/2) 

(2fcx3 -  (fc -  l)xi -  (fc + l)x2))

Titik F adalah perpotongan antara garis dengan Cc^ 1 j sehingga

2/B6{i_i)

( x ~ (W)*» ~ (^ )* i A, _  /
2k

f  x  -  { ^ ) x i  -  ( ^ ) x t
t-',
2k

fc — 1 fc-l- 1
(

(4.49)

fc + 1̂  ,fc - x , ,fc + l N , 
)yz -  (—̂ —)yi) + (—zr~)y$ +2fc 2 fc

\ ( x ~ (^ir);ri — (iSr)a*2 \ f  /f c - ^  / fc + i x
)Vl~  ^ 3  -  (^)X1 -  (W )1, )  ^  2* 2,1 2fe )!fa)

)»i + (^ ^ )v a2k v 2fc

/ 7  » ^
l V 2Aaca-(fc+l)»s-(ib-l)gi y ( 2fca=2-(fc+l)a3-(fc-l)xi 
\  2fc 2fc

2̂fcy2 -  (fc + 1)2/3 ~ (fc ~ l)2/i j _
2fc

X
2fcc3-(fc~l)ari-(A;+l)ar3

2fc

. . (fc-l)jgl+(fc+l)S2

■ - *2*i3-(fc-l)ii-(Ar+l)x2
2fc

^ky3 -  (fc -  1)2/1 -  (fc + 1)3/2  ̂+ (fc + 1)3/2 -  (fc + 1)2/3

2fc 2fc
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o x = + + (fc “  l)*i)(2fcjft -  (A: + 1)2/3 -  (A -  l)2/i)

(2fcx3 — (fc — l)xi -  (fc + 1)2:2) -  ((A -  l)^i + (fc + 1)2:2)

(2ky3 -  (fc -  l)2/i -  (fc + l)2/2)(2fcx2 -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)xi)

+((fc + l)2fc -  (fc + l)2/3)(2fcx2 -  (fc + l)x3 -  (fc -  1)2:1)

(2fcx3 -  (fc -  1)2:1 -  (fc + l)x2)) (4 .50)

Dimana

e = 2fc((2fcj/2 -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  l)|/i)(2fcx3 -  (fc -  l)a:i -  (fc + l)x2) -

(2fcy3 -  (fc -  l)yi -  (fc + l)jfe)(2fcx2 -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)xi))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.50) ke dalam (4.49)

VBb,

,fc +1* , f
(  « .  )?/3 +  (

X2 
fc- 1

( ^ 7 ^ 3  -  (^1r)w ) +2 fc 2fc

2fc /J~  ' v 2fc 
1

)Vi

2/ — ~ (((fc +  l )x 3 +  (fc -  l ) x i ) ( 2fc2/2 -  (fc +  l) j /3 -  (fc -  l ) 2/ i )2 

(2fcx3 -  (fc -  l ) x i  -  (fc +  l )x 2) -  ((fc -  l ) x i  +  (fc +  l ) x 2)

(2fcj/3 -  (fc -  1)2/1 -  (fc +  l)jf2)(2fcx2 -  (fc +  l )x 3 -  (fc -  l)x i)

(2fcy2 -  (fc +  1)2/3 -  (fc -  l)y i)  +  ((fc +  1)2/2 -  (fc +  1)2/3)

(2fcx2 — (fc +  1)X3 -  (fc — l)X i)(2fcX3 -  (fc — l )x i  — (fc +  l ) x 2)

(2fc2/2 -  (fc +  1)2/3 -  (fc -  1)2/1) -  ((fc +  1)3:3 +  (fc -  1)3:1)

(2fc2fe -  (fc +  1)2/3 -  (fc -  l)i/i)((2fcy2 -  (fc +  1)2/3 -  (fc -  l)2/i)

(2fcx3 -  (fc -  l ) x i  -  (fc +  l ) x 2) -  (2fcj/3 -  (fc -  l)y i -  (fc +  l)2fe)

(2fcx2 -  (fc +  l ) x 3 -  (fc -  l)x i ) )  +  (2fcx2 -  (fc +  l ) x 3 -  (fc -  l)x i)

((fc +  1)2/3 +  (fc -  l ) 2/i)((2fc2/2 -  (fc +  1)2/3 -  (fc -  l ) 2/i)

(2fcx3 -  (fc -  l ) x i  -  (fc 4- l )x 2) -  (2fc2/3 -  (fc -  1)2/1 -  (fc +  1)2/2)

(2fcx2 -  (fc +  l)x3  -  (fc -  l )x i ) ) )  (4 .51)
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Dimana

e = 2 k(2 kx2  -  (k + 1)0:3 -  (fc -  l)xi)((2fc2/2 -  (k + 1)2/3 -  (k -  1)2/1) 

(2kx3 -  (fc -  l)xj -  (fc + l)x2) -  (2fcj/3 -  (fc -  l)j/i -  (fc + 1)2/2) 

(2fcx2 -  (fc + l)iC3 -  (fc -  l)xi))

Utik G adalah perpotongan antara garis Bb^ 1 j dengan A a ^ ^  sehingga

o

&

Vb\ ^ )  yAa(*p.)

( x -  (W )J3 ~
-  (^ r)is  -  (^jr> i

(4.52)

)(Vi
,fc +  l N , f c - l X \ , /fc +  l X .

-  (-zr-)vi)  +  ( -^ r - )2 te  +2fc 2 fc

,f c - l . / * - ( ^ L)a;3 - ( i^ )® 2 \ /- ,fc+lv /fc-1* \ .
 ̂ 2fc ^ 1_ U .  ( 2fc  ̂ 2fc ^  +

2fc
, fc-l

-  ( W t e  -  (%r)®2
,fc + 1N , , k - l x 
( - s r -m  + (-or“ )»2fc 2fc

r
2i*2—(fc+l)*ji—/fc—l)xi

2* ) - (

(fe+l)a!3+(fc-l)gi
______2fe______
2tec2-(A:+l)x3-(fc-l)ji 

2fc
2fcjk -  (fc + l)y3 -  (fc -  1)2/1

2fc )»

x (fc+l)«3+(/t-l)g2
2*

2fegi-(fc+l)g3-(fc-l)»2 7 V 2fcgt-(fc+l)X3~(fc-l)j2

2k 2E
^2fcy! -  (fc +1)2/3 -  (fc +1)2/2 ̂  + (fc - 1)2/2 -  (fc -1)2/1

2fc 2fc

X =  -  (((fc -f l)x3 +  (fc -  l)Xi)(2fcj/2 -  (fc +  1)2/3 -  (fc -  1)2/1) 

(2fcxi -  (fc 4- l)x3 -  (fc -  l)x2) -  ((fc + l)x3 + (fc -  l)x2) 

(2fcyi -  (fc +  l )$/3 -  (fc -  l)3/2)(2fcx2 -  (fc +  l)x3 -  (fc -  l)xi) 

+((fc -  1 )y2 -  (fc -  l)yi)(2fcx2 -  (fc +  l)x3 -  (fc -  l)xj)

(2fcxi -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2)) (4.53)

Dimana

C -  2fc((2fc2/2 -  (fc +  1)2/3 -  (fc -  l)y i ) (2fcx! -  (fc +  l )x 3 -  (fc -  l )x 2) -

(2kyi -  (fc +  1)3/3 -  (fc -  1)2/2)(2fcx2 -  (fc +  l ) x 3 -  (fc -  l)x i ) )
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Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.53) ke dalam (4.52)

f x ~(^ir)xz “  ( i r ) xi A/.. + / k ~ 1^. \ ,
yjJW )  "  L - W l i , - f f e l k i ) ^  * 2fc * 2 fc ^

<=>•

,fc + l N ,
(-sr-hfc + (-^ r“ )in2k 2k

V = ~(((k + 1)^3 + (k -  l)xi){2ky2 -  {k + 1)2/3 -  (fc -  l)2/i)2 
V

(2kx\ -  (k +  l)x3 -  (fc -  l)x2) -  ((fc + 1)S3 + (fc -  l)x2)

(2kyx -  (fc + 1)3/3 -  (fc -  l)y2){2kx2 -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)^i)

(2fcj/2 -  (fc + l)jto -  (fc -  l)yi) + ((fc -  l)lfe -  (fc -  l)tfi)

(2fcx2 — (fc + l)x3 -  (fc -  l)xi)(2fcxi -  (fc + l)x3 -  (fc — 1)0:2)

(2ky2 -  (fc + 1)3/3 -  (fc -  1)2/1) -  ((fc + 1)0:3 + (fc -  l)o:i)

(2ky2 -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  l)l/i)((2 fc2/2 -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  l)s/i)

(2fcxi -  (fc + 1)0:3 -  (fc -  l)o:2) -  (2fcj/i -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  1)2/2)

(2fcx2 -  (fc +  l ) x 3 -  (fc -  l)o:i)) +  (2fcx2 -  (fc +  1)2:3 -  (fc — l)a:i)

((fc + 1)2/3 + (fc -  l)2/i) ((2fc2fc -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  l)2/i)

(2 fco:1 -  (fc + 1)2:3 -  (fc -  1)0:2) -  (2kyi -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  1)2/2)

(2fcx2 -  (fc + l)x3 -  (fc -  1)2:1))) (4.54)

Dimana

7} = 2fc(2 fcx2 -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)xi)((2fcj/2 -  (fc + 1)3/3 -  (fc -  1)2/1) 

(2fcxi -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2) -  (2kyi -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  1)2/2)

(2fcx2 -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)xi))

Titik H adalah perpotongan antara garis A o ^ ) dengan Cc^-i^ sehingga

2/-4Q(fc+i) “  2/Cc(fc_i) (4.55)
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<=>

( 1 ___ -  ( — i w  -  ( - — i ) y 2) +  ( ^ - ^ ) y z  +
1 2 fc ^  1 2 k  2 k  m

k  +  1 ,fc — 1 ,fc +  1

< ¥ > » = e
1 “  ( W )*l “  (V )^2

2fc
fc + 1 

2 k

*3 -  (^r)x  1 -  («y )* 2
) t e

,fc + i*
(^ r )!/i

2 k

.fc — 1. .

(_2 T )y2) +

X /fc -1 , 
)l/i + (-sr-)ite

2 k

x
2kxi-(k+ i)x3-(k—l)x2

2k
) - (

(fc+l)g3+(fc-l)ga

2k
2fczi-(fc+l)j3-(fc-l)X2

2k

^2kyi -  (k + 1)2/3 -  (fc -  1)3/2  ̂_
2fc

x
2feg3-(fc+l)«i-(fc-l)a2

2k
) - (

(fc+l)gx+(fc-l)a:a

______2*______
2fcJ3-(*+l)a;i-(fc-lVt2

21k

r2fcy3 -  (fc + 1)2/1 -  (fc -  1W  (fc + l)s/i ~(k + 1)y3

* = ^(((fc + l)x3 + (A: -  l)x2)(2fc$/i -  (fc + 1)2/3 -  (Ac -  1)2/2) 

(2fcx3 — (A: + l)xi -  (fc -  l)x2) — ((fc + l)xi + (fc -  l)x2) 

(2ky3 -  (fc + l)2/i -  (fc -  l)y2)(2kxi -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2) 

+((fc + l)yi -  (fc + l)yz)(2kxi -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2)

(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2)) (4.56)

Dimana

0 =* 2fc((2fcyi -  (fc +l)y3 -  (fc -  l)y2)(2fcx3 -  (fc +l)xj -  (fc-l)x2) -  

(2fc2/3 -  (fc 4- l)yi -  (fc -  l)j/2)(2fcxi -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.56) ke dalam (4.55)

/ x - ( !$r)x3 - ( !w ) x2 'w ,* + i x ^
= U - 4 i ) X3- ( ¥ ) J fo -

( ^ ) w >  +2fc 
1

2 k

<=> y =  ^  (((fc + l ) x 3 + (fc -  I)x 2)(2fc2/1 -  (fc +  1)2/3 -  (fc -  l)2fe)2)
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(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2) -  ((fc + l)a:i + (fc -  1)^2))

(2fcj/3 -  (fc + 1)2/1 -  (fc -  \)y2 )(2 kx\ -  (fc + l)x3 -  (fc -  l)x2))

(2fcyi -  (fc 4- 1)2/3 -  (fc -  1)2/2) + ((fc + l)yi -  (fc 4- 1)»))

(2fcxi -  (fc 4- l)x3 -  (fc — l)x2)(2fcx3 -  (fc + 1)2:1 -  (fc -  1)^2))

(2fcyi -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  1)2/2) -  ((fc 4- l)x3 4- (fc -  1)0:2»

(2kyi -  (fc + 1)2/3 -  (fc -  l)jft)((2fcj/i -  (fc 4- 1)2/3 -  (fc -  1)2/2))

(2fcx3 -  (fc + 1)2:1 -  (fc -  l)x2) -  (2fcy3 -  (fc 4- l)yi -  (fc -  1)1/2))

(2fcxi -  (fc 4- l)x3 -  (fc -  l)x2)) + (2fcxi -  (fc 4- 1)2:3 -  (fc -  1)2:2))

((fc + 1)2/3 + (fc -  l)2/2)((2fc2/i -  (fc 4- 1)2/3 -  (fc -  l)2fc))

(2fcx3 -  (fc 4- 1)2:1 ~ (fc -  1)2:2) -  (2kyz -  (fc 4-1)2/1 -  (fc -  1)2/2))

(2fcxi -  (fc 4-1)2:3 -  (fc -  1)0:2))) (4.57)

Dimana

1? = 2fc(2fcxi -  (fc 4-1)2:3 -  (fc -  l)x2)((2fc2/i -  (fc 4-1)2/3 -  (fc — 1)2/2) 

(2fcx3 -  (fc 4- l)xi -  (fc -  l)x2) -  (2ky3 -  (fc 4-1)2/1 -  (fc -  1)2/2)

(2fcxi -  (fc 4- l)x3 -  (fc -  l)x2))

Titik I  adalah perpotongan antara garis Cc^k-i  ̂dengan Bb^ i  ̂sehingga

yCc<^> VB\±p->

/ X -  (W )gi ~ ( i r ) ^
'a* -  (W )X1 -  (&)**
jfc -i

(4.58)

fc + 1, ,f c - l ,   ̂ + ^  ,
m  -  (-itt- m ) + +2k ' 2fc ■ '  2k

x ~ (^ )* s  -  (& )*i \ . . * - 1 ,  ,k + l
l—'.
2fc t v 2fc

, * - 1 .  /«4-1.
( 2k )y2 ~ (x2 -  ( ^ l ) i3 -  ( ^ r ) x J  V2 ( 2k ( 2k )3,l) +
,f c - l \  , / fc4- 1̂  
(-sr-)to  + (-sr-)y i2 fc 2 fc
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&

•o

Dimana

x
2Jbx3— (A>+1)j i -(fc-l)»2 

2 k
) - (

(ft+l)si+(fe-l)ga

_________ 2fc_________
2fac3— (fc+l)ai— (fc-l)ga

2 fc
2̂fcy3 — (fc + l)yi -  (A: -  1)2/2  ̂^

2/c
a:

2feX2-(fc-l)*3-(fc+l)*l

2* ) - (

(k-l)xa+(k+l)xi
______2*______
2fcga-(fc-l)g3-(fc+l)a;i

2k

2ky2 -  (fc -  1)3/3 -  (fc + 1)2/1 ' (fc -  l)s/3 -  (fc -  1)2/2 

1 2 fc ; 2fc
* = -  (((A: + l)xi + (fc -  l)x2)(2fc2/3 -  (k + 1)2/1 -  (fc -  1)2/2)

i/
(2fcx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xi) -  ((fc -  l)x3 + (fc + l)xi)

(2fcy2 -  (fc -  l)y3 -  (fc + l)2/i)(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2) +

((fc -  l)j/3 -  (fc -  l)2/2)(2fcar3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2)

(2fcx2 -  (fc -  1)3:3 -  (fc + l)xi)) (4-59)

1  = 2fc((2fcj/3 -  (fc + 1)2/1 -  (fc -  l)y2)(2kx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xi) 

~(2ky2 -  (fc -  1)2/3 -  (fc + l)2/i)(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2))

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.59) ke dalam (4.58)

o

ycc
_  / g - ( W ) s i - ( \ r ) g 2 \ f

^ 3
ya 2fc 2fc

.k + 1. /fc — l x x 
+(^uT")0i + (“ £Z“ )lfe)2fc

1
2fc

2/ = -  (((fc + l)xi + (fc -  l)x2)(2kyz -  (fc + 1)2/1 -  (fc -  l)3fc)2)
K

(2kx2 -  (fc -  l ) x 3 -  (fc + l ) x i )  -  ((fc -  l )x 3 + (fc 4- l )x i ) )  

(2ky2 -  (fc -  1)2/3 -  (fc + l)2/i)(2fcx3 -  (fc + l ) x i  -  (fc -  l )x 2))

(2fc2/3 -  (fc +  1)2/1 -  (fc -  1)2/2) +  ((fc -  1)2/3 -  (fc -  1)3/2))

(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2)(2fcx2 -  (fc -  l)x3 -  (fc + l)xi))

(2ky3 -  (fc + 1)2/1 -  (fc -  1)2/2) -  ((fc + l)xi + (fc -  l)x2))
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(2fcy3 -  (k + l)yi - ( k -  l)y2)((2fcy3 -  (fc + l)yi -  (fc -  l)ift))

(2kx2 -  (fc -  l)s3 -  (fc + l)â i) -  (2fcy2 -  (fc -  l)z/3 -  (fc + l)yi))

(2fcx3 — (fc + l)xi -  (fc -  1)0:2)) + (2fcx3 -  (fc + l)a:i -  (fc -  l)x2))

((fc + l)yi + (fc -  l)y2)((2fcy3 -  (fc + l)yi -  (fc -  l)»a))

(2fca:2 -  (fc -  l)ar3 -  (fc + l)o:i) -  (2fcy2 -  (fc -  l)y3 -  (fc + l)yi))

(2fcx3 -  (fc + 1)®! -  (fc -  l)*a)))) (4.60)

Dimana

k — 2fc(2fcx3 -  (fc + l)xi -  (fc -  l)x2)((2fcy3 -  (fc + l)yi -  (fc -  I)#*)

(2fcx2 -  (fc -  1)0:3 -  (fc + l)xi) -  (2fcjfe -  (fc -  l)y3 -  (fc + l)yi)

(2fcx3 -  (fc 4- l)o:i -  (fc — l)o:2))

Dengan demikian lemma di atas terbukti. □

O Teorema 43.1 Jika sebuah segitiga sembarang, samakaki, dan samasisi ABC, ma
sing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut 
A(xu yi), B(x2}y2), dan C(x3,y3) di depannya dengan titik-titik pada sisi segitiga 
menjadi k bagian yang sama panjang, dengan k bilangan asli ganjil, maka perbandin
gan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal adalah S: (9k?-l).

Bukti. Pertama akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga sembarang ABC, 
masing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik- 
titik sudut A(xi,yi), Z?(x2, ya), dan C(x3, yz) di depannya dengan titik-titik pada 

sisi segitiga menjadi fc bagian yang sama panjang, dengan fc bilangan asli ganjil, 
maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segit
iga asal adalah 8 : (9k? -  1). Pada Lemma 4.3.1 sebelumnya telah didapat 
titik-titik koordinat yang membentuk heksagon terkecil, selanjutnya akan di
hitung luas dari heksagon terkecil tersebut. Untuk menghitung luas heksagon 
tersebut dilakukan dengan cara determinan, seperti yang sudah dipaparkan 
dalam Bab 2, diagram perhitungan luas heksagon pada Gambar 2.11.
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D

E

F

G

H

I

D

£(4.41)-y(4.39)

£(4.44) *0(4.42) X(438j-ll(4.42)

£(4.47) *0(4.45) £(4.41) *0(4.45)

£(4.5<5) *0(4.48) £(4.44)*0(4.48) 

£(4.53J‘.0(4.51) X(4^47j.j/(4.5i) 

^(4.38)-2/C4-54) £(150}-0(4.54) 

Z(l53T-2/(4.39)

Dari cara tersebut didapat luas heksagon terkecil DEFGHI adalah,

L d EFGHI — 2 ( iX(*-47)-y(4.45) +  £(4.50)-0(4.48) +  £(4.53)-0(4.51) +  £(4.56)-0(4.54) +

£(4.59) *0(4.57) "t' £(4.44) *0(4.60)) “  (£(4.44)-0(4.48) + £(4.47)-0(4.51) + 

£(4.50) *0(4.54) + x (4.53)-V {4.57) + £(4.56) *0(4.60) +

£(4.59)-0(4.45))) (4.61)

Setelah didapat luas heksagon terkecil, langkah selanjutnya adalah men
cari luas segitiga asal Untuk mencari luas segitiga asal dilakukan dengan cara 
yang sama seperti mencari luas heksagon di atas.

Didapat luas segitiga asal ABC adalah,

L  abc  =  |^ ( ( £ 2 * y i+  £ 3*02 +  ^ 03) - ( £ i *02 +  £2*03 +  £3*0i ) ) |  (4.62)
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Sehingga, perbandingan luas heksagon terkecil dengan segitiga asalnya 

adalah

LpEFGHij 461) (4 63>
ABC (4-62)

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga sembarang, maka 
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada 

Gambar 4.10:

A(xu yx) = (0 ,0)

B(x2,y2) = (A,0)

C{xz,y$) = (n,v)

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai xi,x2,X3 dan yi,y2,yz teihadap per
samaan 4.63 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah 

luas heksagon terkecil, yaitu 8 : (9k? -  1). □

Gambar 4.10: Ilustrasi segitiga sembarang dimana masing-masing sisi dibagi 
menjadi k bagian sama panjang pada koordinat kartesius
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Kedua akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga samakaki ABC, ma
sing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik 
sudut A(xi,yi), £(x2,y2)/ dan C(x3, y3) di depannya dengan titik-titik pada sisi 
segitiga menjadi k bagian yang sama panjang, dengan k bilangan asli ganjil, 
maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segi
tiga asal adalah 8 : (9k? -1 ). Pada Lemma 4.3.1 sebelumnya telah didapat titik- 
titik koordinat yang membentuk heksagon terkecil, selanjutnya untuk menghi
tung luas dari heksagon terkecil, segitiga asal, da perbandingan dari heksagon 
terkecil tersebut dengan segitiga asal dilakukan dengan cara yang sama seperti 
pada pembuktian segitiga sembarang di atas.

Gambar 4.11: Ilustrasi segitiga samakaki dimana masing-masing sisi dibagi 
menjadi k bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga samakaki, maka 
dapat di misalkan titik-titik sebarang segitiga sebagai berikut, tampak pada
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Gambar 4.11:

A(xu yx) = (--M ) 

B(x2,y2) = (A,0) 

C(xz,yz) =  (0,i/)

87

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai xx, x2, x$ dan yx, y2y y$ terhadap per
samaan 4.63 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah 
luas heksagon terkecil, yaitu 8 : (9k2 -  1). □

Ketiga akan dibuktikan bahwa bila sebuah segitiga samasisi ABC, masing- 
masing sisinya dibagi dengan ruas garis yang menghubungkan titik-titik sudut 
A(x\,y\), B(x2, y2), dan C(x3, y3) di depannya dengan titik-titik pada sisi segi
tiga menjadi k bagian yang sama panjang, dengan k bilangan asli ganjil, maka 
perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga asal 
adalah 8 : (9k2 — 1). Pada Lemma 4.3.1 sebelumnya telah didapat titik-titik 
koordinat yang membentuk heksagon terkecil, selanjutnya untuk menghitung 
luas dari heksagon terkecil, segitiga asal, dan perbandingan heksagon terkecil 
tersebut dengan segitiga asal dilakukan dengan cara yang sama seperti pada 
pembuktian segitiga sembarang di atas.

Pada teorema ini segitiga yang dimaksud adalah segitiga samasisi, maka 
dapat dimisalkan titik-titik sebarang segitiga di atas sebagai berikut, tampak 
pada Gambar 4.12:

AfruVi )  = (0*0) 
B{x2,y2) = (A, 0)
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Gambar 4.12: Ilustrasi segitiga samasisi dimana masing-masing sisi dibagi 
menjadi k bagian sama panjang pada koordinat kartesius

Karena segitiga samasisi, maka titik C merupakan hasil rotasi 60° dari 
titik B, sehingga

C(x3, y3) 

C(x3,y3)

cos60° 
— sin60°

sin60°
cos60°

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai xi, X2, x3 dan yi, ya, y3 terhadap per
samaan 4.63 pada pembuktian segitiga sembarang di atas, maka diperolehlah 
luas heksagon terkecil, yaitu 8 : (9fc2 -  1). □

4.4 Pembahasan

Sebagaimana dijelaskan di depan, penelitian ini difokuskan pada pengem
bangan teorema Marion Walter. Teorema Marion Walter menyatakan bahwa
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"jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi tiga bagian yang sama pan
jang dan masing-masing titik batas dihubungkan dengan titik sudut dihada- 
pannya maka perpotongan garis-garis pembagi tersebut akan membentuk se
buah bangun datar segienam (heksagon). Perbandingan luas heksagon yang 
terbentuk dengan luas segitiga adalah 1:10".

Teorema Marion Walter ini berlaku untuk sebarang segitiga, dan dalam 
teorema ini sisi segitiga di depan sudut-sudutnya hanya dibagi tiga bagian 
sama panjang. Bagaimana jika sisi segitiga didepan sudut-sudutnya dibagi 
lima bagian, tujuh bagian, atau bahkan k bagian untuk k bilangan ganjil. Peneli

tian ini menjawab seluruh pertanyaan tersebut. Oleh karena itu, mengapa 
penelitian ini dikatakan sebagai pengembangan dari teorema Marion Walter.

Hal yang sangat berarti dalam penelitian ini adalah ditemukannya ru
mus untuk luas heksagon dalam (terkecil) yang terbentuk bila masing-masing 
sisi segitiga dibagi k bagian sama panjang. Teorema Marion Walter tidak men
jawab pertanyaan ini, bahkan teorema Marion Walter menyisakan open problem 
untuk bagian ini. Penelitian ini menjawab open problem tersebut sehingga 
sekarang menjadi mudah menjelaskan pertanyaan bagaimana jika masing-ma
sing sisi segitiga dibagi lima bagian, tujuh bagian, sembilan bagian dan seterus
nya hingga k bagian, untuk k bilangan ganjil.

Berdasarkan hasil penelitian diatas, luas heksagon dalam yang terbentuk 
dapat diperoleh melalui proses perhitungan yang tidak sederhana mulai dari 
menentukan koordinat titik pada masing-masing sisi segitiga yang nantinya 
akan membentuk heksagon, lalu menentukan persamaan garisnya. Kemudian 
menentukan koordinat titik potong yang membentuk heksagon dalam (terke
cil), dan diakhiri dengan mencari luas heksagon dalam (terkecil) tersebut

Dari penelitian ini diperoleh 3 teorema baru. Teorema tersebut adalah 
sebagai berikut

Jika masing-masing sisi segitiga dibagi menjadi lima bagian sama panjang 
maka diperoleh:
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• Teorema 4.1.1: Jika sebuah segitiga sembarang, samakaki, dan samasisi, 
masing-masing sisinya dibagi dengan ruas garis penghubung titik sudut 
dengan titik-titik pada sisi segitiga di depannya menjadi lima bagian yang 
sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk 
dengan luas segitiga asal adalah 1: 28.

• Teorema 4.2.1: Jika sebuah segitiga sembarang, masing-masing sisinya 
dibagi dengan ruas garis penghubung titik sudut dengan titik-titik pada 
sisi segitiga di depannya menjadi tujuh bagian yang sama panjang, maka 
perbandingan luas heksagon terkedl yang terbentuk dengan luas segitiga 
asal adalah 1: 55.

• Teorema 4.3.1: Jika sebuah segitiga sembarang, masing-masing sisinya 
dibagi dengan ruas garis penghubung titik sudut dengan titik-titik pada 
sisi segitiga di depannya menjadi k bagian yang sama panjang, maka per
bandingan luas heksagon terkecil yang terbentuk dengan luas segitiga 
asal adalah 8 : (9fc2 -  1).

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa perbandingan luas heksagon 
dengan luas segitiga asal yang terbentuk untuk sebarang segitiga yang masing- 
masing sisi segitiga dibagi menjadi tiga, lima, tujuh, dan k bagian sama pan
jang, untuk k bilangan asli ganjil, berturut-turut adalah 1:10,1: 28,1: 55,...,
8 : (9k2 -  1).

Dari hasil penelitian ini maka untuk pembagian masing-masing sisi segi
tiga dalam k bagian, dimana k bilangan ganjil, sudah terjawab semua terma
suk teorema Marion Walter terkover dalam penelitian ini. Namun demikian 
penelitian ini belum dapat menjawab bagaimana jika masing-masing sisi segi
tiga tersebut, dibagi menjadi k bagian, dengan perbandingan tertentu (tidak 
sama panjang). Oleh karena itu peneliti mengajukan open problem, untuk 
peneliti selanjutnya.

Open Problem 4.4.1 Jika sebarang segitiga, sisi-sisinya dibagi dengan garis bagi men
jadi k bagian yang tidak sama panjang (perbandingan tertentu), bagaimanakah per
bandingan luas heksagon dalam dengan segitiga asal yang terbentuk.
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BAB 5

IKUFTIWIISM
UMUSSTTAS

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik 

kesimpulan bahwa:

1. Jika sebarang segitiga, sisi-sisinya dibagi dengan garis bagi menjadi lima 
bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil 
yang terbentuk dengan segitiga asal adalah 1: 28.

2. Jika sebarang segitiga, sisi-sisinya dibagi dengan garis bagi menjadi tujuh 
bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil 
yang terbentuk dengan segitiga asal adalah 1: 55.

3. Jika sebarang segitiga, sisi-sisinya dibagi dengan garis bagi menjadi k 
bagian yang sama panjang, maka perbandingan luas heksagon terkecil 
yang terbentuk dengan segitiga asal adalah 8 : (9ft2 — 1).

5.2 Saran

Penelitian telah dilakukan sehingga menemukan perbandingan luas hek
sagon terkecil yang terbentuk dengan segitiga asal bila masing-masing sisi se
gitiga dibagi menjadi k bagian sama panjang dengan k bilangan ganjil. Na
mun demikian penelitian ini belum dapat menjawab bagaimana jika masing- 
masing sisi segitiga tersebut, dibagi menjadi k bagian, dengan perbandingan 
tertentu. Oleh karena itu untuk penelitian selanjutnya dapat diajukan saran se
bagai berikut "tentukan perbandingan luas heksagon bagian dalam yang ter
bentuk dengan segitiga asal jika sebarang segitiga sisi-sisinya dibagi dengan 
garis bagi menjadi k bagian yang tidak sama panjang (perbandingan tertentu), 
untuk k bilangan ganjil."
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