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ARSTRAK

“Polinomial Kromafik dari  Graf  Terhubung™. Fing  Kumswarl,
201810101036, Skapsa, Janvar 2004, Junusan Matematika, Fakoltas Marematilka
dan (e Penpetahuam Alam, Universitas Jamber,

Polinemial keomatdk, £, ) dani pral O adalah jumlah pewamaan tink
vang berbeds dan graf & dengan mengunakan 7 wama. Tujuan penelitian 1
adalah wntuk mendapatkan polinomial kromatik dan graf rerbubung khesusnyva
vruf lenpkap, praf sikel, graf hntasaan dan graf pohon serta mengetahm sitat-sitat
dan polinomeal kKromatk pada prat terbubung. Bran hasil pembahasan diperaleh
bahwa potinomial kromack dari grat terhobung dapat diperaleh dan penjumlahan
polinomial kromatik dan beberapa praf tenekap.

Kata kunet - palinomeal kromarik, pewarnaan ok, praf techidne
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PENDAHUILUAN

L1 Latar Belahang

Leant Gral mervpakan salah sty bidang matemalika rany diperkenalkan
perlama kali oleh Leonarda Euler searang ahll matematiky asal Swis pada tahun
1736 [1]. Dalam (eon grat dikenal beberapa problem pewarnaan tiik 1,2, 4. 51

Pada prinsipova pewarnam gk Pala graf 7 adalah pemberian wama
pada setiap vk di & sedemikian hingga setiap dua titik yang bertotangga
mendapal warna vang berbeda Jika sitatu gral’ berlabel 7 diwarmnai dengan
sejumlah + wama, maka salali ssm pemanyaan yang menarik adalah adg herapa
banvak cara untuk mewarnai gmaf herlabel ¢ dengan ¢ wamg vang disediakan.
Permasalahem i disebut podinomial bromeari dart pral ¢/ vang dinotasikan
dengan 47,1, Dapat dikatakan balwa polinomial kromaik merupakan banyvaknya
Lird menguruthan ¢ warna (permutasi) pada pewarnaan fitik praf berlabel

Polinominl kromatik ini dikenalkan oleh Birkhof dan Lewis pada rahun
1946 [1]. Kajian lentang polinomial kromatik telah dibuhas aleh beberapa
dmuwan, disntaranya Read dan Skiena. Read dan Skicna relal menekaj
pelinomial kromatik dar beberapy kelas graf] antary lain: grat’ lengkap, gral sikel
dan graf roda [6],

1.2, Permasalahan

Permasalahan yang akan dibahas dalaum skripsi ini adalah bagaimana
polinomial kromatik darj craf terhnbung, kKhususnya graf lengkap, graf sikel, araf
Imtasan, dan graf pobon, bagamana mendapakan polinomial kromatik dart graf
terhubung melalui polinomial kromarik dari graf lengkap serta menpetahud sifal-
sifil polinemial kromaik dari eral terfbung
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1.3, Batasan Masalah

Dalam skripar i graf vang dikap adalah pril hingea. sederhans yang
terhubung. Pewamaan graf vang digunakan adalah pewarnaan 1itik pada gral
berlabel.

1.4, Tujuan :

Penulisin skrpst i bertujuan untuk mendapatkan polinemial kromatik
dan graf terhubung, khususnya graf lenglkap, pral sikel, graf lintasan dan prafl
pohon, mendapatkan palinamial kromatik dan graf terhubung melalui polinomial
kromatik dan graf lengkap serta mengetahw sifat-sifar polinomial kromatik dari
graf terhubung,

1.5, Manfaat

Manfaat yang diperoleh dari penelitian ini yaitw dapst menentukan
bamvaknyva cara mewamar suatu pral, 1Tal ini dapat diterapkan pada masalah
penjadwalan, vaitu untuk meneniukan banyaknva jadwal vany bisa dibuat
Misalnya pada penjadwalan kuliah, penjadwalan pemberangkatan kereta ap dam

lain-fam.
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TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Pengertian dan Konsep Dasar Gral

gl (7 didelnisikan  schagal pasangsn  mpunan (5 dinana
Filr)= {v.,l':,u_, p'tiE adalal seboah hempupan hingza wk kosonp dan elemen-
clemen yang discbut tittk dan 2000 = fe, e e, ¢} adalah himpunan linggn
i elemen-elemen yang merupakan pasangan tak terurw dam otk @ dan v i &
vang disebul sisd, vaitu o —{u,v_laj:m biasa ditulis ¢ =wv |2]. Sebagal contoh,
Gambar 2.1 merupakan praf dengan humpunan tiik ¥0G) = §, e, v,ove d dan

himpunan sisi £((7) = {e,.¢,.e,,¢,}.

W

a
'y

Gumbar 2.1 CGraf'dengan 5 itk dan 4 sisi

Chrder dari pral ¢ adalab banvaknys itk vane ada di . Graf vang
mampunyai order sam dan nlek mempunyai sisi dinamakan gral trivial,
Sedangzkan graf yang mempunyal order lebil dari satu dinamakan graf ok feivial
Giral vang mempunyai order hingga dinamakan gray hingea, Schagal contoh. nads
Garnbar 2.1 adalab peal vang berorder 5.

Sisl vang menghubmgkan dua titik yang sama vaim ¢ - un dischut foop,
Sika terdapat lebil dari satu sis1 yang menghubungkan dua titik, maka sisi tersebul
dinamakan visi ranghag (medtiple edges). Sebagai contoh, pada Gambar 2.2 sisi e.
adalaly loop sedangkan sisi e dan e: adalah sisi rangkap. Graf yang tidak
mempueyvin loop dan sisi ranghkap dischut gray sederhana [2]. Gambar =1 adalsh

conloh graf sederhana.



Uamber 2 2 Graf dengan sisi rimekap dan BT

Misal 1 dan v adalah titik-titik pada paf & dan e - wv adalah sisi di 7.
maka tik w dan v dikaakan bertetangga (adfacent), sedanykan sisi ¢ dikatakan
menempel {incident) pada tittk « dan v atau dapal dikatakan titk = dan v
menempel (acidens) pada sisio e Schagai contoh, pada Gamber 2.3, tink ¥
bertetangea dengan titik vs dan v, tetapn etk v, tidak bertetangza dengan titik v,

dan vy, sedangkan titik v, dan v menempel pada sisi ¢,

Gambar 2.3 Giraf wntuk mengilustrasikan advacend dan inciden

Bamyvaknya sisi vang menempel (incidenr) pada tivk v di & disebut e R
(dfegree} tiik v dan dinotasikan dengan deg (v), Jika setiap tibk dalam (7
mempunyal derajal vang sama, yaitu -, maka graf ¢7 dinamakan gral reguler alau

r-regufer. Pada Gambar 2.4, praf (7 adalah graf 2-regulder,

& ¥

1 4

¥, ——t 'I-'.I

Crarnbar 2.4 Grat' 2-regule



Sadan (walk) Wodan ik 2 ke & pada gral © adalah barisan yang terdin
dant ank dan =m0 di ¢ vang diswali dan diakhin dengan ritik,  yaitu;
W ta = vy, ey, W, 05, B Ve oy Vit B B = B Uy dimama suku-sukunya
bergamuian aniara titk dan sisi, sedemikian hinoga (v, ¥i51) adalal sisi di O unmk
0= 7= p-1. Jalan dari o ke b dikatakan tertutup jika @ = b dan tethuka pika o « 5.
sebagai contoh, pada Gambar 2.5, v, e, vy, s, Vi, €3, Vi, e, ¥y, e, v adalah jalan
lertutup dan v, e, v, e, v, e, ¥, o, v adalah jalan terbuka,

feferke (prand) adalah jalan vang bansan sisi-sisinya tidak ada vang bemlang.
Sedanghkan jalan vang barisan titik-titiknya berbeda dinamakan fitasan { preatfe)
Suatu lintasan vanp terutup dinamakan sikef {cvede) Pada Gambar 2.5, jalan vy,
€1 Vi €2 Vo €, Va en vy adalah jejak, sedanpkan v, £y, v, e vy, e, Vi, &y, Vy, &,

vs tcdalah lintasan, dan vy, &), v, &2, vs, 05, o e, v adalah sikel

*5

Gambar 2 5 Graf untuk ilusteasi jalan, jejak. lintasan dan sikel

2.2 Gral Bagian

Gral i disebut graf hagian (subgraph) dari pral’ &, ditulis 5 < G, Jika
FUEY © WD dan E(H) < FiG) Jika H © 7 dan MIH)Y = W05, maka H disebul
graf bagiun pereniang (spamming Sihgraph) danl . Pada Gambar 2.6 pral” i
adalah graf bagian perentang dari praf G, graf £ adalah graf bagian {bukan
perentang) dan pral G, sedangkan graf Ay bukan praf bagan dari fraf (& karena
afla sisi es = vy ve di B{72) yvang bukan elemen dar 2160,

e




winbar 2.6 Graf bagian den graf bagan perentang

Jika v dan v adalah tnk-ntik yang tidak saling bertetanppa pada pral 7
maka praf (7 — e, dimana ¢ = wv, merupakan graf dengan himpunan titik 97 dan
himpunan sisi f(Cr) W e} Denpan kala lain, (r C O + e, Sedanglom graf G w=wv
merupakan  praf dengan  himpunan  titlk  P(Gia o vl = 0T -0ed dan
F(07 = v) = {e & B ) e tidak menempel pada v} s few v e (G 0w e KI5
Musal # dan v adalab titik-titk yang saling bertelangza di (7, maka gral (7 — e,
dimana ¢ wv, menupakan subpraf dan ¢ dengan himpunan titk #0¢7) dan
limpunan sisi £{C7) — {e}, ika v & ¥{G) dengan €& graf tak toivial. maka €7 - v
merupakan subgraf dan ¢ denpan himpunan ttik F{C—v) = K0 - vl dan
L0 =) ={e € B{07)| e tidak menempel pada v [2]. Gambar 2.7 adalah contoh graf

{7 + vavy, graf (7 @ v; =y, praf {7~y dan pral €7 — v

¥ b .
(r I 3
I Y,
5 Fo 3 ¥
i A S T e
LT U TS
1-'1 W * L



Gumbar 27 Gual € + uv, grat’ (f © 0= v, praf (7 — irv don eralri

seliah graf dikatakan terhbung jika setivp doa ik v dan v dj {7, terdapar
lintasan di & yang menghubimglkan ke dus titik tersebul, Sedangkan 5 dikatakan
lak terhubung jika ada dua ik & dan v di G vane tidak lerdapat Tinlasan.
Kompanen dan grat ¢ adalah subgraf terhubung maksimal dari G Jadi setiap grat
terhubung hanya mempunyai satn komponen dan graf tak terhubung MeETnpumyai
sedikinya dua komponen. Pada Gambar 2.8, ¢7 adalah graf terhubuny dan £

ailalah graf tak tefhubung dengan dug komponen.

Mizal (r adalah praf sederhana. Komplemen ¢i, dilambangkan 7 , adalah
gral sederhana vang himpunan titiknya sama denpan himpunan titik 7, dan setiap
dua Uik w dan v di & bertetanppa jika dan hanva jiks » dan v di 7 liduk
bertetanggza. Contoh graf dan komplemennya diberikan pada Gambar 2.9,

Gambzar 2% (hal dan komplemennya



2.3 Kelas-kelas Graf

Grraf tecbagi dalam beberapa kelas, Pada shnpst i kelas graf vang dibahas
alalah gral Tenykap, graf sikel, praf lintasan dan grat pohion,

Coraf fenghop adalah pral dimana setiap dua ritik vang berbeda i o
bertetangga. Graf lengkap dengan » titik dinotasikan dengan &, Carnbar 2,10
adalah praf lenghap &'; dan &7

K Y Ko % ¥
|'|2 A I-".I p?l g ]F_'I

Garnber 2 19 Gruf [engkap A3 dan &

Coraf sikel adatah graf vang terdini dari satu sikel, Graf sikel dengan » titik
dinotasikan  dengan . Conioh gral sikel ¢ dan ditunjukkan  pada
Crambar 2.11.

Cpl o ¥ Gy

= 4T ‘
.|

Gambar 2. [ | Graf sikel (7, dan L

Creaf limtasan adelah pral yang terdin dari satu lintasan, Graf lintasan
dengan n titik dinotasikan dengan 2, |5|. Gambar 2,12 adalah gral hntasan P; dan
Py

K, Yy ¥, v, ¥, ¥y ¥,
o — S . & —n

a 4

Cambar 2 12 Graf' linfasan /% dan P,



Coraf policer adalah graf terhubung vang tdak memuat sikel. Graf pohon
dengan r itk dinotasikan dengan ¥, Pada graf perhem selalo ada mimmal dua tiik
vang berderajat satu [1,2]. Pada Gambar 2.13. 7, adalah salah saty contol gral

prhion ddengan 4 tinik dan £ adalah salah satu conteh graf pohon dengan 6 titik,

] I
Jl-‘ : i bR |.-': T.‘: + L ] L) i

'II.I II-1 1.-" L 1.-4

Crambar 213 Graf pohon 75 Jdan T,

2.4 Polinomial (Suku Banyak)
Polincunial fix) dengan koefisicn dalam Dbilungan bular Z adalah schuah

penjuimlaban formal tak hingys
Sz E"-""I =g, tax+. . +ax’+..,

=i
dengan &, & 7 dan a; = 0 unluk semua § kecnali sejumlah hingga ¢ Unsur-unsur a,
disebut kocfisien-koefisien dari fx). Iika untuk suatu / = 0 dengan a; # 0 dan
a = 0 uniuk sctiap j =, maka fx) dikatakan berderajat atan berorder 5, Jika untuk
seliap § = 0, a; = 0, maka fx) diselnt polinomial konstan dan @o disebut vk
korstan. Dengan demikian derajal dari polinomial konstan adalah 0 [3]. Untuk
mempenmudah - bekerjia  dengan polinomial,  kita  sepakali  bahwa  jika
Ax) = ag+ax v +ax" = mempunyai @; = 0 untuk § = 1. maka kita dagial
menulis fix) dengan fix) = a, +a,x+..+a,x" Sebags contol, polinorial

47+ 3 - ox" 1 205+ T +10

adalah polinomial berderajat § dan subu konstannya adalah 10



2.5 Pewarnaan Graf
Pewariaen grad merupakan pemberian wama pada salah sam elemen-
elemennyva (uik atau sisi), sehingga elemennya dapat diwamar densan warna

yang berbeda menggunakan atwran ferteno

2.5.1 Pewamaan titik

Pewarriaan nitk (untuk selanjuinya discbut pewarnaan) pada eraf &5 adalah
suafu pemetaan f dan himpunan tik MG ke himpunan wama {1, 2, 3, 1)
sedemikian hingga i) = fv), untuk scaap pasangan titik (o) di F(6G) atau 1itik-
titik yang bertetanpga, dimana o = v. Dengan kata lain pewamnaan ttik pada graf
(5 adalah pemberian warmna untuk setiap titik dari graf &, sedemikian himgpea setiap
utik yang bertetangpa mempunyar warna vang berbeda [4]. Bfangan kromatik
dari graf (7, (G} didefinizsikan sebagai jumlall warng minimal vang diperiukan
untuk mewarnai titkk pada gral’ & [1]. Dengan kata lain. Jika ¥ » maka
utik-tiik pada graf (7 dapat diwamnai dengan o warna, tetapi tidak dapat diwarnai
dengan n-f warna. Pewamaan titik pada suatu graf tidak tunggal. Scbagai contoh,
pada Gambar 2,14, Graf €7 dapat diwarmnal dengan 3 cara seperty vang dilunjukkan
pada gral’ (7, dengan 3 wama, gral G, denpan 4 wama dan graf (7 dengran 3

warna, dengan hilangan kromatik 5G] = 3.
3
i ['JI. !
2 !
! 3
E 5
4 7 N
2 / 2 4
! 1 { 3

Gimbar 2,14 Pewarnaan titik pada graf



252 Polinomial Kromatik

Puwla pembahasan mengena polinomial kromaiik, pewamaan titik yang
dipaken adalah pewarnaan itk pada erat berlabel Graf berlabel adalah erat vang
seliap lihknya diberi label. Dua pewarnaan pada praf berabel 7 dikalakan
ferbieda Jika pada kedur pewarnaan tersebut sedikitnya sam tiik di 7 berbeda
wirna Pada Gambar 2,15, €7 dan (s adalah conteh dua pewarnaan vamy herboda.
Jka label pada setiap otk di 7 dibilangkan atan G lidek diber label, maks

rewarnaan Co dan o dikatakan sama,

W T
L, "
I.-'_ 'F?
o ik : =k P
LT L4 F
£, ks "E.l A

{iambar 2,15 Dua pewwrnaan vang berbeds pada graf berlalel.

Polinamial kromanik (chromaiic palynomial) (G, +) dan graf 7 adalah
banyaknyva cara untuk mewarnai pral ¢ dengan ¢ wama Minimal wama vang
diperfukan untuk mewsrnai graf ¢ adalah sepumial bilangan kromatiknya, yaitu
f=yils) Jika banyaknyy wama (1) vane dipakai untuk mewsnai graf O kurang
dari bilangan kromatiknya, viita ¢ < () maka £, /) = U, Jika banvaknya wama
(1) wdalah bilangan bulat posimif terkecil sedemikian hingea fics, ¢ = 0, maka ¢
atalah bilangan kromatik dari gral & [1].

Teorema 2.1. Uniuk setiap graf terhubung ¢7, /{07,0) adalah polinomial dalam «

Berikul akan dibenkan beberapa eontoh uniwk mencan  poliomial

kromatik dan suam gral



Contoh 2.1. Dapatkan polinonial kromatik dart geaf ¢ pada Gambar 2.14.

) [ B
i 5

2

CGiambar 2 16 Gruf dengan 5 tink dan 4 s

Solusi:
Dika kita warmai graf ¢ pada Gambar 2,16 dengan ¢ warma, dimana r = () 2,
maka ada ¢ cara untuk mewarnal ntik n. Sedangkan untk titk v, va, v dan v
masing-masing dapat diwamai dengan (1) cars, karena titk v, v, w dan v
bertetangea dengan titk w tetapi nk vy, v, v dan v tidak saling bertetangen, Jadi
pilinomial kromatik dari praf & pada Gambar 2,16 adalah

(ERTE TS by

Contoh 2.2. Dapatkan polinomial kromatik dari gral ¢ pada Gambar 2.17.

Go '

s 1
s v:

Lrambar 217 Gral dengen < ook dan 3 sis,

Solusi:

Jka kita mewarnai graf & pada Gambar 2,17 dempan + warna, dimana
£2 i) = 2, maka tittk v dapat diwarnai dengan ¢ cara. Karena titk v dan v
bertetangga dengan itk vi, maka ttk v dan v; harus diwamal berbeda denyan
itk v Dan juga, karena vs tdak bertetangga dengan vs, maka v dan v boleh
diwarnai sama Dengan demikian, untuk mewarnai ik v: dan v ada (-1 cara.
selanjuinya, karena titk vy bertetangoa dengan tittk ve, maka vy harus diwarmnai

terbeda dengan titk v tetapi boleh diwarnal sama dengan titik v, karena v. tidak



herlctangga dengan v Jadi. ada -1 cara ootk mewarna ik ove Sehingpa
polmonal kromastik dari graf ¢ pada Gambar 2.1 7 adulah

fG A= =1y

Contoh 2.3, a. Dapatkan polingmial kromatik dan grat #f pada Gambar 215,
b. Jika dibertkan 1 = 3 warng, vaite merah (M), Bing (T dan Kuning
(k) hitung banyiknya cara untuk mewamma graf & dan sebuthan

para-cara pewarnaan lersel:ul

|

Crambar 2 18 Grof dengan 5 otk dan 7 sisi

Solusi;

a. Dika gral’ /7 pada Gambar 218 diwamnali dengan ¢ warna, dimang ¢ = 3(&) = 3,
maka untuk mendapat polinomial kromatik dan grat A, ki aken
mempertimbangkan  beberapa kasus berikut ini.

= lika titk v dam va diwamal sama dan titik v dan = diwemai sama. maka
wlp ¢ cara untuk mewarmna titik v dan vy, Karena otk vs dan ¥y hams
berbeda warna dengan tittk v, dan vy maka untuk mewarmai Gilik v dan v
ada {1 cora. Scdanegkan unmk mewarnai ik vy ada ~2 cara. Jadi. ada
#1-1 Wr-2) cara pewarnamn pads Lasus ini.

= Jlika titik v dan v; diwamnai sama dan ik v dan v diwamai berbeda,
maka ada ¢ cara unluk mewamai tittk v, dan vs, ada ~1 cara untuk
mewarna tittk vy dan ada -2 cara untuk mewarnai ticik v=. Earena tilik vy
Jarys diwamal berbeda dengan itk vy, v, vy dan v, maka ada 3 cara
untuk mewarnal ik vy Jadi, ada A1 0-2)07-3) cara pewamaan pads

kasus m



e Jlika titik v dan vy diewarnas berbada dan otk v dan v divamar sama.
maka ada ¢ cara unluk mewamal otk o odan ve, ada =1 cara ontuk
mewarnai ik v dan ada 2 cara untuk mewamai titik v Karena tink v
bertelanges dengan rink vy, v, vy dan ve, maka ada -3 cara untuk
mewarmial itk v Jad, ada @01 K -2300-3) cara pewamaan pada kasus o

* Dika tnk s dan ve diwarna sama. maka ada 1 cara untek mewarmal otk v
dan vs. Karena otk v: harus divarnai berbeda dengan tidk v=, maka ada -1
cara unik mewarnad ik v Tk v harus berbeda warna dengan titk
ttik vy dan i, schmgga tnk v dapat diwarnai dengan -2 cara. Titik vy
harus diwarnar berbeda dengan itk vy, v, w2 dan v maka otk v, dapa
dhwarnit dengan 3 cara Tadi, ada §e-1)(e-2)(r-3) cara pewarnaan pady
kasus i,

& ki sermug tihk diwamai berbeda, maka ada ¢ cara untuk mewarnai titik v,
ada -1 cara untuk mewamnar ik v, ada 2 cara untuk mewarnai itk v,
ada -3 cara untuk mewamnai itk ve dan ada 4 cars untuk mewarnai ticik
ve. Fadi ada o(i-1 ) -2 W -3 K 0-4) cara pewarnaan pada kasus int.

Polinomial kromatik dari gral £ merupakan penjumlahan dari polinemial

kromatik dan kelima kasus di mas, Dengan demikian polinemial keomatik

dan graf A pada Gambar 2, 18 adalah

AE =0E1 (20 + 0 (-0 (=2 (300 01002 (3 + (1) (20 (1-3)

-1y (=2 (30 (-1)
=¢{=1} {12

b. Jika ¢ 3 wama. maka banvaknya cors untuk mewarnai graf f7 pada Gambar
2,18 adalah O cara. Keenam cara tersebut dapat dilihat pada Gambur 219,
K f
."-'I _l‘.-:f

Al he)

i K
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Cralbar 219 Cara Pewarnaun Graf /4 dengan 3 Wamna
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BAR IV
KESIMIULAN

d.1 hesimpulan
Berdasarkim pembahasan vang telah dilakukan, maka kesimpulan vang
dapat diambil adalah: -

L. Palmomial kromatik dan graf lengkap, gral sikel dan  pral’ pohon berunt-
turut adalah JIK th=or =10 2000 —n+ 10, A0, 0= (-1 1 (-1} [t-13
dan fici, 0 v

2. Secara umum polinomial kromatik dari sualy graf terthubung dengan # titik
dan m @z dapat diperofeh dari penjumlahan palinomial kromatik  dar

beberapa graf Tengkap, yaitu;

RGO =K 1) |

[ £

= [ +
”{":' ]—H-' !.'rlf-':*r.-.-.l-.ﬂ_ Z”'-I{E“ o)
; ]

untuk suatua, e N {0),i=1,2, ..., -3
4.2 Saran

Penelittan  mengenal polinomial kromartik dari sty graf i diput
dikembangkan pada graf lainnya, misalnya polinomial kromati pada gral Toda,
gral bipartit lengkap, graf’ bipartit dan sebagainya. Sedangkan penelitian mengen
sifat-sifat polinomial kromatik dari suatu graf dapal dikembangkan uniuk praf tak

terhuhumg,
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