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RINGKASAN

Pelabelan Total Super (a,d)-sisi Antimagic pada Graf korona C,, ® P;
Angga Saputra, 111810101004; 2016: 61 halaman; Jurusan Matematika, Fakultas

Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Pelabelan graf merupakan salah satu topik di dalam teori graf mengalami
perkembangan. Salah satu jenis pelabelan adalah pelabelan total super(a, d)-sisi
antimagic (SEATL), dimana a mendefinisikan bobot total terkecil dan d adalah
nilai beda.

Graf korona yang dinotasikan C,,® P, merupakan graf yang belum ditemukan
SEAT L-nya. Graf korona C,, ® Pytunggal dinotasikan C,, ® P, dan Graf korona
C,, ® P, gabungan saling lepas dinotasikan dengan m(C,, ® P;).

Kardinalitas dari Graf korona C,, ® P, adalah Jika n adalah banyaknya titik
pada graf C,, maka banyaknya titik dan sisi pada graf korona C,, ® P, masing -
masing adalah | V(C,, ® P,) |= 3n dan E (C,, ® P,)= 4n. Himpunan titik dan sisi
pada graf korona C,, ©® P, adalah
V(ICh,bOoP) =0v,1<i<nUu1,1<i<nUu.1<i<ndan E(C,0R) =
ViVir1, 1 L1 <n—1Uv,v Uvv1,1 <i<nUue,1 <t <nUv;1v2,1 <1< n.

Dari Graf korona C,, ® P, menghasilkan 5 teorema. Isi dari teorema tersebut

antara lain:

a. Graf korona C, ® P, memiliki (2 +2, 2) pelabelan total sisi antimagic untuk

setiap n bilangan ganjil, n > 3.

b. Graf korona C,, ® P, memiliki (£22=1 + 3,0) pelabelan total sisi antimagic

untuk setiap n bilangan ganjil, n > 3.

c. Graf korona C,, ® P, memiliki (12=2 1) pelabelan total sisi antimagic untuk

setiap n bilangan ganjil, n > 3.

d. Graf korona m(C,, ® P») memiliki (Z22+1 4+ 2 2) pelabelan total super sisi

antimagic untuk setiap m dan n bilangan ganjil, n > 3.

viil
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e. Graf korona m(C, ® P;) memiliki (2%+ 4+ 1,0) pelabelan total sisi an-

timagic untuk setiap m dan n bilangan ganjil, n > 3.
f. Graf korona m(C,, ® P,) memiliki (M — 3,1) pelabelan total sisi an-

timagic untuk setiap m dan n bilangan ganjil, n > 3.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Pelabelan adalah bagian dari teori graf. Pelabelan graf pertama kali diperke-
nalkan oleh Sedlacek pada tahun 1963. Konsep pelabelan graf sangat dikenal
dalam teori graf tidak hanya karena tantangan pelabelannya tetapi juga karena
aplikasinya pada ilmu lain, sebagai contoh x-ray, kriptografi, astronomi, desain
sirkuit, desain jaringan komunikasi dan lain - lain.

Sebuah graf terdiri atas himpunan titik dan himpunan sisi. Pada suatu
graf dapat dikenakan pelabelan. Pelabelan adalah pemetaan satu - satu yang
memakan himpunan titik atau himpunan sisi suatu graf ke himpunan bilangan
(biasanya bulat) yang disebut label. Pelabelan dengan domain himpunan titik
disebut pelabelan titik, pelabelan dengan domain himpunan sisi disebut pelabelan
sisi, dan pelabelan dengan domain himpunan titik dan sisi disebut pelabelan total.

Penjumlahan dari label yang dikenakan pada titik dan sisi dari suatu graf
disebut bobot. bobot titik adalah penjumlahan label titik dengan label sisi yang
berada pada titik tersebut dan bobot sisi adalah penjumlahan label sisi dengan
label titik yang dihubungkan oleh sisi tersebut. Bobot - bobot titik atau bobot
- bobot sisi yang diperoleh dari penjumlahan label tersebut dapat merupakan
bilangan konstan atau berbeda. Jika pelabelan menghasilkan bobot -bobot titik
atau bobot - bobot sisi yang konstan disebut pelabelan ajaib. Pelabelan magic
diperkenalkan oleh Sedlacek pada tahun 1963. Ia mendefinisikan sebuah graf
adalah ajaib jika mempunyai pelabelan titik atau pelabelan sisi sedemikian hingga
bobot - bobot titik atau bobot - bobot sisinya konstan.

Jika pelabelan menghasilkan bobot -bobot titik atau bobot - bobot sisi yang
berbeda disebut pelabelan antimagic. Pelabelan antimagic ini diperkenalkan oleh
Hartsfield dan Ringel pada tahun 1990. Selanjutnya pada tahun 1993 Bodendiek
dan Walter menemukan bahwa bobot - bobot titik dan bobot - bobot sisi dari

pelabelan anti ajaib tidak hanya berbeda tetapi juga membentuk suatu barisan
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aritmatika denngan suku pertama a > 0 dan beda d > 0.

Hartsfield dan Ringel mengeluarkan konjektur bahwa setiap graf yang ter-
hubung kecuali K5 memiliki pelabelan antimagic. Hal ini mendorong para peneliti
untuk terus melakukan konstruksi pelabelan anti ajaib seiring ditemukannya ke-
las - kelas graf yang baru. Salah satu adalah konstruksi pelabelan total super
(@, d)-sisi antimagic.

Beberapa penelitian tentang pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic yang
telah dipublikasikan, yaitu Dafik et al. (2011) tentang Super edge-antimagic total
labelings of mK, n, n,Djoni (2014) tentang pelabelan total super (a,d)-sisi an-
timagic pada graf Bianglala, Dafik et al. (2013) tentang Super Antimagicness of
Triangular Book and Diamond Ladder Graphs, Hussain et al.

Untuk penulis sendiri tertarik untuk melakukan penelitian terhadap pela-

belan total super(a, d)-sisi antimagic pada graf operasi C,, ® P.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang diatas dapat dirumuskan masalah dalam penelitian
ini adalah bagaimana pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf korona

C, ® P, tunggal dan gabungan saling lepasnya?

1.3 Batasan Masalah
Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan diteliti, maka per-
masalahan hanya difokuskan pada.
a. Graf korona C, ® P,, yaitu graf yang tidak mempunyai loop serta bukan
graf berarah.
b. Pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic pada graf korona C,, ©® P, beserta
gabungannya, untuk nilai n ganjil dan n > 3, untuk graf tunggal dengan

d =0, 1,2 sedangkan untuk gabungan saling lepasnya dengan d = 0, 1, 2.
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1.4 Tujuan Penelitian
Sesuai latar belakang dan rumusan masalah diatas, tujuan dari penelitian
ini adalah menentukan pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic pada graf korona

C, ® P, beserta gabungan saling lepasnya.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini sebagai berikut.
a. menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam
ruang lingkup pelabelan graf.
b. memberikan motivasi pada peneliti lain untuk meneliti pelabelan super
(a,d)-sisi antimagic total pada graf dari jenis yang lain ataupun mengem-

bangkan penelitian ini.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Sebuah graf G adalah himpunan tak kosong berhingga dari objek - objek
yang disebut titik, bersama dengan himpunan pasangan tidak terurut dari simpul
- simpul yang berbeda dari G yang disebut sisi. Himpunan titik dari G' dinotasikan
dengan V(@) dan himpunan sisi dinotasikan dengan F(G). Jika | V(G) | = p dan
| E(G) | = ¢ masing - masing adalah banyaknya titik dan sisi dari G, maka
graf tersebut biasa ditulis G(p,q). Jika himpunan sisi dari graf G merupakan

himpunan kosong maka graf tersebut disebut graf kosong.

€3 €5

Gambar 2.1 Contoh Sebuah Graf

Pada himpunan titik dan sisi pada graf G (Gambar 2.1) masing - masing
adalah V(G) = vy, v, v3 dan E(G) = ey, e, €3, €4, €5 = V10q, UaU3, V1V3, U1 V3, UaV3.
Banyaknya titik adalah | V(G) | =3 dan banyaknya sisi adalah | F(G) | =5. Sisi
e; mempunyai titik awal v; dan titik akhir vy yang disebut titik ujung.

Jika e = v vy adalah sebuah sisi pada graf G, maka v; dan v, disebut titik
yang bertetangga(adjacent) dan sisi e disebut hadir(incident) pada titik v; dan
vo. Demikian pula jika e; dan e; dua sisi berbeda yang hadir pada titik yang sama
maka e; dan ey disebut sisi yang bertetangga. Sebuah graf sederhana disebut graf

lengkap (complete graph) jika setiap dua titiknya bertetangga.
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Banyaknya sisi yang hadir pada suatu titik v disebut derajat(degree), dino-
tasikan dengan deg (v). Sebuah titik dengan deg (v) = 0 disebut titik terpencil
dan sebuah titik dengan deg (v) =1 disebut titik akhir.

Terdapat berbagai jenis graf yang termasuk ke dalam graf sederhana, be-
berapa,yaitu graf Lintasan adalah Sebuah lintasan w,v adalah sebuah jalur den-
gan titik awal u dan titik akhir v yang berderajat 1 dan yang lainnya disebut
titik dalam yang berderajat 2. Graf lingkaran C), adalah sebuah jalur tertutup
V1, V2, vy U, U1 (> 3) dengan n titik v; yang berbeda.

Jika dilihat berdasarkan arahnya, graf terbagi menjadi dua yaitu graf be-
rarah dan graf tidak berarah. Graf berarah adalah graf yang sisinya mempunyai
arah, sedang-kan untuk graf tidak berarah adalah graf yang sisinya tidak berarah.
Sisi yang menghubungkan satu titik dengan dirinya sendiri dinamakan loop. Dan
jika ter-dapat dua atau lebih sisi yang titik ujungnya sama dinamakan sisi parallel.
Sebuah graf yang tidak memuat loop dan sisi parallel dinamakan graf sederhana.
Dan untuk graf yang memuat loop dan sisi parallel dinamakan graf tak seder-
hana. Graf tak sederhana terdiri dari dua macam yaitu graf ganda (multigraph)
dan graf semu (pseudograf). Graf ganda adalah graf yang hanya mengandung sisi
parallel saja sedangkan graf yang mengandung loop dan sisi parallel disebut graf
semu (pseudograf).

Dikatakan mengandung sikel sebuah graf (cycle) harus memiliki jalan yang
tertutup dengan barisan titik yang berbeda. Panjang dari sikel terpendek disebut
girth. Jalan disebut tertutup jika titik awal dan titik akhirnya sama dan jika
titik awal dan titik akhirnya berbeda disebut jalan terbuka. Pengertian jalan itu
sendiri merupakan barisan berhingga dari titik-titik dan sisi-sisi secara bergantian.
Panjang dari sebuah jalan adalah banyaknya sisi. Jalan yang sisinya tepat hanya
dilewati sekali disebut jejak (trail). Untuk jalan yang semuanya titiknya berbeda
dikatakan sebuah lintasan (path).

Sebuah graf kadangkala menjadi bagian dari graf lain yang lebih besar. Se-
buah graf H adalah graf bagian (subgraph) dari graf G. jika V(H) C V(G) dan
E(H) C E(G). Dinotasikan dengan H C G. Graf H; dan H, merupakan subgraf
dari graf H jika setiap titik pada H; dan H, adalah titik pada graf H serta setiap
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sisi pada graf H; dan H, adalah sisi pada graf H, dengan kata lain V/(H; dan Hs)
C V(H), E(H, dan Hy) C E(H). Diperlihatkan pada Gambar 2.2.

v

kvl

(us)

H,

()

(us)

H,

Gambar 2.2 Graf H dan Beberapa Subgraf dari Graf H

Jika terdapat dua buah graf yang dikatakan sama namun bentuknya berbeda

disebut graf yang isomorfis.

Syarat-syarat yang diperlukan untuk menyatakan

dua graf dikatakan isomorfis adalah sebagai berikut: kedua graf mempunyai jum-

lah sisi yang sama, kedua graf mempunyai jumlah titik yang sama, jumlah titik

yang mempunyai derajat tertentu adalah sama, kedua graf mempunyai girth yang

salna.
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2.2 Graf khusus

Graf khusus adalah sebuah graf yang memiliki karakter dan keunikan ter-
tentu. Terdapat beberapa graf khusus, diantaranya adalah graf lengkap, graf
siklus, graf petersen, graf roda, graf matahari, graf ladder, graf roda, graf roket,
graf siput dan masih banyak graf lainnya. Berikut akan dijelaskan definisi dari
beberapa graf khusus.

a. Graf Ladder dilambangkan dengan L,, adalah sebuah graf yang sama dengan
Ky x P, dengan titik V(L,) = {u;, v; : 1 <i < n} dan E(L,)= {uu1,
vivig1 - 1 < i < n-1} U {ww : 1 <i < n}. Graf Ladder mempunyai 2n
titik, dan 3n-2 sisi. Gambar 2.3 menunjukkan contoh graf Ladder dengan n

Gambar 2.3 Graf Ladder (Ls)

b. Graf Tangga Permata
Graf tangga permata adalah salah satu family dari graf tangga yang di-
notasikan dengan DI, dimana V' (DI,) = {z;,yi,2;;1 <i <n,1 < j < 2n}
dan E(Dl,) = {ziziy1, Yiyir1; 1 <0 <n—1} Hziyi; 1 <@ <njU{z2541;2 <
Jj <2n—2,jgenap} |\ J{ziz2i_1, yiz2i—1; 1 < i < n}. Contoh dari graf tanggan
permata (Dl,) ditunjukkan pada Gambar 2.4

c. Graf Buku Segitiga dinotasikan dengan Bt, adalah suatu graf yang me-
rupakan famili dari graf Komplete tripartite K, ,; dengan jumlah titik pada
m dan n adalah satu dan jumlah titik pada [ sebanyak n. Graf Buku Segitiga
Bt, merupakan graf yang terdiri dari n buah segitiga (n > 1) dengan setiap

segitiga memiliki sebuah sisi yang dipakai bersama atau dengan kata lain
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Lo

Gambar 2.4 Graf Tangga Permata Dl

setiap segitiga memiliki 2 titik yang sama. Graf buku tersusun dari 5 buah

segitiga.

Gambar 2.5 Graf Buku Segitiga (Bts)

2.3 Pelabelan Graf
Pelabelan dari sebuah graf didefinisikan sebagai suatu pemetaan satu-satu
dan onto yang memetakan himpunan elemen-elemen graf yaitu titik dan sisi ke

himpunan bilangan bulat positif. Fungsi f yang memetakan himpunan A (elemen-
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elemen graf) ke dalam himpunan B (bilangan bulat positif) disebut fungsi satu-
satu jika setiap elemen di A mempunyai pasangan yang berbeda di B, domain
memiliki tepat satu pasangan di kodomain. Disebut onto jika semua anggota
di B mempunyai pasangan di A, anggota di A boleh mempunyai pasangan yang
sama di B. Pemetaan fungsi satu-satu dan onto sering disebut pemetaan bijektif.
Pemetaan bijektif merupakan pemetaan yang tidak ada anggota himpunan di
A mempunyai pasangan yang sama di B, atau dengan kata lain semua elemen
graf diberi nomor atau label dengan bilangan bulat positif yang berbeda. Jadi
pelabelan graf G = (V,F) merupakan suatu pemetaan : D — N, dimana D
menyatakan domain dan N menyatakan himpunan label dari graf G. Pelabelan
graf terdiri dari 3 macam yaitu sebagai berikut.

a. Ketika domainnya adalah berupa titik maka disebut pelabelan titik, dimana

hanya titik saja yang diberi label.

b. ketika domainnya adalah berupa sisi maka disebut pelabelan sisi, dimana

hanya sisi saja yang diberi label.

c. Ketika domainnya adalah titik dan sisi maka disebut pelabelan total, di-

mana titik dan sisi sama-sama diberi label.

Pada tahun 1963, Sedlacek memperkenalkan konsep pelabelan ajaib kemu-
dian pada tahun 1989, Hartsfield dan Ringel memperkenalkan konsep pelabelan
antiajaib. Mereka mendefinisikan sebuah pelabelan antiajaib sebagai pelabelan
sisi pada graf dengan bilangan bulat positif 1, 2, 3, ..., n sehingga bobot pada
masing-masing titik berbeda dengan bobot titik yang lainnya. Bodendiek dan
Walther mendefinisikan konsep pelabelan (a,d)-antiajaib sebagai pelabelan sisi di-
mana bobot dari titik-titiknya membentuk barisan aritmatika dengan suku awal
a dan beda d.

Bobot sisi dalam pelabelan titik dan pelabelan total berbeda. Jika pada
pelabelan titik, bobot sisi merupakan jumlah label dua titik dari sisi yang meng-
hubungkan dua titik tersebut. Sedangkan pada pelabelan total, bobot sisi meru-
pakan jumlah label sisi dan jumlah label dua titik dari sisi yang menghubungkan
dua titik tersebut.
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Nilai bobot sisi menentukan jenis pelabelan titik dan pelabelan total. Jika
semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama maka disebut pelabelan titik sisi ajaib
dan pelabelan total sisi ajaib. Tetapi jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang
berbeda dan himpunan bobot sisi tersebut membentuk barisan aritmatika dengan
a menyatakan bobot sisi terkecil atau suku pertama dan d menyatakan beda dari
bobot sisi yang satu dengan yang lain maka disebut pelabelan titik sisi anti ajaib
(edge antimagic vertezx labelling) atau FAVL dan pada pelabelan total disebut

pelabelan total sisi anti ajaib.

2.3.1 Pelabelan total super (a,d)-Sisi Antiajaib

Sebuah pemetaan satu-satu f dari V' (G) ke himpunan bilangan bulat 1,2, 3,
...,p disebut pelabelan titik (a,d)-sisi Antiajaib jika himpunan bobot sisinya
w(uv) = f(u) + f(v) pada semua sisi G adalah a,a +d,a + 2d,...,a+ (¢ — 1)d
untuk @ > 0 dan d > 0 keduanya adalah bilangan bulat positif (Sugeng et
al, 2005). Sedangkan pelabelan super (a,d)-sisi Antiajaib total pada sebuah
graf G = (V, E) dapat diartikan sebagai pelabelan titik dengan bilangan bulat
f(V)=1{1,2,3,...,p} dan pelabelan sisi dengan bilangan bulat f(E) = {p+1,p+
2,p+3,...p+q} dari sebuah graf G dimana p adalah banyaknya titik dan ¢ adalah
banyaknya sisi pada graf G sehingga himpunan bobot sisi yang terbentuk adalah
W = {a,a+d,a+2d, ...,a+(q—1)d} untuk a > 0 dan d > 0 (Dafik et al, 2008). Jika
himpunan bobot sisi yang terbentuk adalah W = {a,a+d,a+2d, ...,a+(¢—1)d}
untuk a > 0 dan d = 0 maka disebut pelabelan super (a, d)-sisi ajaib total.

Pelabelan Total (a, d)-Sisi Anti Ajaib dari sebuah graf G(p, ¢) adalah sebuah
pemetaan satu - satu f dari V(G) U E(G) ke himpunan 1,2, ..., p + ¢ sedemikian
hingga himpunan bobot sisi f(u) + f(uv) + f(v) : uwweE(G) sama dengan
a,a+d,a+2d,...,a+ (¢ — 1)d untuk suatu bilangan bulat a > 0 dan d > 0.

Suatu pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib disebut super, ditulis pelabelan to-
tal super (a, d)-sisi anti ajaib jika sisi dari graf G tersebut diberi label 1,2, ..., p dan
f(E(G))=p+1,p+2,....,p+q. Jika d = 0 maka Suatu pelabelan total(a, 0)-sisi

anti ajaib tersebut juga merupakan pelabelan total sisi ajaib dengan k = a.
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¢ Lemma 2.3.1. Jika sebuah graf (p,q) adalah pelabelan super (a,d)-sisi an-

timagic total maka d < %

Bukti: f(V)={1,2,3,....,p} dan f(E)={p+1,p+2,p+3,....,0+q}.
Misalkan graf (p,q) adalah pelabelan super (a,d)-sisi antimagic total dengan
pemetaan f : V(G)|JE(G) — {1,2,3...,p + ¢}. Nilai minimum yang mungkin
dari bobot sisi terkecil a(u) + a(uv) + a(v) =1+ (p+ 1) + 2 = p + 4 dan dapat
ditulis :p + 4 < a. Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin
dari bobot sisi terbesar diperoleh dari jumlah 2 label titik terbesar dan label sisi
terbesar atau dapat ditulis (p — 1) + (p + ¢) + p = 3p + ¢ — 1. Akibatnya:

a+(g—1)d < 3p+qg—1
< 3pte=1-(p+4)
] q—l

d < 2p+q—>5

Dari Lemma 2.3.1telah terbukti dan diperoleh nilai d < % dari berbagai

jenis atau famili graf. O

Dafik, Robiyatul pada tahun 2014 menemukan lemma yang dapat digunakan
untuk mengatakan bahwa lemma berikut digunakan untuk menemukan pelabelan

super (a, 1)-sisi antimagic total pada graf tunggal untuk jumlah sisi ganjil.

¢ Lemma 2.3.2. Misalkan ¥ merupakan sebuah himpunan bilangan berurutan
U= {c,c+1l,c+2,...,c+k}, dengan k genap. Maka terdapat sebuah permutasi
(V) dari anggota-anggota himpunan V¥ sehingga ¥ + I1(V) juga merupakan se-
buah himpunan bilangan berurutan yaitu W+I1(V) = {2c+3, 2c+5+1, 2¢+5+2,
20+ )

Bukti: Misal ¥ adalah suatu himpunan bilangan berurutan ¥ = {v;|v; = ¢+ (i—
1),1 <i < k+ 1} dan k adalah genap. Selanjutnya didefinisikan nilai permutasi
(V) = {w;|1 <i < k+ 1} dari anggota W adalah sebagai berikut:

cti+i—1, jkal<i<k41
Ww; =
c+i—(5+2), jikaf+2<i<k+1
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Untuk membuktikan lemma 2.3.2, langkah pertama yang harus dilakukan adalah
mensubstitusikan nilai 7 sesuai batasan yang diberikan maka akan diperoleh wj
sebagai berikut:

Jika 1l <i < g + 1, maka akan diperoleh hasil:

untuk ¢ = 1 —w;=c+ =

2
. k
untuk ¢ = 2—>w2=c+§—|—1
) k
untuk ¢ = §—>w§:c—i—k—1
) k
untuk 1 = §+1—>w§+1:c+k

Jika g + 2 <i < k+ 1, maka akan diperoleh hasil:

untuk ¢ = §+2—>w§+2:c
untuk ¢ = §+3—>w4:c+1
untuk ¢ = l{:—>wk:c—|—§—2
untuki® =k 4+ 1 — wgm=c+ =1

2

Jika ¥ dinyatakan dalam himpunan v; dan II(¥) dinyatakan dalam himpunan w;

seperti telah disampaikan sebelumnya, maka W+ I1(V) = {v; + w;|1 <@ < k+1}.
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Berdasarkan subtitusi nilai ¢, maka diperoleh:

k
3)

untuk i =1 — vy +w; = c+ (c+

k
— 24—
c+2

k
untuk i =2 — vy +wy = (c+1)+(c+2+§+1)

2 —I—k+2
= C —
2

.k k 3k
untuk2:§—>v§+w§ — (04_5_1)_1_(0_{_7_2)

3
=y - —1
c—|—2

k k
untuki:§+1—>vg+1+wg+1 = (C+§>+(C+k>

3k

= 92 =

c+ 7

k k
untuki:§+2—>vg+2+wg+2 = (c+§+1)+(c)

k
= 2¢c+-=+1
c+2+

k
untuk i = k — v +wp, = (c+k—1)+(c+§—2)

3

- 7%
c—|—2

k
untuk ¢ =k +1 — vpp1 + w1 = (c—i—/{:)—i—(c—i—E—l)

3k

— 242 _1
c+2

Jika diurutkan mulai dari nilai terkecil hingga terbesar, maka diperoleh: {2c¢ +
g, 2c+ % +1, 2¢+ g +2,...,2c+ %} Dengan demikian rumusan tersebut terbukti
benar. O
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Secara hariah, pelabelan total (a,d)-sisi antimagic dan pelabelan total su-
per (a, d)-sisi antimagic memuat perluasan gagasan dari total (a, d)-sisi magic dan
pelabelan total super (a,d)-sisi magic (Baca dan Miller, 2007). Selanjutnya teo-
rema 2.3.1 digunakan untuk membuktikan pelabelan super (a,1)-sisi antimagic

total pada gabungan graf untuk jumlah sisi ganjil.

¢ Teorema 2.3.1. Misalkan G; untuk i =1,2,...,m adalah graf dengan jumlah
titik p dan jumlah sisi ¢ dan memiliki pelabelan super (a,1)-EAT. Maka, gabungan
saling lepas dari U, G; juga memiliki super (b,1)-EAT.

Bukti. Misalkan G;, 1 = 1,2,...,m adalah sebuah graf yang memiliki p titik dan
g sisi. Perlu diketahui bahwa G; tidak harus isomofis dengan G; untuk i = j.
Misalkan untuk setiap G;, ¢ = 1,2, ..., m memiliki sebuah pelabelan super (a, 1)-

EAT berdasarkan f;, sedemikian hingga:

o — V(Gi)—>{1,2,...,p}
= EG)—{p+1L,p+2,...,p+4}

dan {fi(u) + fi(v) + fi(wv);uv € E(G))} ={a,a+1,...,a+q—1}

Definisi pelabelan f untuk semua titik dan sisi dari U]”,; adalah sebagai

berikut:
N m[f;(x) — 1] +14, jika z € V(G))
fle) = { mfi(z) + 1 — i, jika z € E(G))
Bobot total dari gabungan U™ ,G; adalah {f(u) + f(v) + f(ww) : wv €
E(U™,G;)} sama dengan {m(a —2) +2,m(a —2)+3,...,m(a+q¢—2)+1}. O

2.4 Graf Hasil Operasi

Terdapat beberapa cara mengoperasikan graf sehingga menghasilkan graf
yang baru, salah satunya adalah produk korona yang dinotasikan dengan G| ® G2
adalah hasil operasi dari dua graf G; dan G5 dengan membuat satu penggandaan
dari graf G; yang mempunyai P; titik dan menggandakan graf Gy sebanyak P;
kemudian menghubungkan titik ke-i graf GG; ke setiap titik hasil penggandaan
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graf Gy ke-i. Misal diberikan graf Gy dan G5, maka dapat dibentuk graf korona
G1 ® G5 dan Gy ® G yang berbeda seperti yang ditunjukan pada Gambar 2.6.
Contoh Untuk kontruksi graf korona sendiri dapat dilihat pada Gambar 2.7.

@ @

G © Gy

N

Gy ® Gy

Gambar 2.6 Graf G; dan G2 beserta Graf Korona yang dapat dibentuk

Graf Korona C),, ® P, Merupakan salah satu graf produk korona yang diper-
oleh dengan menggandakan graf P, sebanyak n, selanjutnya titik ke-i pada graf
C,, dihubungkan ke setiap titik P, dimana 1 <17 < n.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

16

P,

Cs

Cs 0P

Gambar 2.7 Konstruksi Graf Korona
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2.5 Fungsi dan Barisan Aritmatika
2.5.1 Fungsi

Fungsi atau pemetaan dari himpunan A ke himpunan B merupakan suatu
relasi yang memasangkan atau memetakan setiap anggota dari A dengan anggota
pada B. Fungsi tersebut dapat dinotasikan dengan:

f:A—B

Ada beberapa istilah dalam fungsi yaitu daerah asal (domain), daerah
kawan (kodomain) dan hasil (range). Domain merupakan daerah asal fungsi f
dilambangkan dengan D;. Kodomain merupakan daerah kawan fungsi f dilam-
bangkan dengan K;. Dan range merupakan himpunan daerah hasil pemetaan.
Range fungsi f dilambangkan dengan R;. Ada beberapa jenis fungsi yang ber-

hubungan dengan penelitian ini.

a. Fungsi f: A—B dikatakan fungsi satu-satu atau injektif jika dan hanya jika
domain mempunyai tepat satu pasangan yang berbeda di kodomain, dan

anggota kodomain boleh tidak mempunyai pasangan di domain.

b. Fungsi f: A—B dikatakan fungsi onto atau surjektif jika dan hanya jika
semua kodomain mempunyai pasanyan di domain, dan anggota kodomain
boleh mempunyai pasangan di yang sama di domain.

c. Fungsi f: A—B dikatakan fungsi bijektif jika dan hanya jika fungsi yang in-
jektif sekaligus fungsi yang surjektif. Pelabelan dalam penelitian ini adalah
fungsi bijektif. Domain dalam fungsi ini merupakan gabungan dari him-
punan titik dan himpunan sisi, kodomainnya adalah himpunan bilangan
bulat positif sedangkan range-nya adalah label titik dan sisi. Pelabelan
total super (a,d)-sisi antimagic dikatakan fungsi injektif karena himpunan
elemen-elemen graf mempunyai hanya satu pasangan di kodomain dan setiap
pasangan berbeda. Dikatakan surjektif karena semua kodomain (himpunan

bilangan bulat positif) berpasangan dengan domain.

2.5.2 Barisan Aritmatika
Barisan Aritmatika yaitu barisan yang suku-sukunya diperoleh dengan

menambah suatu bilangan tetap ke suku sebelumnya. Bilangan tetap tersebut
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dikatakan sebuah beda dilambangkan dengan d, sedangkan suku yang pertama
dinotasikan dengan a.

Berdasarkan tanda nilai beda, barisan aritmatika terbagi menjadi dua
yaitu barisan aritmatika naik dan barisan aritmatika turun. Dikatakan barisan
arit-matika naik jika nilai beda bertanda positif. Sedangkan jika nilai beda bertanda
negatif maka dikatakan barisan tersebut barisan aritmatika turun. Rumus umum
untuk barisan aritmatika adalah:

Up,=a+d(n—1)
dan untuk mencari nilai bedanya adalah:
d=U,-U,

Berikut contoh barisan aritmatika:
a. 23, 30, 37, 42, 49, ...
b. 25,°20A 15, 108588 ¥

Pada penelitian ini, nilai bobot sisi dari semua sisi harus membentuk
barisan aritmatika. Jika nilai d = 0 maka pelabelan tersebut dikatakan magic,
tetapi jika nilai d > 0 maka dikatakan pelabelan antimagic. Rumus umum dari
barisan aritmatika akan digunakan untuk menentukan fungsi titik dan fungsi sisi

dari graf sisir konektif dan diskonektif.

2.6 Aplikasi Graf pada Pengkodean Pengiriman Data Rahasia Sebuah

Negara

Penerapan teori graf saat ini sangat luas dalam kehidupan sehari-hari serta

sudah banyak dipakai dalam berbagai bidang ilmu. Seperti dalam riset operasi,
dan ilmu komputasi. Banyak permasalahan yang dapat diselesaikan dengan model
graf. Seperti, permasalahan untuk merencanakan rute yang efektif untuk pengir-
iman surat atau pencarian rute terpendek, dipecahkan dengan model yang meng-
gunakan representasi jalur dalam graf.

Penerapan dari pelabelan graf sendiri juga luas, salah satunya adalah pengkodean
pengiriman data rahasia sebuah negara. Pengkodean ini bertujuan untuk men-

jaga keamanan data ketika data rahasia sebuah negara akan dikirim ataupun
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diterima. Karena keamanan pengiriman data rahasia bertanggung jawab atas
keamanan sebuah negara, sehingga jika data yang dikirim mampu dibajak oleh
pihak yang tidak bertanggung jawab maka data tersebut akan sulit diterjemahkan

karena data rahasia sudah diubah menjadi mode pengkodean.

data 1

data 1 @ data 2

17 10
data 3 data 4
7 9 3
@ —@
data 4 @ data 3
data 2

Gambar 2.8 Pelabelan Total Super Pada Graf Bintang

Pengkodean data yang terbentuk dari representasi graf tersebut dengan
penggunaan empat data yang diubah menjadi pengkodean adalah:
Data 1 : 1109178 ; Data 2 : 2119145 ; Data 3 : 4139167 ; Data 4 : 3129156
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2.7 Hasil-Hasil Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antiajaib

Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman hasil pelabelan total super

(a,d)-Sisi Antiajaib pada graf konektif dan diskonektif yang dapat digunakan

sebagai rujukan penelitian ini.

Tabel 2.1: Ringkasan Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Anti-

ajaib Pada Graf Konektif.

Graf d Hasil
Graf Tangga(St,,) d<2 de{0,1,2} ;n>2
(Ira, 2011)
Graf Daun (Lgy) d<2 de{0,12};n>1
(Yunika, 2015)
Graf Sisir (Sy) d<2 def{0,12};n>2
s>3
(Muafa, 2015)
Graf Semi Parasut (SPa,—1) d <2 de{0,12};n>1

(Aprilia, 2015)

Tabel 2.2: Ringkasan Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Anti-

ajaib Pada Graf Diskonektif.

Graf d Hasil Open Problem
mDl, d<3 ede{0,1,2} e jika d € {0,2} untuk
untuk m > 3 ganjil 1 <7 <m genap
ede{l}
untuk m > 2 dan
m sembarang
(L. Syakdiyah, 2011)
mSt, d<2 ede{0,1,2} e jika d € {0,2}

untuk m > 3 ganjil

untuk m > 2 genap



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

21

Hasil

Open Problem

n > 2
e d €{0,1,2} untuk
m > 2 sembarang

n>2

dann > 2

(Ira, 2011)
e dec{0,1,2} e jika d € {0,1,2}
n>1 untuk n genap

m > 2 dan genap
c > 3 dan ganjil
(Agnes, 2014)

e jika d € {0,1,2}

untuk ¢ genap

o dec{0,2}
n > 1 dan n ganjil
m > 3 dan m ganjil
m >3
untuk n ganjil dan

m= 1 mod 4

(Yunika, 2015)

e jika d € {0,2}
untuk n > 1
m=3 mod 4
e jika d=1
untuk n > 2 dan n genap

m > 3

e d €{0,1,2} untuk
n > 2 dan genap
e d€{0,1,2} untuk

m > 3, n > 2 dan m ganjil

e d € {0,1,2} untuk
n>2

m = 1 mod 4, n genap

(Aprilia, 2015)

o jiknd=1
untuk n ganjil
o jiknd=1

untuk n > 2 dan m= 3 mod 4
e jika d € {0,1,2}

untuk n > 2 dan m genap
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Dalam penelitian ini metode yang digunakan adalah deskriptif aksiomatik,
dimana metode tersebut menurunkan teorema yang telah ada, selanjutnya akan
diterapkan pada penelitian ini baik untuk graf tunggal maupun gabungan saling
lepasnya. Dalam penelitian ini, terlebih dahulu akan ditentukan label titik, jika
polanya terdeteksi, langkah selanjutnya adalah melabeli sisi lalu kita tentukan
nilai batas atas dari graf korona C,, ©® P,. Nilai tersebut akan digunakan dalam

pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic pada graf korona C,, ® P,.

3.2 Teknik Penelitian
Penelitian ini dilakukan pada graf C,, ® P,. Adapun teknik penelitian
adalah sebagai berikut.

a. menghitung jumlah titik p dan sisi ¢ pada graf C,, ® P.

b. melabeli graf C,, ® P, dengan SEATL (super (a, d)-Sisi Antimagic to-
tal labeling) atau pelabelan total super (a,d)-sisi Antimagic dengan nilai
beda d yang feasible, apabila label EAV L berlaku untuk beberapa graf baik
secara heuristik maupun determinatik maka dikatakan pelabelan itu expand-
ablesehingga dilanjutkan menentukan algoritma EFAV L pada graf C,, ® P,.

c. menentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-Sisi Antimagic pada
graf C, © P,.

22
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3.3 Observasi Awal

Pengembangan awal untuk pelabelan super (a, d)-sisi Antimagic total pada

graf C), ® P, sudah dilakukan oleh peneliti.

Gambar 3.1 (27,2)Pelabelan total sisi anti ajaib pada graf C7 © P,

n=171v
| V(C7; 0 P) |=3n
| E(C7 © P) |=4n

V(Ch® Py) = {v;, 1 <i<n}U{vin,1<i<n}pU{vip, 1 <i<n}

E(Cn ® P2> = {Uivi+1, 1 S ) S n — 1} U {’Un’Ul} U {Uivi,ly 1 S 7 S n} U
{vivig, 1 <i <n}U{v1v;2,1 <i<n}
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Label titik C'; ® P, adalah sebagai berikut :

oy (v;) Z+1 .1 ganjil dan 1+8 .1 genap
aq (v, 1) 21+’ .1 ganjil dan 14“ .1 genap
ozl(vi,Z) :21—Z+1, 1§Z§7

Label sisi C7 ® P, adalah sebagai berikut :
Ozl(l)ﬂii_H) =22 + i, 1 S 1 S 6 dan 22,2 =7

a(vvig)  =29,1<i<6
a1 (v0;2) :% i ganjzl dan 8= i genap
Oél<’U )U@Q :99

24
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan pada penelitan ini dapat ditarik kesim-

pulan, yaitu Graf korona C,, © P, memiliki pelabelan total super yaitu (77" +2,2),

(22=1 4+ 3,0), (H2=2,1) untuk setiap n bilangan ganjil, n > 3 pada graf tunggal.
Untuk gabungan saling lepas Graf korona C,, ® P, memiliki pelabelan total super
yaitu (222t 4 2, 2), (metd 4 1)0), dan (M —3,1) untuk setiap m dan n

bilangan ganjil, n > 3.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic yang telah ditemukan, maka peneliti memberikan saran kepada pembaca
agar dapat melakukan penelitian pada pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic

pada jenis graf lain yang belum ditemukan.
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