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Abstract

Let G be a simple, connected and undirected graph. Let r, k be natural
numbers. By a proper k-coloring of a graph G, we mean a map c : V (G) → S,
where |S| = k, such that any two adjacent vertices receive different colors.
An r-dynamic k-coloring is a proper k-coloring c of G such that |c(N(v))| ≥
min{r, d(v)} for each vertex v in V (G), where N(v) is the neighborhood of v

and c(S) = {c(v) : v ∈ S} for a vertex subset S. The r-dynamic chromatic
number, written as χr(G), is the minimum k such that G has an r-dynamic k-
coloring. It was introduced by Montgomery. Note that the 1-dynamic chromatic
number of graph is equal to its chromatic number, denoted by χ(G), and the 2-
dynamic chromatic number of graph has been studied under the name a dynamic
chromatic number, denoted by χd(G). By simple observation it is easy to see
that χr(G) ≤ χr+1(G), however χr+1(G) − χr(G) does not always have the
same difference. Thus, finding an exact values of χr(G) is significantly useful.
In this paper, we will show some exact values of χr(G) when G is an operation
product of cycle and path graphs.

Keywords: r-dynamic coloring, r-dynamic chromatic number, graph
operations.

Pendahuluan

Pewarnaan graf merupakan kasus khusus dari pelabelan graf, yaitu mem-
berikan warna pada graf sehingga memenuhi syarat pewarnaan graf. Ada 2 (dua)
macam pewarnaan pada graf, yaitu pewarnaan titik dan pewarnaan sisi. Adapun
pewarnaan graf yang menjadi topik kajian pada penelitian ini yaitu pewarnaan titik.

Pewarnaan titik adalah pemberian warna pada setiap titik yang berada dalam
suatu graf sedemikian hingga tidak ada warna yang sama antardua titik yang berte-
tangga. Selain itu, jumlah warna yang digunakan pada pewarnaan graf adalah jumah
warna paling sedikit digunakan (minimum). Pada graf G, jumlah warna minimum
yang digunakan untuk mewarnai graf G disebut sebagai bilangan kromatik, yang
dinotasikan dengan X (G). Pada perkembangannya, penelitian tentang pewarnaan
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titik pada graf tidak hanya sebatas pada pewarnaan titik biasa, tapi juga terda-
pat pewarnaan titik lainnya yang disebut dengan pewarnaan dinamis yang akhirnya
juga berkembang menjadi pewarnaan r-dinamis. Bilangan kromatik r-dinamis, dino-
tasikan dengan χr = χr(G), merupakan nilai k yang minimal yang diperoleh agar
graf G memenuhi kondisi pewarnaan k-warna r-dinamis.

Pewarnaan r-dinamis diperkenalkan oleh Montgomery. Pewarnaan ini dapat
diaplikasikan pada permasalahan jaringan. Contohnya dalam jaringan komunikasi,
misalnya dalam suatu ruangan, komputer yang berdekatan harus diberikan sumber
daya yang berbeda. Untuk meningkatkan aksesibilitas sumber daya, setiap komputer
harus dapat menemukan banyaknya sumber daya yang ada di sekitarnya. Jika semua
komputer yang berada di sekitarnya diharuskan memiliki sumber daya yang berbeda,
maka sumber daya yang digunakan terlalu banyak. Pewarnaan r-dinamis dapat
diaplikasikan pada kasus ini untuk dapat menentukan banyaknya sumber daya yang
dibutuhkan sedemikian hingga penggunaan sumber daya tersebut menjadi efektif.

Penelitian-penelitian mengenai pewarnaan dinamis cukup banyak dilakukan oleh
peneliti, beberapa diantaranya adalah Lai dan Montgomery (2002) dalam artikelnya
yang berjudul ”Dynamic Coloring of Graphs”, Kim (2012) dalam penelitiannya yang
berjudul ”Dynamic Coloring and List Dynamic Coloring of Planar Graphs”. Kang,
dkk. (2014) melakukan penelitian berjudul ”On r-dynamic Coloring of Grids” dan
Jahanbekam, dkk. (2014) juga melakukan penelitian berjudul ”On r−-dynamic Col-
oring of Graphs”. Mereka mengkaji pewarnaan r-dinamis pada graf yang sebelum-
nya telah diperkenalkan oleh Montgomery. Hasil penelitian terkait ini terdapat pada
[3, 6].

Pada penelitian ini akan dikaji mengenai pewarnaan r-dinamis dan bilangan
kromatiknya pada graf-graf hasil operasi dari graf sikel dan lintasan. Penelitian ini
merupakan pengembangan dari penelitian-penelitian sebelumnya yang mengkaji ten-
tang pewarnaan r-dinamis. Adapun operasi graf yang digunakan pada penelitian ini
adalah operasi join, hasil kali Cartesian, dan crown antara graf sikel dan lintasan.

Hasil dan Pembahasan

Definisi 1 Pewarnaan r-dinamis pada suatu graf G didefinisikan sebagai pemetaan
c dari V ke himpunan warna sedemikian hingga memenuhi kondisi berikut:

1. jika uv ∈ E(G) maka c(u) 6= c(v), dan

2. ∀v ∈ V (G), |c(N(v))| ≥ min{r, d(v)}.

Observasi 1 χr(G) ≥ min{M (G), r}+ 1

Observasi 2 Jika χr(G) ≤ r maka χr(G) = min{M (G), r}

Teorema 1 Misalkan G merupakan graf hasil operasi join antara Pn dan Cm. Jika
n ≥ 2, m ≥ 3, dan r ≥ 6 maka bilangan kromatik r-dinamis graf G adalah sebagai
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berikut:

χr(Pn + Cm) =
{

r + m− 2, untuk 3 ≤ m ≤ r − 2,

2r − 3, untuk m lainnya,

Bukti. Pn + Cm merupakan graf terhubung yang memiliki himpunan titik V (Pn +
Cm) = {xi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yj ; 1 ≤ j ≤ m} dan himpunan sisi E(Pn + Cm) =
{xixi+1; 1 ≤ i ≤ n−1}∪{yjyj+1, ymy1; 1 ≤ j ≤ m−1}∪{xiyj ; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m}.
Dengan demikian, p = |V (Pn +Cm)| = n+m, q = |E(Pn +Cm)| = nm+n+m−1,M
(Pn + Cm) = m + 2.

Berdasarkan Observasi 1, χr(Pn+Cm) ≥ min{M (Pn+Cm), r}+1 = {m+2, r}+1.
Berikan pewarnaan titik pada Pn+Cm, yaitu c : V (Pn+Cm) → {1, 2, . . . , k} dimana
n ≥ 2 dan m ≥ 3, dengan fungsi sebagai berikut:

c(xi) = i mod (r − 2), 1 ≤ i ≤ n

c(yj) =





j mod (r − 3) + r − 2, untuk 1 ≤ j ≤ m− 2,

2r − 4, untuk j = m− 1,

2r − 3, untuk j = m

Dengan menggunakan fungsi pewarnaan tersebut, terlihat bahwa χr(Pn + Cm) =
r + m− 2 untuk 3 ≤ m ≤ r− 2 dan χr(Pn + Cm) = 2r− 3 untuk nilai m yang lain.

Teorema 2 Misalkan G merupakan graf hasil operasi korona antara Pn dan Cm,
yaitu Cm ¯ Pn. Jika n ≥ 2, m ≥ 3, dan r ≥ 4 maka bilangan kromatik r-dinamis
graf G adalah sebagai berikut:

χr(Cm ¯ Pn) =





4, untuk m 6= 5, n = 1,

5, untuk n = 2 dan m = 5, n = 1,

n + 3, untuk 3 ≤ n ≤ r − 3,

r + 1, untuk n lainnya,

Bukti. Cm¯Pn merupakan graf terhubung yang memiliki himpunan titik V (Cm¯
Pn) = {xi; 1 ≤ i ≤ m} ∪ {yi,j ; 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} dan himpunan sisi E(Cm ¯
Pn) = {xixi+1, xmx1; 1 ≤ i ≤ m − 1} ∪ {yi,jyi,j+1; 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n − 1} ∪
{xiyi,j ; 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n}. Dengan demikian, p = |V (Cm¯Pn)| = m(n+1), q =
|E(Cm ¯ Pn)| = m(2n + 1)− n,M (Cm ¯ Pn) = n + 2.

Berdasarkan Observasi 1, χr(Cm¯Pn) ≥ min{M (Cm¯Pn), r}+1 = {n+2, r}+1.
Pembuktian ini akan dibedakan kedalam tiga kasus.

• Kasus 1: m = 3 mod 3.
Berikan pewarnaan titik pada Cm ¯ Pn, yaitu c : V (Cm ¯ Pn) → {1, 2, . . . , k}
dimana n ≥ 2 dan m ≥ 3, dengan fungsi sebagai berikut:

c(xi) =





1, untuk i = 1 mod 3,
2, untuk i = 2 mod 3,
3, untuk i = 3 mod 3,
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dimana 1 ≤ i ≤ m.

c(yi,j) =
{

3 + j mod (r − 2), untuk 1 ≤ j ≤ n.

• Kasus 2: m = 4 mod 3.
Berikan pewarnaan titik pada Cm ¯ Pn, yaitu c : V (Cm ¯ Pn) → {1, 2, . . . , k}
dimana n ≥ 2 dan m ≥ 3, dengan fungsi sebagai berikut:

c(xi) =





1, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ i ≤ m− 1,

2, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ i ≤ m− 1,

3, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ i ≤ m− 1,

4, untuk i = m.

c(yi,j) =





3 + j mod (r − 2), untuk 1 ≤ j ≤ n− r + 3, 2 ≤ m ≤ m− 2,

(c(xi) + j mod 3) mod 4, untuk 1 ≤ j ≤ n− r + 3,m = 1,m− 1,m.

j − n + r + 1, untuk n− r + 4 ≤ j ≤ n.

• Kasus 3: m = 5 mod 3.
Berikan pewarnaan titik pada Cm ¯ Pn, yaitu c : V (Cm ¯ Pn) → {1, 2, . . . , k}
dimana n ≥ 2 dan m ≥ 3, dengan fungsi sebagai berikut:

c(xi) =





i, untuk m = 5,

i mod 3, untuk 1 ≤ m ≤ m− 8,

i mod 4, untuk m− 7 ≤ m ≤ m.

dimana 1 ≤ i ≤ n.

c(yi,j) =





3 + j mod (r − 2), untuk 1 ≤ j ≤ n− r + 3, 2 ≤ m ≤ m− 2,

(c(xi) + j mod 3) mod 4, untuk 1 ≤ j ≤ n− r + 3,m = 1,m− 1,m.

j − n + r + 1, untuk n− r + 4 ≤ j ≤ n.

dimana 1 ≤ i ≤ n.

Dengan menggunakan fungsi pada ketiga kasus di atas, terlihat bahwa bilangan
kromatik r-dinamis pada hasil operasi Cm ¯ Pn sesuai dengan yang tertulis pada
Teorema 2.

Teorema 3 Misalkan G merupakan graf hasil operasi korona antara Pn dan Cm,
yaitu Pn ¯ Cm. Jika n ≥ 2, m ≥ 3, dan r ≥ 6 maka bilangan kromatik r-dinamis
graf G adalah sebagai berikut:

χr(Pn ¯ Cm) =
{

m + 3, untuk 3 ≤ m ≤ r − 3,

r + 1, untuk m lainnya,

Bukti. Pn ¯Cm merupakan graf terhubung yang memiliki himpunan titik V (Pn ¯
Cm) = {xi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi,j ; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} dan himpunan sisi E(Pn ¯
Cm) = {xixi+1; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yi,jyi,j+1, yi,myi,1; 1 ≤ i ≤ m − 1; 1 ≤ j ≤
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n − 1} ∪ {xiyi,j ; 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n}. Dengan demikian, p = |V (Pn ¯ Cm)| =
n(m + 1), q = |E(Pn ¯ Cm)| = n(2m + 1)− 1,M (Pn ¯ Cm) = m + 2.

Berdasarkan Observasi 1, χr(Pn¯Cm) ≥ min{M (Pn¯Cm), r}+1 = {m+2, r}+1.
Berikan pewarnaan titik pada Pn¯Cm, yaitu c : V (Pn¯Cm) → {1, 2, . . . , k} dimana
n ≥ 2 dan m ≥ 3, dengan fungsi sebagai berikut:

c(xi) =





1, untuk i = 1 mod 3,
2, untuk i = 2 mod 3,
3, untuk i = 3 mod 3,

dimana 1 ≤ i ≤ m.

c(yi,j) =





c(xi) + j mod (r + 1),m ≤ m− 1,

c(xi) + j mod 5, untuk 1 ≤ j ≤ m− r + 4,m ≥ r,

j − n + r + 1, untuk m− r + 5 ≤ j ≤ m,m ≥ r.

dimana 1 ≤ i ≤ n.
Dengan menggunakan fungsi pada ketiga kasus di atas, terlihat bahwa bilangan

kromatik r-dinamis pada hasil operasi Pn ¯ Cm sesuai dengan yang tertulis pada
Teorema 3.

Penutup

Telah dilakukan penelitian terkait dengan bilangan kromatik r-dinamis pada
hasil operasi graf sikel dan lintasan, yakni untuk join graf dan korona. Hasil
penelitian yang dilakukan juga dapat dikembangkan pada hasil operasi graf-graf
lainnya sehingga didapat karakterisasi bilangan kromatik r-dinamis pada hasil op-
erasi graf.
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