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Abstract

Let G be a simple graph of order p, size ¢ and face r. The graph G is called
a super (a,d) - face antimagic total labeling , if there exist a bijection f: V(G) U
E(G)U F(G) — {1,2,....,p + q + r} such that the set of s-sided face weights,
Ws =A{as,as+d,as+2d, ...,as + (rs — 1)d} form an arithmetic sequence with first
term a,common difference d, where a and d are positive integers s and r, is the
number of s-sided faces. Such a graph is called super if the smallest possible labels
appear on the vertices. The type of Face Antimagic Labeling is (1,1,1). In this
paper we will study a Super (a,d) - Face Antimagic of Shackle (Cs,e,n) Graph
and we will use it to develop a polyalphabetic chyptosystem.

Keywords: Super (a,d)-face antimagic total labeling, face antimagic labeling.

Introduction

Sejak dua ratus tahun lalu, telah ada pokok bahasan teori graf yang memiliki terapan
sampai saat ini. Teori graf tersebut digunakan untuk mempresentasikan objek-objek
diskrit dan hubungan antara objek-objek. Menurut catatan sejarah, seorang matem-
atikawan Swiss, L.Euler pada tahun 1736 membuat jurnal pertama kali tentang teori
graf yang membahas tentang masalah jembatan Konigsberg. Dengan perubahan ja-
man, teori graf semakin luas dan beragam. Seorang matematikawan Koi Weng Ling
memliki konsep tentang pelabelan.([14])

Terdapat beberapa jenis pelabelan dalam graf, salah satunya yaitu pelabelan total face
pada graf. Sebuah pelabelan face graf disebut super-antimagic jika untuk setiap bi-
langan bulat positif s, s-sisi bobot wajah membentuk deret aritmetika dengan sebuah
beda. ([5],[2],[4],[6],[7],[8],[4],[10],[13])

Batasan pada pelabelan total face dari Graf G = (V, E, F) yaitu graf tanpa loop dan sisi
ganda, di mana V, E dan F menyatakan titik, sisi dan face(wajah), dimana |V (G)| =
p, |E(G)| = q dan |F(G)| = r adalah jumlah titik, sisi dan face (wajah). Pelabelan
total face dari suatu graf memiliki label tipe (1,1,1) yaitu dengan memberikan label dari
1,2,...,p+ g+ r ke titik, sisi dan face (wajah) dari graf G sedemikian hingga bahwa



setiap V, E dan F' menerima tepat satu label dan setiap nomor yang digunakan tepat
sekali sebagai label. Hasil penelitian terkait ini terdapat pada [7, 2, §].

Akhir-akhir ini telah berkembang aplikasi dari pelabelan graf yaitu pengembangan
kriptosistem polyalpabhetic. Pengembangan kriptosistem polyalpabhetic tersebut da-
pat diaplikasikan pada pelabelan total selimut satu graf dalam cryptography.([14])
Artikel ini berkaitan dengan masalah pelabelan titik, sisi dan face (wajah) dari graf.
Sebuah bobot wajah adalah jumlah dari label wajah dan label titik dan tepi sekitar
wajah itu.([10],[12],[13])

Makalah ini mengkaji keberadaan super d-antimagic pelabelan untuk graf Shackle
(Cs,e,n) pada d tertentu. Dalam hal ini, artikel ini dikhususkan untuk belajar su-
per(a,d) face antimagic pelabelan tipe (1,1, 1) untuk Graf Shackle (Cs, e, n).

Useful Lemma

Graf shackle (Cs, e, n) adalah graf yang memiliki V(E) = {z;,4,2;,1 <i<n+1,1<
Jj<n}, E(H)={zizit1,vi%, Yit12i, 1 <i <n}U{zy;,1 <i<n-+1}, pg=|V|=3n+
2, q¢ = |E|=4n + 1, py = 5, dan gy = 5. Berikut Gambar 1 dari Graf Shackle
(Cs,e,n).

Figure 1: Graf Shackle (Cs,e,n)

Lemma yang digunakan pada pelabelan total face dari graf Shackle (Cs, e, n), sebagai
berikut :([7])
Jika graf G, (V, E) adalah super (a,d) face antimagic total maka

(pc — pu)pe + (96 — qu)an

d<
- r—1

untuk s = |Gi|, pe = V|, 9¢ = |E|, pu = |V'|, qu = |E|
Bukti. dimana a merupakan bobot selimut terkecil maka berlaku ;

1+2+..+pp+pc+1)+(pc+2)+... +(pc+aqu) + (pc+ec+1) <a
PE(1+pu)+ % (pa+1+pc+au)+ (pa+aqa+1) <a

2 2
BL 4 PH 4 gppe+ % + 9 + (pa+qa+1) <a



Sedangkan nilai terbesar berlaku

g — 1 qu — 1
5 PH + qHPG + qH9G — 5

qH
5 P +qpc + 9H4G — 5

b
(r—1)d < pupc— qu + (pg+qc +7) —a

H
(r—1)d < pgpe— "2 am + (pe +qa +7) —

2 2
bpH D qH | 4
(5 + 2 +ampe + 5 + 2+ (06 + 96 + 1))

2 2 2 2
2 2 2 2
Py . PH g qH PH | PH qH qr
~1)d < _Ph | PH ~dm  GH . (PH  PH o OH  OH g
(r—1)d < pgpr o+ tande 2+2+r(2+2+2+2+)
2 2 2 2
Py , PH 9y qH PH DPg qH 9
“1)d < _Pu P g 4m o, PH Pp 90 Ay
(r=0d < pepn — =%+ +amge — 5 + 5 Fr - -t - =
22, 2¢%
(r—1d < pHpG+QHQG—7];H——gH—1+r
r—1)d < pupc—ph+auic —qy—1+r
r—1d < (pg—pH)pa + (e —qu)gg — 1+
4 < (pc — p)ru + (¢ — qu)qu — 1+

r—1

Jadi, untuk s = |H;|, pc = |V|, q¢ = |E|, pag = |V’|, gz = |E’| terbukti bahwa

4 < e —pr)pn+ (a6 —am)gn — 1+
- r—1
Sehingga lemma pada Graf Shackle (C5, e,n), dengan pg = |V|=3n+2, g5 = |E|=4n+
1, pg = 5, dan gy = 5 sebagai berikut;

d (Bn+2)—=5)5+(4n+1)=5)5—-1+n

- n—1

4 = (Bn—3)5+“4n—4)>5—-1+n
N n—1

J = (n—1)35+(n—-1)45+ (n—1)
N n—1

L (=115 (n-1)20+ (n - 1)1
N n—1

J = (n—1)(15+20+1)
N n—1

d < 36

The Results

Super Face d-Antimagic Total Labeling

Dalam bagian ini akan disajikan pelabelan super face d-antimagic dengan tipe (1,1,1)
untuk Graf Shackle (C5,e,n) dan beberapa d yang mungkin. Hasil dari penelitian
ini berupa teorema untuk d = 1,2, 3,4,5 Hasil dari penelitian ini didapatkan teorema
terkait face labeling graf untuk Graf Shackle (Cj, e, n)



& Teorema 0.1. Graf Shackle (Cs,e,n) memiliki pelabelan super (40n + 26, 1) face
antimagic total untuk n > 5.

Bukti. Labeli titik Graf Shackle (C5, e,n) dengan fungsi f; yang didefinisikan sebagai
berikut:
flzi)=41<i<n+1
fy) =n+i+1L1<i<n+1
flzi)=2n+i+2;1<i<n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan f1 : V(Cs,e,n)— {1,2,...,3n + 2}. Misal wy, adalah bobot sisi super face
antimagic total Graf Shackle (Cjs,e,n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan sebagai

berikut:
wp =4n+5i+6;1 <1 < n.

Labeli sisi (C5, e,n) dengan fungsi f; yang didefinisikan sebagai berikut:
f(Wit12:) =5n —2i+3;1 <i <n,

fyizi) =5n —2i+4;1 <i<n,
f@imiz1) =5n+2+41<i<n,
flagy)) =m+4—i;1<i<n+1,

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan f1: E(Cs,e,n)— {3n+3,3n+4,...,7n+3}. Misal Wy, adalah bobot total sisi
super face antimagic total Graf Shackle (C5, e, n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan
sebagai berikut: Wy =33n+22;1<i<n

Labeli face Graf Shackle (Cs, e, n) dengan fungsi f; yang didefinisikan sebagai berikut:
A(f)=Tn+i+31<i<n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan f1 : f(Cs,e,n)— {Tn+4,7n+5,...,8n + 3}. Misal W F}, adalah bobot total
face Graf Shackle (Cs,e,n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan sebagai berikut:
WFy =wyp + Wy + fi(fi) = 40n + 25 + 4. Apabila W Fy, diuraikan untuk 1 <i<n
maka diperoleh himpunan W Fy, = {40n+26,40n+27,...,41n+25}. Terbukti bahwa
Graf Shackle (C5, e, n) memiliki pelabelan super (40n+26, 1) face antimagic total untuk
n>>5

<& Teorema 0.2. Graf Shackle (Cs,e,n) memiliki pelabelan super (38n + 28,2) face

antimagic total untuk n > 5.

Bukti. Labeli titik Graf Shackle (C5, e,n) dengan fungsi fo yang didefinisikan sebagai
berikut:
flag))=41<i<n+1

flyi)=n+i+1;1<i<n+1
flzi)=2n+i+2;1<i<n

4



Dengan mudah dapat dipahami bahwa fs adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan fo : V(Cs,e,n)— {1,2,...,3n 4+ 2}. Misal wy, adalah bobot sisi super face
antimagic total Graf Shackle (Cs,e,n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan sebagai
berikut:

wp, =4n+ 51+ 6;1 <1 < n.

Labeli sisi C), dengan fungsi fo yang didefinisikan sebagai berikut:
f(Yiy12i) = 4dn — i+ 3,

flyiz) = bn —i+ 3,
flrizip1) =n+2+14;1 <i<mn,

flriy) =Tm+4—i;1<i<n+1,

Dengan mudah dapat dipahami bahwa fs adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan fo : E(Cs,e,n)— {3n+3,3n+4,...,7n+3}. Misal Wy, adalah bobot total sisi
super face antimagic total Graf Shackle (Cs, e, n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan
sebagai berikut: Wy, =31ln+:1+23;1<:<n

Labeli face Graf Shackle (Cs, e,n) dengan fungsi fo yang didefinisikan sebagai berikut:
f(f)=mm+i+3;1<i<n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa fs adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan fo: f(Cs,e,n)— {Tn+4,7n+5,...,8n + 3}. Misal W F}, adalah bobot total
face Graf Shackle (Cs,e,n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan sebagai berikut:
WFy, =wy, + Wy, + fo( fi) = 38n 4 2i +26. Apabila W Fy, diuraikan untuk 1 <i <n
maka diperoleh himpunan W Fy, = {38n+28,38n+30,...,420n+26}. Terbukti bahwa
Graf Shackle (C5, e, n) memiliki pelabelan super (38n+28, 2) face antimagic total untuk
n > 5.

& Teorema 0.3. Graf Shackle (Cs,e,n) memiliki pelabelan super (39n + 27,3) face
antimagic total untuk n > 5.

Bukti. Labeli titik Graf Shackle (C5, e,n) dengan fungsi f3 yang didefinisikan sebagai
berikut:
flzi))=31<i<n+1
fly)=n—+i+1;1<i<n+1
fzi)=2n+i+2;1<i<n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan f3 : V(Cs,e,n)— {1,2,...,3n 4+ 2}. Misal wy, adalah bobot sisi super face
antimagic total Graf Shackle (Cs,e,n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan sebagai

berikut:
wp, =4n+ 51+ 6;1 <1 < n.

Labeli sisi (Cs, e,n) dengan fungsi f3 yang didefinisikan sebagai berikut:

fWiv12i) = 4n —i + 3,



flyizi) = b5n —i+ 3,
f(wiripr) =5n+2+4;1 <i <n,
flziyi) =Tm+4—i1<i<n+1,
Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan fo: E(Cs,e,n)— {3n+3,3n+4,...,7n+3}. Misal Wy, adalah bobot total sisi

super face antimagic total Graf Shackle (Cs, e, n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan
sebagai berikut: Wy, =32n+2i+21;1 <i<n

Labeli face Graf Shackle (C, e,n) dengan fungsi f3 yang didefinisikan sebagai berikut:
f3(f)=Tm+i+3;1<i<n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan f3: f(Cs,e,n)— {Tn+4,7n+5,...,8n + 3}. Misal W F}, adalah bobot total
face Graf Shackle (Cs,e,n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan sebagai berikut:
WFyp =wy, + Wy, + fo( fi) = 39n+ 3i + 24. Apabila W Fy, diuraikan untuk 1 <i <n
maka diperoleh himpunan W Fy, = {39n+ 27,390+ 30, ...,42n+24}. Terbukti bahwa
Graf Shackle (C5, e, n) memiliki pelabelan super (39n+27, 3) face antimagic total untuk
n > 5.

<& Teorema 0.4. Graf Shackle (Cs,e,n) memiliki pelabelan super (3Tn + 29,4) face
antimagic total untuk n > 5.

Bukti. Labeli titik Graf Shackle (C5, e,n) dengan fungsi f4 yang didefinisikan sebagai
berikut:
flzi)=41<i<n+1
fly)=n+i+1;1<i<n+1
f)=2n+i+2;1<i<n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan fy : V(Cs,e,n)— {1,2,...,3n 4+ 2}. Misal wy, adalah bobot sisi super face
antimagic total Graf Shackle (Cs,e,n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan sebagai
berikut:wy, =4n + 51 +6;1 <@ < n.

Labeli sisi (Cs, e,n) dengan fungsi f; yang didefinisikan sebagai berikut:
fWiv12)) =4n —i+2;1 <i <n,
flyizi) =4n —i+3;1 <i<mn,
flrixzip) =n+2+4;1 <i<mn,
flziyi) =Tm+4—03;1<i<n+1,
Dengan mudah dapat dipahami bahwa f4 adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan fy : E(Cs,e,n)— {3n+3,3n+4,...,7n+3}. Misal Wy, adalah bobot total sisi
super face antimagic total Graf Shackle (C5, e, n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan

sebagai berikut: Wy, = 29n + 5i + 21;1 < 4 < n. Labeli face Graf Shackle (Cs,e,n)
dengan fungsi f4 yang didefinisikan sebagai berikut:

fa(f)=Tn+i+3;1<i<n



Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan f4 @ f(C5,En)— {Tn +4,7n+5,...,8n + 3}. Misal WF}, adalah bobot total
face Graf Shackle (Cs,e,n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan sebagai berikut:
WEy, =wg, + Wy, + fa(fi) = 3Tn + 4i+25. Apabila W F}, diuraikan untuk 1 <i <n
maka diperoleh himpunan W Fy, = {37n+29,37n+33,...,41n+25}. Terbukti bahwa
Graf Shackle (C5, e, n) memiliki pelabelan super (37n+29, 4) face antimagic total untuk
n>>5

<& Teorema 0.5. Graf Shackle (Cs,e,n) memiliki pelabelan super (38n + 28,5) face
antimagic total untuk n > 5.

Bukti. Labeli titik Graf Shackle (C5, e, n) dengan fungsi f5 yang didefinisikan sebagai
berikut:
flx))=i;1<i<n+1

flu)=n+i+151<i<n+1
fzi)=2n+i+2;1<i<n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f5 adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan f5 : V(Cs,e,n)— {1,2,...,3n 4+ 2}. Misal wy, adalah bobot sisi super face
antimagic total Graf Shackle (Cj,e,n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan sebagai
berikut:wys, =4n + 51 +6;1 < < n.

Labeli sisi (C5, e,n) dengan fungsi f5 yang didefinisikan sebagai berikut:
fig12zi) =4n —i1+2;1 <i<n,

flyizi) =4n—i+3;1 <i<n,
flrizi) =5n+2+i;1 <i<n,
flagy) =m+4—i;1<i<n+1,

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f5 adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan f5 : E(Cs,En)— {3n+3,3n+4,...,7n+3}. Misal Wy, adalah bobot total sisi
super face antimagic total Graf Shackle (Cs, e, n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan
sebagai berikut: Wy, = 31n + 4i +20;1 < 4 < n. Labeli face Graf Shackle (Cs,e,n)
dengan fungsi f5 yang didefinisikan sebagai berikut:

fs(f)=Tm+i+3;1<i<n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f5 adalah merupakan fungsi bijektif yang meme-
takan f5: f(Cs,e,n))— {Tn+4,7n +5,...,8n+ 3}. Misal W F}, adalah bobot total
face Graf Shackle (Cj,e,n) untuk n > 5, maka dapat diturunkan sebagai berikut:
WFyp =wyg + Wy + f5(fi) = 38n+ 5i +23. Apabila W Fy, diuraikan untuk 1 <i <n
maka diperoleh himpunan W Fy, = {38n+28,38n+33,...,43n+23}. Terbukti bahwa
Graf Shackle (C5, e, n) memiliki pelabelan super (38n+28, 5) face antimagic total untuk
n > 5.



Useful Aplication

Berdasarkan hasil penelitian diatas,terdapat aplikasi dari graf tersebut yaitu tentang
pengkodean yang sekarang sedang marak berkembang. Akhir-akhir ini telah berkembang
aplikasi dari pelabelan graf yaitu pengembangan kriptosistem polyalpabhetic. Misalnya
pada kalimat rahasia yang akan dikirim adalah pin atm mama adalah 551212. Per-
masalahan ini termasuk bagian aplikasi total pelabelan selimut satu graf dalam cryptog-
raphy. Pelabelan selimut graf merupakan bagian dari pelabelan total Super (a, d)-face
antimagic. Cryptography adalah sebuah teknik merubah dari plaintext (kalimat pesan)
ke dalam ciphertext (kalimat rahasia yang akan dikembangkan). Ciphertezt merupakan
bentuk pesan yang tersandi ke bentuk lain yang tidak dapat dipahami. Pelabelan yang
digunakan untuk mengubah pesan tersebut yaitu pelabelan total selimut pada Graf
Shackle C,, seperti pada gambar 2 dengan d = 2.

Figure 2: Pelabelan selimut Graf Shackle (Cs,e,n)

Setelah melabeli Graf Shackle (Cs,e,n), dilanjutkan dengan mendata huruf dan angka
yang digunakan dalam pesan dengan mengabaikan spasi dan tanda baca. Angka yang
digunakan dalam pesan di ubah dalam bentuk alphabet yaitu menjadi ”pin atm mama
adalah 551212”. Huruf yang digunakan adalah a,d,h, i,l,m,n,p,s,t,u . Gambar 3 adalah
diagram pohon yang berakar di label 3 dengan dilengkapi label sisinya.



39 0 50
(2) (4) W
38 51 49 41 34 33
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= 36 35 32 31 = . k u
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Figure 3: Diagram Tree untuk membangun ciphertext

Letakkan huruf-huruf yang digunakan dalam pesan sesuai dengan abjad (abjad awal
diletakkan di ujung kanan), dan urutkan label sisinya. Kemudian pesan rahasia dipec-
ahkan dengan menerapkan teknik kriptosistem modulo 26 terhadap masing-masing hu-
rufnya sehingga menjadi a = mod(39385237,26) = 21, d = mod(395136,26) = 14,
h = mod(395135,26) = 13, i = mod(404932,26) = 8, | = mod(40493130,26) = 2, m =
mod (4041424728, 26) = 16, n = mod(4041424727,26) = 15, p = mod (4041424544, 26) =
14, s = mod(40414829, 26) = 13, t = mod(5034,26) = 16, dan u = mod(5033,26) = 15.

Kemudian hasil modulo tersebut dikombinasikan dengan label titik terakhir untuk
menghindari terjadinya kesamaan bilangan diantara ciphertext. Dituliskan sebagai
berikut @ = 1721, d = 1714, h = 1813, ¢ = 198, [ = 132, m = 2116, n = 1515,
p = 2314, s = 2313, t = 1816, v = 1915. Kombinasi titik dan sisi tersebut di ubah
dalam bentuk modulo 26, sehingga diperoleh ciphertext yaitu a=g, d=y, h=t, i=q, l=c,
m=k, n=h, p=a, s=z, t=w, u=r. Oleh karena itu, dengan menggunakan proses substi-
tusi pesan kedalam ciphertext tanpa spasi dan tanda baca, maka ciphertext pesan ”pin
atm mama adalah 551212” menjadi ”aqhgwkkgkgeyecgtcqkgeqkgzgwryrgzgwryrg”. ;

Concluding Remarks

Berdasarkan hasil penelitian diatas, maka kita dapat menyimpulkan bahwa terdapat
pelabelan super face d-antimagic dengan tipe (1,1, 1) untuk Graf Shackle (C5,e,n)

e Graf Shackle (C5, e, n) memiliki pelabelan super (40n+26, 1) face antimagic total
untuk n > 5



Graf Shackle (C5, e,n) memiliki pelabelan super (38n 428, 2) face antimagic total
untuk n > 5

Graf Shackle (C5, e,n) memiliki pelabelan super (39n+ 27, 3) face antimagic total
untuk n > 5

Graf Shackle (C5, e,n) memiliki pelabelan super (37n+29,4) face antimagic total
untuk n > 5

Graf Shackle (Cj, e, n) memiliki pelabelan super (38n+28,5) face antimagic total
untuk n > 5
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