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RINGKASAN

Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic pada Graf Roda Tank
dan Kaitannya dengan Keterampilan Berpikir Tingkat Tinggi; Sindy
Putri Amalia Ma’rufah, 110210101062; 2015: 106 halaman; Program Studi Pen-
didikan Matematika, Jurusan Pendidikan Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,

Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember.

Ilmu pengetahuan dan Teknologi semakin berkembang seiring dengan ke-
majuan jaman. Berbagai macam Ilmu Pengetahuan yang telah berkembang pada
saat ini. Salah satu contohnya yakni matematika. Berbagai macam cabang Ilmu
di dalam matematika, salah satunya yaitu matematika diskrit yang di dalamnya
terdapat pokok bahasan mengenai teori graf. Graf digunakan untuk merepre-
sentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek diskrit tersebut.
Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek kajiannya berupa
graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan sisi serta himpunan bagian
bilangan cacah yang disebut label. Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam
graf, salah satunya adalah pelabelan total super(a,d)-sisi antimagic (SEATL),
dimana a bobot sisi terkecil dan d nilai beda.

Graf Roda Tank yang dinotasikan dengan T'W,, , merupakan pengembangan
dari graf cycle yang dihubungkan satu sama lainnya. Graf ini merupakan graf yang
memiliki dua ekspan pada indeks m dan indeks n. Gabungan diskonektif graf
Roda Tank merupakan gabungan saling lepas dari k£ duplikat graf Roda Tank dan
dinotasikan dengan c¢I'W,, ,,. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui
apakah graf Roda Tank memiliki pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic. Selain
itu akan diterapkannya tahapan-tahapan yang terdapat pada Taksonomi Bloom
hingga mencapai keterampilan berpikir tingkat tinggi.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deduktif aksiomatik,
yaitu dengan menurunkan teorema tentang pelabelan graf , kemudian diterapkan
dalam pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada T'W,, ,, dan ¢I'W,,, ,. Hasil
penelitian ini berupa lemma dan teorema baru mengenai pelabelan total super

(a, d)-sisi antimagic TW,, ,, dan ¢I'W,, ,, yaitu sebagai berikut:

X
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. Ada pelabelan titik (m + 2,1)-sisi antimagic pada graf graf Roda Tank
(Twpm.n) jika n > 8, n genap dan m > 3 yang telah dibuktikan pada lemma
4.4.1.

. Ada pelabelan total super (3mn—m-+1,0), dan (mn+m+3, 2)-sisi antimagic
pada graf Roda Tank T'wy,, jika m > 3 dan n > 8, n genap. Pada kasus
ini dibagi menjadi dua kasus yakni d = 0 dan d = 2 yang telah dibuktikan

melalui pembuktian teorema 4.4.1..

. Ada pelabelan total super (2mn + 2, 1)-sisi antimagic pada graf Roda Tank
TWy,, jika m > 3, m ganjil dan n > 8, n genap yang telah dibuktikan

melalui pembuktian teorema 4.4.2.

. Ada pelabelan titik (22 1)-sisi antimagic pada gabungan Graf Roda Tank
cT'wy, , jika m ganjil, m > 3, n = 6q + 4, gsembarang dan ¢ > 3, c ganjil,

telah dibuktikan pada lemma 4.6.1.

. Ada pelabelan total super (w, 0), dan (w, 2)-sisi an-
timagic pada gabungan graf Roda Tank c¢T'wy, , yang telah dibuktikan melalui

pembuktian teorema 4.6.1.

. Ada pelabelan total super (2mnk + 2, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf
Roda Tank cT'w,y, ,, yang telah dibuktikan melalui pembuktian teorema 4.6.2.

Hasil penelitian diharapkan dapat memberikan konstribusi terhadap ber-

kembangnya pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam ruang

lingkup pelabelan graf dan bisa digunakan sebagai acuan oleh peneliti lain untuk

meneliti pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada graf-graf khusus yang
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Fungsi bijektif label sisi yang menghubungkan titik antara

lingkaran satu dengan lingkaran selanjutnya pada graf Roda Tank

Fungsi bijektif label sisi yang menghubungkan titik awal

pada lingkaran dengan titik akhir pada lingkaran terakhir
pada graf Roda Tank

Fungsi bijektif pelabelan titik pada graf gabungan Roda Tank
Fungsi bijektif label sisi lingkaran pada graf

gabungan Roda Tank

Fungsi bijektif label sisi pada sisi akhir di lingkaran antar dua
titik pada graf gabungan Roda Tank

Fungsi bijektif label sisi didalam lingkaran

pada graf gabungan Roda Tank

Fungsi bijektif label sisi yang menghubungkan titik antara
lingkaran satu dengan lingkaran selanjutnya pada graf
gabungan Roda Tank

Fungsi bijektif label sisi yang menghubungkan titik awal

pada lingkaran dengan titik akhir pada lingkaran terakhir
pada graf gabungan Roda Tank

xviil
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

[lmu pengetahuan dan Teknologi semakin berkembang seiring dengan ke-
majuan jaman. Berbagai macam Ilmu Pengetahuan yang telah berkembang pada
saat ini. Salah satu contohnya yakni matematika, matematika merupakan ilmu
yang penting bagi kehidupan manusia dan juga ilmu hitung yang mendasari berba-
gai macam ilmu lainnya. Kemampuan menghitung, mengukur, menurunkan dan
menggunakan suatu rumus adalah salah satu kegunaan dari matematika yang
diperlukan dalam kehidupan sehari-hari.

Matematika harus dipelajari seseorang secara individual terkait dengan proses
berpikir logis yang bermanfaat bagi seseorang dalam mengambil suatu kesimpulan
dan termasuk memecahkan masalah. Berpikir merupakan suatu kegiatan mental
yang dialami seseorang jika mereka dihadapkan pada suatu masalah atau situasi
yang harus dipecahkan. Hal ini menunjukkan ketika seseorang memecahkan su-
atu masalah ataupun ingin memahami sesuatu, maka orang tersebut melakukan
aktivitas berpikir. Sesuatu dikatakan masalah apabila penyelesaiannya membu-
tuhkan multi informasi. Masalah dikategorikan sulit atau tinggi dapat diselesaikan
dengan keterampilan berpikir tingkat tinggi.

Berpikir tingkat tinggi terjadi ketika seseorang mengambil informasi baru
dan informasi yang tersimpan dalam memori dan saling berhubungan atau menata
kembali dan memperluas informasi untuk mencapai tujuan atau menemukan jawa-
ban yang mungkin dalam situasi membingungkan. Membahas mengenai berpikir
tingkat tinggi, berarti membahas level kognitif yang terdapat dalam taksonomi
bloom, yaitu aspek mengingat, memahami, menerapkan, menganalisis, mengeval-
uasi, dan mengkreasi. Berpikir tingkat tinggi dimulai dari 4-6 level dari bawah.
Tiga level pertama merupakan berpikir tingkat rendah, tiga level berikutnya
adalah berpikir tingkat tinggi. Namun demikian pembuatan level ini bukan ber-

arti bahwa level rendah tidak penting. Justru tingkat rendah ini harus dilalui
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dulu untuk naik ketingkat berikutnya. Semakin tinggi level yang dicapai se-
makin sulit kemampuan berpikirnya. Selain itu kemampuan mengkomunikasikan
gagasan melalui model matematika yang dapat berupa kalimat dan persamaan
matematika, diagram, grafik atau tabel juga merupakan kegunaan lain dari ma-
tematika.

Berbagai macam cabang I[lmu di dalam matematika, salah satunya yaitu
matematika diskrit yang di dalamnya terdapat pokok bahasan mengenai teori
graf. Teori graf banyak digunakan sebagai alat bantu untuk menggambarkan
atau menyatakan suatu persoalan agar lebih mudah dimengerti dan diselesaikan.
Persoalan-persoalan ini akan lebih jelas untuk diterangkan bila dapat direpresen-
tasikan dalam bentuk graf. Graf adalah himpunan tidak kosong dari elemen-
elemen yang disebut titik, dan suatu himpunan pasangan tidak terurut dari titik-
titiknya yang disebut dengan sisi. Hingga saat ini pemanfaatan teori graf sangat
membantu dalam pengaplikasiannya seperti dalam jaringan tranportasi, komuni-
kasi, pendesainan chip dan lain sebagainya. Walaupun pemanfaatannya sangat
banyak, yang menarik adalah bahwa Teori graf hanya mempelajari titik dan garis.

Teori graf ini bermula dari tujuh jembatan yang terdapat di kota konigsberg
di Prusia timur yang menghubungkan empat wilayah disekitarnya, dan bagaimana
seseorang dapat melintasi kota dengan menyeberangi ketujuh jembatan tersebut
tanpa mengulangi jembatan tersebut dua kali.Pada tahun 1736 oleh L. Euler seo-
rang ahli matematika dari Swiss untuk mencoba memecahkan Masalah Jembatan
Konigsberg. Euler mencoba solusi dari permasalahan bagaimana menyeberangi
semua pulau dimulai dari sebarang pulau dan melewati semua pulau melalui jem-
batan itu tepat hanya satu kali dari tempat berangkat sampai kembali ke tempat
semula. Permasalahan jembatan Konigsberg tersebut dapat direpresentasikan
dalam aplikasi teori graf. Pada permasalahan ini lokasi sepanjang kota yang
dihubungkan oleh jembatan merupakan representasi verter, sedangkan jembatan
yang menghubungkan antar lokasi merupakan representasi edge. Berikut disajikan

model graf yang gambar oleh Euler ditunjukkan pada Gambar 1.1.

Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek kajiannya

berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan sisi serta himpunan
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(a) Jembatan Konisberg di Jerman  (b) Representasi dalam graf

Gambar 1.1 Konigsberg

bagian bilangan cacah yang disebut label. Pelabelan graf pertama kali muncul
pada pertengahan tahun 1960-an yang diawali sebuah hipotesis oleh Ringel dan
Rosa (Dafik, 2007:17).

Berdasarkan ada atau tidaknya label, graf dapat dibedakan menjadi dua
yaitu labeling graf dan non labeling graf. Pelabelan (labeling) pada sebuah graf
G adalah suatu pemetaan (fungsi bijektif) yang memetakan beberapa himpunan
bagian dari elemen graf tersebut menuju ke sebuah himpunan bilangan bulat yang
bernilai positif. Jika domain dari pemetaan tersebut berupa himpunan vertex
maka pelabelan (labeling) tersebut dinamakan vertex labeling, sedangkan jika
domainnya adalah himpunan edge maka pelabelannya dinamakan edge labeling.
Selain itu terdapat pula total labeling yaitu pelabelan yang terjadi jika domainnya
merupakan penggabungan dari himpulan vertex dan himpunan edge.

Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf, salah satunya adalah
pelabelan total super(a,d)-sisi antimagic (SEATL), dimana a bobot sisi terke-
cil dan d nilai beda. Pelabelan ini diperkenalkan oleh Simanjutak, Bertault dan
Miller pada tahun 2000 (Dafik, 2007:19). Pada graf diskonektif, hanya sedikit
famili graf yang diketahui mempunyai pelabelan total super(a, d)-EATL. Masalah
ini cukup sulit karena melibatkan angka pelabelan lebih banyak pada setiap kom-
ponen graf konektif terpisahnya dan tidak ada jaminan jika graf G mempun-
yai pelabelan total super(a,d)-EATL kemudian pada gabungan graf diskonek-
tifnya mempunyai pelabelan total super(a’, d')-EATL. Oleh karena itu penelitian-
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penelitian lanjutan sangat diperlukan.

Salah satu jenis graf yang belum diketahui pelabelan super (a,d)-EATL
adalah graf Roda Tank. Graf Roda Tank yang dinotasikan dengan 7'W,, ,, meru-
pakan pengembangan dari graf cycle yang dihubungkan satu sama lainnya. Graf
ini merupakan graf yang memiliki dua ekspan pada indeks m dan indeks n. Gabu-
ngan diskonektif graf Roda Tank merupakan gabungan saling lepas dari £ duplikat
graf Roda Tank dan dinotasikan dengan cI'W,, .

Dalam penelitian ini akan dibahas tentang pelabelan total super (a, d)-EATL
pada graf Roda Tank konektif dan gabungan atau diskonektif karena belum per-
nah ditemukan sebelumnya. Selain itu peneliti akan menerapkan tahapan-tahapan
yang terdapat pada Taksonomi Bloom hingga mencapai keterampilan berpikir
tingkat tinggi. Oleh karena itu, pada penelitian ini peneliti memilih judul ”Pela-
belan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic pada Graf Roda Tank dan Kai-
tannya dengan Keterampilan Berpikir Tingkat Tinggi”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah dalam

penelitian ini yaitu:

1. Bagaimana batas atas pelabelan total super (a,d)-EATL pada graf Roda
Tank konektif dan diskonektif?

2. Bagaimana pelabelan total super (a,d)-EATL pada graf Roda Tank konek-
tif?

3. Bagaimana pelabelan total super (a,d)-EATL pada graf Roda Tank diskonek-
tif?

4. Bagaimana kaitan pelabelan total super (a,d)-EATL pada graf Roda Tank

dalam menciptakan keterampilan berpikir tingkat tinggi?

1.3 Batasan Masalah
Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, maka

dalam penelitian masalahnya dibatasi pada:
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1.

1.4

5

graf berhingga yang tidak mempunyai loop dan sisi ganda (paralel) serta

bukan graf berarah(directed graph);

. pelabelan total super(a, d)-EATL pada graf Roda Tank konektif akan dis-

imbolkan dengan Tw,,, dan gabungan graf Roda Tank diskonektif disim-
bolkan dengan cTwy,,, dimana m > 3, n > 10, ¢ > 3 dan c bilangan
ganjil:m,n,c € N. Dalam hal ini, ¢ merupakan banyaknya graf Roda Tank
yang digabung, yaitu minimal 3 graf Roda Tank, sedangkan m dan n meru-

pakan ketentuan dari definisi graf Roda Tank ;

Menggunakan taksonomi bloom yang telah direvisi;

Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang, maka tujuan dari pe-

nelitian ini adalah sebagai berikut:

1.

1.5

Untuk mengetahui batas atas pelabelan total super (a,d)-EATL pada graf
Roda Tank konektif dan diskonektif;

. untuk mengetahui pelabelan total super (a,d)-EATL pada graf Roda Tank

konektif;

. untuk mengetahui pelabelan total super (a,d)-EATL pada graf Roda Tank

diskonektif;

. untuk mengetahui kaitan pelabelan total super (a,d)-EATL pada graf Roda

Tank dalam menciptakan keterampilan berpikir tingkat tinggi.

Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian adalah:

. Menambah wawasan baru dalam bidang teori graf labeling dan sekaligus

memperkaya temuan-temuan algoritma pelabelan total super(a,d)-EATL

pada graf Roda Tank untuk graf khusus;
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2. memberikan motivasi kepada pembaca untuk meneliti pelabelan total super

(a, d)-sisi antimagic pada graf dari jenis yang lain;

3. melatih peneliti dalam proses berpikir tingkat tinggi terutama terkait de-
ngan mengingat dasar graf, memahami definisi pada graf, menerapkan batas
atas, menganalisis pola, mengevaluasi fungsi dan terakhir mengkreasi lema,

teorema dalam membuktikannya.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Pengetahuan dasar mengenai graf sangat dibutuhkan dalam penelitian ini,
karena batasan masalah ke-1 yang digunakan peneliti, penjelasannya pada ter-
minologi dasar graf ini. Sebuah graf didefinisikan sebagai pasangan terurut him-
punan (V, E) dimana V adalah sebuah himpunan tidak kosong yang berhingga
yang anggota- anggotanya dinamakan simpul (verteks). E adalah sebuah him-
punan sisi (edge) yang menghubungkan sepasang simpul. Graf dilambangkan
dengan G = (V, E) Dimana V tidak boleh kosong, sedangkan E boleh kosong.
Jadi, sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu buah pun, tetapi Ver-
texnya harus ada minimal satu. Bila (V) E) adalah himpunan berhingga maka
graf yang demikian disebut dengan graf berhingga (finite graph).

Suatu graf dengan p buah verteks dan ¢ buah sisi ditulis dengan G(p, q).
Secara umum graf dapat digambarkan dengan suatu diagram dimana verteks yang
ditunjukkan sebagai titik yang dinotasikan dengan v;, i= 1,2,3,...dan sisi yang
digambarkan dengan sebuah garis lurus atau dengan garis lengkung yang meng-
hubungkan dua verteks v;,v; dan dinotasikan ey, k = 1,2,3, ..., ¢ disebut dengan
simpul-simpul verteks dari ey

Gambar 2.1. G, adalah graf dengan V(G1) = vy, v, v3,v4 dan E(G;) =
€1, €2, €3, €4, €5, dengan e; = v Uy, €3 = VU3, €3 = V1ly, €4 = Uy, €5 = v3y. Titik
v1 dan v, berhubungan langsung, sisi e; terkait dengan titik v; dan vy. Karena
E(G3) = 0, maka G5 adalah graf kosong. menurut Munir (2012:365) mengatakan
dua titik dikatakan berhubungan (adjacent) jika ada sisi yang menghubungkan
keduanya dan sebuah sisi dikatakan menempel untuk titik yang menghubungkan
sisi tersebut. Sejumlah sisi yang menempel pada sebuah titik disebut derajat titik
(degree). Graf reguler merupakan graf dimana (degree) disetiap titik pada graf
tersebut sama (Gary Chartrand, 2012: 38). Sebagai contoh, graf pada gambar 2.1,

vy berhubungan dengan v3 dan v berhubungan dengan v4, dan sisi e; menempel
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Gy

Gambar 2.1 Graf G; dan Go

dengan titik v; dan ve. Titik vy derajat 3, vy memiliki derajat 3.

Sebuah sisi yang menghubungkan pasangan simpul yang sama atau bisa dise-
but juga sebuah sisi yang berawal dan berakhir pada verteks yang sama disebut
dengan loop. Dan dua atau lebih sisi yang mempunyai verteks- verteks ujung yang
sama disebut dengan sisi paralel. Sebuah graf yang di dalamnya tidak terdapat

loop dan sisi paralel disebut dengan graf sederhana.

€3 Ev €4
€5 €3
€4 €6 €2
€1
Gl Gz

Gambar 2.2 Contoh graf tidak sederhana dan graf sederhana

Berdasarkan gambar 2.2. (G bukan graf sederhana karena memiliki loop
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yaitu sisi e5 dan memiliki sisi rangkap yaitu e; dan e;. GGo merupakan graf seder-

hana.

2.2 Jenis-jenis graf

Mempelajari jenis-jenis graf ini untuk mengetahui bagaimana menggambar
graf khusus yang simetris, mengetahui kardinalitas dari graf khusus bahwa memer-
lukan |V|,|E|,V dan E, dan mengetahui berbagai macam graf khusus yang telah
ditemukan peneliti sebelumnya. Berdasarkan ada tidaknya gelang atau sisi ganda

pada suatu graf, maka graf digolongkan menjadi dua jenis:

1. Graf sederhana (simple graf) adalah graf yang tidak mengandung gelang
maupun sisi-ganda dinamakan graf sederhana. Contoh graf sederhana di-
representasikan dengan jaringan komputer. Pada graf sederhana sisi meru-

pakan pasangan tak terurut. Jadi sisi (u,v) sama saja dengan (v, u).

2. Graf tak-sederhana (unsimple-graf / multigraf) adalah graf yang mengan-
dung sisi ganda atau gelang. Graf tak sederhana dibagi menjadi dua macam,
yaitu graf ganda dan graf semu. Graf ganda adalah graf yang mengandung
sisi ganda. Sedangkan graf semu adalah graf yang mengandung gelang. Sisi

pada graf semu dapat terhubung ke dirinya sendiri.

Berdasarkan jumlah simpul pada suatu graf, maka secara umum graf dapat

digolongkan menjadi dua jenis:

1. Graf berhingga (finite graf) adalah graf yang jumlah simpulnya, n berhingga.

2. Graf tak-berhingga (unfinite graf) adalah graf yang jumlah simpulnya, n
tidak berhingga banyaknya disebut graf tak berhingga.

Berdasarkan orientasi arah pada sisi, maka secara umum graf dibedakan atas
2 jenis:
1. Graf tak-berarah (undirected graf) adalah graf yang sisinya tidak mempunyai

orientasi arah disebut graf tak-berarah.

2. Graf berarah (directed graf atau digraf) adalah graf yang setiap sisinya

diberikan orientasi arah disebut sebagai graf berarah.
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2.3 Graf Khusus

Graf khusus adalah graf yang mempunyai keunikan dan karakteristik bentuk
khusus. Keunikannya adalah graf khusus tidak isomorfis dengan graf lainnya.
Karakteristik bentuknya, dapat diperluas sampai order n tetapi simetris. Graf
khusus yang sudah populer dinamakan well-known special graph sedangkan graf
khusus yang belum populer tetapi dengan karakteristik graf khusus dinamakan

unwell-known special graph. Berikut ini beberapa contoh graf khusus.

2.3.1 Graf khusus populer (well-known special graph)
1. Graf Lengkap (Complete Graph)
Graf lengkap adalah graf sederhana yang setiap simpulnya mempunyai sisi
ke semua simpul lainnya. Graf lengkap dengan n buah simpul dilambangkan

dengan K,.

2. Graf Bintang (Star Graph)
Graf Bintang adalah graf pohon yang terdiri dari 1 titik yang berderajat
n — 1 dan n — 1 titik yang berderajat 1. Jadi, graf bintang S,, terdiri dari n
titik dan n — 1 sisi dengan n > 3.

3. Graf Lingkaran (Cycle graph)
Graf lingkaran adalah graf sederhana yang setiap simpulnya berderajat dua.

Graf lingkaran dengan n simpul dilambangkan dengan C,.

2.3.2 Graf khusus yang belum populer
1. Graf Buku Segitiga (Chandra, F.E.,;2011) dinotasikan dengan Bt,, adalah su-
atu graf yang merupakan famili dari graf Komplete tripartite K, ,; dengan
jumlah titik pada m dan n adalah satu dan jumlah titik pada [ sebanyak n.
Graf Buku Segitiga Bt,, merupakan graf yang terdiri dari n buah segitiga
(n > 1) dengan setiap segitiga memiliki sebuah sisi yang dipakai bersama
atau dengan kata lain setiap segitiga memiliki 2 titik yang sama. Sebagai
ilustrasi perhatikan graf Sg pada Gambar 2.3. Graf tersebut tersusun dari

5 buah segitiga.
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Gambar 2.3 Graf Buku Segitiga Bts

2. Graf UFO (Umilasari,R.,2013) yang dinotasikan dengan Uy, , adalah sebuah
graf yang memiliki bentuk menarik yang dikembangkan dari graf Buku Segit-
iga. Graf UFO memiliki himpunan vertex, V = {u, f, 0, z;, u;, 0, Tm;, ;1 <
i <m;1 < j <n;m,neN} dan himpunan edge, E = {fx;, uf, fo,0x;, Ty,
uuj, 0051 <i<m;1<j<n;m,neN}. Gambar 2.4 merupakan Graf UFO,

Gambar 2.4 Graf UFO U,,

3. Graf Roket (Prastiwi,L..S.,2013) merupakan sebuah graf yang dinotasikan
dengan R,,, dimana n banyaknya percikan api yang keluar dari ekor Roket
dan m adalah jumlah titik pada badan dari graf Roket. Graf Roket mem-
punyai 2m + 3n + 3 titik dan 4m + 3n + 3 sisi. Graf Roket mempunyai him-
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punan titik R, ,, dimana V (R, ) = {z;, ;1 <@ <m} U {&n;, Ymj, 2j; 1 <
j < n} U {v,w,z} ERppn = &1, Yiliy1, T, ¥¥ip1; 1 < 0 < m}p U
{wxbvylawyl: 'UUJ} U {xm'z?ymZ?xmxmj y 2255 YmYmys 1 S ] S n} Gambar

2.5 yang merupakan graf Roket R, .

Gambar 2.5 Graf Roket R,

4. Graf Siput (Dewi, N.R.,2013) dinotasikan S,, adalah sebuah graf dengan
himpunan vertex, V. ={S, N, A, I,L, E, R,Y;, X;;1 <i < n} dan himpunan
edge, E = {RE, EY:,Y;X;, XiYis1, XuS, SN, NA, AL, IL,LE, LX;;1 < i <
n}. Gambar 2.6 merupakan contoh Graf Siput (S,).

Gambar 2.6 Graf Siput Sy
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5. Graf tangga tiga-siklus (Azizah, K.M.F.,2012) adalah salah satu family dari
graf ladder. Graf tangga tiga-siklus adalah sebuah graf yang dinotasikan
dengan T'CL,, dimana V(T'CL,) = {z;,y;,2;1 < i <n,1 < j <n+
1} dan E(TCL,) = {yjz;,;1 < j < n—1} U {yyri:1 < j < n} U
{Zyi, vizi, Tyiv1, Tiziv1; 1 < i < n}. Gambar 2.7 adalah contoh graf T'C'Ls.

Gambar 2.7 Graf Tangga Tiga-siklus T'C'L3

6. Graf Tunas kelapa (Lestari, 1.L.,2013) C'R,,,, mempunyai himpunan titik
V(CR,m) = {xi,yj,2;1 <i <n,1 <j <n}danhimpunansisi E(CR,,,,) =
{znzi, ;i =1} U{zizi;1 <i<n—1} U {zny;1 <j <m} U {yjy41;1 <
j<m—1} U {z,z}. Gambar 2.8 merupakan graf tunas kelapa C'R,, ,,,.

7. Graf Gunung berapi (Dewi, S.K.R.,2012) dinotasikan dengan(?,,) dengan
1 <1<3,1<j<nmempunyai himpunan titik V(9,,) = z;,y;;1 <j<n
dan himpunan sisi E(0,) = 2122 U 2323 U 21951 < j <n Gambar 2.9

menunjukkan contoh graf Gunung Berapi.
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Gambar 2.8 Graf tunas kelapa CR,, ,,

Gambar 2.9 Graf Gunung Berapi

14
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8. Graf Kelelawar (Mukhlis, A.,2012) adalah sebuah graf yang dinotasikan de-
ngan Bat, dimana V' (Bat,) = {v;,w;, xj, v, 2;;1 <i <n,1 <j <4dn+ 2}
dan F(Bat,) = {inia ViZ4i—3, Vildi—1, WiLgi—3, Wilgi—2, WiT4i—1, YiTai—1, YiT4i,

2T 4i 1, ZiTaiy Zi%ais1, ZiCaive; 1 <1 <n} U {z;xj41;1 < j <4n+ 1} Gam-

bar 2.10 merupakan graf kelelawar Bat,,.

Gambar 2.10 Graf Kelelawar Bat,

9. Graf Gunung (Fajriatin, A.2011) yang dinotasikan dengan M, adalah
sebuah graf dengan himpunan vertex, |V| = {z;,y;;1 < i < 2n dan
1 < j <6n+2,neN} dan himpunan edge, |E| = {x;ysi_2, ;ysi+3 untuk
i ganjil, T;ys; 3, T;ysiy2 untuk ¢ genap, T;ys;_1,T;ysi, TiYzi+1 untuk ¢ seba-
rang, 1 < i < 2n dan y;yj11, 1 < j < 6n+ 1}. Gambar 2.11 merupakan
contoh Graf Gunung, Mo, .

Gambar 2.11 Graf Gunung Ms,, dengan n = 2, My
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10. Graf Diamond Ladder (Syakdiyah, L..,2011) adalah family dari graf Ladder.
Graf ini graf yang dinotasikan dengan DI,, dimana V' (Dl,,) = {z;, yi, zj; 1 <
i <n,1<j<2n}dan E(Dl,) = {2ixiq1, yiYir1: 1 <i <n—1} U {zy51 <
i <n} U {2zj41;2 < j < 2n — 2 genap} U {Tiz0i1, TiZoi, YiZoi1, YiZois
1 <i<n}. Gambar 2.12 adalah contoh graf Dl,.

Gambar 2.12 Graf Diamond Ladder Dly

11. Graf Ulat Sutra(Dian,A.H.,2014)adalah satu graf yang menarik yang dikem-
bangkan dari graf Snake. Graf Ulat sutra dinotasikan dengan Sw, dimana
himpunan titik Sw, adalah V(Sw,,) = {z;,y;,2;;1 <i<n,1 <j<n+1}
dan E(Swy,) = {®iz;, Tiziv1, 2201, YiZi, Yizin1; L < 6 < n} U {yiz;1 <

i <n —1}. Gambar 2.13 merupakan graf Ulat sutra Swy,.

Gambar 2.13 Graf Ulat Sutra Sw,

12. Graf Rantai Pentagon(Ermita,R.A.,2014)adalah salah satu graf yang dikem-
bangkan dari graf Siklis dan graf Snake. Graf Snake, yang berupa expand
dari graf pentagon, adalah graf yang salah satu titiknya dipakai bersama
dengan graf lainnya. Graf Rantai Pentagon adalah sebuah graf yang dino-
tasikan dengan B¢, dimana titik (vertex) adalah VP, = {z;, ;1 <i <
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n;1 < j < 3} dan Sisi (edge) adalah EBC, = {z;, ;2 ;,vir1;1 < i <
n;1 <j <3} U{wi2 i3 Ti2, Tit13;1 <@ <n}. Gambar 2.14 merupakan
graf rantai pentagon ‘BE&,,.

RS

Gambar 2.14 Graf Rantai Pentagon B¢,

Graf Tribun (Mubhlisatul, M,2014)adalah sebuah graf yang dikembangkan
dari graf ular (Snake) dan dinotasikan sengan ¥,,. Bentuk dari graf Tribun
dapat dilihat pada gambar 2.15. Graf Tribun memiliki himpunan vertex,
%, dimana titik (verter) adalah V%, = {z;,2;,v;,B;1 < i <ndan 1 <
j < n} dan Sisi (edge) adalah ET,, = {Bz, Bz, Bzs U 2;2j:1;1 < j <nU
TiZ2i1; 1 <0 < nUzizei43; 1 <0 < nUy20i4151 <0< nUY20i151 <0 <nj}

Graf Lampion (Robiyatul,A.,2014)adalah salah satu graf yang merupakan
famili dari graf buku segitiga. Graf lampion adalah sebuah graf yang dino-
tasikan dengan £, ,, dimana V(£,,,) = {zi, i1, Ti2;; 1 <1 <n+1,1<
j<m}dan E(£nm) ={2:i%i1;,;1 <i<n+1,1<j<m} U {zizi2;;1 <
i<n+11<j<m}U{zzi;1 <i<n+ll<j<m}uU
{igjrip; 1 <i<n+1,1<j<m} U {z;11%i21;1 <i <n+1}. Berikut

ini gambar 2.16 adalah gambar graf lampion,
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Gambar 2.15 Graf Tribun €,

2.4 Aplikasi Graf

Teori Graf digunakan dalam kehidupan sehari-hari untuk mendeskripsikan
model persoalan dan menggambarkannya secara konkret dan jelas. Selain itu
graf juga dipergunakan untuk mempermudah menyelesaikan berbagai macam
persoalan- persoalan yang sulit diselesaikan dengan perhitungan biasa. Salah satu
contoh aplikasi graf yakni dalam menentukan IP adress yang terdapat dalam su-
atu topologi jaringan komputer. Terdapat 6 komputer yang terhubung ke sebuah
server dengan topologi jaringan star. masing-masing komputer harus diberikan
IP adress dan harus bersifat rahasia supaya tidak dimanfaatkan orang lain yang
tidak berhak. Untuk memudahkan pendeteksian masalah penomoran IP adress
harus diberikan pengkodean secara teratur. Namun demikian apabila ada masalah
terdapat jaringan IP adress masing-masing komputer harus dapat dideteksi de-
ngan mudah. Salah satu jalan adalah dengan memberikan tag code pada kabel
penghubungnya. Yang mana biasanya dalam IP adress terdapat kode yang bersi-
fat tetap dan berubah yang harus diatur(Dafik, 2008:8). Seperti gambar 2.17
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Gambar 2.16 Graf Lampion £,

Iierivel Protocol (TOP/TP) Properties = M
Gierwed |
€ X i G

e ‘yout network sigpats
e capabdly. Otharvasa pou rved 10 A5k your rebwotk adish o for
e appropuiste P sething:.

Biasanya Sama
(" Qbion an 1P sddes automaticaly

e g b

1P addes:

Sybrel mask. 255 255255 0
Defaul gateway. 192 168, 13 1
O Dt DHE bocoit ackess Sttormellé )

Perlu diatur

(a) IP Address

192.168.13.3

192.168.13.7

192.168.13.6

(b) Topologi Star

Gambar 2.17 ip adress
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2.5 Fungsi dan Barisan Aritmatika
Dalam proses menemukan lema, teorema pada pelabelan graf Train Whell
membutuhkan materi fungsi dan barisan aritmatika sebagai pengetahuan dasar

untuk membuktikannya.

2.5.1 Fungsi

Fungsi seringkali dikenal sebagai pemetaan. Fungsi ” f” dari himpunan A
ke himpunan B, ditulis dengan notasi f : A — B, adalah aturan korespondensi
yang menghubungkan setiap x € A dengan tepat satu anggota B. Himpunan
A yaitu himpunan yang memuat elemen pertama dari elemen-elemen dalam f,
disebut domain fdan dapat dinyatakan sebagai Dy. Himpunan B yaitu himpunan
yang memuat elemen kedua dari elemen-elemen dalam f, disebut range f dan
dinyatakan sebagai R;. Notasi: f : A — B menunjukkan bahwa f merupakan
fungsi dari A ke B, yang sering juga dibaca ” f adalah pemetaan dari A ke B”,
atau ” f memetakan A ke B”. Jika (a,b) anggota dari f, maka b = f(a) untuk
(a,b) € f

Berikut ini disajikan beberapa fungsi-fungsi khusus.

1. Fungsi Injektif
Suatu fungsi f : A — B disebut fungsi injektif (fungsi satu-satu) jika dan
hanya jika untuk tiap a;,as € A dan a; # (ag) berlaku f(ay) # f(a2).

2. Fungsi Surjektif
Suatu fungsi f : A — B disebut fungsi surjektif atau fungsi onto atau fungsi
kedalam jika dan hanya jika (Ry = B), atau Vy € B,3z € A,> f(z) = B.

3. Fungsi Bijektif
Fungsi f : A — B adalah fungsi bijektif jika dan hanya jika fungsi f meru-
pakan fungsi injektif dan fungsi surjektif

2.5.2 Barisan Aritmatika

Suatu barisan Uy, Us, Us, ..., U, disebut barisan aritmetika jika selisih

dua suku yang berurutan adalah tetap. Barisan dalam R adalah suatu
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fungsi yang menghubungkan setiap bilangan asli n = 1,2, 3, ... dengan tepat
satu bilangan real.

Nilai untuk menentukan suku ke-n dari barisan aritmatika. Perhatikan
pada contoh ini 2,7,12,17,19, ... Misalkan Uy, Us, Us, ... adalah barisan ar-
itmatika, maka:

Uy =2=2+5(0)

Uy=7T=2+5=2+5(1)

U3=12=2+4+54+5=2+45(2)

Secara umum, jika suku pertama (U;) = a dan beda suku yang berurutan
adalah b maka dari rumus U,, = 2 4 5(n — 1) diperoleh 2 adalah a dan 5
adalah b. Oleh sebab itu, suku ke-n dapat dirumuskan sebagai berikut :

U,=a+bn—-1)

Barisan aritmetika yang mempunyai beda positif disebut barisan aritmetika
naik, sedangkan jika bedanya negatif disebut barisan aritmetika turun.

Uy, Uy, Us, ..., U,_1,U, disebut barisan aritmatika, jika

Uy—-U =U;3—-Uy=...=U, —U,_1 = konstanta.

U,=a+ (n—1)b=0bn+ (a —b) — Fungsi linier dalam n.

2.5.3 Aksioma, Lemma, Teorema, Corollary, Konjektur dan Open
Problem
Aksioma adalah proposisi yang diasumsikan benar. Aksioma tidak memer-
lukan pembuktian kebenaran lagi. Teorema adalah proposisi yang sudah ter-
bukti benar. Bentuk khusus dari teorema adalah lemma dan corolarry (akibat).

Lemma adalah teorema sederhana yang digunakan dalam pembuktian teorema
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lain. Lemma biasanya tidak menarik namun berguna pada pembuktian propo-
sisi yang lebih kompleks, yang dalam hal ini pembuktian tersebut dapat lebih
mudah dimengerti bila menggunakan sederetan lemma, setiap lemma dibuktikan
secara individual. Corollary (akibat) adalah teorema yang dapat dibentuk lang-
sung dari teorema yang telah dibuktikan, atau dapat dikatakan corollary adalah
teorema yang mengikuti dari teorema lain. Konjektur adalah sebuah proposisi
yang dipradugakan sebagai hal yang nyata, benar, atau asli, sebagian besarnya
didasarkan pada landasan inkonklusif (tanpa simpulan). Konjektur bertentan-
gan dengan hipotesis (oleh karenanya bertentangan pula dengan teori, aksioma,
atau prinsip), yang merupakan pernyataan yang mengandung perjanjian menurut
landasan yang dapat diterima. Di dalam matematika, konjektur adalah propo-
sisi yang tidak terbuktikan atau tidak memerlukan bukti atau juga teorema yang
dianggap pasti benar adanya. Open problem (masalah terbuka atau pertanyaan
terbuka) adalah beberapa masalah yang dapat secara akurat dinyatakan, dan

belum diselesaikan (tidak ada solusi untuk diketahui).

2.6 Pelabelan Graf
2.6.1 Definisi Pelabelan Graf

Dalam mencari fungsi sebuah graf, maka harus diketahui terlebih dahulu
pola pelabelan pada graf tersebut. Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam
teori graf. Objek kajiannya berupa graf yang secara umum direpresentasikan
oleh titik dan sisi serta himpunan bagian bilangan asli yang disebut label. Per-
tama kali diperkenalkan oleh Sadlck (1964), kemudian Stewart (1966), Kotzig dan
Rosa (1970). Hingga kini dikenal beberapa jenis pelabelan pada graf, antara lain
pelabelan gracefull, pelabelan harmoni, pelabelan total tak beraturan, pelabelan
ajaib, dan pelabelan anti ajaib. Dalam pengembangan pelabelan ajaib, dikenal
pula pelabelan total titik-ajaib, pelabelan total titik ajaib super, pelabelan total
sisi-ajaib, dan pelabelan total sisi-ajaib super.Pada penelitian kali ini penulis akan
mengkaji pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Pelabelan graf meru-
pakan suatu pemetaan satu-satu yang memetakan himpunan dari elemen-elemen
graf (titik dan sisi) ke himpunan bilangan bulat positif. Secara umum, fungsi f

yang memetakan himpunan A ke dalam B disebut fungsi satu-satu jika elemen-
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elemen yang berbeda dalam B ditetapkan dengan elemen-elemen yang berbeda
dalam A, atau f : A — B adalah satu-satu jika f(a) = f(a’) maka a = d'.

Jika domain dari pemetaan adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan
titik (vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka disebut pelabelan sisi
(edge labeling), dan jika domainnya titik dan sisi, maka disebut pelabelan total
(total labeling).

Berdasarkan gambar 2.18 (a) merupakan contoh pelabelan titik yaitu hanya
titik saja yang dilabeli, sedangkan gambar 2.18 (b) menunjukkan pelabelan sisi,
dimana hanya sisi graf saja yang dilabeli dan pelabelan total dapat dilihat pada

Gambar 2.18 (c¢), semua titik maupun sisi diberi label.

(a) Pelabelan Titik (b) Pelabelan Sisi (c) Pelabelan Total

Gambar 2.18 (a),(b),(c) Jenis-jenis Pelabelan

Pada pelabelan titik, jumlah label dua titik yang menempel pada suatu sisi
disebut bobot sisi w(e). Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama maka
disebut pelabelan titik sisi ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang
berbeda dan himpunan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmatika
dengan suku pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut disebut pelabelan
titik sisi anti ajaib (edge antimagic vertex labelling (EAVL)).

Bobot sisi pada pelabelan total e = uwv,wt(e) adalah suatu harga yang
diberikan dengan menjumlahkan label sisi e dengan label dua titik © dan v yang
menempel dengan sisi e, yaitu: wt(uv) = A(u) + A(uv) + A(v).

Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama maka pelabelan tersebut

disebut pelabelan total-sisi-ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi berbeda
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yangmembentuk barisan aritmatika dengan suku pertama a dan beda d maka

pelabelan tersebut disebut pelabelan total sisi anti ajaib (antimagic).

2.6.2 Pelabelan Total Super (a,d)-sisi antimagic

Sebuah pemetaan satu-satu f dari V(G) ke himpunan bilangan bulat {1, 2,
3,...,p} disebut pelabelan titik (a, d)-sisi antimagic jika himpunan bobot sisinya
w(uv) = f(u)+f(v) pada semuasisi G adalah {a, a+d, a+2d, ..., a+(g—1)d} untuk
a > 0 dan d > 0 keduanya adalah bilangan bulat, sedangkan Pelabelan total (a, d)-
sisi antimagic adalah sebuah pemetaan satu-satu f dari V(G)U E(G) ke bilangan
bulat {1,2,3,...p+ ¢} sehingga himpunan bobot sisinya w(t)(uv) = f(u)+ f(v) +
f(uv)pada semua sisi G adalah {a,a + d,a + 2d,...,a + (¢ — 1)d} untuk a > 0
dan d > 0 keduanya bilangan bulat. Sebuah pelabelan total (a, d)- sisi antimagic
disebut pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic jika f(V) = {1,2,3,...p} dan
f(EY={p+1,p+2,..p+q}.

Dengan kata lain, pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada sebuah
graf G = (V) E) adalah pelabelan titik dengan bilangan bulat {1,2,3,...p} dan
pelabelan sisi dengan bilangan bulat {p + 1,p + 2,...p + ¢} dari sebuah graf
G dimana p adalah banyaknya titik dan ¢ adalah banyaknya sisi pada graf G,
sedemikian hingga himpunan bobot dari sisinya adalah W = {w(z,y)lzy €
E(GQ)} = {a,a+d,a+2d,...,a + (¢ — a)d} untuk a > 0 dan d > 0, dimana
a(u) adalah label dari titik u, a(v) adalah label dari titik v dan a(uv)adalah label
dari sisi wv. Untuk mencari batas atas nilai beda d pelabelan total super (a,d)-
sisi antimagic dapat ditentukan dengan lemma berikut ini seperti (dalam Dafik:
2009).

Lema 2.6.1. Jika sebuah graf (p,q) adalah pelabelan total super (a,d)-sisi an-

timagic maka d < %

Misalkan graf-(p, ¢) adalah pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dengan
pemetaan f : V(G)UE(G) — {p+1,p+2,...,p+¢}. Nilai minimum yang mungkin
dari bobot sisi terkecil f(u) + f(uv) + f(v) =1+ (p+ 1) +2 = p+ 4. Dapat
ditulis: p+4 <a

Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin dari bobot sisi
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terbesar yaitu dengan menjumlahkan dua label titik terbesar (p—1) dan p dengan
satu label sisi terbesar (p+q), sehingga diperoleh: (p—1)+(p+q)+p = 3p+q—1.
Akibatnya:

a+(g—1d < 3p+qg-—1
3p+qg—1—(p+4)
qg—1
2p+q—5
q—1

IN

IN

(2.1)

Dari persamaan (2.1) terbukti bahwa d < 2”%’11_5 sehingga diperoleh d dari
q
berbagai famili graf. 0

Dafik, Robiyatul pada tahun 2014 menemukan lema yang dapat digunakan
untuk mengatakan bahwa lema berikut digunakan untuk menemukan pelabelan
total super (a,1)-sisi antimagic pada gabungan graf untuk jumlah sisi ganjil.

Karena lema berikut sangat penting maka dissajikan bersama pembuktiannya.

Lema 2.6.2. Misalkan ¥ merupakan sebuah himpunan bilangan berurutan ¥ =
{c,c+1,c¢+2,...,c+k}, dengan k genap. Maka terdapat sebuah permutasi I1(¥)
dari anggota-anggota himpunan V sehingga V + II(V) juga merupakan sebuah

: - ~ k k k
himpunan bilangan berurutan yaitu ¥ +11(V) = {2c+ 5, 2c¢+§ + 1, 2c+ § + 2,
20+ )

Bukti. Misal ¥ adalah suatu himpunan bilangan berurutan ¥ = {v;|v; = ¢+ (i —
1),1 <i < k+ 1} dan k adalah genap. Selanjutnya didefinisikan nilai permutasi
(V) = {w;|1 <i < k+ 1} dari anggota W adalah sebagai berikut:

c+i+i-1, jkal<i<£i+41
Ww; =
c+i—(£+2), jikaf+2<i<k+1

untuk membuktikan lema 2.6.2 , langkah pertama yang harus dilakukan
adalah mensubstitusikan nilai 7 sesuai batasan yang diberikan maka akan diperoleh
w; sebagai berikut:

Untuk 1 <7 < %4—1 maka akan diperoleh hasil: untuk s = 1, maka w, = c—l—%;
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untuk ¢+ = 2, maka w- :c—l—g—i-l; untuk ¢ = g, maka Wi = c+k—1;...;untuk
izg—i—l, makaw§+1:c+k.

Sedangkan untuk nilai g + 2 < i < k+ 1 diperoleh hasil: untuk ¢ = % + 2,
maka Wk y = G untuk ¢ = %—i— 3, maka wy = c+ 1; ...; untuk ¢ = k, maka
wk:c+§—2; untuk ¢ = k + 1, maka wy.1 :c—i-g—l.

Jika € dinyatakan dalam himpunan v; dan II(¥) dinyatakan dalam him-
punan w; seperti telah disampaikan sebelumnya, maka akan diperoleh: W+4II(¥) =
{vi+w|1 <i<k+1}

Berdasarkan subtitusi nilai ¢, maka diperoleh:

k
untuk i =1 — vy +w; = C—l—(c—|—§)
k
= 2¢4+ =
c—|—2
k
untuk i =2 > vo +wp = (c+1)+(c+2+§+1)
k
= 2¢c4+-19
c+2+
.k k 3k
untuk2:§—>v§+w§ — (64_5_1)_1_(0_{_7_2)
3
= 2c+- -1

2
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untuk 1 = k — v, + wy

untuk ¢ =k + 1 — vgq + wrar

(c+5y+@+k)

2
3k k
2¢c+ —untuk i = - +2 —
2 2
k
(c+§+1)+(0)
k
2 —+1...
c—|—2—|—
k
@+k—m+@+§—2
3
2 Z_
c+2 3
k
(c+k:)+(c+§—1)
3k
2 — -1
c+ 5

27

Jika diurutkan mulai dari nilai terkecil hingga terbesar, maka diperoleh:

{2c+ g, 2c+ g +1, 2c+ g +2,...,2c+ %} Dengan demikian rumusan tersebut

terbukti benar.

OJ

Secara sederhana lema tersebut dapat diperlihatkan berdasarkan pola seperti

disajikan oleh gambar 2.19 berikut.

V; 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
w; ' 25 26 27 28 29 30 20 21 22 23 24

30 32 34 36 38 40 31 33 35 37 39

Gambar 2.19 Pola barisan bilangan dengan selisih tiap suku adalah 1

Selanjutnya teorema 2.6.1 digunakan untuk membuktikan pelabelan super

(a, 1) untuk gabungan sebuah graf G; dari graf tunggal yang sudah diketahui.

Teorema 2.6.1. Misalkan G4 untuk s = 1,2,...,m adalah graf dengan jumlah

titik p dan jumlah sisi ¢ dan memiliki pelabelan super (a,1)-EAT. Maka, gabungan

saling lepas dari U™ |Gy juga memiliki super (b, 1)-EAT.

Bukti. Misalkan G4, s = 1,2,...,m adalah sebuah graf yang memiliki p

titik dan ¢ sisi. Perlu diketahui bahwa G tidak harus isomofis dengan G; untuk
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i = j. Misalkan untuk setiap G, s = 1,2, ..., m memiliki sebuah pelabelan super
(a,1)-EAT berdasarkan f,, sedemikian hingga:

fs = V(GS)—>{1,2,...,p}
= E(Gy)—{p+1,p+2,....,p+4q}

dan {fs(u) + fs(v) + fs(uv);uv € E(Gs)} ={a,a+1,...,a+q—1}

Definisi pelabelan f untuk semua titik dan sisi dari U?" ;G4 adalah sebagai

berikut:
P { m{(f1)s(z) — 1] + s, jika z € V(Gy)
m(fi)s(z) +1—s, jika x € E(Gs)
Bobot total dari gabungan U™ ,G, adalah {f(u) + f(v) + f(uv) : uv €

E(UT,Gs)} sama dengan {m(a —2)+2,m(a—2)+3,...,m(a+q¢—2)+ 1}

2.7 Hasil-Hasil Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic pada Graf

Diskonektif

Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman hasil pelabelan total super
(a, d)-sisi antimagic pada graf konektif dan diskonektif yang dapat digunakan seba-
gai rujukan penelitian ini. Rangkuman yang tersedia pada bagian ini merupakan
hasil penelitian yang diterbitkan sejak tahun 2010. Sedangkan hasil pelabelan to-
tal super (a, d)-sisi antimagic pada graf konektif dan diskonektif yang ditemukan
pada tahun sebelumnya dapat dilihat pada lampiran.

Tabel 2.1: Ringkasan pelabelan total super (a,d)-edge an-
timagic pada graf konektif.

Notasi Graf d Hasil Open Problem

(Swp)(Graf Ulat Sutra) d<2| de{0,1,2} untuk n > 1

m (Dian, A.H,2014) -

VBEC, (Graf Rantai Pentagon) | d <2 | de€{0,1,2} untuk n > 1
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Notasi Graf d Hasil Open Problem

(Ermita, A.R,2014) -

d<2| de{0,1,2} untuk n > 1
(Mubhlisatul, M,2014) -

d<2| de{0,1,2} untuk n >1
(Robiyatul, A,2014) -

d<2| de{0,1,2} untuk n > 1
(Dewi, N.R,2013) -

d<2| de{0,1,2};ne>3;m >2
(Lestari, I.L, 2013) -

U, n(Graf UFO) d<2| de{0,1,2} ;n>1m>1
(Umilasari, R,2013) -

Dl (Diamond) d <3 de{0,1,2} ;n>2

(L.Sya’diyah, 2011) -

St (Graf Tangga) d<2| de{0,1,2} untuk n > 2
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Notasi Graf

d Hasil

Open Problem

2

(Aprilia, I, 2011) -

(Buku segitiga)

W

d<2| de{0,1,2} untuk n > 1

(F.E.Chandra, 2011) -

Tabel 2.2: Ringkasan pelabelan total super (a,d)-edge an-

timagic pada graf diskonektif.

Notasi Graf d Hasil Open Problem
(Swn,) d<2|de{0,1,2} untuk n > 1
m > 3 ganjil
(Ulat Sutera) (Dian, A.H.,2014)
VBe, d<2|de{0,1,2} untuk n > 1
m > 3 ganjil
(Rantai Pentagon) (Ermita, A.R.,2014)
T d<2|de{0,1,2} untuk n > 1
m > 3 ganjil
(Tribun) (Muhlisatul, M,2014)
N d<2|de{0,1,2} untuk n > 1
m > 3 ganjil
(Lampion) (Robiyatul, A,2014)
kP, 2) d<3|de{0,1,2} untuk k,n ganjil jika d € {0,1,2}

(Petersen)

(Indayani.D.V , 2010)

untuk k,n genap
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Notasi Graf d Hasil Open Problem
MF (1) d<4|def{0,1,2,3} untuk m > 2, e jika d € {0,2}
(Firecracker) n>2dan k> 3 untuk m,n genap
(Z.Abidin , 2010) dan k£ > 3
o jika d € {1,3}
untuk m > 2 n ganjil
dan k >3
(sCRpm) d<2|de{0,1,2} untuk n €> 3;m > 2, | e jika s ganjil

(Tunas Kelapa)

dan1 <k<1
(I.L.Lestari,2013)

dimana s > 3;n € N

ML (i)
(Lobster Graph)

d<4

d €{0,1,2,3} untuk m > 3,
1<i<n,j=2,dan k=1
(R.Raty Rahmad , 2010)

e jika d = 3 untuk
m > 3 ganjil dan
n > il > 2 genap

o jika d € {1, 3} untuk
m > 3 ganjil dan
n >4l > 2 ganjil

o jika d € {1, 3} untuk
m > 3 genap dan
n>11>2

mkE,

(m copies of

d<4

d € {0,1,2} untuk m >3,
ganjil n > 3

e jika d = 1 untuk
m>3dann >3

graph E) (R.Deviyana , 2011) ganjil
e jika d = 3 untuk
(m >3 dan n > 3)
ganjil
e jika d = 3 untuk
(m >3 dan n > 3)
genap
sWo(3,74,2) d<3|de{0,1,2} untuk m > 3 ganjil e jika d € {0, 1,2} untuk
(m copies of dan s ganjil 1 < j <m genap dan
Generalized web) (Y. Anggraeni , 2011) 1 <k < s genap
nDl, d<3|de{0,1,2} untuk m > 3 ganjil | e jika d € {0, 2} untuk

(m copies of

d € {1} untuk m > 2 dan

1 <5 <m genap
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Notasi Graf d Hasil Open Problem

graph Diamond) m sembarang

(L. Syakdiyah, 2011)
nM, d<3|de{0,1,2} untuk m > 3 ganjil e jika d € {0, 2} untuk
(' m copies of d € {1} untuk m > 2 dan 1 < j < m genap
graph gunung) m sembarang

(A. Fajriatin, 2011)
mBty, d<3|de{0,1,2} untuk m > 3 ganjil | e jika d € {0,1,2}
(' m copies of dann >1 untuk m > 3
triangular book) (F. E. Chandra, 2011) genap dan n > 1
mCEU (u— 1) d<2|dec{0,1,2} untuk pu > 1, e jika d € {1} untuk
Cpn U pC3 (=1 <m<pun>T7 p>lp—1<m<p,
( cycle dengan dan n ganjil m £ pu,n>"7
busur) (Y. Listiana, 2011)
msSty, d<2|de{0,1,2} untuk m > 3 ganjil | e jika d € {0,2}

(m copies of

stair graphs)

n > 2

d € {0,1,2} untuk

m > 2 sembarang n > 2
(I. Aprilia, 2011)

untuk m > 2 genap dan
n>2

2.8 Graf Roda Tank Tw,,,
Graf Roda Tank adalah salah satu graf yang merupakan famili dari graf

cycle. Graf ini merupakan salah satu contoh graf Well-Defined yang masih belum

ditemukan pelabelannya. Ide munculnya graf Roda Tank ini berasal dari pengem-

bangan graf cycle yang saling dihubungkan dan ditambahkan sisi pada salah satu

ujungnya, sehingga sisi tersebut menghubungakan antara satu graf dengan graf

lainnya. Graf Roda Tank adalah sebuah graf yang dinotasikan dengan Tw, , di-
mana V(Twp,) = {z;;;1 <i<m,1 <j<n}E(Twn,) = {2 +1;1 <i<
m,1<j<n—-1} U {zipz;i1;1 <i<m} U {g50pj431 <i<m3 <5<
5} Umi@imm—r; 1 <T<m=151<7<51U {210 uo@m;2 < j < 5}
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Gambar 2.20 Graf Roda Tank

2.9 Berpikir Tingkat Tinggi

Penggunaan keterampilan berpikir tingkat tinggi ini dalam pelabelan to-
tal super (a,d)-EATL pada graf Train Whell untuk mengetahui hubungan taha-
pan taksonomi bloom pada proses menemukannya lema, teorema, dan algorit-
manya. Berpikir adalah aktifitas mencurahkan daya pikir untuk maksud ter-
tentu. Berpikir adalah identitas yang memisahkan status kemanusiaan manusia
dengan lainnya. Karenanya sejauhmana manusia pantas disebut manusia dapat
dibedakan dengan sejauhmana pula manusia tersebut menggunakan pikirannya.
Berpikir menurut Santrock (2008) Berpikir melibatkan kegiatan memanipulasi
dan mentrasnformasi informasi dalam memori. Kita berpikir untuk membentuk
konsep, menalar, berpikir secara kritis membuat keputusan, berpikir secara kre-
atif dan memecahkan masalah. Berpikir tingkat tinggi (Higher Order Thinking
Skill) termasuk juga berpikir kritis, berpikir logika, refleksi, metakognisi, dan
berpikir kreatif. Berpikir tingkat tinggi ini berkaitan dengan taksonomi bloom
yang dimulai dari tahapan menganalisis, evaluasi dan menciptakan.

Taksonomi Bloom meliputi: Pengetahuan, Pemahaman, Aplikasi, Analisis,
Sintesis, dan Evaluasi. Yang telah direvisi menjadi tahapan Taksonomi Bloom
yang baru yakni: mengingat, memahami, menerapkan, menganalisis, mengevalu-

asi, mengkreasi. Seperti pada gambar dibawah ini.

Berikut ini adalah penjelasan dan pilihan kata kerja kunci dari ranah kognitif
yang telah direvisi: (Utari, R :10)

1. Mengingat adalah Kemampuan menyebutkan kembali informasi/ penge-
tahuan yang tersimpan di dalam ingatan. Kata kerja kuncinya: mendefin-

isikan, menyusun daftar, menjelaskan, mengingat, mengenali, menemukan
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(Taksonomi Bloom) (Taksonomi Bloom yang telah direvisi)

Gambar 2.21 Tahapan Taksonomi Bloom

kembali, menyatakan, mengulang, mengurutkan, menamai, menempatkan,

menyebutkan.

2. Memahami adalah Kemampuan memahami instruksi dan menegaskan pe-
ngertian/ makna ide atau konsep yang telah diajarkan baik dalam bentuk
lisan, tertulis maupun grafik/ diagram. Kata kerja kuncinya: Menerangkan,
menjelaskan, menterjemahkan, menguraikan, mengartikan, menafsirkan, me-
nginterpretasikan, mendiskusikan, menyeleksi, mendeteksi, melaporkan, men-
duga, mengelompokkan, memberi contoh, merangkum, menganalogikan, me-

ngubah, memperkirakan.

3. Menerapkan adalah Kemampuan melakukan sesuatu dan mengaplikasikan
konsep dalam situasi tertentu. Kata kerja kuncinya: memilih, menerapkan,
melaksanakan, menggunakan, mendemonstrasikan, memodifikasi, menun-

jukkan, membuktikan, menggambarkan, memprogramkan, mempraktekkan.

4. Menganalisis adalah Kemampuan memisahkan konsep kedalam beberapa
komponen dan menghubungkan satu sama lain untuk memperoleh pema-
haman atas konsep tersebut secara utuh. Kata kerja kuncinya: mengkaji

ulang, membedakan, membandingkan, memisahkan, menghubungkan, me-
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nunjukkan hubungan antara variabel, memecah menjadi beberapa bagian,

menyisihkan menjadi beberapa bagian, mengorganisir, mengkerangkakan.

. Mengevaluasi adalah Kemampuan menetapkan derajat sesuatu berdasarkan
norma, kriteria atau patokan tertentu. Kata kerja kuncinya: menilai, meng-
evaluasi, menjustifikasi, mengecek, mengkritik, memprediksi, membenarkan,

menyalahkan, menyeleksi.

. Mengkreasi adalah Kemampuan memadukan unsur-unsur menjadi suatu
bentuk yang utuh dan koheren, atau membuat sesuatu yang orisinil. Kata
kerja kuncinya: merakit, merancang, menemukan, menciptakan, memper-
oleh, mengmbangkan, memformulasikan, membangun, membentuk, mem-

buat, melakukan inovasi, mendesain, menghasilkan karya.

2.9.1 Berpikir Tingkat Tinggi dalam Pelabelan Total Super Sisi An-

timagic

Penggunaan keterampilan berpikir tingkat tinggi dalam pelabelan Total Su-

per Sisi Antimagic G adalah untuk mengetahui hubungan tahapan taksonomi

Bloom pada proses penemuan rumus fungsi serta teorema baru pada graf G.

Berikut ini adalah hubungan tahapan taksonomi Bloom terhadap pelabelan

pada graf G, yaitu:

1. Mengingat

Pada tahap ini, yang dilakukan adalah mengingat kembali dasar-dasar graf

dan mengenali graf yang akan di bangun.
. Memahami

Pada tahap ini, yang dilakukan adalah memahami kesesuaian graf dan de-

finisi dari graf tersebut.
. Menerapkan

Pada tahap ini, yang dilakukan adalah menggunakan definisi, lemma, dan
teorema yang telah dibuktikan dan menerapkan batas atas yang ada pada
graf G.
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4. Menganalisis

Pada tahap ini, yang dilakukan adalah menganalisis pelabelan graf berpola

pada tunggal maupun gabungannya.
5. Mengevaluasi

Pada tahap ini, yang dilakukan adalah melakukan evaluasi terhadap pola
pelabelan yang telah ditemukan pada tahap sebelumnya dan menerapkan

pola tersebut pada setiap ekspannya.
6. Mencipta

Pada tahap ini, yang dilakukan adalah Memformulasikan rumus yang telah

diperoleh menjadi lemma dan teorema yang baru.
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deskriptif aksiomatik,
yaitu dengan menurunkan aksioma atau teorema yang telah ada, kemudian dite-
rapkan dalam pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf Graf Roda Tank
baik yang tunggal maupun gabungan saling lepasnya. Selain itu penelitian ini juga
menggunakan tahapan-tahapan yang terdapat di dalam taksonomi Bloom yaitu
mengingat, mengerti, mengaplikasikan, menganalisa, mengevaluasi, dan mencip-
takan. Dalam penelitian ini, terlebih dahulu akan ditentukan nilai beda (d) pada
graf Roda Tank, selanjutnya nilai d tersebut diterapkan dalam pelabelan total su-
per (a, d)-sisi antimagic pada graf Roda Tank. Jika terdapat pelabelan total super
(a, d)-sisi antimagic, maka akan dirumuskan bagaimana pola pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic pada graf Roda Tank tersebut dengan menggunakan metode
pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pola umumnya. Dalam
menentukan setiap langkah pada pelabelan ini akan dikaitkan dengan 6 tahapan
taksonomi Bloom untuk mencapai Higher Order Thinking Skill (HOTS).

Langkah selanjutnya adalah menentukan nilai beda (d) pada gabungan sa-
ling lepas graf Roda Tank, selanjutnya nilai d tersebut diterapkan dalam pelabelan
total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan saling lepas graf Roda Tank. Jika
terdapat pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic, maka akan dirumuskan ba-
gaimana pola pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada gabungan saling
lepas graf Roda Tank tersebut dengan menggunakan metode yang sama untuk
menentukan pola umumnya. Tahapan yang sama dengan menggunakan taksonomi
Bloom juga diterapkan pada pelabelan total super (a,d)-EATL gabungan saling
lepas graf Roda Tank ini hingga mencapai Higher Order Thinking Skill (HOTS).

37
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3.2 Definisi Operasional

Definisi operasional variabel digunakan untuk memberikan gambaran se-
cara sistematis dalam penelitian dan untuk menghindari terjadinya perbedaan
pengertian makna. Definisi operasional variabel yang dimaksud adalah sebagai
berikut:

3.2.1 Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic

Misal p = |V| dan ¢ = |E| maka pelabelan total (a, d)-sisi antimagic adalah
sebuah pemetaan satu-satu f dari V(G)U E(G) ke bilangan bulat {1,2,3,...,p+
q} sehingga himpunan bobot sisinya w(uv) = f(u)+ f(v) + f(w) pada semua sisi
G adalah {a,a 4+ d,...,a + (¢ — 1)d} untuk @ > 0 dan d > 0 adalah bilangan
bulat. Sebuah pelabelan total (a,d)- sisi antimagic disebut pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic jika f(V) ={1,2,3...p} dan {f(E) =p+1,p+2,...,p+q}.

3.2.2 Graf Roda Tank Tw,,,

Graf Roda Tank adalah salah satu graf yang merupakan famili dari graf
cycle. Graf ini merupakan salah satu contoh graf Well-Defined yang masih belum
ditemukan pelabelannya. Ide munculnya graf Roda Tank ini berasal dari pengem-
bangan graf cycle yang saling dihubungkan dan ditambahkan sisi pada salah satu
ujungnya, sehingga sisi tersebut menghubungakan antara satu graf dengan graf
lainnya. Graf Roda Tank adalah sebuah graf yang dinotasikan dengan Tw, , di-
mana V(Twpy,) = {2:;;1 <i<m,1 < j<n} E(TWny) = {24131 <4
m,1<j<n—1} U {zipz;1;1 <@ <m} U {22543l <i<m3<j
St U {z eyl i <m—1,1 <5 51 U o0 j40%m52 < j < 5}

<
<

Gambar 3.1 Graf Roda Tank
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3.2.3 Gabungan Saling Lepas Graf Roda Tank cTw,,,

Gabungan saling lepas Graf Roda Tank 7Tw,,, didefinisikan sebagai ga-
bungan diskonektif dari sebanyak ¢ salinan graf Roda Tank yang mempunyai
himpunan titik V(cTwy,,) = {7{;1 < i < m 1 < j < n}E(Twn,) =
(w28, 51 <i<m 1 <j<n—1} U {xf,2{;1 <i<m} U {27, ;.31
i<m3 < < Grud{afng, 1 <i<m=1,1<j< g U o], 075, ;2

J < %}. Dalam penelitian ini peneliti akan membatasi pada Twy,, untuk m > 4,

<
<

n > 2, dan ¢ > 3. Gambar 3.2 adalah gabungan saling lepas graf Roda Tank

dengan ¢ = 3

Gambar 3.2 Graf Roda Tank 37Twsg 3
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Teknik Penelitian
Penelitian ini dilakukan pada graf Roda Tank baik yang tunggal maupun

gabungan saling lepasnya, jika pada graf tersebut ditemukan pelabelan total super

sisi antimagic maka dilanjutkan dengan pendeteksian pola (pattern recognition).

Penelitian ini juga menerapkan tahapan-tahapan taksonomi Bloom dalam menen-
tukan langkah-langkah untuk pelabelan total super (a,d)-EATL graf Train Whell

ini. Adapun langkah-langkah penelitian adalah sebagai berikut:

1.

mengidentifikasi graf Roda Tank Tw,,, dalam penentuan famili grafnya,

. menghitung jumlah titik p dan sisi ¢ pada Graf Roda Tank Twy, ,,
. menentukan batas atas nilai beda d pada pada Graf Roda Tank Tw, ,

. menentukan label EAV' L (edge-antimagic vertex labeling) atau pelabelan

titik(a,d)-EATL pada Graf Roda Tank Tw,,,, hingga terdeteksi polanya,

apabila label FAV L berlaku untuk beberapa graf baik secara heuristik
maupun determinatik maka dikatakan pelabelan itu expandable sehingga di-

lanjutkan menentukan algoritma EAV L pada Graf Roda Tank Twy, ,,

. menentukan fungsi bijektif EAV L pada Graf Roda Tank Tw, ,,

melabeli Graf Roda Tank Tw,,,, dengan SEATL (super edge antimagic
total labeling) atau pelabelan total super (a,d)-EATL dengan nilai beda d
yang feasible,

. menentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a,d)-EATL pada Graf

Roda Tank Tw, ,,

. relevansinya terhadap keterampilan berpikir tingkat tinggi (Higher Order

Thinking)

Penelitian ini akan menemukan berbagai pola pelabelan total super sisi an-

timagic dengan berbagai nilai awal a serta nilai beda d. Sehingga penelitian ini

juga dapat dinyatakan dalam pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf
Roda Tank.
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Teknik penelitian yang dilakukan pada gabungan saling lepas graf Roda
Tank juga sama dengan teknik penelitian seperti yang telah disebutkan di atas
namun teknik tersebut diterapkan pada gabungan saling lepas graf Roda Tank.
Secara umum, langkah-langkah penelitian tersebut dapat juga disajikan dalam

bagan diagram alir pada Gambar 3.3.

{Identiﬁkasi Famili Graph]

Y
[Menentukan Kardinalitas GrathMenentukan Batas Atas d }

)
Menentukan EAVL dari G =

Y TIDAK
Fungsi EAVL dan Bobotnya [=< [ Terdeteksi Polagi

Y
[G adalah (a,d)—EAVJ > Pelabelan Total SEATL

Y
{ G adalah super (a,d)—EAT}

|
{Terciptanya Algoritma/ Teorema,/ Lemma j

[Relevansi pada Keterampilan Berpikir Tingkat Tinggi}

Gambar 3.3 Rancangan Penelitian

3.4 Observasi
Sebelum penelitian lanjutan pada graf Roda Tank, telah dilakukan observasi

awal sebagai pedoman observasi selanjutnya. Namun, hasil observasi awal ini
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dapat berubah. Berikut hasil observasi pelabelan Graf Roda Tank pada Twsg
seperti disajikan pada Gambar 3.4. Langkah-langkah untuk melakukan observasi

pelabelan graf Roda Tank adalah sebagai berikut:

1. mencari pelabelan titik pada graf Roda Tank;
2. mencari bobot sisi pada graf Roda Tank;

3. daftar merentang bobot sisinya, dimulai dari jumlah titik (p) ditambah 1.

Selanjutnya jika kita akan menemukan pelabelan titik dan bobot sisi pada
graf Roda Tank diskonektif, maka kita dapat melakukan langkah-langkah sebagai
berikut:

1. mencari pelabelan titik pada graf Roda Tank diskonektif;
2. mencari bobot sisi pada graf Roda Tank;

3. daftar merentang bobot graf Roda Tank diskonektif untuk mencari label

sisinya;

4. mencari label sisinya, dimulai dari jumlah titik (p) ditambah 1.

37

Gambar 3.4 Twsg
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Penjelasan pada bab ini yaitu mengenai hasil penelitian dari pelabelan total
super sisi antimagic graf roda tank yang menghasilkan sebuah algoritma pelabelan
total super sisi antimagic pada graf roda tank. Penelitian ini diawali dengan me-
nemukan pola kemudian menentukan nilai batas atas (d), menentukan £AV dan
bobot sisi FAV kemudian menentukan SEAT L dan diakhiri dengan bobot sisi
total SEAT L untuk membuktikan bahwa gabungan graf ini merupakan SEAT L.

Hasil yang diperoleh pada pelabelan total super (a, d)-EATL pada graf Roda
Tank baik tunggal maupun gabungan saling lepasnya berupa 2 lemma dan 4 teo-
rema. Format penyajian temuan penelitian dalam bab ini diawali dengan pernya-
taan lemma atau teorema kemudian dilanjutkan dengan bukti dan contoh gambar
atau ilustrasi sebagai visualisasi pembuktian teorema. Berikut ini akan dijelaskan
tahap-tahap bagaimana lemma dan teorema tersebut ditemukan sekaligus men-

jawab rumusan masalah yang telah disajikan sebelumnya.

4.1 Graf Roda Tank TW,, ,

Penentuan batas atas d adalah langkah awal yang penting dalam peneli-
tian ini. Hal ini merupakan batas tersebut menunjukkan berapa nilai beda yang
mungkin dimiliki oleh graf Roda Tank. Untuk menentukan nilai-nilai d terse-
but, perlu diketahui jumlah titik (p) dan jumlah sisi (¢) graf Roda Tank tunggal

maupun gabungannya.

4.2 Jumlah Titik dan Sisi pada Graf Roda Tank (TW,, )

Berdasarkan definisi graf Roda Tank yakni Graf Roda Tank yang dinotasikan
dengan Tw, ,, dengan himpunan V dan E dari graf Roda Tank, V(Tw,,,) =
{31 <i<m,1 <j<nbETwn,) = {zijzije;1 <i<m,1<j<
n — Wl 7 Tl i < m} U {7 0 o iy siadese=i=Tm 3§ < 2} U
{ZijTiiin—jr;1 <i<m—1,1<75< 8} U {210 jyoTm;;2 < j < §}. Dimana

43
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nilai n yang dimaksudkan adalah banyaknya expand titik pada bagian lingkaran
graf Roda Tank dan nilai m adalah banyaknya expand lingkaran yang terbentuk.
Gambar 4.1 berikut merupakan sebuah gambar untuk menentukan jumlah titik

dan jumlah sisi pada graf Roda Tank TW,, .

Gambar 4.1 Graf Roda Tank

Berdasarkan pola pada Gambar 4.1 , dapat ditemukan bahwa rumusan
jumlah titik pada graf Roda Tank T'W,, ,, adalah mn. Sedangkan jumlah sisi pada
graf Roda Tank T'W,,,, adalah 2mn — 2m — 1.

4.3 Batas Atas d graf Roda Tank (TW,,,,)

Setelah ditemukan jumlah titik dan jumlah sisi yang berada pada graf Roda
Tank TW,, , Batas atas d graf graf Roda Tank T'W,, ,, dapat ditentukan dengan
menggunakan Lemma 2.6.1 . Diketahui jumlah titik pada graf (T'W,,,) adalah
mn dan jumlah sisi 2mn — 2m — 1. Dengan demikian batas atas nilai beda d
tersebut adalah:

2p+q—25
Gl
2(mn) + (2mn —2m —1) -5
(2mn—2m —1) -1
dmn —2m — 6

2mn — 2m — 2

_ 9. 2m — 2

B 2mn — 2m — 2
2

IN
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Karena pelabelan SEAT selalu menggunakan bilangan bulat positif, maka nilai
d > 0 dan d adalah bilangan bulat, sehingga d € {0,1,2}. Selanjutnya penentuan
fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic akan disesuaikan dengan

nilai d yang telah ditetapkan.

4.4 Pelabelan Total Super (a,d)-EATL pada graf Roda Tank (T'W,, )

Metode yang digunakan pada pelabelan total EATL graf Roda Tank (TW,,, ,,)
adalah Pendeteksian Pola dan Deduktif aksiomatik. Yakni dengan mendeteksi
pola (pattern recognition)untuk menentukan pelabelan yang berlaku pada batas i
dan j yang telah ditemukan pada graf Roda Tank (T'W,,,) yang dilanjutkan de-
ngan penentuan batas atas nilai beda. Selanjutnya menentukan algoritma fungsi
bijektifnya melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan aritmatika.

Lema atau teorema dalam penelitian ini adalah bukan lema atau teorema
vang buimplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan
satu arah. Berdasarkan hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan
konsep barisan aritmatika , maka diperoleh beberapa lemma, teorema. Teorema
yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal (berkenaan dengan
sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan. Lema 4.4.1 adalah lema
yang berkaitan dengan pelabelan titik (a, 1)-sisi Antimagic pada graf Roda Tank
(Twpn).

O Lema 4.4.1. Ada pelabelan titik (m + 2, 1)-sisi antimagic pada graf graf Roda
Tank (Twp, ) jika n > 8, n genap dan m >5 .

Bukti. Labeli titik graf Roda Tank (7w, ,) dengan sebuah fungsi f;, defin-
isikan pelabelan fi : V(Twp,,) — {1,2,...,mn} maka pelabelan f; dapat di-

tuliskan sebagai berikut:
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1 untuk 7 =1, sembarang i
B 2mn+m+ 21 —2mj —1;  untuk ”TH < j < n, sembarang i
hizy) = 2mj + 2i — 3m; untuk 2 < j < %, sembarang i
mn —m + i; untuk j = ”T“, sembarang i

Pelabelan titik pada f; adalah fungsi bijektif yang memetakan Tw,y,, ke
himpunan bilangan bulat {1,2,...,mn}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot sisi
pelabelan titik f; dimana bobot sisi pelabelan titik diperoleh dari penjumlahan 2
buah label titik yang bersisian, maka fungsi bijektif wy, dapat ditentukan melalui

pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan aritmatika sebagai berikut:

(m+ 31; jika sembarang i, j =1

dmn —4mj + 4t — 2;  jika ”TH < j <n, sembarang i

We (TR T 1 43 4+ 4mj — 4m; jika 2 <5 < ”7_2, sembarang i
2mn —4dm + 3t — 1; jika j = "T*Q, sembarang i
[ 2mn —4m + 3i; jika j = 2, sembarang i
wh (Tintin) = { m+ 3t —1; jika sembarang i
m+ 3t + 1; jikan 1<:<m—1, j=1
W (T4 jTiv1n—jr1) = 4i+4mj—4m+1; jika 2<j<22 1<i<m-1

2mn —4m+3i+1; jika j=3, 1<i<m—1

N[3

wf1<I1,n_j+2Im,j) = { dmj —4m +1; jika 2 <5<
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We (T jTip—jrs) = { 4i+4mj—8m —1; jika 3 < j < §, sembarang i

Berdasarkan bobot sisi EAV ini, bobot sisi terkecil terletak pada wy, (x; ;1)
yaitu m + 2 untuk ¢ = 1. Dan bobot sisi terbesar terletak pada wy, (z; j2;+1)
yaitu 2mn — m untuk 7 = m dan j = 7. Dengan mensubstitusikan fungsi yang
bergerak, 1 <1 < m dan 1 < j < n maka didapatkan nilai-nilai berurutan yang
akan membentuk himpunan wy, = {m+2,m+3,m+4,...,2mn—m}. Sehingga,

dapat disimpulkan bahwa f; adalah suatu pelabelan titik (m + 2, 1). O

Berdasarkan Lemma 4.4.1 maka diperoleh pelabelan titik (m + 2, 1)-sisi an-
timagic dan dapat ditentukan pelabelan total super (a,0)-sisi antimagic dengan
menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Letak label sisi
ditentukan berdasarkan letak bobot sisi EAVL w dengan urutan yang berkeba-
likan. Sehingga sisi dengan w terkecil dilabeli dengan label sisi terbesar dan sisi
dengan w terbesar dilabeli dengan label sisi terkecil. Melalui pengamatan pola
dan penggunaan konsep barisan aritmatika, maka dapat ditentukan fungsi bijek-
tifnya. Dari uraian di atas dapat diturunkan teorema 4.4.1:

Gambar 4.2 merupakan contoh pelabelan titik beserta bobot sisi EAVL
(7,1)-sisi antimagic graf Roda Tank Tw,,, dengan d = 1. Selanjutnya sete-
lah ditemukan Rumus EAV untuk d = 1 maka akan ditentukan Rumus SEATL
untuk d =0, 2
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Gambar 4.2 Pelabelan titik (7,1)-sisi antimagic pada Roda Tank (TW,, )

O Teorema 4.4.1. Ada pelabelan total super (3mn—m++1,0), dan (mn+m+3,2)-
sisi antimagic pada graf Roda Tank Tw,,, jika m > 3 dann > 8, n genap.

Bukti. Pada kasus ini dibagi menjadi dua kasus yakni d = 0 dan d = 2.
Kasus 1 (d =0)
Gunakan pelabelan titik f; untuk melabeli titik graf Roda Tank T'w,, ,,, kemudian
definisikan label sisi fo : E(T'wy, ) — {m+2,m+3,...,2mn—m}, sechingga label
sisi fo untuk pelabelan total super (a,0)-sisi antimagic pada graf Tw, , dapat

dirumuskan sebagai berikut:

/

3mn —2m — 3i + 1; jika sembarang i, j =1

dmj — mn —m — 41 + 3; jika "TH < j < n, sembarang i
fazi jz: ; SR 3mn+3m —4mj —4i+1; jika 2 <5< "7_2, sembarang i

mn + 3m — 3i + 2; jika j = ”TH, sembarang i

mn + 3m — 31 + 1; jika j = &, sembarang i

fo(Tinzin) = { 3mn —2m — 3i +2; jika sembarang i
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3mn — 2m — 3i; jika 1<i<m-1, j=1
3mn +3m —4mj —4i;  jika 2 < j < 252

f2(33",‘37'+1, f'+1) =
pm 1<i<m-—1

mn + 3m — 3i; jika j=3, 1<i<m-—1
o1 njroTmy) = { 3mn +3m —4myg; jika 2<j < 3
fo(@i jTin—j+3) = { 3mn +Tm —4myj —4i +2; jika 3 < j < 3, sembarang i

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total graf Roda Tank
berdasarkan penjumlahan bobot sisi dengan label sisinya maka W, dapat diper-
oleh dengan merumuskan jumlah bobot sisi EAVL wy dan rumus label sisi f,
dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan seba-

gai berikut:

3mn —m+1; jika sembarang i, j = 1}

3mn—m+1; jika ”T+4 < j <n, sembarang i
Wy, (T R 3mn—m+1; jika 2 <j < ™2 sembarang i
3mn—m+1; jika j= ”T“, sembarang i

3mn —m+1; jika j = 7, sembarang i

Wi (Tin®it) = { 3mn —m+1; jika sembarang i
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dmn—m+1; jkal<i<m-—1,75=1
W (T3 jTit1n—jr1) = 3mn—m+1; jika 2<5< %47 1<i<m—-1
3mn—m+1; jikaj=3, 1<i<m-1

wf2<x1,nfj+2xm,j) = { 3mn—m+1; jka 2<75< %

W, (T nBhs) = { 3mn—m+1; jika 3 <j <%, sembarang i

Berdasarkan hasil diatas, dapat dilihat bahwa setiap bobot sisi nilainya
3mn — m + 1. Sehingga himpunan bobot sisi untuk Wy, dapat ditulis Wy, =
{83mn—m+1,3mn—m+1, ..., 3mn—m+ 1}. Dapat disimpulkan bahwa graf
Roda Tank T'w,,, mempunyai pelabelan total super(a,d)-sisi antimagic dengan
a =3mn—m+1dan d = 0, dengan kata lain graf Roda Tank T'w,, ,, mempunyai
pelabelan total super (3mn —m + 1,0)-sisi antimagic. Gambar 4.3 merupakan

contoh pelabelan total super (116, 0)-sisi antimagic pada graf Roda Tank T'wss.

Gambar 4.3 SEATL graf Roda Tank (T'wsg) dengan d = 0
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Kasus 2 (d = 2)
Untuk mencari pelabelan sisi untuk d = 2 menggunakan hasil pelabelan sisi dari
d = 0 dan menggunakan jumlah sisi dan jumlah titik. Sebagai berikut : f3(y) =
2lV]+ |E|+ 1 — fo(y). Jadi dengan rumus tersebut berlaku untuk semua label
sisi d = 2 dengan mensubstitusikan nilai f(y) yang sesuai. Berikut hasil fungsi

label sisi untuk d = 2 :

(

mn + 3t — 1; jika sembarang i, j =1
Smn —m —4mj +4i —3; jika "TH < j < n, sembarang i
f3(@ijTij) = mn —5m+4mj+4i—1; jika 2<j < ”7_2, sembarang i
3amn — dm + 31 — 2; jika j = "7“7 sembarang i
| 3mn —5m + 31 — 1; jika j = 2, sembarang i

fa(Tin®in) = { mn + 3i — 2;  jika sembarang i

mn + 3i — 1; jika 1<i<m-—1, j=1
mn — 5m + 4mj + 4i;  jika 2 <j < 22

fs(”,‘xvrl, —'+1) =
Rl | 1<i<m-—1

3mn — dm + 3 jika =%, 1<i<m-—1
BN ) — { mn —5m +4myj; jika 2<j< 3
f3(%i jTin—ji3) = { mn —9m +4mj +4i — 2; jika 3 < j < %, sembarang i

Untuk mencari bobot total d = 2 dengan menjumlahkan bobot sisi dan

fungsi label sisi d = 2. Dapat dituliskan sebagai berikut:
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Wy, = wy + 2|V 4+ |E|4+1— fy(x). Dengan mensubstitusikan nilai f; yang
sesuai. Sehingga dapat diperoleh bobot total sebagai berikut:

([ mn+m + 6i — 1; jika sembarang i, j =1}
9mn —m —8mj + 8 — 5;  jika ”TH < j < n, sembarang i
We (2525 541) = mn—9m+8mj+8 —1; jika 2<j5< ”772, sembarang i
5mn — 9m + 67 — 3; jika j = ”T“, sembarang i
[ omn —9m + 61 — 1 jika j = &, sembarang i
W@, T AN { mn +m+6i —3; jika sembarang i
mn +m + 61 + 1; jika 1<:<m—-1, =1
( ) mn —9m+8mj +8i +1; jika 2 <j <252
W 3\ T4, § Tit1 n—j -
3\ i, it n—j+1 1O m— 1
S5mn — 9m + 67 + 1; jika j =3, 1<i<m-—1
W (T nejr2Tmy) = { mn —9m +8mj +1; jika 2<75< 3
We (Ti jTip—jrs) = { mn —17m +8myj + & — 3;  jika 3 < j < 3, sembarang i

Berdasarkan himpunan bobot sisi W,, dapat dilihat bahwa bobot sisi terke-
cil didefinisikan oleh wy,(z;,x;1) untuk ¢ = 1 dengan nilai mn + m + 3, dan
bobot sisi terkecil kedua didefinisikan oleh wg, (x; ;x; ;41 untuk j = 1 dan i = 1
dengan nilai Wy, = mn 4+ m + 5, sedangkan bobot sisi terbesar didefinisikan
oleh wy, (2;;7;;41) untuk i = m dan j = 7 dengan nilai 5mn —3m — 1 . Da-
pat dinyatakan bahwa W membentuk barisan aritmatika dengan suku awal

a = mn + m + 3 dan beda(b) = 2 yaitu wy, = {mn +m + 3, mn +m + 5,
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...,bmn — 3m — 1}. Dapat disimpulkan bahwa graf Roda Tank T'w,,, dengan
m > 3, m ganjil mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic dengan a
= mn +m+ 3 dan d = 2, dengan kata lain graf Roda Tank Tw,, , mempunyai
pelabelan total super (mn 4+ m + 3,2)-sisi antimagic. Gambar 4.4 merupakan

contoh pelabelan total super (48, 2)-sisi antimagic pada graf Roda Tank T'ws g.

00

Gambar 4.4 SEATL graf Roda Tank (T'wsg) dengan d = 2

O Teorema 4.4.2. Ada pelabelan total super (2mn + 2,1)-sisi antimagic pada
graf Roda Tank Tw,,, jika m > 3, m ganjil dan n > 8, n genap.

Bukti. Gunakan pelabelan titik f; untuk melabeli titik graf Roda Tank
TWy,n , kemudian definisikan label sisi fy : E(Twm,,) — {m+2,m+3,...,2mn—
m}, sehingga label sisi f; untuk pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic pada

graf Tw,, ,, dapat dirumuskan sebagai berikut:

2mn+3m—3i+2.,
D) )
2mn+3m—3i+3.
9 )
dmn—2m—3i+2.
2 )
Amn+m—3i+2.
P} 3
dmn+m—3i+1.,
P} 3
6mn+m—4mj—4i+1
P )
Amn—19m+4mj—4i+3 .
2 )
8mn—20m—3i+1.
\ 2 !

jika i ganjil,j = 5
jika i genap,j = "TQ

jika i genap,j =1

jika j = ”T“, i ganjil
f4 TijTij+1) —
( JE ) jika j = 5, 1 genap
n—2
2
A <j<(n-1)

jika i genap, ) =

jika i sembarang, 3

jika i ganjil,j =1
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B 8mn—202m—31+2; Jlka i genap
f4(xi,nxi,1) - dmn—2m—3i+3.

5 ; jika 1 ganjil

2mn+3m—3i+1.
B )

jika i genap,j =3, 1
dmnt3m—ti—dmitl. 3109 Sk "T—Z’ <i1<m-1
1

2 Y

fa(TijTiin—jr) = w; jika i ganjil,j =1, 1<i<m—1
—4m"+2m73i; jika i genap,j =73, 1<i<m-—1
| R jika i genap,j =1, 1<i<m—1
fa(@10—j+2%m ) = w; jika 2<5 <% .
fa(Zi jTin—ji3) = 4m”+7m_24i_4mj+3; jika 3 <j <%, sembarang i .

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total, berdasarkan pela-
belan f; maka W}, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot sisi EAVL
wy, dan rumus label sisi f, dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian dan dapat
dirumuskan sebagai berikut:

Wy = {wp + fa(@ini); jika i ganjil, j = 3}

6mn—5m+3i+2
2

Wy = {wp + fa(@ijTit1,n-j+1); jika jika i genap,j =7, 1 <i<m—1}

6mn—5m+3i+3
2

Wy = {wf1 I~ f4(xi,j$¢,j+1); jika i genap,j = ”T“}

6mn—5m+3i+1
2
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{wy, + fa(@10—j42Tm;); jika 2 <j <2}

dmn—5mtdmj+3
2

{wp, + fa(@i ;25 n_jy3); jika 3 <j < §, sembarang i}

dmn—9m+4i+4mj+1
2

{wy, + fa(@;Tiv10—j41); jika 2 <5 < ”7*2’ 1<i<m-—1}

dmn—5m—+4i+4mj+3
2

{ws, + fa(@invi1); jika i ganjil}

dmn+3i+1
2

{wy, + fa(w;75541); jika i genap,j = 1}

dmn+3i+2
2

{wys, + fa(®ijTiv1n—j+1); jika 1 ganjil,j =1, 1<i<m—1}

dmn+3i+3

2
{wy, + fa(wijzijm); jika j =252, i ganjil}
8mn—7Tm+3i

2

{wy, + fa(ws 75 541); jika j =5, i genap}

8mn—Tm+3i+1
2

{wy, + fa(xijTiy1n—j41); jika 1 genap,j = 11<i<m-— 1}

8mn—Tm+3i+2
2

{wﬁ + f4(xi7j1'i’j+1); jika i genap,j = ”T—Q}

6mn—7m-+4mj—4i+1
2

{wy, + fa(zijzijp); jika i sembarang, 23 < j < (n—1)}

12mn—19m—4mj+4i—1
2

{wyg, + fa(@; 25 541); jika i ganjil, j = 1}

8mn—18m+3i41
2

{wyf, + fa(xijTiy1n—js1); jika i genap,j=1, 1 <i<m—1}

8mn—18m+3i+4-2
2

{wg, + fa(xinwi1); jika 1 genap}

8mn—18m+3:
2
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Berdasarkan himpunan bobot sisi wy, dapat diperhatikan bahwa bobot sisi
terkecil terdefinisikan oleh wy, (%;,;1) yaitu 2mn + 2 dengan ¢ = 1, dan bobot
sisi terbesar terletak pada wy, (z; j2;j41) = 4mn — 2m dengan ¢ = m. Jika nilai
tiap batas rumusan bobot definisi wy, disubstitusikan dengan tepat, maka akan
diperoleh sebuah rangkaian bilangan yang membentuk deret aritmatika dengan
suku awal 2mn + 2. Beda setiap rangkaian tersebut adalah 1, sehingga dapat
ditulis dalam himpunan wy, ={2mn + 2, 2mn + 3, 4mn — 2m}. Dengan kata
lain graf Roda Tank T'w,,, mempunyai pelabelan total super (2mn + 2, 1)-sisi
antimagic. Gambar 4.5 merupakan contoh pelabelan total super (2mn + 2, 1)-sisi

antimagic pada graf Roda Tank Tws g.

[92¢]

Gambar 4.5 SEATL graf Roda Tank (T'wsg) dengan d =1

Berikut diberikan bukti alternatif untuk membuktikan bahwa graf Roda
Tank T'w,, , mempunyai Super (2mn+2, 1)-EAT. Untuk membuktikan ini, peneliti
menggunakan sebuah lema untuk mendapatkan barisan bilangan berurutan. Lemma
tersebut dikembangkan berdasarkan identifikasi awal terhadap lemma yang dis-
ajikan pada bab 2. Lemma yang digunakan penulis adalah lemma yang dikem-
bangkan oleh Dafik,Robiyatul pada tahun 2014. Bukti ini didasarkan pada temuan
besar peneliti untuk mendapatkan barisan bilangan berurutan dengan beda 1 dari
sebuah permutasi II(¥) dan himpunan bilangan berurutan V.

Selanjutnya, sebagai alternatif pembuktian dari teorema 4.4.1, peneliti akan
menggunakan lemma 2.6.2 yang telah dijelaskan di bab 2 .

Bukti. Berdasarkan lemma 4.4.1 bahwa graf Roda Tank T'w,,, memiliki pela-
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belan (7,1)-EAV.Hal ini berarti graf T'w,, ,, memiliki himpunan bobot sisi yang
dinyatakan dalam {7, 8, 79, ...,2mn — m}, dengan kata lain graf T'w,,, memi-
liki sebuah barisan bobot sisi dengan nilai awal a = 7 dan beda tiap sukunya
adalah 1. Jika dimisalkan barisan bobot sisi Tw,,, dinyatakan dalam YT =
{¢,c+1,c+2,. .., c+k} maka diperoleh nilai c = 7 dan k = ¢—1 = 2mn—2m—1-1.
Berdasarkan lemma 2.6.2, I1(T) adalah permutasi nilai T sedemikian hingga nilai
T + (II(Y) + n) adalah bobot total dari fungsi tersebut.

T+ TI(T)+n) = a
c+(c+1l+=—-1)+n = 2mn+2

Ho B gl — P (R

14+§+n = 2mn + 2

k
m = 2mn—12—§

Maka T + (TI(T) + 1) adalah bobot total dari fungsi tersebut. Pembuktian
lemma 2.6.2 telah menyebutkan bobot total terkecil terletak pada i = 1 sehingga:

T+ I(T)+n) = c+(c+i+§—1+2mn—12—§
= 20—|—§+2mn—12—§

= 2mn—+ 2

bobot total terkecil kedua terletak di ¢ = g + 2:

T+ {I(Y)+n) = c+§+1+c+i—§—2+2mn—12—§

s k
= 2c+1—|—§—|—2mn—12—§

= 2mn-+3
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dan seterusnya, hingga bobot total terbesar terletak di ¢ = % + 1:

T+ (I(Y)+n) = c+c+i—1+4mn—2m—10—ﬁ

2

k k
= 20+§+1—1+4mn—2m—10—§
= 2c+4mn—2m — 10

= 4dmn — 2m

Nilai yang diperoleh dari perhitungan berdasarkan lemma 2.6.2 dengan bobot
terkecil adalah 2mn + 2 dan bobot terbesar adalah 4mn — 2m sesuai dengan nilai
yang terdapat pada teorema 4.4.2. Berdasarkan perhitungan yang telah ditu-

liskan, diketahui bahwa nilai T + (TI(T) + ) dapat dinyatakan dalam himpunan
{2mn + 2, 2mn + 3, 2mn + 4, ..., 4mn — 2m}. Sehingga terbukti bahwa graf
Twy,,, memiliki pelabelan (a, 1)-super sisi antimagic untuk m > 3, m ganjil dan

n > 8, n genap. O

4.5 Gabungan graf Roda Tank cT'wm,n

Selanjutnya peneliti melakukan penelitian untuk gabungan graf graf Roda
Tank ¢T'wm,n. Penelitian ini merupakan pengembangan dari graf Roda Tank
tunggal. Gabungan graf Roda Tunggal didefinisikan sebagai salinan sebanyak
k. Pada gabungan graf Roda Tank dinotasikan dengan cT'w,, , yang merupakan
gabungan saling lepas sebanyak k. Berikut himpunan titiknya V(cT'wy,,) =
{251 < i < m 1 < j < npE(Twms) = {2f;25;11;1 <4 <m,1

j<n—1} U {xf,z5;1 <@ < m}p U {225, ;,31 <i<m3 < j

st Uz mi s 1 Si<m—1,1<5 <3} U {25, ;070,52 <7 <3}

% m,j)

<
<

4.5.1 Jumlah Titik dan Sisi pada Gabungan graf Roda Tank cT'wm,n
Sama seperti graf Roda Tank tunggal, untuk menentukan batas atas d pada
gabungan, perlu diketahui pula rumusan jumlah titik (p) dan jumlah sisi (¢) pada
gabungan graf Roda Tank.
Jumlah titik dan jumlah sisi pada ¢T'wm, n dapat ditentukan dengan terlebih
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dahulu mencermati definisi gabungan pada suatu graf. c¢Twm,n didefinisikan
sebagai gabungan saling lepas dari & buah salinan graf Tw,, ,. Sehingga jumlah

titik graf ¢cT'wm, n adalah k kali jumlah titik graf ¢T'wm,n dapat dituliskan dalam
Pa = k.(mn) < p, = mnk

dan jumlah sisi graf cT'wm,n adalah k kali jumlah sisi graf Tw,,,. Misalkan
pe adalah jumlah titik graf ¢T'wm,n dan ¢, adalah jumlah sisi graf ¢Twm,n

dituliskan dengan
¢o = k.2mn —2m — 1) & ¢, = 2mnk — 2mk — k.

4.5.2 Batas Atas d gabungan graf Roda Tank cT'wm,n

Batas atas d gabungan graf Roda Tank c¢T'wm,n juga dapat ditentukan
dengan menggunakan Lemma 2.6.1 Diketahui jumlah titik pada graf ¢T'wm,n
adalah p, = mnk dan jumlah sisi q, = 2mnk — 2mk — k untuk k adalah jumlah
salinan graf Roda Tank, n adalah jumlah titik yang terdapat pada lingkaran dan
m adalah banyak lingkaran yang terbentuk. Dengan demikian batas atas nilai

beda d tersebut adalah:

2Dy +qa —

da — 1
2(mnk) + (2mnk — 2mk — k) — 5

(2mnk — 2mk — k) — 1
dmnk — 2mk — k — 5
2mnk —2mk — k — 1
2mk +k -3
2mnk — 2mk — k — 1

< 2

Sesuai dengan pelabelan SEAT pada graf Roda Tank tunggal, gabungan graf
Roda Tank juga menggunakan bilangan bulat positif, sehingga nilai d > 0 dan d
adalah bilangan bulat. Dengan demikian dapat disimpulkan d € {0,1,2}. Selan-


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

60

jutnya akan ditentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic

sesuai dengan nilai d yang telah ditetapkan.

4.6 Pelabelan Total Super (a,d)-sisi Antimagic pada Gabungan Graf
Roda Tank (cTwp,.)

Metode dalam menemukan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pa-
da gabungan graf ¢T'w,, , sama dengan metode yang digunakan pada Graf Roda
Tank tunggal yakni dengan diawali pendeteksian pola (pattern recognition) untuk
menentukan pelabelan yang berlaku sampai dengan batas i, j , ¢ yang telah
ditemukan. Kemudian untuk menentukan pola secara umum digunakan fungsi-
fungsi dalam barisan aritmatika untuk menentukan fungsi bijektifnya. Setelah
fungsi bijektif diketahui maka harus dibuktikan secara deduktif matematik untuk
membuktikan kebenaran dari lema atau teorema. Perlu diketahui bahwa lema dan
teorema dalam penelitian ini adalah bukan lema atau teorema yang biimplikatif
atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah.

Jika dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan konsep
barisan aritmatika, maka diperoleh beberapa lema, teorema dan akibat sebagai
berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal
(berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (ez-
istence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah menen-
tukan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dengan terlebih dahulu menen-
tukan pelabelan titik (a,1)-sisi antimagic pada gabungan graf Rem Cakram.
Sekaligus menentukan fungsi bijektifnya melalui pengamatan pola dan penggu-
naan konsep barisan aritmatika. Lema 4.6.1 adalah lema yang berkaitan dengan

pelabelan titik (a, 1)-sisi Antimagic Gabungan Graf Roda Tank.

0 Lema 4.6.1. Ada pelabelan titik (223 1)-sisi antimagic pada gabungan
Graf Roda Tank cT'w,, ,, jika m gangil, m > 3, n = 6q+4, q sembarang dan c > 3,

c ganjil.

Bukti. Labeli titik gabungan graf Roda Tank Tw,, , dengan fungsi bijektif
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f5, untuk 1 < ¢ < k, definisikan pelabelan f5 : V(Twp,,)) — {1,2,...,mnk}
maka pelabelan f; dapat dituliskan sebagai berikut:

f5($-

(&
]

( 2c+2ik—2k.
2 )

4mnk+2mk—3k+4ik—4mjk—c+2 .
D) )

dmnk+2mk—2k+4ik—4mjk—c+2 .
2 )

dik+4mjk—c—6mk—k—+2 .
2 )

dik+4mjk—c—6mk+2 .
2 )

Amjk—2mk—k—c+1
P ’

dmjk—2mk—c+1 .
2 o)

dmnk+2mk—3k+4ik—4mjk—c+1 .
) )

dmnk+2mk—2k+4ik—4mjk—c+1 .
2 )

dik+4mjk—c—6mk—k—+1 .
2 )

4dik+4mjk—c—6mk+1 .
2 )

untuk 7 =1, ¢ sembarang,
¢ sembarang

<j<n, j="(mod 3),

untuk "TH
1 sembarang, ¢ ganjil
A <j<n, j="(mod 3),

1 sembarang, c genap

untuk

untuk 2 <j <5, j=2(mod 3),
1 <1< m—1, cganjil

untuk 2 < j <5, 5 = 2(mod 3),
1<i<m-—1, cgenap

untuk 2 <j <5, j=2(mod 3),
c genap

untuk 2 <5 <5, 5= 2(mod 3),
¢ ganjil

untuk "TJrs <j<n,

j = "2(mod 3), i sembarang, ¢ genap
untuk "TJFS < 1.0}

j = "2(mod 3), i sembarang, c ganjil
untuk 3 <5 < % :

j=3(mod 3), 1<i<m—1, cgenap
untuk 3 <5 <7,

j=3(mod 3), 1<i<m-—1, cganji
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( diktdmjhc 6mktl, untuk 3 <j <2 j=3(mod 3),
1 <1< m—1, c ganjil
4mjk72n2zk72k+20; untuk 3 < j < % , 7 =3(mod 3),

¢ sembarang

dAmnk+2mk—4k+4ik—4mjk+2c . n+6 . - _ n46
5 ;untuk 52 <j<n, j=""(mod 3),

¢ sembarang, c sembarang

4ik+4mjk726mk72k+20; untuk 4 S ] S % 7 ]: 4(m0d 3)7
1 <i<m—1, csembarang
¢ _ dmjk—2mk—k—c42 . 3 n S
fs(@5 ;) ; ; untuk 4 < j < %, j = 4(mod 3),
¢ ganjil
w; untuk 4 < j < %, j = 4(mod 3),
¢ genap

2mnk—2mk—k+2ik—c+1.
D) )

untuk j =22 1 <i<m—1,

¢ genap
2mnk—2m12€+21k—c+1; untuk j = ”T+2 1<i<m-—1,
¢ ganjil
2mnk—2k+2c. ; — nt2
| 2mnh—2hile, untuk j = “3= ¢ sembarang

Pelabelan titik f5; tersebut merupakan sebuah fungsi bijektif. Jika wy,
merupakan bobot sisi berdasarkan pelabelan titik f; dimana bobot sisi pelabelan
titik diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang bersisian pada cT'w,, .
Berikut bobot sisi dari gabungan graf Roda Tank:

untuk ¢ sembarang, c ganjil

__ 2mk+6ik—5k+c+2.
W (xi,nxi,l)c = 2 )

W (TinTi1)® = w; untuk 7 sembarang, ¢ genap

Wiy (T4,j5541)¢ = PORHORIREAR - yntuk j=1 1<i<m— 1,
c ganjil

Wiy (5,4 jp)¢ = ZmEtORdbct?, yptuk j=1 1<i<m-—1,

¢ genap
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c _ 8mk—3k+c+1.
Wy, (T3,jT5541)° = S5
c __ 8mk—2k+c+1.
Wy (T3,j74,541)° = =5

2mk+6ik—k4c42.
2

9

W (T3 jTig1n—j1)’ =

c _ 2mk+6ik+c+2.
W (T 5T 1 n—jp1)C = TS

c _ 8mjk—8mk+k—2c+3 .
W (P10 j+2Tm )¢ = 5 ;

c _ 8mnk—5k+8ik—8mjk—2c+3 .
Wiy (TijTi54+1)¢ = .
¢ _ 8ik+8mjk—2c—16mk—3k+3 .
Wiy (TijTin—j+3)° = -

e ¢ _ 8ik+8mjk—2c—8mk—k+3
Wy (i jTi41)° = ; ;
c _ 8ik+8mjk—2c—8mk+k+3
wfs(a?i,sz'+1,n—j+1) = 2

¢ __ 8mjk+c—8mk—5k+2,
Wiy (TijTin—j+3)° = 5 ;
c _ 8mjk4+c—8mk—4k+2
Wi, (TijTin—jt+3)° = 5 ;

N ¢ _ 8mjk—3k+c+1.
wf5<xl,]xl7j+1) — P) )
bl c _ 8mjk—2k+c+1 .
Wiy (T4, Tig+1)° = 2 3
¢ _ 8mjk—8mk—k+c+1,
W (T1,n—j42Tm,5)° = 5 :

8mjk—8mk+c+1 .,

W5 (T1,n—j+2%m,5)° 3 ;

c _ 8mnk—Tk+8ik—8mjk+c+1 .
Wy (i T j41)° = 5 ;

63

untuk 7 =1 7 =m, c genap
untuk 7 =1 i =m, c ganjil
untuk =1 1<i<m—1,
¢ ganjil

untuk =1 1 <i<m—1,
¢ genap

untuk 2 <5 <3,
j = 2(mod 3), ¢ sembarang
untuk "T*S <j<n
j = "(mod 3), i sembarang,
¢ sembarang

untuk 3 <j <3,
j=3(mod3), 1<i<m-—1,
¢ sembarang

untuk 2 <5 < ”T_Q N
j=2(mod3), 1<i<m-—1,
¢ sembarang

untuk 2 < j < ”T_Q ,
j=2(mod3), 1<i<m-—1,
¢ sembarang

untuk 3 <j < &, j = 3(mod 3),

1 =m, c ganjil

untuk 3 < j <5, j = 3(mod 3),

1= m, c genap

untuk 2 < j < %2 j = 2(mod 3),

1 =m, c genap

untuk 2 < j <22 j =2(mod 3),

it =m, c ganjil

untuk 3 <j <&, j=3(mod 3),

¢ genap

untuk 3 <5 <
¢ ganjil

untuk ”T% <j<n,
j = %5 (mod 3),

1 sembarang, ¢ genap

 j =3(mod 3),

3
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c _ 8mnk—6k+8ik—8mjk+c+1 .

Wy (i T j41)° = 5 ;
¢ _ 8ik+8mjk—16mk—5k+c+1
W (i jTip—ji3)" = 2 ;

o N\e _ 8ik+8mjk—16mk—4k+ct1,
W (:E17Jx17n—]+3) s B )

. \e _ 8ik+8mjk—8mk—3k+ct1,
wfs(xwxm-l—l) . 2 )

c _ 8ik+8mjk—8mk—2k+c+1 .

Wiy (T T j41)° = 5 ;
¢ _ 8ik+8mjk—8mk—k+c+1 .
W (TijTigim—jr1)° = D) ;

L. . ¢ _ 8ik+8mjk—8mk+c+1 .,
Wi (i Tiy1,n541)° = 5 ;

L . c __ 8mjk—8mk—3k—2c+3.
wf5 (xz’szﬂn_]+3> - 2 3

N ¢ _ 8mjk—3k+c+2 .
wf5<xl7]xl7j+1) — P) )

¢ 8mjk—2ktci2.

W (i jTig41)° = T
) e _ 8mjk—8mk—k+c+2,
wf5($1,n—]+2$m,]) = 2 )

) c 8mjk—8mk+c+2 .
Wy (X1 - jy2Tmg)¢ = =5

untuk ”T%Sjgn,

64

j = "%(mod 3), i sembarang,

¢ ganjil
untuk 4 <5 < g ,
3), i <

J = 4(mod <
¢ genap

untuk 4 <5 <3,
j=4(mod3), 1<i<
¢ ganjil

untuk 3 < j < 72
j=3(mod3), 1<i<
¢ genap

untuk 3 <5 < TQ
j=3(mod3), 1<i<
¢ ganjil

untuk 3 <5 < 72
j=3(mod3), 1<i<
¢ genap

untuk 3 < j < 72
j=3(mod 3), 1<

<m
¢ ganjil
untuk 4 < j < %
j =4(mod 3), i=m, ,
¢ sembarang
untuk 3 <5 < ”T’Q ,
j = 3(mod 3), i=m,
¢ ganjil
untuk 3 <5 < % 4
Jj = 3(mod 3), i=m,
¢ genap
untuk 4 <5 <3,
Jj = 4(mod 3), ¢ ganjil
untuk 4 < j < % ,
Jj = 4(mod 3), ¢ genap

m—1,

m— 1,
m — 1,
m— 1,
m—1,

-1,
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c _ 8mnk—Tk+8ik—8mjk+c+2 . n+4 .
W (2,1541)° = 5 ; untuk 5= <j<n,

j = " (mod 3), i sembarang,
¢ ganjil

__ 8mnk—6k+8ik—8mjk+c+2 . +4 .
W (T30 541) = ; ; untuk "= <j <n,

j = "*(mod 3), i sembarang,
¢ genap

Wiy (i i ys) = SEESMIEIOMESktet? . ek <
J = 5(mod 3),

¢ ganjil

¢ _ 8ik+8mjk—16mk—A4k-+c+2.
W, (Ti,jTim—j43)° = ; untuk 5 <y

2
Jj = 5(mod 3),

¢ genap

c _ 8ik+8mjk—8mk—3k+c+2.
Wiy (T3 Tij+1)° = 2 5 untuk 4 < j <

~ .
IN
)3

< n=2
2
j=4(mod 3), 1<i<m-—1,

¢ ganjil

__ 8ik+8mjk—8mk—2k+c+2 .,
W (215 Ti 1) = o 3 untuk 4 <5 <

< n=2
2
j=4(mod 3), 1<i<m-—1,
¢ genap
ik jk—k—8mk
wf5($i7jl'i+1,n—j+1)c = Sikt8m] ) sm +C+2; untuk 4 < j < TQ
j=4(mod 3), 1<i<m-—1,

¢ ganjil

c _ 8ik+8mjk—8mk+c+2 .,
Wi (TijTit1,n—j+1)° = 5 : untuk 4 <5 <

—2
T
j=4(mod 3), 1<i<m-—1,
c genap

¢ _ 8mjk—8mk—5k+c+1 .
Wi (Ti,jTin—jr3)¢ = 5 : untuk 5 < j

| /\

% ;
Jj = 5(mod 3 =m,

¢ genap

_ 8mjk—8mk—4k+c+1
Wi (Ti jTin—jrs)s = > X untuk 5 <

| /\

J 3,
Jj =5(mod 3), i=m,

¢ ganjil

c _ 8mjk—k—2c+3.
A= — untuk 4 < j <

—2
2 )

j=4(mod 3), i=m,
¢ sembarang

c __ 4dmnk—8mk—3k+6ik—2c+3. n+2
Wy (T3 jTij41)¢ = 5 ; untuk j = ,

1§Z§m—1,

¢ sembarang
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c __ 4dmnk—8mk—k+6ik—2c+3. L )
Wy (TijTij41)¢ = 2 ; untuk j = 3,

1 <1< m—1, c sembarang

W (T3 jTig1n—j1)’ =

dmnk—8mk+k+6ik—2c+3. )
5 ; untuk j =3,

1 <i<m—2, csembarang

_ dmnk—2mk—Tk+c+2. r_n N
W (T jTip1n—jr1) = 5 ; untuk j =12, i=m—1,
¢ ganjil
__ 4dmnk—2mk—6k+c+2. ) S
W (T4 i1 1) = 5 : untuk j =%, i=m—1,
c genap
_ 4dmnk—2mk—5k+c+2. s nt2 S
Wi (T 5T5.541)° = 5 ; untuk j =22, i =m,
¢ ganjil
_ dmnk—2mk—4k+c+2. - nt2 o
W, (T, 541)° = 2 ; untuk j = "F=, i =m,
c genap
_ 4dmnk—2mk—3k+c+1. r__n SO
W (T30 541) = 2 ) untuk j =5, i=m,
c genap
_ 4Amnk—2mk—2k+c+1. F_n -
W, (Ts,5s,541)° = 2 ; untuk j =73, i=m,
¢ ganjil

Berdasarkan bobot sisi yang didefinisikan diatas, bobot sisi terkecil terletak
pada wy, untuk ¢ = 1, ¢ = 1 dan bobot sisi terbesar terletak pada wy, ketika
¢ = ganjil yaitu pada ¢ = k. Dengan mensubstitusikan nilai batas pada tiap

definisi rumusan yang diberikan maka didapatkan nilai-nilai berurutan yang akan

A {2mk+k+3 2mk+k+4 dmnk—2mk—k+1
L} 2 ? 2 yrt o 2

membentuk himpunan wyg, }. Himpunan

tersebut membentuk sebuah himpunan yang memiliki nilai awal w dan beda
tiap elemennya adalah 1, sehingga dapat disimpulkan bahwa pelabelan f5; adalah
suatu pelabelan titik (22453 1) atau bisa dituliskan sebagai (2222543 1) EAV
labelling. O

Gambar 4.6 merupakan contoh pelabelan titik EAVL (mzﬂ7 1)-sisi an-

timagic gabungan graf Roda Tank 57ws g dengan d = 1.
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Gambar 4.6 Graf 5T'ws 19

¢ Teorema 4.6.1. Ada pelabelan total super (
sisi antimagic pada gabungan graf Roda Tank cTw,,, jika m gangil, m > 3,

n = 6q+4, q sembarang dan c > 3, ¢ ganjil.

Bukti. Pada kasus ini dibagi menjadi dua kasus yakni d = 0 dan d = 2.
Kasus 1 (d =0)
Labeli titik gabungan grat Roda Tank c¢T'w,,, dengan definisikan label sisi fg :

E(CTwm,n) = {2mk—2|—k+37 2mk—2|—k+47 N W}, maka label sisi f6 untuk

6mnk—2mk—k+3
S oty

pelabelan total super ( -sisi antimagic pada graf cT'w,,, dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Jo(Tinzi1)¢ = 6mnk_4mk§4k_6m_0+l; untuk ¢ sembarang, ¢ ganjil

Jo(Tinxi1)t = Gm"k"lmkg‘?’k’&k’c“; untuk i sembarang, ¢ genap
f6(xi,j'ri,j+1)c - 6mnkf4mk+22kf6zkfc+1; untuk ,] =11 < i <m— 1’

¢ ganjil

6mnk—2mk—k+3 2mnk+2mk+k+5
ORISR 2 0), dan (SORELSRELEES 9)-
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c __ 6mnk—4mk+k—6ik—c+1.
f6($i,jl‘i,j+1) = ) )
c __ 6mnk—10mk+2k—c+2.
Jo(@ijijem)® = 5 )
c _ 6mnk—10mk+k—c+2.
Jo(@i i) = 5 ;
__ 6mnk—4mk—6ik—c+1.
fo(@ijTivin—ji1)¢ = 5 ;
_ 6mnk—4mk—6ik—k—c+1.
J6(%ijTit1n—j41)¢ = s :
_ 6mnk+6mk—2k—8mjk+2c .
J6(T1n—jyaTm;)¢ = 3 ;
¢ _ 4k—2mnk—2mk—8ik+8mjk+2c
Jo(@i i) = > ;

¢ _ 6mnk+14mk+2k—8ik—8mjk+2c
Jo(@ijTin—jt3)® = 2 :

9

c _ 6mnk+6mk—8ik—8mjk+2c,
Jo(@i i) = 2 ’
_ 6mnk+6mk—2k—8ik—8mjk+2c
fo R = 2

_ 6bmnk+6mk+4k—8mjk—c+1 .
f6($i,j$i,nfj+3)c = 5 . )

¢ _ 6mnk+6mk+3k—8mjk—c+1 .,
Jo(@ijTin—jt3)® = 2 )

69

untuk =1 1 <i<m—1,
¢ genap
untuk 7 =1 ¢=m, ¢ genap
untuk 7 =1 7 =m, c ganjil
untuk =1 1 <i<m—1,
¢ ganjil

untuk =1 1 <i<m—1,

c genap

¢ sembarang

untuk "T*S <j<n,
=
¢ sembarang

untuk 3 <5 <3,
j=3(mod3), 1<i<m-—1,
¢ sembarang

untuk 2 < j < ”T_Q ,
j=2(mod3), 1<i<m-—1,
¢ sembarang

untuk 2 < j < 252
Jj=2(mod 3), 1<i<m-—1,
¢ sembarang

untuk 3 <5 <
J = 3(mod 3),
1 =m, c ganjil

untuk 3 <5< 2,

| = 3(mod 3),

1 =m, c genap

(mod 3), 1 sembarang,

N3

3


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

f6 (xi,jxi,jJrl)c — 6mnk—2mk+22k—8mjk—c+2;

f6 (xi,jxi,j-i-l)c — 6mnk—2mk+2k—8mjk—c+2 :

f6 ('Tl,nfj+2xm,j)c — 6mnk+6mk2—8mjk—c+2;

f6 (xl,n—j+2mm,j)c | 6mnk+6mk—28mjk—k—c+2 :
f6 (xi,jxi,jJrl)c _ 6k—2mnk—2mk58ik+8mjk—c+2;
f6 (xi,jaji,j-l—l )c — 5k—2mnk—2mk;8ik+8mjk—c+2 :

f6(T; i Tinays 3). =

fo(Tiiint. 3 )=

6mnk+14mk+4k—8ik—8mjk—c+2 .

2

I

6mnk+14mk+3k—8ik—8mjk—c+2

2

6mnk+6mk+2k—8ik—8mjk—c+2 .

fe R TEIN—

D I

Jo(@s jTi441)° =

fo(Zi jTiv1n—j+1)°

f6($i,j$z‘+1,n—j+1)c

6mnk+6mk+k—8ik—8mjk—c+2 .
2

)

6mnk+6mk—8ik—8mjk—c+2
D) )

I

6mnk+6mk—k—8ik—8mjk—c+2,

2

I

70

untuk2§j B2,
j =2(mod 3), i =m, c genap
untuk2§]§72
j = 2(mod 3),
untuk3§j§
d 3),
<J

9

Jj = 3(mod 3), ¢ ganjil

untuk 28 < j <n,
j= ”T“‘(mod 3), i sembarang,
¢ genap

untuk 250 < j<n,
j= ”T*G(mod 3), i sembarang,
¢ ganjil

untuk 4 < j < 7§

3),

i

J = 4(mod 1<i<m-—1,
¢ genap

untuk 4 <j <3,
j=4(mod 3), 1<i<m-—1,
c ganjil

¢ genap
untuk?)g]g%,
j=3(mod3), 1<i<m-—1,
¢ ganjil
untukSS]S%,
j=3(mod 3), 1<i<m-—1,
¢ genap

untuk 3 < jS”T_2,
j=3(mod3), 1<i<m-—1,

c ganjil
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f6<xi,jxi,nfj+3>

c __

6mnk+6mk—+2k—8mjk+2c
P) )

fo(@ijzije1)°

6mnk—2mk+2k—8mjk—c+1
2 )

6mnk—2mk+k—8mjk—c+1 .,

fo(@ijzije1)°

f6($1,n—j+2$m,j)c =

f6(£171,n—j+293m,j)

c __

2 9

6mnk+6mk—8mjk—c+1
2 )

6mnk+6mk—8mjk—k—c+1
D) )

fo(@i 3% 511)°

6k—2mnk—2mk—8ik+8mjk—c+1
B )

5k—2mnk—2mk—8ik+8mjk—c+1 .

fo(@i jijy1)°

Jo(Zi jTin—j+3)° =

Jo(ZsiTin—jt3)t =

2 I

6mnk+14mk+4k—8ik—8mjk—c+1 .

2

6mnk+14mk+4k—8ik—8mjk—c+1

2

c __ 6mnk+6mk+2k—8ik—8mjk—c+1
Jo(@s ;@i 541)° = 3 ;
¢ _ 6bmnk+6mk+k—8ik—8mjk—c+1 .
f6(llfi,j9€i,j+1) = 2 ;
_ 6mnk+6mk—8ik—8mjk—c+1 .
fo(@ijTiz1n—j+1)¢ = —

I

71

untuk 4 <5 < g
j =4(mod 3), i=m,
¢ sembarang
n—2

j =3(mod 3), i =m,
¢ genap
untuk 4 <5 <3,
j = 4(mod 3), ¢ ganjil
untuk 4 <j <%,
j = 4(mod 3), ¢ genap

j= "TH(mod 3), ¢ sembarang,
¢ ganjil
untuk ”TH <Jj<n,

j = " (mod 3), i sembarang,

¢ genap

untuk 5 <j <3,

j=5(mod 3), 1<i<m-—1,

¢ ganjil

untuk 5 <j <3,
=5(mod 3), 1<i<m-—1

¢ genap

untuk 4§j§”7_2,

j=4(mod 3), 1<i<m-—1,

c ganjil

untuk 4 < j < 552

j=4(mod 3), 1<i<m-—1,

¢ genap

untuk 4§j§"7_2,

j=4(mod 3), 1<i<m-—1,

c ganjil
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f6(@ijTig1m—j1)" = Gmnk%mk_si’;_gmjk_k_cﬂ; untuk 4 < j < ?2 )
j=4(mod 3), 1<i<m-—1,
¢ genap

Fo(@iiTiniis)® = 6mnk+6mk+4§k—8mjk—c+2; untuk 5 < j < % ’
j =5(mod 3), i=m,
¢ genap

fG(xi,jxi,n—j-i-?:)c - 6mnk+6mk+4§k—8mjk—c+2; untuk 5 < ] % 7
j=5(mod 3), i=m,
¢ ganjil

folmi ji jyq)° = Smnb=tme—dmiktle, untuk 4 < j < Tz ;
j =4(mod 3), i=m,

¢ sembarang

c __ 2mnk+6mk+2k—6ik+2c. - nt2
fG(xi,jxi,j+1) = ) ; untuie = e,

1 <1< m—1, csembarang

_ 2mnk+6mk—6ik+2c. - _n
f6($i,jfi,j+1)c = 5 ; untuk j = =

1 <i<m—1, csembarang

__ 2mnk+6mk—2k—6ik+2c. s n .
fo(Ti3Tit1n—gr1)° = 3 : untuk j =3, 1<i<m-—2,

¢ sembarang

f6($i,j%‘+1,n—j+1)c = ankzﬂ; untuk j = %7 t=m—1,
¢ ganjil

f6(xi,j$i+1,nfj+1)c = w; untuk j = %7 i=m—1,
¢ genap

fo(Tags g )0 = 2oBEE A=, untuk j = "2, i =m,
¢ ganjil

J6(@i,5%5541)° = W§ untuk j = %27 t=m,
c genap

fo(igs )0 = 2mnktihoct?, untuk j =g, i=m,
¢ genap

J6(@i5%5511)° = MM§ untuk j =3, i=m,

¢ ganjil
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Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total maka Wy, dapat
diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot sisi EAVL wy, dan rumus fs dengan

syarat batas ¢, 7 dan c yang bersesuaian. Berikut rumus bobot sisi EAVL wy, :

Wi (T p21)¢ = Smnh=2mh—kts, untuk ¢ sembarang,
c ganjil

W (T3 nTi1)¢ = MW; untuk ¢ sembarang,
c genap

Wi (24,53 1) = CRREERERES, untuk j=1 1<i<m-—1,
¢ ganjil

Wi, (4,5 j41)° = Snnb=2mb-itd, untuk j=1 1<i<m-—1,
¢ genap

Wi (B4,5Bi 1) = SRRERRERE, untuk j =1 7=m,
¢ genap

_ 6mnk—2mk—k+3. .

Ul (75 57 ; AR R ST untuk j =1 i=m,
¢ ganjil

W (T, jTig1n—jpr)¢ = PEZEERAS .tk j=1 1< <m—1,
¢ ganjil

¢ _ 6bmnk—2mk—k+3. . X
UJfG(l'iJl'iJan,jJrl) = w2 | untuk r— 11 <i1<m— 1,

c genap

_ 6mnk—2mk—k+3.
WA o T, MR RESIE = gy untyll2 < g

J= 2(m0 3), c mbarang
Wi (TijTi5+1)¢ = %W; untuk 28 < j

1 — "T%(mod 3),

¢ sembarang
TTRCHEN, - ) — il — it untuk 3 <5< 3,

2
j=3(mod3), 1<i<m-—1,

I/\ % wlz

1 sembarang,

¢ sembarang
Wi (3,31 541)° = Smmk=Zmh-ki3, untuk 2 < j < 252
j=2(mod3), 1<i<m-—1,

¢ sembarang
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Wi (Ti jTig1 )¢ = SRBE=2mEEES . yptuk 2 <5 < %52 5 = 2(mod 3),

1 <7< m—1, ¢ sembarang

Wi (T jTi g jg) = Smnk=2mhkis, untuk 3 <5< %, j=3(mod 3),
1 =m, c ganjil
W (T3 i) = CRERIEEEES untuk 3 <5 < %, j = 3(mod 3),

1 =m, c genap

Wi (5 @5 5 41)¢ = Snb=2mb—hid, untuk 2 < j < 22 j =2(mod 3),
1 =m, c genap
Wi (4,54 541)° = SURETRERLS, untuk 2 < j <252 j = 2(mod 3),
1 =m, c ganjil
Wi (T1 i jpoTim, ;)¢ = Smmb=2mb=btd. yptuk 3<j <2, j=3(mod 3),
¢ genap
W (T4 20m )¢ = HBEEREERES - untuk 3 < j < &, j = 3(mod 3),
¢ ganjil
Wy (T1,jij41)¢ = SERAERR=EES, untuk 258 <j <n, j= 8 (mod 3),

1 sembarang, c¢ genap

c __ 6bmnk—2mk—k+3. n+6 . - n+6
wa('xi,]'xiJle) = 1 28TM0 untuk o S J S n,j= T(mOd 3)7

1 sembarang, ¢ ganjil

Wi (T jTi e jp) = Smnk=2mbkis, untuk 4 < j < %, j=4(mod 3),
1<i<m-—1, cgenap

Wi (Ti jTin—jp3)® = SOEZRE=EES . untuk 4 < j <3, 5 = 4(mod 3),
1 <1< m—1, c ganjil

Wi (T3 @ j41)¢ = Snb=2mb—iid, untuk 3 < j <22 j=3(mod 3),

1<i<m-—1, cgenap

Wi (4,451 )0 = SIETRESRLS, untuk 4 < j <232 j = 4(mod 3),

1<t <m—1, cganjil

Wi (T3 @5 j41)¢ = Smnb=2mb—itd, untuk 4 < j < 22 j = 4(mod 3),

1<i<m-—1, cgenap

Wy (T jTig1n—jyr)C = SRRE=2MEEES . ynpuk 4 < j < 252 5 = 4(mod 3),

1 <1< m—1, c ganjil

Wi (Ti jTigp1 e )¢ = Smmk=2mbbts. yptuk 4 <j < 222 5 = 4(mod 3),

1<i<m-—1, cgenap

Wi (T3 jTipjpp)” = SEEEEEEES . antuk 5 < j < 5, j = 5(mod 3),

1 =m, c genap
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c __ 6mnk—2mk—k+3.

Wio (T jTij11)¢ = N E—
c __ 6mnk—2mk—k+3.
W (TijTi1,n—j41) = SR
c __ 6bmnk—2mk—k+3.
W (Ti i1 m—j1)” = 2R

We (L jTip—jys)® = SRE=ZRERLD,
wllfr o ;1 )¢ =Sk
Wyo (@i i g )© = SmnbE=Zmb—iodd,
wa (xl,nfj+2xm,j>c — 6mnlc722mkfk+3;

c 6mnk—2mk—k+3.
W (xl,n—j+2mm,j) =5

c __ 6bmnk—2mk—k+3.

Wi (TijTi541)¢ = = f 20
. c __ 6bmnk—2mk—k+3.
Wie(Ti,Ti 1) = o W

c _ 6mnk—2mk—k+3.
wa(xi’jxi7n*j+3) R O % B o
c _ 6bmnk—2mk—k+3.
wy, (EREEy S i Tt

c __ 6bmnk—2mk—k+3.

Wio (s jTipn—jys)® = TGRS
- el c _ 6bmnk—2mk—k+3.
Wi (TijTij41)° = >

c __ bmnk—2mk—k+3.

W (Ti 5T g41)° = TR=TRA=EES,
—— c __ 6bmnk—2mk—k+3.

W (%3, i j41)¢ = 2RSS

c __ 6bmnk—2mk—k+3.
wf6<xi,jxi+1,n*j+1) = 95 — 3

75

untuk 3 < j < %52 5 = 3(mod 3),
1 <1< m—1, cganjil

untuk 3 < j <22 j=3(mod 3),
1<i<m-—1, cgenap

untuk 3 < j < 22 j = 3(mod 3),
1 <1< m—1, cganjil

untuk 4 < j < %, j = 4(mod 3),

1 =m, c sembarang

untuk 3 < j < 22 j = 3(mod 3),
1 =m, c ganjil
untuk 3 < j <22 j =3(mod 3),

1 =m, c genap
untuk 4 <5< 3,

Jj = 4(mod 3), ¢ ganjil
untuk 4 <5 <3,

j = 4(mod 3), ¢ genap
untuk =3

1 sembarang, ¢ ganjil

untuk "4 < j <n, j = "4 (mod 3),

2

1 sembarang, ¢ genap

untuk 5 < j < %, j = 5(mod 3),
1 <1< m—1, c ganjil

untuk 5 < j < %, j=5(mod 3),
1<i1<m—1, ¢ genap

untuk 5 < j < %, j = 5(mod 3),
1 =m, c ganjil

untuk 4 < j < 22 j = 4(mod 3),
1 =m, c sembarang

2 1 <i<m—1,

untuk j = 3=,

¢ sembarang
untuk j =7, 1<i<m-—1,
¢ sembarang
untuk j =2, 1<i<m-—2

¢ sembarang

1t < j<n, j=""(mod 3),
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W (T j Ty 1 jyr)© = SREEZEIES - yppuk j =2 i =m — 1,
¢ ganjil
Wi (5 jTip1,nj1)" = PEEIEEES L untuk j =%, i =m - 1,
¢ genap
Wi (T4, 4 )¢ = Snb=2mb=hid, untuk j =22 i =m,
¢ ganjil
Wi (X4 %0 j41)¢ = Mw; untuk j = ”TJ“Q, i=m,
¢ genap
Wi (4,55 j41)¢ = Smnb=2mb-iid, untuk j = 2, “.=n,
¢ genap
Wi (X %1 j41)¢ = Mw; untuk j =%, i=m,
¢ ganjil
Di dapat semua sisi memiliki bobot yang sama yaitu w, maka
himpunan bobot sisi Wy, ={ &mok=2mk—kt3 = Omnk-3mk-kt3 = = Gmnk-2mbk-ki3}

Sehingga dapat disimpulkan bahwa gabungan graf Roda Tank cT'w,,, dengan

m > 3 dan n > 10 mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic dengan

6mnk—2mk—k+3 dan d =

a = )

0, atau gabungan graf Roda Tank cT'w,,, mem-

Gmnk-—2mk—k+3 ())-sisi antimagic jika m > 3 dan

punyai pelabelan total super (
n > 10. Gambar 4.7 merupakan contoh pelabelan total super (1624,0)-sisi an-

timagic (SEATL) pada gabungan graf Roda Tank 57w 1.
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Gambar 4.7 Graf 5T'ws 19
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Kasus 2 (d = 2) Gunakan pelabelan titik f; = fsuntuk melabeli titik gabu-

ngan graf Roda Tank ¢T'w,, ,, kemudian definisikan label sisi f7 : E(cTwp,,) —

{2mk+k+3 2mk+k+4
2 ? 2 ’
dmnk—2mk—Fk+1 }
B 2 )

(a,2)-sisi antimagic pada graf ¢T'w,, ,, dapat dirumuskan sebagai berikut::

sedemikian hingga label sisi f; untuk pelabelan total super

fr(@inxin)® = w; untuk 7 sembarang,
¢ ganjil
Jr (@i g)e = 2mnktOhShtl, untuk ¢ sembarang,
¢ genap
Jo(@i 5 441 )0 = mnbhdbiObiedl, untuk j=1 1<i<m—1,
c ganjil
f7($i,jxi,j+1)c — ank73k;r6ik+c+1; untuk ] =11 S i S m — 17
¢ genap
_ 2mnk+6mk—4k+c. Y .
o[ AT | — ] untuk j=1 i=m,
¢ genap
_ 2mnk+6mk—3k+c. .
Fo(@s 5Ti gyy)° = SBOETIS—SREC untuk j =1 i=m,
¢ ganjil
Fr(@igBigapnjp)° = Lmnh-2btbbietl, untuk j=1 1<i<m-—1,
¢ ganjil
_ 2mnk—k46ik+ctl. - ~
f7(1‘i’jl‘i+1’n,]’+1)c = D) Lere i untuk ] = 11 S 7 S m — 1,
¢ genap
_ 2mnk—10mk+8mjk—2c+2 .
f7($1,n—j+2xm,j)c = 5 / ; untuk 2 <5 < g ,
Jj =2(mod 3), ¢ sembarang
_ 10mnk—2mk—6k+8ik—8mjk—2c+2 +8 .
fr(@ij2i541)¢ = 5 ! ; untuk == < j <n,

j = "(mod 3), i sembarang,

¢ sembarang

_ 2mnk—18mk—4k+8ik+8mjk—2c+2 . .
Fr(zEmm_ = 0 : ; untuk 3 <5 <%,

j=3(mod3), 1<i<m-—1,

¢ sembarang
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¢ _ 2mnk—10mk—2k+8ik+8mjk—2c+2 .
f?(xi,jxi,jJrl) = D) )

2mnk—10mk+8ik+8mjk—2c+2 ,
)

(@i jTivin—ji1)" = 5

¢ _ 2mnk—10mk—6k+8mjk+c+1 .
Jo(@ijin—j+3)° = 2 ;

¢ _ 2mnk—10mk—5k+8mjk+c+1 .
f7(xi,jxi,n—j+3) = 5 )
c _ 2mnk—2mk—4k+8mjk+c.
f?(l’i,jxi,jﬂ) = ) )
¢ _ 2mnk—2mk—3k+8mjk+c.
Jo(@i i) = 3 ;
c _ 2mnk—10mk—2k+8mjk—+c.
f7($1,n—j+290m,j) = B )
c _ 2mnk—10mk—k+8mjk+c.
Jr (@1 n—jr2m;) = 2 ;
¢ _ 10mnk—2mk—8k+8ik—8mjk+c
f7($i,jmi,j+1> = 2 )
¢ _ 10mnk—2mk—Tk+8ik—8mjk+c
fo (@i i) = 2 v
¢ _ 2mnk—18mk—6k+8ik+8mjk+c
f?(ﬂfi,jilfi,n—j+3) — 2 ;

_ 2mnk—18mk—5k+8ik+8mjk+c.
Jo (i i n—jy3)¢ = 5 :

untuk 2 < j < 252
j=2(mod3), 1<i<m-—1,
¢ sembarang

untuk 2 <5 < ”T_Q ,
j=2(mod3), 1<i<m-—1,
¢ sembarang

untuk 3 <5 <3,

j =3(mod 3), i=m,

¢ ganjil

untuk 3 <5 < %
j=3(mod 3), i=m,
¢ genap

untuk 2 < j < TQ :
j=2(mod 3), i=m,
¢ genap

untuk 2 <5 < TQ ,
j=2(mod3), i=m,
¢ ganjil

untuk 3 <75 <3,
j = 3(mod 3), ¢ genap

untuk 3 <5< 3,
Jj = 3(mod 3), ¢ ganjil

untuk ";6 <j<n,
j = "%(mod 3), i sembarang,
¢ genap

untuk ”T% <j<n,
j = "%(mod 3), i sembarang,
¢ ganjil
untuk 4 < j

¢ ganjil
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_ 2mnk—10mk—4k+8ik+8mjk—+c.
fr(w; jxiji1)° = 5 ; untuk 3 <

_ 2mnk—10mk—3k+8ik+8mjk+c.
fa(@ijzij) = ; untuk 3 < j < %2

2

_ 2mnk—10mk—2k+8ik+8mjk+tc. n—2
fr(@ijTiv1n—j1)® = B ; untuk 3 <5 < B2

_ 2mnk—10mk—k48ik-+8mjk-c. n—2
Jo(Z; ji1 nliea S = > ; untuk 3<j <22

c ganjil

_ 2mnk—10mk—4k+8mjk—2c+2 .
fr(@ijTin—j13)° = 5 ; untuk 4 < j <

0|3

j =4(mod 3), i=m,

¢ sembarang

2mnk—2mk—4k+8m]k+c+1; untuk 3 < ] < -2

Jr(@i5%5511)¢ = 5 =

j = 3(mod 3), i=m,
¢ ganjil

__ 2mnk—2mk—3k+8mjk+c+1.
Fo(®igTij41)° = 5 : untuk 3 < j <

—2
2 9

j =3(mod 3), i=m,
¢ genap

_ 2mnk—10mk—2k+8mjk+c+1 .,
Fr(Z1p—jt2Tm )¢ = 5 : untuk 4 < j <

o3

)

j =4(mod 3), ¢ ganjil

_ 2mnk—10mk—k+8mjk+c+1 . n
fr(T1n—jr2Tm,5)¢ = 5 3 untuk 4 <j <3,

j = 4(mod 3), ¢ genap

_ 10mnk—2mk—8k+8ik—8mjk—+c+1 . n+4 9
Fr(za i i) = 3 ; untuk *5= < j<n,

j= "TH(mOd 3), i sembarang,
¢ ganjil

_ 10mnk—2mk—Tk+8ik—8mjk+c+1 . n+4 .
fr(@i jij+1)° = 3 ; untuk *= < j <n,

j =" (mod 3), i sembarang,

c genap

_ 2mnk—18mk—6k+8ik+8mjk+c+1 .
f7($i,j33i,n—j+3)c = B ;  untuk 5 <

Jj = 5(mod 3),

c ganjil

\_/ Q
IN
|3


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

82

_ o2mnk—18mk—5k+8ik+8mjk+c+1 .
f?(l’i,sz‘,n—j+3>c =38 2 . ; untuk 5 <

j = 5(mod )1§i§m—L
¢ genap

Fo(@ij@i01)° = ank—10mk—4k2+8ik+8mjk+c+1; untuk 4 < j < =2
j = 4(mod 3),
c ganjil

Fo(@i @i 01)° = 2mnk—10mk—3k2—0—8ik+8mjk+c+1; untuk 4 < j <=2
j=4(mod 3), 1<i<m-—1,
¢ genap

_ 2mnk—10mk—2k+8ik+8mgk+ctl, n—2
Fo(®i i Tir1n—g1)° = 3 ! ;  untuk 4 < j < =

j=4(mod 3), 1<i<m—1,

c ganjil
Fr(@i i1 )¢ = 2nnbtOmbkiSkiSmjktetl,  ypgyk 4 < j < 222

j=4(mod 3), 1<i<m-—1,

c genap

_ 2mnk—10mk—6k+8mjk—+c .
Jr(Zi jZin—ji3)t = > LT untuk 5 <

I/\
I3

J

j =5(mod 3),
C genap

f7(xi,jxi,n—j+3)c _ 2mnk—10mk2—5k+8mjk+c; ek A5 S ]

J = 5(mod 3),

| /\

% ;

m7
¢ ganjil

Fo(@i @i j41)° = ankamk722k+8mjk720+2; SR < ; < TQ 7
Jj = 4(mod 3),

¢ sembarang

=1m,

__ 6mnk—10mk—4k+6ik—2c+2. ; 2 g
f7<xi,jxi,j+1)c - 2 : S ) untuk J = %7 1 <i<m-— 17

¢ sembarang

f7(xi,jmi,j+l)c - 6mnk—10mk—22k+61k—26+2; untuk ] _ %’ 1 S 4 S m— 17

c sembarang

__ 6mnk—10mk+6ik—2c+2. : .
Jr(@i5Ts1m—jy1)’ = i et untuk j =3, 1<i<m-—2

¢ sembarang

6mnk—4mk—8k flas : .
Fr(@ij@isa )¢ = SEEEAEEESECE untuk j =73, i=m—1,

c ganjil
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f?(xi,jxi+1,n7j+1)c — 6mnk74m2kf7k+c+1; untuk ] — %7 i=m — 1’
¢ genap

f7(xi,jxi,j+l)c — 6mnk—4m2k—6k+c+1; untuk ] _ nT—i—Z’ i =m,
¢ ganjil

f?(xi,jxi,jJrl)c — 6mnk74m2kf5k+c+1; untuk ] — 7’LT+27 i = m,
¢ genap

fr(@ijxijs1) = w; untuk j =%, i=m,
¢ genap

f?(xi,jxi,jJrl)c = %ﬁm, untuk j = %, A= m,
¢ ganjil

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total maka Wy, da-
pat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot sisi EAVL wy, dan rumus f;

sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wi (T, @1)¢ = 2nkt2mbtiZib-lktdets, untuk ¢ sembarang,
¢ ganjil

wy, (xi,nsvi,l)c L 2mnk+2mk792k+12ik+20+3; untuk Sembarang,
¢ genap

Wi, (T jTig41)¢ = 2mnk+2mk—§k+12ik+2o+3; untuk j=1 1<i<m—1,
¢ ganjil

wy, (xi,jxi,j+l)c - 2mnk+2mk72k+12ik+20+3; untuk ] =1 1<i<m-— 17
¢ genap

wy, (CREEN S untuk j =1 7=m,
¢ genap

wy, (xi,jxi,j+l)c — 2mnk+14m2l€75k+20+1; untuk j =1 i= m,
¢ ganjil

_ 2mnk+2mk—3k+12ik+2c+3. - -
W, (TijTig1p—jpr)C = OATME—RTLSTCS, untuk j=1 1<i<m—1,

¢ ganjil

c _ 2mnk+2mk—k+12ik+2c+3. s :
W (T jTiv1n—j+1)° = 5 ;o untuk j=1 1<i<m-—1,

¢ genap
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W (T10—j+2Tm,5)¢ =

wy, (T2 j41)

c __

2mnk—18mk+k+16mjk—4c+5 .
2 )

18mnk—2mk—11k4+16tk—16mjk—4c+5 .
)

2

2mnk—34mk—"Tk+16ik+16mjk—4c+5 .

Wy, (TijTin—ji3)¢ = 5

W (T j%s,5+1)° =

2mnk+18mk—3k+16ik+16mjk—4c+5 .
D) )

I

2mnk—18mk+k+16ik+16mjk—4c+5 .

Wi, (L5 jTit1,n—jt1)° = 2

W (T 5 Bim—+3)°

Wi, (T jTin—j+3)°

W (T4 5Ti,541)°

W, (%4, Ti j+1)°

Wy, (T10—j12Tm,j)°

WeA(T1 0 j42Tm,j)°

2

2mnk—18mk—9k4+16mjk+42c43 .
2 )

2mnk—2mk—Tk+16mjk+2c+1 .
B ’

Y

2mnk—2mk—5k+16mjk—+2c+1 .
2

2

2mnk—18mk—k+16mjk+2c+1 ,
2 )

2mnk—18mk—11k+16mjk+2c+3 .

I

2mnk—18mk—3k+16mjk+2c+1 .

I

)

untuk 2 <j <
J = 2(mod 3),
¢ sembarang

untuk "TJFS <

84

I3

J=

j = 55 (mod 3),

1 sembarang,

¢ sembarang
untuk 3 <

J = 3(mod 3),

<

N3

1<:<m-—1,

¢ sembarang
untuk 2 <j
7 =2{rod 3),

<

w|

1<i<m-—1,

¢ sembarang
untuk 2 <j
J = 2(mod 3),

S_

V)

1<i<m-—1,

¢ sembarang

untuk 3 <5 <

J = 3(mod 3),
¢ ganjil
untuk 3 < j <
j = 3(mod 3),
¢ genap
untuk 2 <5 <
j = 2(mod 3),
¢ genap
untuk 2 <5 <
J = 2(mod 3),
¢ ganjil
untuk 3 <5 <
J = 3(mod 3),
untuk 3 <j
j = 3(mod 3), c

0
2

1=m,

Y

<n
2
¢ genap
<3,
¢ ga

anjil
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c _ 18mnk—2mk—15k+16ik—16mjk+2c+1
Wy, (i jTij41)° = 5

¢ _ 18mnk—2mk—13k+16tk—16mjk—+2c+1
Wi, (i jTij41)° = 5

c _ 2mnk—34mk—11k+16ik+16mjk—+2c+1 .
W (TijTin—j43)" = .

c _ 2mnk—34mk—9k+16ik+16mjk+2c+1
Wi, (Ti,jTin—j+3)¢ = 5

c _ 2mnk—18mk—Tk+16ik+16mjk+2c+1
Wi (T30 g41) = 0

¢ __ 2mnk—18mk—5k+16ik4+16mjk+2c+1
Wi, (T3 g41)° = 5

2mnk—18mk—k+16tk+16mjk+2c+1 .

W, (TijTiy1,n—j41)° = 5

2mnk—18mk—"T7Tk+16mjk—4c+5

wf7($z',ﬂfz'+1,n—j+1)c = 2

¢ _ 2mnk—2mk—Tk+16mjk+2c+3 .
W (T Tin—j4s) = . ;

c _ 2mnk—18mk—3k+16mjk+2c+3 .
W, (T4, Tij+1)° = = ,

¢ _ 2mnk—2mk—5k+16mjk+2c+3 .

W (Ti,jTig41)" = 2 ;
c _ 2mnk—18mk—3k+16mjk+2c+3 .,
Wi (T1,0-j42Tm,5)¢ = ; ;

2mnk—18mk—k+16mjk+2c+3 .
D) )

W (10— j42Tm,)¢ =

85

untuk ”T*G <j<n,
j = 258 (mod 3),
1 sembarang, ¢ genap
untuk "T*G <j<n,
j = 225 (mod 3),
1 sembarang, ¢ ganjil
untuk 4 <5 <3,
J = 4(mod 3),
1<i<m-—1, cgenap
untuk 4 <5 <3,
j = 4(mod 3),
1 <1< m—1, c ganjil
untuk 3 <5 < ’%2 ,
J = 3(mod 3),
1<7<m—1, cgenap
untuk 3 <5 < "7_2 ,
J = 3(mod 3),
1 <1< m—1, cganjil
untuk 3 <5 < ”T_Q ,
J = 3(mod 3),
1<i<m-—1, cgenap
untuk 3 <5 < ”7_2 !
J = 3(mod 3),
1 <1< m—1, c ganjil
untuk 4 <5 < % A
j =4(mod 3), i=m,
¢ sembarang
untuk 3 <5 < "7_2 ,
j = 3(mod 3), i=m,
¢ ganjil
untuk 3 <5 < ”T_Q ,
j =3(mod 3), i=m,

¢ genap
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18mnk—2mk—15k+16ik—16mjk+2c+3

Wi (%4 T 1)

2

18mnk—2mk—13k+16ik—16mjk+2c+3

Wy, (i jTi j41)°

Wi, (Ti jTin—j+3)°

W (Ti,jTin—jr3)°

2

I

?

2mnk—34mk—11k+16ik+16mjk+2c+3.

2

2mnk—34mk—9k+16tk+16mjk+2c+3

2

2mnk—18mk—7k+16ik+16mjk+2c+3

W (%4, Ti j+1)°

2

2mnk—18mk—5k+16tk+16mjk+2c43

Wi, (%5 5%4,541)°

wpflfic; TSR, )©

WML P

W, (Ti,jTin—j+3)°

Wi, (T 5% n—j+3)°

2

Y

Y

I

I

2

2

2mnk—18mk—11k+16mjk+2c+1

2

2mnk+18mk—9k+16mjk+2c+1 .
2 )

2mnk—2mk—3k+16mjk—4c+5 .

Wi, (% 5%i541)° =

2 I

)

2mnk—18mk—k+16tk+16mjk+2c+3 .

I

2mnk—18mk—3k+16ik+16mjk+2c+3 .

9

2 —_

1 sembarang, ¢ ganjil
untuk ”TH <7<n,
j = "(mod 3),

1 sembarang, c genap
untuk 5 <5 <3,

Jj = 5(mod 3),

1 <i<m—1, c ganjil
untuk 5 <5 <3,

Jj = 5(mod 3),
1<i<m-—1, cgenap
untuk 4 < j < 22
Jj = 4(mod 3),

1 <1< m-—1, cganjil
untuk 4 <5 < "T_Q )
Jj = 4(mod 3),
1<i:<m—1, cgenap
untuk 4 < j < ”T_Q ,
Jj = 4(mod 3),

1 <i<m—1, c ganjil
untuk 4 < j < ”7_2 ,
Jj = 4(mod 3),
1<i<m-—1, cgenap
untuk 5 <5< 7,

Jj =5(mod 3), i=m,

¢ genap
untuk 5 <5 <3,
Jj =5(mod 3), i=m,
¢ ganjil
untuk 4 < j < ”T_Q ,
Jj =4(mod 3), i=m,

¢ sembarang
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c _ 10mnk—18mk—Tk+12ik—4c+5. s nt2
W (Ti,520541)° = 2 7 untuk j = %5,

1<i<m-1,

¢ sembarang

_ 10mnk—18mk—3k+12ik—4c+5. c_n
Wy (T3 541)° = ; untuk j = 7,

2
1<:<m-—1,

¢ sembarang

c _ 10mnk—18mk—k+12ik—4c+5. - n
Wi, (T3 jTit1n—j41)" = 2 ;  untuk j =g,

1<1<m—-2

’

¢ sembarang

¢ __ 10mnk—6mk—15k+2c+3. F_n Y
W Li j T 1t 1)C = ) 3 untuk j =%, i=m—1,

¢ ganjil

__ 10mnk—6mk—13k+2c+3. . n -
W (Ti jTit1n—j+1)" = 2 3 untuk j =3, i=m—1,

¢ genap
__ 10mnk—6mk—11k+2c+3. s nd2 r_
s, v ; e 5 ; untuk j = %2, i=m,
c ganjil
¢ _ 10mnk—6mk—9k+2c+3. s nt2 e
wf7(xi,jxi,j+l) - 2 ) untuk J = 9 t=m,
¢ genap
_ 10mnk—6mk—Tk+2c+1 . N N -
wy, (@R | ) 5 ; untuk j =g, i=m,
¢ genap
¢ _ 10mnk—6mk—5k+2c+1. N 7 S
wf?(xi,jxi,j+l) - 2 ) untuk J=3, t=m,
¢ ganjil

Perhatikan Himpunan bobot sisi Wy,. Tampak bahwa bobot sisi terkecil

2mnk+2mk+k+5
2

sedangkan bobot sisi terbesar terletak pada Wy, : a7 a7, dengan i =m , j = 2
10mnk—6mk—3k+1
5 .

pertama terletak pada Wy, : 27 a7, dengan i = 1 dan ¢ = 1 yaitu ,

dan ¢ = k yaitu , Dapat dinyatakan bahwa W membentuk

barisan aritmatika dengan suku awal Z2EE2mEEELS qan heda 2 (dua), atau dapat

dituliskan Wf7 — {2mnk+2;nk+k+5’ 2mnk+22mk+k+9,. o 10mnk762mk73k+1 } Dapat dis-

impulkan bahwa gabungan graf Roda Tank cT'w,,, mempunyai pelabelan total
2mnk+2mk+k+5
2

super(a, d)-sisi antimagic dengan a = dan d = 2 atau gabungan
graf Roda Tank cT'w,,, mempunyai Super (w&)— EAT; , m > 3,

n > 10 dan k£ > 3. Terlihat Gambar 4.8 merupakan contoh pelabelan total su-


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

88
per (Zmnkt2mkthts 9) gisi antimagic (SEATL) pada gabungan graf Roda Tank

423
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442

Gambar 4.8 Graf 5T'ws 10

89
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Untuk pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf Roda
Tank cT'w,,, dengan d = 1, penulis akan membuktikannya melalui sebuah teo-
rema yang sudah dibuktikan oleh Martin Baca yakni apabila pada graf tunggal
memiliki pelabelan total super (a,1)-sisi antimagic maka pasti pada gabungan
graf nya memiliki pelabelan total super (a,1)-sisi antimagic. Peneliti menggu-
nakan teorema martin baca ini untuk membuktikan apakah gabungan graf Roda

Tank ¢T'w,,, memiliki pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic.

(O Teorema 4.6.2. Ada pelabelan total super (2mnk + 2,1)-sisi antimagic pada
gabungan graf Roda Tank cTwyy,,.

Bukti. Berdasarkan teorema martin baca untuk pelabelan super (a, d)-sisi

antimagic, maka diperoleh rumusan:

dan
(
k(fa)e(@ij@ijn) +1=¢; untuk 1 <i<m
1<j<n-—1
k(f)e(@intin) +1—¢; untuk 1 <i<m
k-(fa)e(@ijn—jiz) + 1 = ¢ tuk 1<i<
5d).d e B(G) = | FUmngs) 1o untak I <i<m
4 S
k.(fo)e(TijTivin—js1) +1—¢ untuk 1<i<m -1
1<j<3

L k'<f4)c<xl,n—j+2xm,j +1—c untuk 2 <5 < g

Jika himpunan {f.(u)+ f.(v)+ fo(wv);uv € E(G.)} = {a,a+1,...,a+q—1}
merupakan himpunan bobot total dari gabungan graf Roda Tank ¢T'w,, , maka,

berdasarkan rumus diatas diperoleh f(u) + f(v) + f(uv)
= klfe(u) = 1]+ c+k[fe(v) =1+ c+kf(uv)+1—c
- k[fc<u> + fc(v) + fc(uv) - 2] +1+c
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dan f.(u)+ f.(v) + f.(uv) merupakan bobot terkecil dari d = 1 konektif. Sehingga
dapat diperoleh bobot terkecil dari d = 1 diskonektif sebagai berikut :
Bobot sisi terkecil adalah: k[f.(u) + fo(v) + fo(uv) = 2] +1+¢

= k[fe(u) + fe(v) + fe(uv) = 2] +1+¢c
= kla—2]+1+c¢

= k2mn+2-2]+1+1

= k[2mn] +2

= [2mnk + 2]

Sedangkan bobot sisi terbesar, yaitu: k[f.(u) + fo(v) + fo(uv) — 2] + 1+ ¢
= klfe(u) + fe(v) + fe(uv) = 2] + 1+ ¢
= kla+q¢—2]+1
= k2mn+2+4+2mn—-2m—-1-2/+1
= k[dmn —2m —1]+1

= [Amnk —2mk — k + 1]

Berdasarkan teorema Martin Baca telah disebutkan bahwa | J!” ;| G5 memiliki
pelabelan super m(a — 2 + 2,1)-EAT labeling. Jika a untuk graf Roda Tank
tunggal adalah 6n — 4n 4 2, maka m(a — 2) + 2, 1) = 2mnk + 2 sedangkan bobot
terbesar didefinisikan oleh m(a+q—2)+1 = [4mnk —2mk — k + 1. Berdasarkan
pembuktian diatas dapat disimpulkan bahwa gabungan graf Roda Tank cT'w;,

memiliki pelabelan super (2mnk + 2, 1)-sisi antimagic. O

4.7 Berfikir Tingkat Tinggi Dalam Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi
Antimagic Pada Graf Roda Tank cT'w,,,

Pada subbab ini menjelaskan keterkaitan antara level berpikir menurut Bloom
dengan proses pelabelan Super (a,d)-EATL Pada Graf Roda Tank.
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Pada tahapan ini, seperti yang telah diketahui bahwa graf yang akan di-
gunakan adalah graf berhingga yang tidak mempunyai loop dan sisi ganda serta
bukan graf berarah. Yang dimaksud disini, graf yang akan dibentuk adalah graf
yang jumlah titiknya berhingga m,n (memiliki 2 ekspan) dihubungkan oleh se-
buah sisi untuk pasangan titik yang sama dan sisi yang terbentuk tidak memiliki
orientasi arah.

Mengingat kembali mengenai ordo (banyaknya titik) dan size (banyaknya

sisi) juga diperlukan pada tahapan ini karena akan menentukan kardinalitas graf

tersebut. sebagai contoh:

Gambar 4.9

gambar 4.9 menunjukkan sebuah contoh graf yang berordo 4 dengan him-
punan titik {v,ve, vs,v4} dengan himpunan sisi {vyva, Vov3, Vovyg, V3V4, v4v1 }. Mmi-
salkan v dan v merupakan titik-titik dari graf G, u dikatakan bertetangga dengan
v jika terdapat sebuah sisi e yang menghubungkan v dan v, yaitu e = uw.

Pada graf yang diteliti ini, pembuatannya berasal dari mengembangkan graf
lingkaran dengan memperbanyak lingkaran yang telah dibangun dengan menam-
bahkan sisi pada bagian lingkaran itu sendiri, menambahkan sisi pada lingkaran
satu dengan lingkaran berikutnya serta penambahan sisi pada lingkaran pertama

dengan lingkaran terakhir. Nama graf yang diberikan adalah graf Roda Tank,
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karena bentuk yang menyerupai roda pada tank yang diselimuti oleh sisi pada
bagian awal dan akhirnya. Karena graf Roda Tank memiliki 2 ekspan yakni pada
bagian lingkaran dan memperbanyak lingkaran maka notasi untuk graf Roda Tank
adalah T'wy, ,,.

Selain mengingat batasan-batasan yang ada pada graf yang akan dibangun
yaitu mengenai lemma dan teorema apa saja yang diperlukan dalam proses menuju
terciptanya lemma dan teorema yang baru. Dalam hal ini, lemma yang digunakan
pada pembuktian d = 1 graf Roda Tank tunggal yaitu milik Dafik, Robiyatul pada
tahun 2014, sedangkan untuk d = 1 teorema yang digunakan adalah milik Martin
Baca yang meyakini bahwa jika pada graf tunggal memiliki (a,1)-sisi antimagic

maka pada graf gabungannya memiliki (a,1)-sisi antimagic juga.

Pada tahap kedua yaitu memahami, dalam tahapan ini setelah diketahui graf
yang telah dibangun sesuai dengan batasan yang telah ada, maka hal selanjutnya
yang perlu dilakukan adalah menentukan kardinalitas pada graf tersebut. Graf
Roda Tank dapat diliat pada gambar 4.10

Gambar 4.10 Graf Roda Tank

Sebelum menentukan kardinalitas graf tersebut, pemahaman mengenai de-

finisi dari graf Roda Tank ini diperlukan untuk mengklasifikasikan setiap definisi
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titik dan sisinya. Definisi pada graf Roda Tank yakni:

1.

2.

untuk titik : V(Twy,,) = {zij;1 <i<m ,1 <j<n}.

untuk sisi: E(Twm,) = {zijzij4+1;1 < i <m,1 < j < n-1} U

{Zinzi 1 < <mYU {0 0—j43;1 <0 <m 3 < < BHU A2 %141
1<i<m—1,1<7<8} U {21pjy2Tm;32 << 5

Untuk pendefinisian dari titik yakni dikarenakan graf Roda Tank memiliki

dua kali ekspan maka indeks yang digunakan menggunakan dua huruf yakni ¢ dan

7, indeks ¢ menggambarkan lingkaran yang dibuat oleh graf itu sendiri sebanyak m,

sedangakan indeks j menggambarkan titik yang terdapat didalam setiap lingkaran

yaitu sebanyak n. Untuk Pendefinisian dari sisi yakni:

1.

{z;jx;j+1}, dapat dilihat pada gambar 4.10 titik z;; bertetangga dengan
T12, T12 bertetangga dengan z;3, dan seterusnya hingga xz;; bertetangga

dengan z; g yang kemudian didefinisikan {x; ;z; j11}-

{z;nx;1}, dapat dilihat pada gambar 4.10 titik 2 g bertetangga dengan 1 1,
T9 g bertetangga dengan x5 1, dan seterusnya hingga x3 g bertetangga dengan

r3; yang kemudian didefinisikan {z; ,x;1;1 <1 < m}.

{x;;®in_jt3}, dapat dilihat pada gambar 4.10 titik z1 3 bertetangga dengan
T18, T14 bertetangga dengan x; 7, dan seterusnya hingga x4 bertetangga

dengan x5 ;7 yang kemudian didefinisikan {z; ;2; ;,—j+3-

{%;;Tis1n—j+1}, dapat dilihat pada gambar 4.10 titik 1, bertetangga de-
ngan rpg, T2 bertetangga dengan x,7, dan seterusnya hingga s 4 berte-

tangga dengan z35 yang kemudian didefinisikan {z; ;@;11n—j41}-

. {®1 n—j+22m ; }, dapat dilihat pada gambar 4.10 titik x; ¢ bertetangga dengan

T34, T17 bertetangga dengan x33, dan seterusnya hingga ;g bertetangga

dengan x5 yang kemudian didefinisikan {x1 ,,—j 107}

Pada kardinalitas, terdapat istilah order (|V'|) dan size (| E|) yang diperlukan

untuk langkah selanjutnya. Graf Roda Tank T'w,,, memiliki order |V| = mn
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yang didapatkan dari banyaknya titik (n) yang terdapat didalam lingkaran dan
banyaknya lingkaran (m) yang dibentuk oleh graf tersebut. Sedangkan size yang
diperoleh pada graf Roda Tank T'w,, , adalah penjumlahan dari setiap klasifikasi

pada pendefinisian sisinya. size yang didapatkan adalah |E| = mn+ ™5 + "7_2 +

nm—4m

5 =2mn — 2m — 1.

Pada Tahapan ini,setelah diketahui kardinalitas yang terdapat pada graf
Roda Tank, Langkah selanjutnya yakni menentukan batas atas yang ada pada
graf Roda Tank. Telah ditemukan pada subbab hasil penelitian mengenai batas
atas d graf Roda Tank Tw,,,n bahwa batas atasnya yakni d < 2. Ini berlaku
pada graf Roda Tank tunggal dan gabungan.

Graf yang memiliki batas atas {0, 1,2}, berarti memiliki label sisi dengan
menggunakan pola yang pada setiap batas atas yang telah ditemukan. Untuk

d = 0 pola yang digunakan untuk melabeli label sisinya adalah sebagai berikut:

Bobot  Sisi 3 4 5 6 7

Label  Sisi 12 11 10 9 8
_|_

150 J15 4SSN SIS

Gambar 4.11 d=0

Seperti yang terlihat pada pola pelabelan gambar 4.11 , untuk mendapatkan
bobot total dengan beda 0 maka teknik penempatan label sisi dimulai dari be-
lakang menuju ke bobot awal sehingga memiliki beda 0 pada urutan bobot sisi

yang telah ditemukan. Teknik ini berlaku pada graf tunggal maupun gabungan.

Seperti yang terlihat pada pola pelabelan gambar 4.12 , untuk mendapatkan

bobot total dengan beda 2 maka teknik penempatan label sisi sama seperti urutan
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Bobot  Sisi 3 4 5 6 7
Label  Sisi 8 9 10 11 12

+
11 13 15 17 19

Gambar 4.12 d=2

bobot sisi yang telah ditemukan. Teknik ini berlaku pada graf tunggal maupun

gabungan.

Bobot  Sisi 3 4 5 6 7

Label  Sisi 11 12 8 9 10
_|_

14 16 13 15 17

Gambar 4.13 d=1

Seperti yang terlihat pada pola pelabelan gambar 4.13 , untuk mendapatkan
bobot total dengan beda 1 maka teknik penempatan label sisi dimulai dari tengah
menuju kebagian akhir dilanjutkan dengan penempatan label yang dimulai dari
awal menuju ke tengah sehingga memiliki beda 1 pada urutan bobot sisi yang

telah ditemukan. Teknik ini berlaku pada graf tunggal maupun gabungan.

Pada tahapan ini, yang dilakukan adalah menduga apakah pelabelan pada
graf Roda Tank (T'wy,,) berpola atau tidak, dengan mencoba berbagai macam
teknik pelabelan agar menjadi pelabelan total super sisi antimagic. Hal ini di-
lakukan pada graf Roda Tank tunggal maupun gabungannya. Dikatakan men-
jadi super sisi antimagic apabila pelabelan pada setiap titiknya berurutan dari
1,2,...,p dan sisinya juga membentuk bilangan berurutan dengan menjumlahkan
dua titik berdekatan.
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Untuk menemukan sebuah pola, masih belum ditemukan teknik yang pasti
untuk melabeli setiap graf yang dibuat. Misalnya saja pada pelabelan yang
dimiliki oleh graf lingkaran atau graf cycle. Pada graf ini, pelabelan yang di-
lakukan adalah dengan meloncati satu titik berikutnya setelah melabeli titik yang
ada, maka akan didapatkan bobot total yang berurutan. Pada graf Roda Tank,
meskipun memiliki famili dari graf lingkaran namun pelabelan yang dilakukan
tidak mengacu pada pelabelan graf lingkaran. Pelabelan pada Graf Roda Tank
tunggal ini, dimulai dari titik bagian atas menuju ke bagian atas lingkaran yang
lain dilanjutkan dengan pelabelan pada bagian kedua dari atas menuju ke bagian
kedua lingkaran yang lain, dan begitu seterusnya maka akan didapati bobot yang
berurutan seperti pada gambar 4.2 .

Setelah ditemukan pola yang ada pada graf Roda Tank tunggal, langkah se-
lanjutnya yakni menduga pola yang dapat dibangun pada graf Roda Tank gabu-
ngan. Dalam menempatkan label titik agar didapatkan bobot sisi yang berurutan

maka dapat menggunakan teknik berikut:

1 2 3 1 2 3
g —— a1

4 5 6 4 5 6
contohl contoh?2

Gambar 4.14 gabungan 3

Apabila dikembangkan menjadi gabungan 5, maka dapat menggunakan teknik
berikut:

6 7 8 9 10

contohl contoh?2

Gambar 4.15 gabungan 5
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Setelah diketahui bahwa batas atas yang diperoleh adalah d = 0, 1,2, maka
apakah pelabelan pada graf Roda Tank tunggal maupun gabungannya memiliki

(a,d)-sisi antimagic.

Tahapan selanjutnya yaitu mengecek apakah pola yang telah diterapkan
pada graf Roda Tank di tahapan sebelumnya dapat berlaku juga pada ekspanan-
nya. Jika pelabelan yang dilakukan pada graf tersebut memiliki pola yang sama
setiap ekspanannya, maka langkah selanjutnya yakni mengkaji ulang apa saja

syarat yang diperlukan oleh setiap pengelompokan sehingga dapat dengan mudah

memformulakannya.
j& 1 2°3 4 5
1 12 43 4 5
2 7 9 11 13 15
3 (7 19 21 23 25
4 P27 29 31 33 35
5 B6 37 38 39 40
6 |6 8 10 12 14
7 [16 18 20 22 24
8 26 28 30 32 34

Gambar 4.16 klasifikasi fungsi titik

Pada gambar 4.16 merupakan semua label titik yang ada pada graf Roda
Tank tunggal dengan m = 5 dan n = 8 atau T'wss. Pada gambar tersebut belum
menampakkan beda yang konsisten antara ¢ yang berjalan dan j yang berjalan.
oleh karena itu, pengelompokan ini sangat diperlukan untuk mendapatkan beda
yang konsisten sehingga fungsinya dapat ditemukan. Label titik f(x; ;) pada Graf

Tws g memiliki 4 kelompok sebagai berikut:
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1. untuk 7 = 1, sembarang i, batasan ini didapatkan karena j = 1 tidak

memiliki beda yang konsisten dengan j yang lain.

2. untuk "TH < j < n, sembarang i, batasan ini didapatkan karena j yang ber-

jalan dari ”TH memiliki beda yang konsisten sampai pada j = n sedangkan

¢ nya selalu memiliki beda yang sama pada ¢ sembarang.

3. untuk 2 < j < 7, sembarang i, batasan ini didapatkan karena j yang

berjalan dari 2 memiliki beda yang konsisten sampai pada j = § sedangkan

¢ nya selalu memiliki beda yang sama pada ¢ sembarang.

n+2

4. untuk j = "7=, sembarang i, batasan ini didapatkan karena j = ”TH tidak

memiliki beda yang konsisten dengan j yang lain.

1 2 3 4 5
g§ 11 14 17 20
24 28 32 36 40
44 48 52 56 60
63 66 69 72 75
62 65 68 71 T4
42 46 50 54 58
22 26 30 34 38

.
\1@0‘!%03[\3»—%.

Gambar 4.17 klasifikasi bobot sisi

Pada gambar 4.17 , belum tampak beda yang konsisten dari i dan j yang ber-
jalan, oleh karena itu pengelompokan juga perlu dilakukan untuk mempermudah
menemukan fungsi pada bobot sisi ini. Namun hal ini berbeda dengan gambar
4.18 , pada gambar tersebut sudah tampak beda yang akan digunakan untuk

menemukan rumus fungsi bobot sisi, maka tidak diperlukan lagi pengelompokan.

Pengkajian ulang ini dilakukan pada setiap rumusan mulai dari fungsi titik

sampai bobot total dengan d = {0,1,2} yang akan ditemukan baik tunggal
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j i‘l 2 3 4 5 N 1
8 |7 10 13 16 19 2 |21
f(zi,nzi,l) 3 41

4 |61

f($1,n—j+2xm,j)

Gambar 4.18 klasifikasi bobot sisi

maupun gabungannya.

Tahapan yang terakhir adalah mencipta, kata kunci yang digunakan untuk
tahapan ini adalah memformulasikan dan menemukan. Memformulasikan yang
dimaksud adalah bagaimana fungsi yang ditemukan setelah proses pada tahapan
sebelumnya yakni pengelompokan pada beda yang konsisten. Untuk hasil dari

formulasi ini didapatkan beberapa rumusan antara lain:
1. untuk Graf Roda Tank tunggal (7w, ,):

a) Fungsi titik terdiri dari 4 rumus yang telah ditemukan.

(
(b

Bobot sisi terdiri dari 11 rumus yang telah ditemukan.

d

)
)
(c¢) Fungsi sisi dengan d = 0 terdiri dari 11 rumus yang telah ditemukan
(d) Fungsi sisi untuk d = 2 terdiri dari 11 rumus yang telah ditemukan.
)

(e) Fungsi sisi untuk d = 1 terdiri dari 17 rumus yang telah ditemukan.

2. untuk graf Roda Tank gabungan (c¢T'wy,):

(a) Fungsi titik terdiri dari 19 rumus yang telah ditemukan.

(b) Bobot sisi terdiri dari 52 rumus yang telah ditemukan.
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(c¢) Fungsi sisi dengan d = 0 terdiri dari 52 rumus yang telah ditemukan

(d) Fungsi sisi untuk d = 2 terdiri dari 52 rumus yang telah ditemukan.

(e) Fungsi sisi untuk d = 1 terdiri dari 103 rumus yang telah ditemukan.

Dari rumusan yang telah diketahui ini, akan diperoleh suatu lema dan teo-

rema yang baru mengenai sisi antimagic pada graf Roda Tank ini. Sesuai dengan

tujuan penelitian yakni untuk mengetahui pelabelan total super (a,d)-EATL pada

graf Roda Tank tunggal maupun yang gabungannya, dimana a adalah bobot sisi

terkecil dan d adalah nilai bedanya. Berikut ini adalah hasil dari pelabelan total

super sisi antimagic yang kemudian dijadikan suatu teorema mengenai graf Roda

Tank tersebut, diantaranya:

1. untuk Graf Roda Tank tunggal (7w, ,):

(a)

untuk pelabelan bobot total d = 0 ditemukan bahwa graf Roda Tank
Twy,, mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic dengan a
= 3mn — m + 1, dengan kata lain graf Roda Tank T'w,,,, mempunyai

pelabelan total super (3mn —m + 1,0)-sisi antimagic.

untuk pelabelan bobot total d = 2 ditemukan bahwa graf Roda Tank
Twy,, mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic dengan a
= mn + m + 3 , dengan kata lain graf Roda Tank T'w,,, mempunyai
pelabelan total super (mn + m + 3, 2)-sisi antimagic.

untuk pelabelan bobot total d = 1 ditemukan bahwa graf Roda Tank
Twy,,, mempunyai pelabelan total super(a,d)-sisi antimagic dengan
a = 2mn + 2 , dengan kata lain graf Roda Tank T'w,,, mempunyai

pelabelan total super (2mn + 2, 1)-sisi antimagic.

2. untuk graf Roda Tank gabungan (c¢T'wy,,):

(a)

untuk pelabelan bobot total d = 0 ditemukan bahwa gabungan graf

Roda Tank cT'w,,, dengan m > 3 dan n > 10 mempunyai pela-

belan total super(a,d)-sisi antimagic dengan a = MW, atau

gabungan graf Roda Tank cT'w,,, mempunyai pelabelan total super

( 6mnk—2mk—k+3

5 ,0)-sisi antimagic.
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(b) untuk pelabelan bobot total d = 2 ditemukan bahwa gabungan graf
Roda Tank ¢T'w,, , mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic

2mnk+2mk+k+5
2

dengan a = dan d = 2 atau gabungan graf Roda Tank

¢T'Wn,,, mempunyai Super (22ME2MERES 9 4 2, 2)-sisi antimagic.

(¢) untuk pelabelan bobot total d = 1 ditemukan bahwa graf Roda Tank

cT'wy, , mempunyai pelabelan super (2mnk + 2, 1)-sisi antimagic.

4.8 Hasil dan Pembahasan

Penelitian ini bertujuan untuk mencari batas atas d dari Graf Roda Tank
Tw,,,, maupun gabungan Graf Roda Tank c¢T'w,,, mempunyai pelabelan total
super (a,d)-sisi antimagic, selanjutnya dicari pelabelan pada graf tersebut dan
ditentukan konstruksi fungsi bijektifnya. Berdasarkan hasil perhitungan diperoleh
nilai d yang mungkin untuk pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada Graf
Roda Tank T'w,,, maupun gabungannya cI'w,,, adalah d € {0,1,2}. Setelah
menentukan nilai d, peneliti mencari pelabelan sesuai dengan nilai d yang telah
ditentukan.

Dari hasil penelitian sesuai dengan nilai d tersebut, diperoleh 2 (dua) lemma
dan 4 (empat) teorema baru tentang pelabelan Graf Roda Tank 7w, , maupun

gabungannya cT'w,, ,, yaitu:

1. Ada pelabelan titik (m + 2,1)-sisi antimagic pada graf graf Roda Tank
(Twpmn) jika n > 8, n genap dan m > 3 yang telah dibuktikan pada lemma
4.4.1.

2. Ada pelabelan total super (3mn—m+1,0), dan (mn-+m+3, 2)-sisi antimagic
pada graf Roda Tank T'w,,, jika m > 3 dan n > 8, n genap. Pada kasus
ini dibagi menjadi dua kasus yakni d = 0 dan d = 2 yang telah dibuktikan

melalui pembuktian teorema 4.4.1..

3. Ada pelabelan total super (2mn + 2, 1)-sisi antimagic pada graf Roda Tank
TWy,, jika m > 3, m ganjil dan n > 8, n genap yang telah dibuktikan

melalui pembuktian teorema 4.4.2.
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4. Ada pelabelan titik (m’;“ , 1)-sisi antimagic pada gabungan Graf Roda Tank

cT'wy,, jika m ganjil, m > 3, n = 6q + 4, gsembarang dan ¢ > 3, c ganjil,
telah dibuktikan pada lemma 4.6.1.

5. Ada pelabelan total super (w, 0), dan (w, 2)-sisi an-
timagic pada gabungan graf Roda Tank c¢T'wy, , yang telah dibuktikan melalui

pembuktian teorema 4.6.1.

6. Ada pelabelan total super (2mnk + 2, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf
Roda Tank cT'w,, , yang telah dibuktikan melalui pembuktian teorema 4.6.2.

Berdasarkan hasil penelitian tersebut, dapat diketahui bahwa untuk nilai
batas atas d yang berlainan maka nilai awal a juga akan berlainan. Namun
demikian seluruh label titik dan seluruh label bobot sisi yang digunakan sama
baik untuk d = 0, d = 1 maupun untuk d = 2, label titik yang digunakan adalah
dari 1 hingga p dimana p adalah jumlah titik pada graf sedangkan label untuk
sisi yang digunakan adalah dimulai dari p + 1 hingga p + ¢ dimana ¢ merupakan
jumlah sisi, sehingga p + ¢ merupakan jumlah titik dan sisi pada graf. Jika ke-
dua label tersebut digunakan untuk melabeli sebuah graf dengan aturan yang
diberikan diatas maka pelabelan tersebut disebut sebagai pelabelan total. Pada
graf Roda Tank T'w,, , tunggal untuk nilai d = 0 dan d = 2 berlaku dengan syarat
jika m > 3 dan n > 8, n genap. Sedangkan untuk d = 1 tunggal berlaku syarat
jika m > 3, m ganjil dan n > 8, n genap. Pada graf gabungan cT'w,, ,, untuk nilai
d=0,d=1dan d =2 berlaku dengan syarat jika m ganjil, m > 3, n = 6q + 4,
gsembarang dan ¢ > 3, c ganjil.

Pada uraian hasil di atas, ditunjukkan secara rinci fungsi bijektif pelabelan
titik (3mn — m + 1,0), dan (mn + m + 3,2)-sisi antimagic pada graf Roda
Tank T'w,,,, pelabelan titik (2mn + 2,1)-sisi antimagic pada graf Roda Tank
Twy,n, pelabelan total super (MW,O), dan (wﬂ)-sisi an-
timagic pada gabungan graf Roda Tank cT'w,,,. Sedangkan untuk pelabelan
total super (2mnk + 2,1)-sisi antimagic pada gabungan graf Roda Tank ¢T'w,,
di buktikan menggunakan teorema martin.

Berdasarkan dari hasil perhitungan terdapat beberapa permasalahan yang
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ditemukan dan sulit untuk diselesaikan. Open problem yang belum ditemukan

sebagai berikut:

Masalah terbuka 4.8.1. Pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada konektif
graf Roda Tank Tw,,,, dengan m genap untuk d = 1, pada konektif graf Roda
Tank Twy, ,,, dengan n gangil dan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada

gabungan graf Roda Tank cT'w,y,,, dengan 1 < c < k; k genap untuk d =0,1,2.
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa:

1. Graf Roda Tank konektif (7w, ) memiliki pelabelan total super (a, d)-sisi
antimagic untuk d = 0, 1, 2. Hasil penelitiannya telah dibuktikan bahwa ada
pelabelan titik (m 4+ 2, 1)-sisi antimagic pada graf Roda Tank (T'w,, ) jika
n > 8, n genap dan m > 3 yang telah dibuktikan pada lemma 4.4.1. Ada
pelabelan total super (3mn —m + 1,0), dan (mn + m + 3, 2)-sisi antimagic
pada graf Roda Tank T'w,, , jika m > 3 dan n > 8, n genap. Pada kasus ini
dibagi menjadi dua kasus yakni d = 0 dan d = 2 yang telah dibuktikan mela-
lui pembuktian teorema 4.4.1. Serta ada pelabelan total super (2mn+ 2, 1)-
sisi antimagic pada graf Roda Tank T'wy, , jika m > 3, m ganjil dan n > 8,

n genap yang telah dibuktikan melalui pembuktian teorema 4.4.2.

2. Graf Roda Tank diskonektif (¢I'wy, ) memiliki pelabelan total super (a, d)-
sisi antimagic untuk d = 0, 1, 2. Hasil penelitiannya telah dibuktikan bahwa
ada pelabelan titik (%ﬂ, 1)-sisi antimagic pada diskonektif Graf Roda
Tank cT'wy, ., jika m ganjil, m > 3, n = 6q + 4, gsembarang dan ¢ > 3,
¢ ganjil, telah dibuktikan pada lemma 4.6.1. Ada pelabelan total super
(w, 0), dan (w, 2)-sisi antimagic pada gabungan graf

Roda Tank ¢T'w,y, , yang telah dibuktikan melalui pembuktian teorema 4.6.1.

Dan ada pelabelan total super (2mnk + 2, 1)-sisi antimagic pada gabungan

graf Roda Tank c¢T'w,, , yang telah dibuktikan melalui pembuktian teorema

4.6.2.

3. Kaitan antara keterampilan berpikir tingkat tinggi dengan pelabelan to-
tal super (a,d)-sisi antimagic yakni dalam penemuan teorema pada batas

atas yang telah ditentukan, yaitu dimulai dari mengenali graf yang akan di

105
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bangun, menjelaskan kesesuain graf Roda Tank dan definisi dari graf Roda
Tank, menunjukkan batas atas yang ada pada graf Roda Tank, menduga
bahwa pelabelan graf Roda Tank berpola pada tunggal maupun gabungan-
nya, mengkaji ulang dan mengecek pola tersebut pada setiap ekspannya,

memformulasikan rumus yang telah diperoleh menjadi teorema yang baru.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic pada Graf Roda Tank (T'w,,,) serta mengacu pada open problem dari
hasil penelitian yang telah ditemukan, maka peneliti memberikan saran pembaca
dapat melakukan penelitian pada Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada
konektif graf Roda Tank Tw,,,, dengan m genap untuk d = 1, pada konektif
graf Roda Tank T'w,, ,, dengan n ganjil dan pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic pada gabungan graf Roda Tank cT'w,,,, dengan 1 < ¢ < k; k genap
untuk d =0, 1, 2.
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