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101810101026; 2015: 83 halaman; Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan
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Pelabelan graf merupakan salah satu topik di dalam teori graf mengalami
perkembangan. Salah satu jenis pelabelan adalah pelabelan total super (a,d)-sisi
antimagic (SEATL), dimana a mendefinisikan bobot total terkecil dan d adalah
nilai beda. Graf sisir yang dinotasikan C'b,, merupakan graf yang belum ditemukan
SEAT L-nya. Graf sisir tunggal dinotasikan Cb,, dan graf sisir gabungan saling
lepas dinotasikan dengan m(Cb,. Graf ini merupakan famili dari graf Ladder.
Kardinalitas dari graf sisir tunggal yaitu, p = 2n+3, ¢ = 4n+3, V/(Cb,) = {e, b,
¢, i, ¥i; 1 < i < n}dan E(Cb,)= {ec} U {eb} U {bc} U {cz1} U {c1} U {ex1}
U {cza} U{zy; 1 <i<n} U{zwi; 1 <i<nl}UA{zzi;1 <i<n-l}U
{ziri0; 1 < i < n-2}.

Terlebih dahulu yang diperhatikan pada pelabelan ini adalah pendeteksian
pola, dilanjutkan menentukan batas atas d, baik untuk graf tunggal maupun saling
lepas. Setelah itu menentukan SEAT L dari graf sisir yang menghasilkan 2 lemma

dan 6 teorema. Isi dari lemma dan teorema tersebut antara lain:

a. Ada pelabelan titik (3,1)-sisi antimagic pada graf sisicr Cb, jika n > 3,
(Lemma 4.1.1);

b. Ada pelabelan total super (6n—9, 0)-sisi antimagic pada graf sisir C'b,, untuk
n > 3 (Teorema 4.1.1);

c. Ada pelabelan total super (4n+8, 1)-sisi antimagic pada graf sisir C'b,, untuk
n > 3 (Teorema 4.1.2);

d. Ada pelabelan total super (2n+7, 2)-sisi antimagic pada graf sisir C'b,, untuk
n > 3 (Teorema 4.1.3);

e. Ada pelabelan titik (W, 1)-sisi antimagic pada gabungan saling lepas

graf sisir mCb, jika n >3, m > 3, m (Lemma 4.1.2);

viii
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f. Ada pelabelan total super (W, 0)-sisi antimagic pada gabungan

saling lepas dari graf sisir (mCb,) jika n > 3, m > 3 dan m ganjil (Teorema
4.1.4);

g. Ada pelabelan total super (W%ﬂ’ 1)

-sisi antimagic pada gabungan

saling lepas graf sisir mCb, jika n > 3, m > 3 dan m ganjil, (Teorema 4.1.5);

Anm+9m+5
2

saling lepas graf sisir. (Teorema 4.1.6).

h. Ada pelabelan super total super ( , 2)-sisi antimagic pada gabungan

Dalam penelitian ini terdapat open problem yang disediakan bagi pembaca
yaitu Pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada graf sisicr mCb,,, untuk m

genap.

X
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan salah satu bidang dalam ilmu Matematika. Bidang
ini juga sering digunakan untuk membantu memecahkan persoalan yang sering
kali muncul dalam kehidupan sehari-hari. Permasalahan tersebut dimodelkan
kedalam bahasa Matematika, agar lebih mudah dimengerti dan dapat segera dicari
solusinya. Pemodelan permasalahan biasanya direpresentasikan kedalam bentuk
gambar, dimana gambar itu merupakan gabungan dari sejumlah titik dan garis
atau biasa disebut sisi, dimana sisi tersebut menghubungkan titik-titik.

Salah satu topik didalam teori graf yang juga mengalami perkembangan
adalah pelabelan. Pelabelan merupakan pemetaan bijektif yang memetakan him-
punan dari elemen graf kepada himpunan bilangan bulat positif yang biasa dise-
but dengan label. Berdasarkan domain dari pemetaan, ada tiga macam pelabelan
yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi dan pelabelan total. Pelabelan titik meru-
pakan pelabelan yang domain pemetaanya berupa himpunan titik. Pelabelan sisi
merupakan pelabelan yang domain pemetaanya berupa himpunan sisi. Sedang-
kan untuk pelabelan total adalah pelabelan yang domain pemetaanya adalah him-
punan titik dan sisi.

Salah satu jenis pelabelan adalah pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
atau disebut juga SEATL (Super Edge Antimagic Total Labeling). Pelabelan
ini pertama kali diperkenalkan oleh Simanjutak, Bertault, dan Miller pada tahun
2000 (Dafik, 2007). Dimana a menyatakan bobot sisi terkecil dan d menyatakan
nilai beda. Bobot sisi merupakan penjumlahan dari label dua titik yang mengapit
sisi tersebut dan label sisi. Pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic merupakan
pelabelan total pada sebuah graf, dimulai dengan melabeli semua titik dengan
bilangan asli yang berurutan dan selanjutnya melabeli semua sisi. Dari pelabelan
tersebut, nilai bobot sisi harus membentuk barisan aritmatika dan dicari pada

graf konektif (tunggal) dan diskonektif (gabungan saling lepas yang isomorfis) dari
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sebuah graf. Setiap graf yang memiliki pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
memiiliki batas atas, dimana batas ini berfungsi untuk mengetahui berapa nilai
beda terbesar yang dimilikinya.

Berikut beberapa graf yang telah ditemukan pelabelan total super (a,d)-sisi
antimagic-nya : Robiatul (2014) tentang pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
graf Lampion, Djoni (2014) tentang pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
pada graf Bianglala, Agnes (2014) tentang pelabelan total super (a,d)-sisi an-
timagic pada graf Buah Naga, Inge (2014) tentang pelabelan total super (a,d)-sisi
antimagic pada graf Rem Cakram, Sih (2015) tentang pelabelan total super (a,d)-
sisi antimagic pada graf Daun dan (Aprilia, 2015) tentang pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic pada graf Semi Parasut.

Penelitian-penelitian sebelumnya membantu penulis untuk meneliti sebuah
graf, yang diberi nama graf sisir, yang dinotasikan dengan Cb,. Graf tersebut
merupakan keluarga dari graf Ladder. Untuk graf gabungan yang saling lepas
dinotasikan dengan mCb,,. Hal yang akan diteliti pada penelitian ini adalah men-
genai pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada graf tersebut, baik untuk
graf tunggalnya maupun graf gabungannya. Serta mencari nilai batas atas yang

dimiliki oleh graf Sisir.

1.2 Rumusan Masalah
Dari uraian latar belakang diatas dapat dirumuskan beberapa masalah
dalam tugas akhir ini, yaitu sebagai berikut.
a. Berapa batas atas dari pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf
sisir konektif dan gabungan saling lepas?
b. Bagaimana fungsi bijektif dari pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
pada graf konektif dan diskonektif?

1.3 Batasan Masalah
Agar permasalahan pada penelitian ini tidak meluas maka permasalahan
hanya difokuskan pada.
a. Graf berhingga yang sederhana, yaitu graf yang tidak mempunyai loop dan

sisi ganda, serta bukan graf berarah.
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b. Seperti yang telah disebutkan diatas, notasi untuk graf tunggal sisir adalah
Cb,, sedangkan notasi untuk graf gabungannya adalah mCb,, , dimanan > 3
dan m > 3.

c. Penelitian ini difokuskan pada nilai m ganjil.

d. Graf gabungan saling lepas yang isomorfis dari graf sisir adalah gabungan
dari graf sisir yang memiliki bentuk identik antara satu graf sisir dengan

graf sisir lainnya.

1.4 Tujuan Penelitian
Sesuai latar belakang dan rumusan masalah diatas, tujuan dari penelitian
ini sebagai berikut.
a. Menentukan batas atas dari graf sisir konektif dan diskonektif.
b. Menentukan fungsi bijektif dari pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic

pada graf sisir konektif dan diskonektif.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini sebagai berikut.
a. Menambah pengetahuan tentang pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic,
khususnya terhadap graf sisir.
b. Memberi motivasi kepada peneliti lain untuk meneliti pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic pada graf jenis lain.
c. Hasil dari penelitian ini diharapkan digunakan untuk perluasan ilmu menge-

nai pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Sebuah graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan tidak kosong yang
dinotasikan dengan V' yang elemen-elemennya disebut titik (vertez) dan himpun-
an boleh kosong yang dinotasikan dengan E yang elemen-elemennya disebut sisi
(edges) (Hartsfield and Ringel, 1990). Berdasarkan definisi tersebut, sebuah graf
harus memuat titik namun tidak harus memiliki sisi. Graf yang tidak memi-
liki sisi disebut graf kosong (null graph) dan dinotasikan dengan N. Setiap graf
mempunyai order dan size, dimana order merupakan banyaknya titik yang dim-
iliki oleh sebuah graf dan dinotasikan dengan |V|. Sedangkan size merupakan
banyaknya sisi yang dimiliki oleh sebuah graf dan dinotasikan dengan |E|. Se-
buah graf disebut graf berhingga (finite) jika graf tersebut memiliki order dan size
berhingga. Untuk graf yang memiliki order dan size tidak berhingga dinamakan

graf tak-hingga (infinite).

)

€1
€3

@

€9 €5
€4

G

Gambar 2.1 Contoh Graf

Gambar 2.1 memiliki order sebanyak 5 yaitu: vy, ve, v3, v4 dan vs. Sedang-
kan size-nya sebanyak 5 antara lain: e; yang menghubungkan titik vy dan v, eq

menghubungkan titik v, dan v3, e3 menghubungkan titik v, dan v4, e, menghubung-
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kan titik v dan v, selanjutnya e; menghubungkan titik v4 dan vs. Dua titik
dikatakan bertetangga (adjacent) jika ada sisi yang menghubungkan kedua titik
tersebut. Pada graf G, v; adjacent dengan v, dan v, adjacent dengan vz serta vy.
Jika ada sebuah sisi yang menghubungkan dua titik, maka dapat dikatakan jika
dua titik tersebut bersisian (incident) dengan sisi tersebut. Contoh pada graf Gy,
titik vy incident dengan sisi eq, ey, e3. Pada sebuah graf, derajat (degree) dari
sebuah titik merupakan jumlah sisi yang bersisian dengan titik tersebut dengan
notasi d(v). Contohnya untuk graf G1, titik ve derajatnya adalah 3. Untuk graf
yang setiap titiknya, mempunyai nilai derajat sama maka biasanya dinamakan
graf reguler. Graf G; akan menjadi graf reguler ketika titik v; dan sisi e; dihapus.
Dan untuk titik yang berderajat 0 dinamakan titik terisolasi (isolated vertez).
Ketika sisi e; Pada graf G; terhapus maka titik v; menjadi titik terisolasi.

Berdasarkan arahnya, graf terbagi menjadi dua yaitu graf berarah dan graf
tidak berarah. Graf berarah adalah graf yang sisinya mempunyai arah, sedang-
kan untuk graf tidak berarah adalah graf yang sisinya tidak berarah. Sisi yang
menghubungkan satu titik dengan dirinya sendiri dinamakan [oop. Dan jika ter-
dapat dua atau lebih sisi yang titik ujungnya sama dinamakan sisi parallel. Sebuah
graf yang tidak memuat loop dan sisi parallel dinamakan graf sederhana. Dan
untuk graf yang memuat loop dan sisi parallel dinamakan graf tak sederhana.
Graf tak sederhana terdiri dari dua macam yaitu graf ganda (multigraph) dan
graf semu (pseudograf). Graf ganda adalah graf yang hanya mengandung sisi
parallel saja sedangkan graf yang mengandung loop dan sisi parallel disebut graf
semu (pseudograf).

Sebuah graf dikatakan mengandung sikel (cyle) jika memiliki jalan yang
tertutup dengan barisan titik yang berbeda. Panjang dari sikel terpendek disebut
girth. Jalan disebut tertutup jika titik awal dan titik akhirnya sama dan jika
titik awal dan titik akhirnya berbeda disebut jalan terbuka. Pengertian jalan itu
sendiri merupakan barisan berhingga dari titik-titik dan sisi-sisi secara bergantian.
Panjang dari sebuah jalan adalah banyaknya sisi. Jalan yang sisinya tepat hanya
dilewati sekali disebut jejak (#rail). Untuk jalan yang semuanya titiknya berbeda
dikatakan sebuah lintasan (path).
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Sebuah graf H merupakan subgraf dari graf GG jika setiap titik pada H adalah
titik pada graf G serta setiap sisi pada graf H adalah sisi pada graf G, dengan
kata lain V(H) C V(G), E(H) C E(G) (Dafik et al., 2008). Beberapa subgraf
dari graf G, terdapat pada gambar dibawah ini:

&) ©—@ (0

@) (—w) (o)

H, Hy - Hj

Gambar 2.2 Beberapa Subgraf dari Graf G

Dua buah graf, yang dikatakan sama namun bentuknya berbeda disebut
graf yang isomorfis. Syarat-syarat yang diperlukan untuk menyatakan dua graf
isomorfis adalah sebagai berikut.

a. Kedua graf mempunyai jumlah titik yang sama.
b. Kedua graf mempunyai jumlah sisi yang sama.

Jumlah titik yang mempunyai derajat tertentu adalah sama.

@

&

Kedua graf mempunyai girth yang sama.
Selain syarat-syarat tersebut ada juga cara lain untuk mengetahui keisomorfis-
an dari dua buah graf yaitu menggunakan matriks ketetanggaan (adjacency).
Dengan ketentuan, titik-titik yang bertetangga diberi nilai 1 dan yang tidak ber-
tetangga bernilai 0.

Sebuah graf dikatakan graf terhubung (connected graph) jika semua titik ter-
hubung oleh sisi, jika ada titik yang tidak terhubung oleh sisi maka graf tersebut
dikatakan graf tak terhubung (disconnected graph). Graf terhubung dapat di-

ubah menjadi graf tak terhubung dengan cara melakukan penghapusan terhadap
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U3

U3 U4

Us v @

Gambar 2.3 Contoh Dua Graf yang Isomorfis

Matriks adjency dari graf P; :

O O O R~ = O
O O~ Rk O -
= T e B Gy S
_ O O = Rk O

Matriks adjency dari graf P, :

S O O = = O
O O = R O R
S N o T =
—_ O O = = O

Gambar 2.4 Matriks adjency dari P; dan P

_ O O = O O

= O O = O O

o B = = O O

O R R R O O

V4

()
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titik atau sisi. Untuk penghapusan titik, semua sisi yang bertetangga (adjacent)
dengan titik yang akan dihapus juga ikut terhapus. Titik yang terhapus tersebut
dinamakan titik potong (cut verter). Sedangkan untuk penghapusan terhadap sisi
hanya menghapus sisi tersebut. Sisi yang terhapus tersebut dinamakan jembatan
(bridge).

oo /08

G3 G5

Gambar 2.5 Contoh Graf yang Disjoint Union

Dua graf dapat digabung menjadi satu graf baru, graf baru yang terben-
tuk dinamakan graf gabungan saling lepas. Gambar 2.5 merupakan contoh graf

gabungan saling lepas dari graf G3 dan graf G5 dengan notasi G5 U G5.

2.1.1 Graf Khusus
Terdapat beberapa jenis graf khusus, berikut akan dijelaskan definisi dari
beberapa graf khusus.

a. Graf Ladder dilambangkan dengan L,, adalah sebuah graf yang sama dengan
Ky x P, dengan titik V(L,) = {u;, v; : 1 <i < n} dan E(L,)= {uu1,
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vivig1 - 1 < i < n-1} U{ww : 1 <i < n}. Graf Ladder mempunyai 2n
titik, dan 3n-2 sisi. Gambar 2.6 menunjukkan contoh graf Ladder dengan n
= 5.

U1

S

U (v7) (vs) Vg

Gambar 2.6 Graf Ladder (Ls)

. Graf Bianglala merupakan graf yang dinotasikan dengan F'W,,,. Graf
Biang-lala adalah sebuah graf dengan himpunan titik V(FW,,,,) = {X,;:
1<i<m1<j<n}U{Xyp2<i<ml1<j<n1<k<?2}
dan himpunan sisi E(FWy,,,)= {X;;Xij+1; 1 <j<m, 1 <i<n-l1} U
(X Xism2<i<m1<j<n1<k<2}U{X;;Xip1p;1<i<m,1
<j<n1<k<2}U{XijuXijims132<i<m,1<j<nl k=1}U
{Xi;xXij—16-1; 2 <i < m, untuk j yang lainnya, k=2} U {X, ; x—1X; j_14;
2 < i < m, untuk j yang lainnya, £k = 2}. Gambar 2.7 merupakan graf
Bianglala F'Wy 5.

. Graf Buku Segitiga dinotasikan dengan Bt, adalah suatu graf yang me-
rupakan famili dari graf Komplete tripartite K, ,; dengan jumlah titik pada
m dan n adalah satu dan jumlah titik pada [ sebanyak n. Graf Buku Segitiga
Bt, merupakan graf yang terdiri dari n buah segitiga (n > 1) dengan setiap
segitiga memiliki sebuah sisi yang dipakai bersama atau dengan kata lain
setiap segitiga memiliki 2 titik yang sama. Graf buku tersusun dari 5 buah
segitiga (Dafik et al., 2013).

. Graf Gunung, dinotasikan Ms,, adalah sebuah graf dengan himpunan vertex,
V| = {zi,y;51 < i < 2ndan 1 < j < 6n+ 2,neN} dan himpunan
edge, |E| = {ziysi—2, Tiysiys untuk i ganjil, x;y3; 3, T;y3i2 untuk i genap,
TiY3i—1, TilYsi, TiYsiw1 untuk ¢ sebarang, 1 < ¢ < 2n dan y;y;41,1 < j <

6n 4 1}. Gambar 2.9 merupakan contoh graf Gunung (Ms,,).
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Gambar 2.8 Graf Buku Segitiga (Bts)
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Gambar 2.9 Graf Gunung (M)

e. Graf Sisir adalah salah satu graf yang merupakan famili dari graf Ladder.
Graf ini merupakan graf yang belum ditemukan pelabelannya. Graf sisir
dinotasikan dengan Cb,, dimana V (Cb,) = {e, b, ¢, z;, y;; 1 < i < n} dan
E(Cb,)= {ec} U {eb} U {bc} U{cx1} U{cy1} U{ex1} U{cxs} U {zy;; 1 <
i <n} Uz 1 < i <n-l1} U{zzip; 1 <i<nl} U {xmi; 1 <i <
n-2}. Titik e, b, ¢ sifatnya tetap, titik yang bergerak ketika di-expand adalah
titik « dan y. sehingga graf sisir ini di expand kesebelah kanan. Gambar
2.10 adalah contoh graf sisir Cbg.

Gambar 2.10 Graf Sisir (Cbg)

2.2 Pelabelan Graf
Pelabelan dari sebuah graf didefinisikan sebagai suatu pemetaan satu-satu

dan onto yang memetakan himpunan elemen-elemen graf yaitu titik dan sisi ke
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himpunan bilangan bulat positif. Fungsi f yang memetakan himpunan A (elemen-
elemen graf) ke dalam himpunan B (bilangan bulat positif) disebut fungsi satu-
satu jika setiap elemen di A mempunyai pasangan yang berbeda di B, domain
memiliki tepat satu pasangan di kodomain. Disebut onto jika semua anggota
di B mempunyai pasangan di A, anggota di A boleh mempunyai pasangan yang
sama di B. Pemetaan fungsi satu-satu dan onto sering disebut pemetaan bijektif.
Pemetaan bijektif merupakan pemetaan yang tidak ada anggota himpunan di
A mempunyai pasangan yang sama di B, atau dengan kata lain semua elemen
graf diberi nomor atau label dengan bilangan bulat positif yang berbeda. Jadi
pelabelan graf G = (V,F) merupakan suatu pemetaan : D — N, dimana D
menyatakan domain dan N menyatakan himpunan label dari graf G. Pelabelan
graf terdiri dari 3 macam yaitu sebagai berikut.

a. Ketika D = V maka disebut pelabelan titik, dimana hanya titik saja yang

diberi label.

Gambar 2.11 Pelabelan Titik

b. ketika D = E maka disebut pelabelan sisi, dimana hanya sisi saja yang
diberi label.

c. Ketika D = V U E maka disebut pelabelan total, dimana titik dan sisi

sama-sama diberi label.

Pada tahun 1963, Sedlacek memperkenalkan konsep pelabelan magic kemu-

dian pada tahun 1989, Hartsfield dan Ringel memperkenalkan konsep pelabelan
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Gambar 2.12 Pelabelan Sisi

(=)

Gambar 2.13 Pelabelan Total

13
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antimagic (Dafik, 2007). Mereka mendefinisikan sebuah pelabelan antimagic se-
bagai pelabelan sisi pada graf dengan bilangan bulat positif 1, 2, 3, ..., n se-
hingga bobot pada masing-masing titik berbeda dengan bobot titik yang lainnya.
Bodendiek dan Walther mendefinisikan konsep pelabelan (a,d)-antimagic seba-
gai pelabelan sisi dimana bobot dari titik-titiknya membentuk barisan aritmatika
dengan suku awal a dan beda d (Dafik et al., 2012).

Nilai bobot sisi menentukan jenis pelabelan titik dan pelabelan total. Jika
semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama maka disebut pelabelan titik sisi ajaib
dan pelabelan total sisi ajaib. Tetapi jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang
berbeda dan himpunan bobot sisi tersebut membentuk barisan aritmatika dengan
a menyatakan bobot sisi terkecil atau suku pertama dan d menyatakan beda dari
bobot sisi yang satu dengan yang lain maka disebut pelabelan titik sisi anti ajaib
(edge antimagic vertex labelling) atau EAVL dan pada pelabelan total disebut

pelabelan total sisi anti ajaib.

2.2.1 Pelabelan Total Super (a,d)-sisi Antimagic

Pelabelan total (a,d)-sisi antimagic adalah sebuah pemetaan satu-satu f
dari V(G)U E(G) ke bilangan bulat positif {1,2,3,... ,p+q} sehingga bobot sisinya
w(uww) = f(u) + f(v) pada semua sisi G adalah {a, a+d, a+2d,..., a+(g-1)d}
untuk @ > 0 dan d > 0 serta keduanya adalah bilangan bulat positif. Sedangkan
pelabelan total super (a,d)-sisi antiajaib pada sebuah graf G=(V,E) adalah pe-
labelan titik dengan bilangan bulat positif {1,2,3, ...,p} dan pelabelan sisi dengan
bilangan bulat positif {p+1,p+2,p+3,...,p+q}, dimana p menyatakan banyaknya
titik dan ¢ menyatakan banyaknya sisi. Dan bobot sisinya adalah w(uv) = f(u)
+ f(v) pada semua sisi G sehingga himpunan bobot sisi yang terbentuk adalah
W={w(z,y)| zy € E(G)}= {a, a+d, a+2d,..., a+(g-1)d} untuk a > 0 dan d >
0. Dimana a(u) adalah label dari titik u, 5(v) adalah label dari titik v dan 6(uv)
adalah label dari sisi wv. Untuk mencari batas atas nilai beda d pelabelan total

super (a,d)-sisi antimagic dapat ditentukan dengan Lemma (Baca et al., 2009).

Lemma 1. Jika sebuah graf dengan p titik dan q sisi memiliki pelabelan total

7 ; 3 2p+q—5
super (a,d)-sisi antimagic, maka d < ===
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Bukti. f(V)=1{1,2,3,....,p}dan f(E)={p+1,p+2,p+3,....,0+q}

Misalkan graf (p,q) adalah pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dengan
pemetaan [ : V(G)|JE(G) — {1,2,3...,p+ ¢}. Nilai minimum yang mungkin
dari bobot sisi terkecil a(u) + a(uv) + a(v) =1+ (p+ 1) + 2 = p + 4 dan dapat
ditulis :p + 4 < a. Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin
dari bobot sisi terbesar diperoleh dari jumlah 2 label titik terbesar dan label sisi

terbesar atau dapat ditulis (p — 1)+ (p 4+ ¢) + p = 3p+ g — 1. Akibatnya:

a+(g—1)d < 3p+q—1 (2.1)
i < Ip+g—-1—(p+4) (2.2)
qg—1
2p+q—5
<= - 2.
¢ < 2L (2.3

Dari Lemma 1,telah terbukti dan diperoleh nilai d < % dari berbagai jenis

atau famili graf. O

Dafik dan Robiyatul pada tahun 2014 menurunkan sebuah lemma yang di-
gunakan untuk mencari pelabelan total super (a,1)-sisi antimagic untuk jumlah
sisi ganjil.

Lemma 2. Misalkan T merupakan sebuah himpunan bilangan berurutan T =
{c,c+1,¢+2,...,c+k}, dengan k genap. Maka terdapat sebuah permutasi I1(T)
dari anggota-anggota himpunan Y sehingga T + I(Y) juga merupakan sebuah
himpunan bilangan berurutan yaitu T + II(T) = {2c+ g, 2c + % +1, 2¢+ g +2,
20+ 2

Bukti. Misal T adalah suatu himpunan bilangan berurutan T = {v;|v; = ¢+ (i —
1),1 <i < k+ 1} dan k adalah genap. Selanjutnya didefinisikan nilai permutasi
I(T) = {w;|1 <i < k+ 1} dari anggota T adalah sebagai berikut:

W c+i+i—1, jkal<i<i+1
Yo leti—(E42), jkekr2<i<krl

untuk membuktikan lemma 2, langkah pertama yang harus dilakukan adalah men-

substitusikan nilai ¢ sesuai batasan yang diberikan maka akan diperoleh w; sebagai
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berikut:
Untuk 1 < < g + 1 maka akan diperoleh hasil: untuk ¢ = 1, maka w; = ¢ + g;

untuk ¢ = 2, maka wy = ¢+ g + 1; untuk ¢ = g,

maka we = c+k—1;...;untuk
i=f+1, makawgﬂzcjtk.

Sedangkan untuk nilai g + 2 <4 < k+ 1 diperoleh hasil: untuk 7 = % + 2, maka
Wy = C; untuk ¢ = §+3, maka wy = c¢+1; ...; untuk ¢ = k, maka wy = c—|—§—2;
untuk ¢ = k + 1, maka wyyq :c+§ —1.

Jika T dinyatakan dalam himpunan v; dan II(T) dinyatakan dalam himpunan
w; seperti telah disampaikan sebelumnya, maka akan diperoleh: T + II(T) =
{vi+wi|l <i<k+1}

Berdasarkan subtitusi nilai ¢, maka diperoleh:

k
untuk i =1 — v +w; = C+(C+§)
k
= 2¢c+ =
c+2
k
untuk it =2 - vy +wy = (c+1)+(c—|—2+§+1)
k
gL 19
c+2+
k k 3k
= 20+§—1

2
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-k k
untukz:§—|—1—>v§+l—l-w§+1 = (C+§)‘|‘(C+k)

3k
- 9 -
c—l—2

-k k
untukz:§—|—2—>v§+2—l—w§+2 = (C+§‘|‘1)+(C)

k
) — +1
c—|—2+

k
untuk i =k - v, +wp = (c+k—1)+(c+§—2)

3

L _ovEn" 49
c—l—2

k
untuk ¢ =k +1 — vpp1 + w1 = (c+k:)+(c+§—1)

3k

= 2+ _1
c—l—2

Jika diurutkan mulai dari nilai terkecil hingga terbesar, maka diperoleh: {2c¢ +
g, 2c+ g +1, 2¢+ % +2,...,2c+ %} Dengan demikian rumusan tersebut terbukti

benar. O

Selain 2, teorema berikut juga digunakan untuk menemukan pelabelan total
super (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf untuk jumlah sisi ganjil (Sugeng
et al., 2006).

Teorema 2.2.1. Misalkan Gy untuk k = 1,2,...,m adalah graf dengan jumlah
titik p dan jumlah sisi ¢ dan memiliki pelabelan super (a,1)-EAT. Maka, gabungan
saling lepas dari \J,—, G juga memiliki super (b,1)-EAT.

Bukti. Misalkan Gy, k = 1,2,...,m adalah sebuah graf yang memiliki p titik
dan g sisi. Perlu diketahui bahwa G, tidak harus isomofis dengan G; untuk k = j.
Misalkan untuk setiap Gy, k = 1,2, ..., m memiliki sebuah pelabelan super (a, 1)-

EAT berdasarkan f;, sedemikian hingga:

fk = V(Gk)—>{1,2,...,p}
= E(Gy) —{p+1,p+2,....,p+q}
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dan {fx(u) + fr(v) + fe(uv);uv € E(Gy)} = {a,a+1,...;,a+q— 1}

Definisi pelabelan f untuk semua titik dan sisi dari |J;_, G} adalah sebagai

berikut:
B m[fi(z) — 1] + 1, jika z € V(G;)
fle) = { mfi(x) +1—1, jika z € E(G;)
Bobot total dari gabungan | J,-, Gy adalah { f(u)+f(v)+f(uv) : wv € E(U,—, Gi)}
sama dengan {m(a —2)+2,m(a—2)+3,...,m(a+q—2)+1}. O

2.3 Fungsi dan Barisan Aritmatika
2.3.1 Fungsi

Fungsi atau pemetaan dari himpunan A ke himpunan B merupakan suatu
relasi yang memasangkan atau memetakan setiap anggota dari A dengan anggota
pada B. Fungsi tersebut dapat dinotasikan dengan:

f:A—B

Ada beberapa istilah dalam fungsi yaitu daerah asal (domain), daerah
kawan (kodomain) dan hasil (range). Domain merupakan daerah asal fungsi f
dilambangkan dengan D;. Kodomain merupakan daerah kawan fungsi f dilam-
bangkan dengan K;. Dan range merupakan himpunan daerah hasil pemetaan.
Range fungsi f dilambangkan dengan R;. Ada beberapa jenis fungsi yang ber-

hubungan dengan penelitian ini.

a. Fungsi f: A—B dikatakan fungsi satu-satu atau injektif jika dan hanya jika
domain mempunyai tepat satu pasangan yang berbeda di kodomain, dan
anggota kodomain boleh tidak mempunyai pasangan di domain.

b. Fungsi f: A—B dikatakan fungsi onto atau surjektif jika dan hanya jika
semua kodomain mempunyai pasanyan di domain, dan anggota kodomain
boleh mempunyai pasangan yang sama di domain.

c. Fungsi f: A—B dikatakan fungsi bijektif jika dan hanya jika fungsi yang in-
jektif sekaligus fungsi yang surjektif. Pelabelan dalam penelitian ini adalah
fungsi bijektif. Domain dalam fungsi ini merupakan gabungan dari him-
punan titik dan himpunan sisi, kodomainnya adalah himpunan bilangan

bulat positif sedangkan range-nya adalah label titik dan sisi. Pelabelan
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total super (a,d)-sisi antimagic dikatakan fungsi injektif karena himpunan
elemen-elemen graf mempunyai hanya satu pasangan di kodomain dan setiap
pasangan berbeda. Dikatakan surjektif karena semua kodomain (himpunan

bilangan bulat positif) berpasangan dengan domain.

2.3.2 Barisan Aritmatika

Barisan Aritmatika yaitu barisan yang suku-sukunya diperoleh dengan
menambah suatu bilangan tetap ke suku sebelumnya. Bilangan tetap tersebut
dikatakan sebuah beda dilambangkan dengan d, sedangkan suku yang pertama
dinotasikan dengan a.

Berdasarkan tanda nilai beda, barisan aritmatika terbagi menjadi dua
yaitu barisan aritmatika naik dan barisan aritmatika turun. Dikatakan barisan
aritmatika naik jika nilai beda bertanda positif. Sedangkan jika nilai beda bertanda
negatif maka dikatakan barisan tersebut barisan aritmatika turun. Rumus umum
untuk barisan aritmatika adalah:

U,=a+dn-1)
dan untuk mencari nilai bedanya adalah:
d=U,-U,

Berikut contoh barisan aritmatika:
a. 23, 30, 37, 42, 49, ...
b. 25, 20, 15, 10, 5, ...

Pada penelitian ini, nilai bobot sisi dari semua sisi harus membentuk
barisan aritmatika. Jika nilai d = 0 maka pelabelan tersebut dikatakan magic,
tetapi jika nilai d > 0 maka dikatakan pelabelan antimagic. Rumus umum dari
barisan aritmatika akan digunakan untuk menentukan fungsi titik dan fungsi sisi

dari graf sisir konektif dan diskonektif.

2.4 Aplikasi
Aplikasi teori graf saat ini sangat luas dalam kehidupan sehari hari dan

dipakai dalam berbagai bidang ilmu. Seperti ilmu komputer, riset operasi, dan


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

20

ilmu kimia. Banyak permasalahan yang dapat dimodelkan dengan bentuk graf.
Seperti, permasalahan untuk merencanakan rute yang efektif untuk pengiriman
surat, rute pembuangan sampah, rute pembersihan salju, dipecahkan dengan
model yang menggunakan representasi jalur dalam graf.

Aplikasi dari pelabelan graf juga luas penggunaanya dalam kehidupan sehari
- hari, salah satunya adalah pembuatan password untuk teller bank. Pembuatan
password ini bertujuan untuk menjaga keamanan data ketika teller menginputkan
segala transaksi yang dilakukan oleh nasabah, sebelum data tersebut disetujui oleh
atasannya. Untuk mengembangkan password tersebut dibutuhkan representasi
graf. Dimisalkan sisi adalah teller dan label sisi serta label dua titik yang mengapit

sisi tersebut merupakan password untuk teller tersebut.

©)

Teller 1
Teller 4

® @ ©

Teller 2

Teller 3

®

Gambar 2.14 Pelabelan Total Super Pada Graf Bintang

Password yang terbentuk dari representasi graf tersebut adalah:
Teller 1 : 011016012
Teller 2 : 011018014
Teller 3 : 011017013
Teller 4 : 011019015
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2.5 Hasil-Hasil Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic pada Graf
Diskonektif
Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman hasil pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic pada graf konektif dan diskonektif yang dapat digunakan

sebagai rujukan penelitian ini.

Tabel 2.1: Ringkasan Pelabelan Total Super (a,d)-Edge An-
timagic Pada Graf Konektif.

Graf d Hasil
Diamond (Dl,,) d<2 de{0,12};n>2
(Laelatus, 2011)

Graf Tangga(St,) d<2 de{0,1,2} ;n>2
(Ira, 2011)

Graf Buah Naga (D fp,n) d<2 de{0,1,2};m>2

m genap, n > 1

(Nurvitaningrum et al., 2014b) dan n ganjil
Graf Rem Cakram (Db, ;) d<2 de{0,1,2};n>3
(Arianti et al., 2014a) n ganjil dan p > 2
Graf Daun (Lgy,) d<2 de{012};n>1

(Yunika et al., 2014b)
Graf Semi Parasut (SPap—1) d<2 de{0,12};n>1
(Aprilia et al., 2014b)

Tabel 2.2: Ringkasan Pelabelan Total Super (a,d)-Edge An-
timagic Pada Graf Diskonektif.

Graf d Hasil Open Problem
mDl, d<3 ede{0,1,2} e jika d € {0,2} untuk
untuk m > 3 ganjil 1 < j <m genap

edec{l}
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Graph d Hasil Open Problem
untuk m > 2 dan
m sembarang
(L. Syakdiyah, 2011)
mSt, d<2 ede{0,1,2} e jika d € {0,2}
untuk m > 3 ganjil untuk m > 2 genap
n > 2 dan n > 2
e d € {0,1,2} untuk
m > 2 sembarang
= W
(Ira, 2011)
¢Dfmn <3 edec{0,1,2} e jika d € {0,1,2}
n>1 untuk n genap
m > 2 dan genap e jika d € {0,1,2}
¢ > 3 dan ganjil untuk ¢ genap
(Nurvitaningrum et al., 2014a)
mDb,, <3 edec{0,1,2} e jika d € {0,1,2}
n >3 untuk n > 3
p>2 m > 3 dan m genap
m >3
(Arianti et al., 2014b)
mLgy <3 edc{0,2} o jika d € {0,2}
n > 1 dan n ganjil untuk n > 1
m > 3 dan m ganjil m=3 mod 4
m>3 o jika d=1
untuk n ganjil dan untuk n > 2 dan n genap
m= 1 mod 4 m >3
(Yunika et al., 2014a)
mSPy,_1 <3 e d €{0,1,2} untuk ejikad=1
n > 2 dan genap untuk n ganjil
e d e {0,1,2} untuk e jikad=1

m > 3, n > 2 dan m ganjil
e d e {0,1,2} untuk

untuk n > 2 dan m= 3 mod 4
e jika d € {0,1,2}
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Graph

d

Hasil

Open Problem

n > 2
m = 1 mod 4, n genap
(Aprilia et al., 2014a)

untuk n > 2 dan m genap
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3.1

BAB 3. METODE PENELITIAN

Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deskriptif aksiomatik,

dimana metode tersebut menurunkan teorema yang telah ada, selanjutnya akan

diterapkan pada penelitian ini baik untuk graf tunggal maupun gabungan saling

lepasnya. Dalam penelitian ini, terlebih dahulu akan ditentukan label titik, jika

polanya terdeteksi, langkah selanjutnya adalah melabeli sisi lalu kita tentukan

nilai batas atas dari graf sisir. Nilai tersebut akan digunakan dalam pelabelan

total super (a,d)-sisi antimagic pada graf sisir. Proses tersebut berlaku untuk

graf tunggal maupun graf gabungan saling lepasnya.

3.2

Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf sisir baik untuk graf tunggal maupun

graf gabungan saling lepasnya. Adapun teknik penelitian adalah sebagai berikut.

a.

Menghitung jumlah titik p dan sisi ¢ pada graf sisir Cb,.

b. Menentukan batas atas nilai beda d pada pada graf sisir Cb,, sesuai dengan

Lemma 1.

Menentukan label EAV' L (edge-antimagic vertezx labeling) atau pelabelan
titik(a,d)-sisi antimagic pada graf sisir Cb,,,

Apabila label FAV L berlaku untuk beberapa graf baik secara heuristik
maupun determinatik maka dikatakan pelabelan itu expandable sehingga di-
lanjutkan menentukan algoritma E'AV L pada graf sisir Cb,,.

Menentukan fungsi bijektif EAV L pada graf sisir Cb,,.

Melabeli graf sisir Cb,,, dengan SEATL (super (a, d) edge antimagic total
labeling) atau pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dengan nilai beda
d yang feasible.

Menentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada

graf sisir Cb,.
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Untuk penelitian pada gabungan saling lepas graf sisir juga sama dengan
teknik penelitian seperti di atas namun secara umum, langkah-langkah penelitian

di atas dapat juga disajikan dalam bagan diagram alir pada gambar 3.1.
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Mulai

Y

Mengembangkan graf Sisir

Menentukan himpunan titik Menentukan batas atas nilai
dan himpunan sisi beda d

\i
Menentukan label FAV L |¢—————

Tidak

a
Menentukan b Y Terdeteksi

fungsi bijektif FAVL [~
Pola

Melabeli sisi berdasarkan bobot sisi

\i

Menentukan fungsi
bijektif SEATL

Selesai

Gambar 3.1 Rancangan Penelitian Pelabelan Total Super
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Penelitian ini diawali dengan menentukan jumlah titik (p) dan jumlah sisi (q)
dari graf sisir, menentukan nilai batas atas (d), menentukan label titik (FAV L)
beserta fungsinya, menentukan bobot sisi FAV L beserta fungsinya, menentukan
SEATL beserta fungsinya dan menentukan bobot sisi total SEATL beserta
fungsinya juga. Langkah-langkah tersebut diterapkan pada graf tunggal maupun
gabungan saling lepas dari graf sisir. Hasil dari pelabelan total super (a, d)-sisi
antimagic pada graf Sisir Cb,, adalah 2 lemma dan 6 teorema yang diberi tanda
. Pernyataan dari lemma dan teorema tersebut kemudian dibuktikan, dan dis-
ertai dengan visualisasi gambar. Lemma dan teorema pada penelitian ini tidak
bersifat biimplikatif sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah. Berikut

hasil dari penelitian yang akan menjawab rumusan pada bab sebelumnya.

4.1 Hasil Penelitian
4.1.1 Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada Graf Sisir Tung-
gal (Cb,)

Seperti yang telah disebutkan diatas, pertama kali kita menentukan p dan
q dari graf sisir tunggal. Dari gambar 4.5 dapat kita tentukan p dan q. Didapatkan
p=2n+3 dan q=4n+3.

Langkah selanjutnya adalah menentukan batas atas dari graf sisir tunggal

dengan menggunakan lemma 1. Untuk menentukan nilai d kita menggunakan nilai
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Jumlah titik = 15
Jumlah sisi = 27

Gambar 4.1 Graf Sisir Tunggal (Cb,,) dengan n=>6

p dan ¢ yang sudah didapat,

g < Pta-5
< , X1
B 22n+3)+ (4n+3)=5
N (4n+3) -1
] & +4
 4dn+2
< 2

Kita mendapatkan nilai d < 2, sehingga himpunan d adalah d € {0, 1, 2}.
Pada pelabelan bilangan yang digunakan adalah bilangan bulat dan pada SEATL
yang digunakan adalah bilangan bulat positif, sehingga elemen untuk d adalah
0,1,2. Setelah mendapatkan nilai d, kita lanjutkan untuk melabeli titik pada
graf sisir tunggal. Pada langkah ini, selain mencari label titik kita juga mencari
fungsi dari V(Cb,,), melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan
aritmatika. Elemen dari V(Cb,,) antara lain {e, b, ¢, x;, y;; 1 < i < n}. Penjum-
lahan dua label titik yang bersisian akan menghasilkan bobot sisi. Dari masing-
masing bobot sisi yang didapat, kita cari fungsinya yang konsepnya sama seperti
ketika mencari fungsi titik. Akan dihasilkan sebuah lemma yang berhubungan

dengan pelabelan titik, yaitu:
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Gambar 4.2 Label FAV L dari Cbg

¢ Lemma 4.1.1. Ada pelabelan (3,1)-sisi antimagic titik pada graf sisir Cb,
untuk n > 3.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf sisir tunggal. Didefinisikan «; : V(Cb,,) —
{1,2,...,2n + 3} adalah fungsi titik yang bijektif pada graf sisir. Didefinisikan

juga w,, adalah fungsi bobot sisi. Fungsi-fungsi yang didapat antara lain:

a;(e) = |
ay(b) -
aq(c) =1
aq (y;) 2i+2,untuk 1 <i<n
aq(x;) 2i+3,untuk 1 <i<n

o 3 O Ot = W
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Wa, (zy;) = 4i+5, 1<i<n
We, (€22) = 10

Woy (Tiyi1) = 4 +7, 1<i<n-1
Wa, (Tixin1) = 4+ 8, 1<i:<n-1
Wa, (Ti2542) = 4i+ 10, 1<i<n-—-2

Pada fungsi bobot sisi yang mengandung nilai ¢, masukkan nilai ¢ sesuai
dengan selangnya. Akan didapat nilai-nilai berurutan yang akan membentuk him-
punan U;lf1:1 W, =13, 4, 5,...,4i+5}. Diketahui bobot sisi terkecil terletak pada
W, (eb) =3, dan bobot sisi terbesar terletak pada we, (z;y;) = 4i+5 untuk ¢ = n.
Nilai-nilai tersebut membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a = 3 dan
beda d = 1, sehingga dapat ditulis himpunan w,, = {3,4,...,4n+5}. Kita gu-
nakan rumus U, untuk mengetahui apakah benar bobot sisi terbesar terletak di
W, (2;y;), dengan mensubstitusikan nilai awal @ = 3 dan nilai d = 1 ke rumus
tersebut.

Dari penjelasan di atas disimpulkan jika w,, membentuk barisan aritmatika
dengan suku awal a = 3 dengan beda d = 1. Sehingga graf sisir tunggal Cb,
mempunyai pelabelan (3, 1)-sisi antimagic titik untuk n > 3. Gambar 4.2 meru-
pakan contoh pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic beserta bobot sisinya pada graf
sisir (Cby,). O

Berdasarkan himpunan bobot sisi di atas, selanjutnya kita akan melabeli sisi
dari graf sisir tunggal ketika nilai d=0, d=1, dan d=2. Untuk melabeli sisi ketika
d=0, kita mulai dari bobot sisi terbesar sampai yang terkecil. Setelah menda-
patkan pola kita lanjutkan untuk mencari fungsi sisi. Dan akhirnya menghasilkan

sebuah teorema yaitu:

Teorema 4.1.1. Ada pelabelan total super (6n — 9,0)-sisi antimagic total pada
graf sisir (Cb,) untuk n > 3.

Bukti. Gunakan label titik pada lemma 4.1.1 untuk melabeli titiknya sehingga
fungsi titik ay= fungsi titik as. Dan fungsi sisi dari ay untuk pelabelan total

super (a,0)-sisi antimagic pada graf sisir adalah:
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Gambar 4.3 SEATL pada Graf Sisir Cbg ketika d=0

ao(T:y;) = 6n—4i+4,untuk 1 <i<n
ag(x;xir1) = 6n—4i+ Luntuk 1 <i<n-1
ao(Tyir1) = 6n—4i4+2,untuk 1 <i<n-—1
0o(TiTi40) = O6n—4i— 1l untuk 1 <i<n-—2
as(cxs) = 6n—1,

ay(cry) 6n+1,

as(cyr) = 6n+ 2,

as(exy) 6n + 3,

as(be) = 6n 1 4,

as(ec) — R,

an(eb) = 6n+ 6,

Dapat disimpulkan bahwa fungsi sisi as adalah fungsi bijektif karena as :
E(Cb,) — {6n-4i+4,6n-4i+1,..., 6n+6}. Didefinisikan W, adalah fungsi bobot
total dari pelabelan total pada graf sisir. W,, diperoleh dengan menjumlahkan
fungsi bobot sisi FAV L (w,, ) dengan fungsi label sisi ay yang bersesuaian. Fungsi

bobot totalnya antara lain:
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W, (eb)

W, (ec)

W, (be)

W,,(exq)

Waz (Cyl)

W, (cxy)

Was (%Z/z)

W, (cxs)

Wa, (€b) + as(eb)
(6n+6) + (3)
6n +9

Wa, (€c) + az(ec)
(6n+5) + (4)
6n +9

Wa, (bc) + ag(be)
(6n +4) + (5)
6n +9

= Wy, (ex1) + as(ex)

(6n +3) + (6)
6n+9

= Wy, (ctr) + az(cyr)

(6n+2) + (7)
6n + 9

= Wy, (cT1) + as(czy)

(6n+ 1)+ (8)
6n +9

= Wa, (T3ys) + c2(Tiy:)

(6n — 4i + 4) + (43 + 5)
6n +9

= W, (cT2) + aa(czs)

(6n — 1) + (10)
6n +9

32
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Wy (Ti¥ir1) = Way (Tiig1) + aa(TiYir1)
= (bn—4i+2)+ (40+7)
= 6n+9

W, (TiTit1) = Way (TiTig1) + @a(wiTi41)
= (bn—4i+1)+ (40+38)
= 6n+9

Wa, (TiTiza) = Way (TiTita) + Qa(TiTiy2)
= (6n —4i—1)+ (4 + 10)
= 6n+9

Dapat dilihat bahwa semua bobot totalnya menghasilkan fungsi yang sama.
Sehingga himpunan dari bobot total dapat ditulis W = {6n+9,6n+9,...,6n+9}.
Sehingga terbukti bahwa graf sisir (Cb,,) dengan n > 3 mempunyai pelabelan total
super (45, 0)-sisi antimagic dengan a = 6n + 9 dan d = 0. O

Setelah membuktikan pada d=0, selanjutnya akan mencari pelabelan total
super (a,d)-sisi antimagic di d=1, dengan langkah-langkah yang sama seperti

sebelumnya. Kita turunkan, sebuah teorema untuk d=1.

Teorema 4.1.2. Ada pelabelan total super (4n + 8,1)-sisi antimagic pada graf
sisir (Cby,) untuk n > 3.

Bukti. Gunakan label titik pada lemma 4.1.1 untuk melabeli titiknya sehingga
fungsi titik ay = fungsi titik a3. Setelah melabeli sisi didapatkan fungsi sisi a;
untuk pelabelan total super (a,1)-sisi antimagic pada graf sisir adalah sebagai
berikut:

as(zy;) = 4dn—-2i+4untuk 1 <i<n
az(riyiy1) = 4n—2i+3,untuk 1 <i<n-—1
as(cyr) = 4n + 3,
asz(be) = 4n 4+ 4,
as(eb) = 4n+5,

(

a3(riTi41) = 6n—2i4+4,untuk 1 <i<n-—1
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Gambar 4.4 SEATL pada Graf Sisir Cbg ketika d=1

az(xxize) = 6n—2i+3,untuk 1 <i<n-—2
asz(cry) = 6n+43,
az(cxy) = 6n+4,
as(exy) = 6n+ 5,
as(ec) =2 61k 6

Fungsi sisi a3 adalah fungsi bijektif karena ag : E(Cb,) — {4n-2i+4,4n-
2i4+3,..., 6n+6}. Didefinisikan W,, adalah fungsi bobot total dari pelabelan total
pada graf sisir. W,, diperoleh dengan menjumlahkan fungsi bobot sisi FAV L
(wq, ) yang terdapat pada lemma 4.1.1 dengan fungsi label sisi a3 yang bersesua-

ian. Fungsi bobot totalnya antara lain:

Was(Tiys) = Way (Tats) + az(wsys)
= (4 +5) + (4n — 2+ 4)
= 4dn+21+9

Was(T¥ig1) = Way (TiYiq1) + @3(TiYiz1)
= (4+7)+ (4n—2i+3)
= 4n+2:+10

Was (cyr) = Wy, (cth) + as(cyr)
= (M)+(4n+3)
= 4n+10
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W, (be) = Wq, (bc) + as(bc)
= (5)+(“Un+4)
= 4dn+9
W, (ec) = W, (ec) + as(ec)
= (4)+ (6n+6)
= 6n+10
Weas(Ti2ir1) = Weay (Tixit1) + a3(Tiwis)
= (4+8)+ (6n—2i+4)
= 6n+2i+12
Wy (TiZive) = Way (Ti%ita) + a3(TiTia)
= (4+10)+ (6n —2i+3)
= 6n+2i+13
W, (cx2) = Wy, (cr2) + as(czs)
= (10) + (6n + 3)
= 6n+13
W, (cr1) = wa,(cxr) + az(cry)
= (8)+(6n+4)
= 6n+12
Was(ex1) = wq,(ex1) + ag(ex)
= (6)+ (6n+5)
= 6n+11
W, (eb) = wgq,(eb) + as(ed)
= (3)+ (4n+5)
= 4n+8
Bobot total diatas bila dikumpulkan semua akan membentuk himpunan

bobot total. Dengan memasukkan nilai ¢ dan nilai n dapat diketahui letak fungsi

bobot sisi terkecil dan fungsi bobot terbesar. Bobot sisi terkecil pertama adalah
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W, (eb), bobot sisi terkecil kedua adalah W, (eb) dan bobot sisi terbesar adalah

W, (zi2:41) ketika ¢ = n— 1. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan
aritmatika dengan suku awal a = 4n + 8 dengan beda d =1, dan dapat ditulis W
= {4n+8,4n+9,. .. ,8n+10}. Untuk mengetahui apakah benar bobot sisi terbesar
pada graf sisir terletak pada W=z;z;,, kita gunakan rumus U,, dengan mensubs-
titusikan nilai awal @ = 4n + 8 dan beda d=1

Berdasarkan uraian diatas dapat disimpulkan bahwa terbukti graf sisir (Cb,,) un-

tuk n > 3 mempunyai pelabelan total super (4n + 8, 1)-sisi antimagic. O

Ada sebuah lemma yang dapat dijadikan sebagai bukti alternatif untuk
membuktikan bahwa graf sisir C'b, mempunyai pelabelan total super (4n + 8, 1)-
sisi antimagic. Lemma tersebut adalah lemma 2 yang dikembangkan oleh Dafik,
Robiyatul pada tahun 2014.

Bukti. Berdasarkan lemma 4.1.1 bahwa graf sisir memiliki pelabelan (3, 1)-sisi
antimagic titik untuk n > 3. Sehingga graf sisir C'b,, memiliki himpunan bobot
sisi yaitu {3, 4, n+ 5, ...,4n + 5}, dengan nilai beda d=1.

Himpunan bobot sisi Cb,, adalah w = {3,4,5,...,4n + 5} misalkan dinya-
takan dalam Y = {c,c+ 1,¢+ 2,...,¢ + k} maka diperoleh nilai ¢ = 3 dan
k = 4n + 2. Berdasarkan lemma 2, II(T) adalah permutasi nilai T sedemikian
hingga nilai Y + (II(T) + n) adalah bobot total dari fungsi tersebut.

T+ (I(Y)+n) = a
k
c+(c+z’—|—§—1)+n = 4n+38

4n + 2

34+ (B+1+—5=—1)+7 = 4n+8
dn +2

3+ Se AR AN

n = 4n+8—-6-2n—1

n = 2n+1
k
"%

T + (TII(T) +n) adalah fungsi bobot total dari graf sisir. Lemma 4.1.1 telah


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

menyebutkan bobot total terkecil terletak pada ¢ = 1 sehingga:

T+ (H(Y) +n)

k k
kL F
c+(c+z+2 +2)
2c+ k
2(3) +4n +2
dn + 8

bobot total terkecil kedua terletak di i = £ + 2:

T+ 1Y) +n) =

bobot total terbesar terletak di ¢ =

T+I(T)+n) =

k k
ctos+l+c+i—5—-2+ 2

k k
20+§+2—1+—

N3

2

k
2 2 2

2

2+ k+1
23)+4n+2+1
dn+9

+ 1:

+k+ +'+k 1+k

ctgtetitg 5
3k k

i —F — ==l

c+2—|-2—|-

2c+ 2k
2(3) +2(4n +2)
8n + 10

37

Berdasarkan hasil perhitungan lemma 2 bobot terkecil adalah 4n 4+ 8 dan

bobot terbesar adalah 8n + 10. Nilai keduanya sama dengan nilai yang terdapat

pada teorema 4.1.2. Sehingga terbukti bahwa graf sisir C'b, memiliki pelabelan
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total super (4n + 8, 1)-sisi antimagic untuk n > 3. O

Terakhir kita mencari pelabelan sisi untuk d=2. Untuk melabeli sisi d=2,
kita mulai melabeli sisi dari bobot sisi terkecil sampai bobot sisi terbesar. Langkah
selanjutnya masih sama seperti d=0 dan d=1. Kembali kita dapatkan sebuah

teorema yaitu:

Teorema 4.1.3. Ada pelabelan total super (2n + 7,2)-sisi antimagic pada graf
sisir Cb,, untuk n > 3.

Gambar 4.5 SEATL pada Graf Sisir Cbg ketika d=2

Bukti. Menggunakan label titik pada lemma 4.1.1 untuk melabeli titiknya, se-
hingga fungsi titik a;=fungsi titik ay. Setelah diketahui label sisi dilanjutkan
mencari fungsi sisi a4 untuk pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic pada graf

sisir dan didapat:

ay(eb) = 2n+4,

aslec) = 2n+5,

ag(bc) = 2n+6,

aglerr) = 2n+7,

as(cyr) = 2n+8,

aglcry) = 2n+09,
(

ag(zy;) = 2n+4i+6,untuk 1 <i<n
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ay(czy) = 2n+ 11,

ag(xyiv1) = 2n+4i+8untuk 1 <i<n-—1
ag(ririy) = 2n+4i+9,untuk 1 <i<n-—1
ay(ririy0) = 2n+4i+ 11, untuk 1 <i<n-—2

Karena oy : E(Cb,) — {2n+4, 2n+5,. .., 2n+4i+11} maka fungsi sisi ay
adalah fungsi bijektif. W,, adalah fungsi bobot total dari pelabelan total pada
graf sisir. W, diperoleh dengan menjumlahkan fungsi bobot sisi EAV L (w,,)
yang terdapat pada lemma 4.1.1 dengan fungsi label sisi a4 yang bersesuaian.

Fungsi bobot totalnya antara lain:

Wa,(ed) = wy,(eb) + ay(ed)
= (3)+(2n+4)
= 2n+7

Wa,(ec) = wy,(ec) + aylec)
= (4)+ (2n+5)
= 2n+9

Wa,(be) = wy, (be) + ay(be)
= (5)+ (2n +6)
= 2n+11

W, (ex1) = wq,(ex1) + ayler)
= (6)+(2n+7)
= 2n+13

Waileyr) = wa(cyr) + auleyr)
= (7)+(2n+38)
= 2n+15
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W, (czy) = Wy, (cx1) + ay(czy)
= 8)+(2n+9)
= 2n+17

We, (iys) = Way (T3Ys) + au(w:ys)
= (4+5)+(2n+4i+6)
= 2t 8¢ 11

W, (ca2) = Wy, (cxa) + au(czs)
= (10)+ (2n+11)
= WA

Wou(TiYir1) = Way (TiYir1) + ca(TiYiv1)
= (4i+7) 4 (2n + 4i + 8)
= 2n+8+15

Weu(iit1) = Woy (Ti%itr1) + @a(:iTi41)
= (4i+8) 4 (2n + 4i +9)
= 2n+8+17

Weay (TiTir2) = Way (TiTira) + Qa(T:Tiy2)
= (4i+10)+ (2n +4i+11)
= 2n '8t 21

Dengan memasukkan nilai ¢ dan nilai n didapat himpunan bobot total
{2n+7, 2n+49,. .., 2n+8i+11}. Diketahui letak fungsi bobot sisi terkecil dan fungsi
bobot terbesar. Bobot sisi terkecil pertama adalah W, (eb) dan bobot sisi terbe-
sar adalah W,, (z;y;) ketika ¢ = n. Himpunan bobot total tersebut membentuk
barisan aritmatika dengan suku awal a = 2n+7 dengan beda d = 2. Untuk menge-
tahui apakah benar bobot sisi terbesar pada graf sisir terletak pada W,,=x;y;,
kita gunakan rumus U, dengan mensubstitusikan nilai awal a = 2n + 7 dengan
beda d=2. Berdasarkan uraian diatas dapat disimpulkan bahwa terbukti graf sisir

Cb,, untuk n > 3 mempunyai pelabelan total super (2n + 7, 2)-sisi antimagic. [
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4.1.2 Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic pada Gabungan Sali-
ng Lepas dari Graf Sisir (mChb,)

Pada pembahasan ini, peneliti akan menentukan pelabelan total super
(a,d)-sisi antimagic pada gabungan saling lepas dari graf sisir yang dinotasikan
dengan mCb,, dimana m adalah banyaknya gabungan dari graf sisir. Langkah-
langkah pada pembahasan ini sama dengan langkah-langkah pada graf tunggal.
Pertama kali kita menentukan kardinalitas dari gabungan saling lepas graf sisir.
Kardinalitas ini akan digunakan untuk mengerjakan langkah-langkah selanjutnya.

Dalam kardinalitas kita akan menentukan fungsi untuk p, fungsi ¢, himpunan
titik (V) dan himpunan sisi (£). Dari gambar 4.6, didapat p=2nm+3m, ¢g=4nm
+3m. V(mCb,) = {e*, bk, ¢k, 2F yF 1 <i < n} dan E(Cb,)= {e*c*} U {FbF}
U {6°c*} U {eFz} U {cFyr} U {cfaf} U {cFz5} U {afyfs 1 < i < n} U {2yl
1<i<nl}U{afat ;1<i<nl}uU{abzl ;1 <i<n2}

Setelah nilai p dan ¢ diperoleh, maka nilai d dapat dicari menggunakan

lemma 1, seperti dibawah ini:

2p1+q —5
@ —1
2(2nm + 3m) + (4nm 4+ 3m) — 5
(4nm +3m) — 1
dnm 4 6m 4+ 4dnm +3m — 5

dnm 4+ 3m — 1
8nm +9m — 5
dnm 4+ 3m — 1
2+ 3m —3
dnm +3m — 1

d <

Karena d adalah bilangan bulat positif maka d < 3 atau d € {0, 1,2}. Se-
lanjutnya adalah menentukan pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan
graf sisir. Sekaligus menentukan fungsi bijektif berdasarkan pengamatan pola dan
konsep barisan aritmatika. Lemma 4.1.2 adalah lemma yang berhubungan dengan

pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf sisir.
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(mCbg) dengan m=5

Gambar 4.6 Graf Sisir Gabungan Saling Lepas
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¢ Lemma 4.1.2. Ada pelabelan titik (W, 1)-sisi antimagic pada gabungan

graf sisir (mChb,,) jika n >3, m > 3 dan m ganjil.

Bukti. Melabeli setiap titik pada gabungan graf sisir mCb,,. Didefinisikan 3; :
V(mCb,) — {1,2,...,2nm+3m} adalah fungsi bijektif titik dari gabungan saling
lepas graf sisir. Didapat fungsi titik untuk [3; sebagai berikut.

La untuk 1 < k < m, k ganjil
51(€k> — { 2 — — gan]j

%Hk untuk 1 < k < m, k genap

w, untuk 1 < k < m, k genap

2
Bi(cF) = 3m—k+1untukl <k<m

vy =
Br(b%) { Smik  yntuk 1 < k < m, k ganjil

B dimtdmtk = yntuk ¢ = 1 mod 3, 1 < k < m, k genap
i) = ; : A
! dimtsmik - yntuk i = 1 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
B.(4) %m“”l, untuk i = 1 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
\Z;) = . .

dimtsmiktl - yntuk i = 1 mod 3, 1 < k < m,k genap

Bi(cF) = 2im+2m —k+ 1 untuk s = 2mod3,1 < k<m,
By {‘WHZM, untuk i = 2 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
1\T —

i dimtdmtkt]l - yntuk i = 2 mod 3, 1 < k < m,k genap

%, untuk ¢+ = 3 mod 3, 1 < k < m,k genap

Bily) = dim+3m+k : s
—E s untuk ¢ = 3 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
Bi(z¥) = 2im+3m—k+1untuki=3mod3, 1 <k<m,

Rumus diatas dapat direduksi menjadi:

Bi(ek) = (1+(_1)2m+2k+2; untuk1 < k <m

Bi(b*) = (6+1+(_i)k)m+2k; untuk 1 <k <m

B(yF) = (10+1+(_1)Z)m+8im+2k; untuki =1 mod 3,1 <k <m
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Gambar 4.7 Label FAV L dari 5Cbg
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Gi(yF) = (6+1+(—1)k'4)m+8im+2k; untuki = 3 mod 3,1 < k < m

Berdasarkan fungsi titik diatas, didapatkan himpunan fungsi titik untuk graf
sisir gabungan {%, %’”1 ..,2im + 3m — k + 1}. Didefinisikan bobot sisi dari
EAV L adalah wg,, bobot sisi didapatkan dengan menjumlahkan label dua titik

yang mengapit sebuah sisi. Fungsi-fungsi dari bobot sisi antara lain.

wg, (€FbF) 3m+2k+1untuk 1 <k <m,

L bmkt3  untuk 1 < k < m,k ganjil
wg, (€c”) { m—#m’ untuk 1 < k < m, k genap
s, (B) { Sm—kt2 - untuk 1 < k < m,k genap

Im—kt2 - untuk 1 < k < m,k ganjil

wg, (eFxk) O9m +2k+1untuk 1 <k <m

kk Lmokts - yntuk 1 < k < m, k ganjil
wg, (¢"y7) { 13m5k+3’ untuk 1 < k < m, k genap

Y Lm—k+2 * untuk 1 < k < m,k genap
wm(c 5171) { %M, untuk 1 < k < m, k ganjil
wg, (xFyF) 8im + Tm + 2k + 1 untuk i = 3mod3,1 <k <m,

) 1m_btd - yntuk 1 < k < m, k ganjil
wpg, (c*2) { m%ﬂ’ untuk 1 < k < m, k genap

- Mf—m, untuk ¢ =1 mod 3, 1 <k <m,k genap
wg, (#7Yi) { Bimtldm—kt2 = yntuk i = 1 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
wg, (xFak, ) = 8im+13m + 2k + 1 untuk i = 1 mod 3, 1 < k <m,

- Bimt8m—k+3 " untuk i = 2 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
wa, (7y7) { BimtIm—k+2 = untuk i = 2 mod 3, 1 < k < m,k genap

, @ Mzm—k“, untuk ¢ =1 mod 3, 1 <k <m,k genap
we, (% Tiy) { BimtlIm—kt2 = yntuk i = 1 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
wa, (xFyk, ) 8m + 13m + 2k + 1 untuk i =2 mod 3, 1 <k <m

. Bimtlm—k+3 = untuk i =2 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
wg, (T 2511) { Simlom—k3 - yntuk § = 2 mod 3, ,1 < k < m,k genap
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ws (xkyk) _ { 82m+8m k-i-?7 untuk 7 = 3 mod 37 71 <k< m,k genap
1 1 J1

81m+9m imt9m—k+2 = yntuk i = 3 mod 3, ,1 < k < m, k ganjil

wg, (xFxk ) = 8im + 17m—|— 2k + 1 untuk i =2 mod 3, 1 <k <m,

Sim12m—k+5 = yntuk i = 3 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
wa, (Tfyf) = 8i 132 k43
St untuk i = 3 mod 3, 1 < k < m, k genap
8im+14m—k+1 —
ws @k ) = - ) , untuk i =3 mod 3, 1 <k <m, k genap
Simtlom—ht2 * yntuk i =3 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
8im+18m—Fk+3 — < k< ji
wﬁ1(1’f$f+2) = i 192 k 3’ > W . 3’ NG m’k ganJII
lm+++’ untuk ¢ =3 mod 3, 1 <k <m,k genap

Rumus diatas dapat direduksi menjadi:

wﬁl(ekck) _ (12+1+(—1ik)m+2k+6; .t < k <m
wg, (b*c) (18_1+(_lik)m_2k+4; untuk1 < k <m
wﬁl(ckyf) (24+1+(—1Zk)m 2k+6 . . untuk1 < k< m
k
wg, (Fak) (30_”(_2 Jm=2k+4. yntuk 1 < k < m
we (Fak) = (36+1+(—12;)m—2k+10; antuk1 < k < m
wg, (TFyfy,) = (26_1+(_1)k)2n+16im_2k+4; untuki =1mod 3,1 < k <m
1 k k
wg, (abyF) = 16im+(8+1+(—1) )Zn—2k+6—(1+(—1)  untuki = 2 mod 3,
1<k<m
we, (l’fl’fm) = Gl )Tﬂﬁm i ;untuki =1 mod 3,1 < k<m
wp, (wfaly,) = EEHLECDE )Tﬂﬁlm k40 untuki =2 mod 3,1 < k <m
wp, (ghyk) = WmrQS_1ECDIm=2hid . ki — 3 mod 3,1 < k < m
ws, (k) = 16im+(24+14(=1)* )T—2k+10 204"tk = 3 mod 3
1<k<m
we, (akzk, ) = WmEO_IE () m=2hid-(+(D". yppykj = 3 mod 3,
1 <K==y
wﬁl(xfxf_,_g) r (36+1+(—1)k)m;2k+4—(1+(—1)k; o alai — 37od 3,
1 < s 40
Dari himpunan bobot sisi {222, . SmEImtll - didapat bobot sisi terke-

cil terletak pada fungsi wg, (€*b*) untuk k& = 2 yaitu 2. Dan bobot terbesar


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

47

8nm+9m-+1
2

nakan rumus U, kita dapat membuktikan hal tersebut, dengan memasukkan nilai
_3m+3
2

terletak pada wg, (z¥y¥) untuk i = n dan k = 1 yaitu . Dengan menggu-

a dan d=1. Berdasarkan uraian diatas terbukti bahwa graf mCb, mem-

3m+3
2 1

Gambar 4.7 merupakan contoh pelabelan titik (9, 1)-sisi antimagic. O]

punyai pelabelan ( )-sisi antimagic titik untuk n > 3, m > 3 dan m ganjil.

Pada pembuktian lemma diatas, hanya berlaku untuk m ganjil dan > 3.
Setelah membuktikan lemma 4.1.2; dilanjutkan melabeli sisi ketika d = 0 beserta
fungsinya dan menghitung bobot total beserta fungsinya juga. Untuk melabeli

sisi di d = 0, dimulai dari melabeli bobot sisi terbesar sampai bobot sisi terkecil.

,0)-sisi antimagic pada

Teorema 4.1.4. Ada pelabelan total super (221Emts

gabungan saling lepas dari graf sisir mCb,, untuk n >3 , m > 3 dan m gangil.

Bukti. Menggunakan label titik pada lemma 4.7 untuk melabeli titik dari gabun-
gan graf sisir sehingga fungsi titik g;=fungsi titik (,. Selanjutnya melabeli sisi
dan menentukan fungsi sisi. Didefinsikan W3, adalah fungsi bobot total ketika
d = 0. Bobot total didapat dari menjumlahkan bobot sisi dan label dua titik
yang mengapit sisi tersebut. Berikut fungsi sisi dari fy dan fungsi bobot total
Wp,.

5 , untuk 2 =2 mod 3, 1 < k <m, k genap

L2nm-8imtTmtk  yptuk ¢ = 2 mod 3, 1 < k < m, k ganjil

Bo(zkzl ) = 6nm—4im+m—k+1untuk i =1 mod 3, 1 <k <m,

52@5@5) =

{ 12nm—8im+6m+k

Balzt ) L2nm-Sim2ntktL ek = 1 mod 3,1 < k < m, k ganjil

2\L; Y; - ' ~

s L2nm-Simt3mihtl = yntuk ¢ = 1 mod 3, 1 < k < m,k genap

Saabat ) = L2nm-8im—Amtk = yntuk ¢ = 3 mod 3, 1 < k < m , k genap
P2 L2nm=8im-3mtk = yntuk ¢ = 3 mod 3, 1 < k < m, k ganjil

Bo(zkyF) = 6nm —4im +4m —k+ 1 untuk i = 1 mod 3, 1 < k < m,

{ Lom=Simthtl = untuk i =3 mod 3, 1 < k < m, k ganjil

12nm—8im+m-+k+1
D) ’

52@?@11) =

untuk ¢ =3 mod 3, 1 < k < m, k genap
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Gambar 4.8 SEATL dari 5Cbg ketika d =0
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Ba (zfyzk_i_l)
B2 (371%112)

52@595)

62($f$f+1)
Ba (xfyfﬂ)

52@%212)
Ba(cF )
Ba(c* o)

Bo(cryy)
Ba(e*z})

ﬂg(bkck)

62(6kck)
ﬁg(fﬂkbk)

5 , untuk : =3 mod 3, 1 < k <m,k genap
12nm—8im+3m+k

5 , untuk ¢+ =3 mod 3, 1 < k <m,k ganjil

6nm —4im —m —k+ 1 untuk i =2 mod 3, 1 < k < m,
{ L2nm-Simtbmihtl = yntuk ¢ = 3 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
untuk ¢+ = 3 mod 3, 1 < k < m,k genap

{ 12nm—8im+2m+k

12nm—8im+Tm+k+1
P )

{ s Bt untuk ¢ =2 mod 3, 1 < k < m,k genap
Lom=Simtmtk = yntuk ¢ =2 mod 3, 1 < k < m, k ganjil
6nm —4im +2m — k+ 1 untuk ¢ = 2 mod 3, 1 <k < m,
{ Rnm=8im—Am+h+l = yntuk = 1 mod 3, 1 < k < m, k ganjil

2 )
untuk ¢ =1 mod 3, 1 < k < m, k genap

12nm—8im—3m~+k+1
2 )

Lom-dmtk - yntuk 1 < k < m, k genap
Lom-smtk = yntuk 1 < k < m, k ganjil

{ Lnmimiktl - yptuk 1 < k < m, k ganjil

untuk 1 < k < m,k genap

D) ’
12nm+2m+k
2 )

Lnmtsmik - yptuk 1< k < m, k ganjl

6nm +3m—k+ 1 untuk 1 < k <m,
{ 12nm+6m—+k+1
2 )

12nm+2m+k
{ b=t untuk 1 <k <m, k genap

untuk 1 < k < m,k ganjil

LomtTmtht) - yntuk 1 < k < m, k genap
LomtBmik = yntuk 1 < k < m, k genap
Lnmtmtk = ypguk 1 < k < m, k ganjil

6nm+6m—Fk+1untuk 1 <k <m

Rumus diatas dapat direduksi menjadi:

52(55263/5)
52(1'5?9?4-1)
52(95)

- (14+1(—1)k)m+424nm—16im+2k; untukd = 2 mod 3,1 <k <m

= 2nmolmb DMy = 1 mod 3,1 < B < m

— 24nm—16im+(41—1+(—1)k)m+2k; untuki = 3 mod 3,1 < k <m
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24nm—16im—(1+(—1)*)m+2k-+2 untuki = 3 mod 31< E<m

4 )
. k
_ 24nm—162m+(64—1+(—1) Jm+2k . ntuki = 3 mod 3,1 < k <m
— 164 —1)k .
— 2nm 162m+(12+41+( DOmA2k 2. mtuki = 3 mod 3,1 <k <m

24nm—16im+(221+(—1)k)m+2k; untukl — 2 mOd 3’ 1 < k < m

24nm—16im+(8—1+(—1)*)m+2k+2 . untuki = 1 mod 31< E<m

24nm—<6+1z<—1§““>m+2k; o <k<m
24nm—(2+1+€1‘1)k)m+2k+2; untuk 1 < k <m
24nm+(6—1z(‘1)k)m+2k; untuk 1 < k < m
24nm+(12+14+(_1)k)m+2; untuk1l <k <m
—  Znm (IS LHCDHmE% . k] < k< m

{wg, (€FbF) + Bo(eFbF); untuk 1 < k < m,}

(32t 4 6nm + 6m — k + 1)

3m+14-2k+12nm+12m—2k+-2
2

12nm+15m+3
2

{wg, (€kck) + By(ekck); untuk 1 < k < m, k ganjil}
(6m—2k+3) + (12nm-§9m+k)

12nm+15m+3
2

{wg, (€kck) + By(ekck); untuk 1 < k < m, k genap}
(7m—2k+3) + (12nm-§8m+k)

12nm+15m+3
2

{wg, (b*c*) + B2 (bFcF); untuk 1 < k < m, k genap}
(Bmkt2) | (12mmTmikel)

12nm+15m+3
2

{wg, (b5cF) + B2 (b¥c?); untuk 1 < k < m, k ganjil}
(9m—2k+2) + (12nm+(;m+k+1)

12nm+15m+3
2

{w51(€kl’]f) + Ba(afzh); untuk 1 <k <m,}
(9m+22k+1) + (12nm+62m—2k+2)

12nm+15m+3
2
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Wp, (Fyr) = {wg, (Fyr) + Ba(c™yy); untuk 1 <k <m, k ganjil}
(12m—k+3) 4 (12nm+3m+k>
2 2

12nm+15m+43
2

Wi, (c*yt) = {wg, (Fyt) + Ba(cFyl); untuk 1 <k < m, k genap}
(13m5k+3) 4 (12nm—;2m+k)

12nm+15m+3
2

Ws,(cFz¥) = {wg, (Fak) + Bo(ckak); untuk 1 < k < m, k genap}
(Umok+2y 4 (L2nmtmctkel)
2 2

12nm+15m+3
2

Ws,(cFzh) = {wg, (Fxk) + Bo(ckxk); untuk 1 < k < m, k ganjil}
(Bmokt2) | (12nmtkil)
2 2

12nm+15m+3
2

W, (zfyi) = {ws, (alyf) + Bao(afyy’); untuk i = 1mod 3, 1 <k <m,}

(8im+772n+2k+1 ) 4 ( 12nm—8im;—8m—2k+2 )

—  12nm+15m+3
2
Ws,(cFzh) = {wg, (Fxk) + Bo(ckxk); untuk 1 < k < m, k ganjil}
(18m2k+3) + (12nm 23m+k)
—  12nm+15m+3
2
Ws,(ckzk) = {wg, (Fxk) + Bo(ckak); untuk 1 < k < m, k genap}
(19m2k+3) ot (12nm 24m+k)
—  12nm+15m+3
2
Wﬁz ($§yf+1) = {wﬁl ($§y§+1) - 62(x§yzk+l); untuk ¢ = 1 mod 37

1 <k <m,k genap}
— (8im+122m—k+2) + (12nm—8i7712+3m+k+1)

12nm+15m+43
2

We, (zbyf 1) = {wg (¥ ) + Ba(zlyf,,); untuk i = 1 mod 3,
1 <k <m, k ganjil}

_ 8im+13m—k+2 12nm—8im+2m-+k+1
= ; ) ¥ 5 )
12nm+15m+43

2
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Wﬁz( H—l) = {wﬁl( z+1) + 52( H—l). untuk ¢ =1 mod 37 1 S k S m}

_ 8im~+13m—+2k+1 12nm—8im—+2m—2k+2
= ; )+ ( ; )
12nm+15m+3
2

W, (zFyF) = {wg, (FyF) + Ba(aFylF); untuk i = 2 mod 3, 1 < k < m, k ganjil}

(8im+8£n—k+3> + ( 12nm—8i;n+7m+k )

12nm+15m+3
2

Ws, (zFyF) = {wg, (2FyF) + Ba(aFyF); untuk i = 2 mod 3, 1 < k < m, k genap}

(8im+9;n—k+3) i ( 12nm—8i;n+6m+k )

12nm+15m—+3
2

Wﬁz( z+2) = {wﬁl( z+2) + 52< z+2)' untuk ¢ =1 mod 37

1 <k <m,k genap}

_ (8im+182m—k+2 ) i ( 12nm—8imz—3m+k+l )

12nm+15m—+3
2

Wa(hatio) = {wp, (thatio) + Ba(abaliy); untuk i = 1 mod 3,

1 <k <m, k ganjil}
_ (8im+192m—k+2) + (12nm—8im2—4m+k+l)
12nm+15m+3
2
We, (efyly) = {wgs (efyly) + Bo(afyfy,); untuk i =1mod 3, 1 < k < m}

8im+11m—+2k+1 12nm—8im+4m—2k+2
( ; )+ ( ; )
12nm+15m+43

2

Wﬁz( z—l—l) = {w51 (ZE z+1) + 62( z+1)' untuk ¢ = 2 mod 3,

1 <k < m, k ganjil}

_ 8im+14m—k+3 12nm—8im+m+k+
= ; g ; )
12nm+15m+3
2

Wﬁz( H—l) = {wﬁl( H—l) Fi- ﬁ2< H—l)' untuk ¢ = 2 mod 37

1 <k <m, k genap}
(8im+152m—k+3) + (12nm—28im+k)

12nm+15m—+3
2
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W, (zfyf) = {ws, (eFyf) + Ba(afyf); untuk i = 3 mod 3,

1 <k <m,k genap}

— ( 8im+8£n—k+2 ) + ( 12nm—8irr;+7m+k+1 )

12nm+15m—+3
2

Wa(2iyf) = {wg, (a7yf) + Bo(2fyr); untuk i = 3 mod 3,

1 <k <m, k ganjil}
— (8im+9m—k+2) + (12nm—8im+6m+k+l)

2 2
— 12nm+15m—+3

2

W, (zfaf,) = {wg (vfaf,) + Bo(afal,); untuk i =2 mod 3,1 <k <m}
(8im+1772n+2k+1) e (12nm—8im2—2m—2k+2)
—  12nm+15m+3
2

Wi, (xfyliy) = {ws, (2fyfi) + Be(afyfyy); untuk i = 3 mod 3,

1 <k <m, k ganjil}
— <8im+12m—k+3> + (12nm—8im+3m+k>

2 2
- 12nm+15m+3
2
Wﬁz(xfyfﬂ) = {wm(xfyfﬂ) + 52(1'5?9511)? untuk ¢ = 3 mod 3,

1 <k <m,k genap}

— (8im+132m—k+3 ) 4 ( 12nm—8i2m+2m+k )

12nm+15m+3
2

W, (zfaf ) = {wg (efzf,,) + Ba(afzf,,); untuk i =3 mod 3,
1 <k <m, k genap}
— (8im+142m—k+2) + (12nm—8i7721+m+k+1)

12nm+15m—+3
2

Wao(ziaby) = {ws,(aFaf,) + Be(zfalyy); untuk i =3 mod 3,

1 <k <m, k ganjil}
i <8im+15m—k+2) L (12nm—8im+k+l)

2 2
— 12nm~+15m+3
2
W, (xfxf-kz) = {w61 (a?fa?fﬂ) X 52(37?1'?4—2)? untuk ¢ = 3 mod 3,

1 <k < m, k ganjil}

— <8im+182m—k+3 ) + ( 12nm—8i2m—3m+k )

12nm+15m+3
2
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o4

Wﬁz (xfxf—i-Z) = {wﬁl (If‘rf—H) + 52(xfxf+2); untuk ¢ = 3 mod 37

1 <k <m,k genap}

(8im+192m—k+3 ) + ( 12nm—8i2m—4m+k )

12nm+15m—+3
2

Semua bobot total menghasilkan nilai fungsi yang sama. Hal ini ber-
arti fungsi bobot terkecil dan fungsi bobot terbesar bernilai sama dan nilai d =

0. Himpunan bobot total dapat ditulis Ws, = {2rmtlmid = Lamflomis =

Lomibmt3) - Sehingga terbukti bahwa gabungan saling lepas graf sisir mCb,

12nm+15m+3
S, 0)

mempunyai pelabelan total super ( -sisi antimagic untuk n > 3 dan

m > 3 serta m ganjil. O

Pada teorema diatas hanya untuk m > 3 dan ganjil. Setelah ditemukan
pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada d = 0, dilanjutkan mencari pada
d = 1. Setiap sisi dilabeli lalu menentukan fungsi setiap sisinya. Kemudian

menghitung bobot total beserta fungsinya.

16nm+24m+8
2

pada gabungan saling lepas graf sisir mCb,, jikan >3 , m > 3 dan m ganjil.

Teorema 4.1.5. Ada pelabelan total super ( ,1)-sisi antimagic total

Bukti. Melabeli setiap titik seperti pada lemma 4.1.2, sehingga fungsi titik bi-
jektif g;=fungsi titik bijektif (3. Fungsi sisi untuk f5 adalah:

16nm — 8&m + 12m + k + 2

Bs(ztyF) = 1 untuk i = 2 mod 3, k = 2 mod 4

Bs(zhyF) = L 8z'm1— L b untuk i = 2 mod 3, k = 3 mod 4
ﬁg(xfxfﬂ) — g™ — ;— b (i % untuk i = 1 mod 3, k = genap
Bs(xhyl ) = 1og = 8im: Sm ks untuk i =1 mod 3, k =1 mod 4
Bs(xfyl ) = 16 8oy by © 0 untuk i = 1 mod 3, k =2 mod 4

4


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

95

Gambar 4.9 SEATL dari 5Cbg untuk d = 1
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56
16nm — 8m +2m + k + 2

Ba(ztyl,) = 1 untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4
By(zkak ) = L0nm — 8z'm2— Sm k2 untuk i = 3 mod 3, k =1 mod 4

Ba(xkyF) = L0nm = 8im Zl4m @2t + 4 untuk i = 1 mod 3, k = ganjil
Bs(xkal ) = Ll Sim;— ST K untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4
Bs(xkal ) = Ll Sim;— fmr ks untuk i = 3 mod 3, k =4 mod 4
Bs(xfal ) = 1onm _ Sim; b untuk i = 2 mod 3, k =4 mod 4
Bs(zhyl ) = L0 Sim;— G2 Y untuk i = 3 mod 3, k =2 mod 4
Bs(zhylf ) = g — Sim; Oy untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4
B (858E,., )= Lonn 0 Z dm =2k 4 untuk ¢ = 2 mod 3, k = genap

Ba(zFyF) = Lo — Siml— 127 gu 13 untuk i = 3 mod 3, k =1 mod 4

Ba(zryF) = Ll 8iml_ 1980 iy 3 untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4
Ba(zkzl ) = Lo — 82’m2— M untuk i = 2 mod 3, k =1 mod 4
Ba(zhyk = To 82’m—|;110m 2 4 untuk i = 2 mod 3, k = ganjil
Ba(zkzl o) = Hoge 8z'm2— 2 1 1P untuk ¢ =1 mod 3, k = 3 mod 4
Ba(zhzl ) = M 8z'm2— Bl il untuk i =1 mod 3, k =4 mod 4

Bs(cFxk) = 10nngh 2;71 0 untuk & = 4 mod 4

Ba(ctxh) = Ll 3;71 Tl untuk k£ = 1 mod 4

Bs(ckfzk) = Fonig + 6;71 i untuk & = 3 mod 4

Bs(cFz®) = 18075 Zn a1 untuk & = 4 mod 4

Bs(cyy) = Lonm 84m i untuk k = 2 mod 4

By(cFyt) = Lot 9:1 S untuk & = 3 mod 4

ﬁg(ekx’f) _ 16nm + 12m — 2k + 4 antuk & = genap

4
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Bs(bFcr)
Bs(bF )
Bs(e"c®)
Bs(e"c®)
(")
Bs(aiy;)
Bs(aiy;)
CACHARY
Bs(@y)
Bs(@iyi)
Bs (@7, )
Bs (@] 7, )
Bs(iy;)
CACERY
Bs(@ i)
EACTY
Ba(atyfin)
Ba(xixyo)
Bs(aiy;)
Ba(aiy;)
CCEY

53(5”?37211)

o7

16 12 k+3
nm et lem b untuk £ =1 mod 4

4
16nm+1?:1m+k‘+3 untuk & = 2 mod 4
16nm+1illm+k‘+2 untuk & = 4 mod 4
16nm+1im+k+2 untuk £ =1 mod 4
16nm+18£n—2k+4 untuk k — garmig
24nm—8im1—18m+k+2 untuk i = 2 mod 3, k = 4 mod 4
24nm—8im1-19m+7€+2 untuk i = 2 mod 3, k = 1 mod 4
24nm—8im—214m—2k+4 untuk ¢ = 1 mod 3, k = ganjil
24nm—8im1—14m+k+3 untuk ¢ =lmod 3,k = 3-mod 4
24nm—8im1-15m+7€+3 untuk ¢ = 1 mod 3, k = 4 mod 4
24nm—8z'm2—8m+k+2 untuk ¢ = 3 mod 3, k = 2 mod 4
24nm—8z'm2—9m+k+2 untuk ¢ = 3 mod 3, k = 3 mod 4

24nm — 8im + 20m — 2k + 4

untuk ¢ = 1 mod 3, k = genap

4
24nm—8im1—12m+k+3 untuk ¢ = 3 mod 3, k =1 mod 4
24nm—8z'm1—13m+k+3 untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4
24nm—8z'm1—14m+k+2 untuk ¢ = 3 mod 3, k = 4 mod 4
24nm—8z'm1—15m+k+2 untuk ¢ = 3 mod 3, k = 1 mod 4
24nm—8z‘m+410m—2k‘+4 untuk i = 2 mod 3, k = ganyjil
24nm—8im1-18m+7€+3 untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4
24nm—8im1-19m+k+3 untuk ¢ = 3 mod 3, k = 4 mod 4
24nm—8im1-12m+7€+2 untuk i = 2 mod 3, k = 2 mod 4

24nm — 8im + 13m + k + 2

1 untuk ¢ = 2 mod 3, k = 3 mod 4
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58
24nm — 8im + 16m — 2k + 4

Ba(ziyi) = 1 untuk ¢ = 2 mod 3, k = genap
By(zbak ) = 2Anm = 8z'mj Sm k3 untuk i = 1 mod 3, k =1 mod 4
Bs(xkal,) = 24nm = 8z'mj I aft + 3 untuk ¢ =1 mod 3, k = 2 mod 4

By(cFak) = 2dnm + 8:1 + k42 untuk k£ = 2 mod 4

By(crah) = Tt 911 iR untuk k = 3 mod 4

Bs(cFay) = 2nm 4 1im =30 i untuk k£ =1 mod 4

/53(Ck$]f) = 2l 1im gl 5 untuk £ = 2 mod 4

Byl = Zmt 117” i i o G 4 71004

Ba(cryr) = 2200 1im ke untuk £ =1 mod 4

Ba(aFzF) = o s 1821 el untuk k& = ganjil

By(btcF) = 24nm + 1im +k+3 k= 3 mod 4

By(bcF) = 24nm + 1Ejlm +k+3 k= 4 mod 4

fy(erd) = Mt 2?;" o 2 A

G 2 s 21;” - g2 k =3 mod 4

Bs(eFb*) = 2 il 24;71 —C untuk k = genap

Fungsi sisi 3 adalah fungsi bijektif karena 33 : V/(mChb,) — {W7 y
2pmizim}  Didefinisikan W, adalah fungsi bobot total di d=1.

W, (zfyf) = {wg, (afyl) + Ba(afyl); untuk i = 2 mod 3, k = 2 mod 4}

( 9m+8im—k+3) + ( 16nm+12m—8im+k+2 )
2 4
18m+16im—2k+6+16nm+12m—8im—+k+2
4

16nm+8im+30m—k+8
4
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Wﬁs (xfyf) =

Wﬁs (xfxf—i-l)

W53 (xfyf-i-l) =

Wﬁa (xfyf—i-l) =

Wﬁs ($f$f+2)

Wﬁa (Zlff!lff_m)

Wﬁa (xfyf) =

59

{wg, (2FyF) + B3 (aFyF); untuk i = 2 mod 3, k = 3 mod 4}
(8im+8m—k+3) 4 (16nm+13m—8im+k+2)

2 4
16im+16m—2k+6+16nm+12m—8im+k+2
4
16nm+8im+30m—k+8
4

{wg, (xkak ) + Bs(akal )); untuk i =1 mod 3, k = genap}
(8im+13m+2k+1) + (8nm+8m—8im—k+2)
2 1

16im+26m+4k+24+8nm+4-8m—8im+k—2
4
8nm+12im+30m+3k+4
7}
{wg, (zFyF. ) + Bs(zFyF.,); untuk i =1 mod 3, k = 1 mod 4}

( 8im+13m—k+2 ) ue ( 16nm+8m—8im+k+3 )

2 4
16im+26m—2k+4+16nm+8m—8im-+k+3
4
16nm+8im+34m—k+1
4

{wg, (xFyF, ) + Bs(x¥yF,,); untuk ¢ = 1 mod 3, k = 2 mod 4}
<8im+12m—k+2 ) 4 ( 16nm+4-9m—8im+4-k+43 )

2 4
16em+24m—2k+44+16nm+9m—8im+k+3
4
16nm+8im+33m—k+7
4

{wg, (xkak ) + Bs(akzl ,); untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4}

8im~+19m—k+3 16nm+2m—8im-+k+2
( ; )+ ( A )
16im+38m—2k+6+4+16nm-+2m—_8im+k-+2
4

16nm+8im+40m—k+8
4

{wg, (xFxk ) + Bs(akzl ,); untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4}
(8zm+182m—k+3) + (16nm+3m28zm+k+2)

16im+36m—2k+6+16nm+3m—8im+k42
4

16nm+8im+39m—k+8
1
{wg, (€Fyf) + Bs(xfyf); untuk i =1 mod 3, k = gangil}

(8im+7m+2k+l ) + ( 16nm+14m—8im—2k+4)
2 4
16im+14m~+4k+2+16nm+14m—8im—2k+4
4

16nm+4-8im+-28m+2k+6
4
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Wﬁs (xfxf—i-l)

Wﬁs (xfxf—i-l)

W53 (xfyf-i-l) =

Wﬁa (xfyf—i-l) =

Wﬁs ($f$f+2)

Wﬁa (xfyf)

Wﬁa (xfyf)

60

{wg, (xFak ) + Bs(aFak )); untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4}
(8im+15m—k+2) 4 (16nm+6m—8im+k+3)

2 4
16im+30m—2k+4+16nm+6m—8im—+k+3
4
16nm+8im+36m—k+7
4

{wg, (xkak ) + Bs(akal |); untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4}
(8im+l4m—k+2 ) + ( 16nm+7m—8im+-k+43 )

2 4
16im+28m—2k+44-16nm~+7m—8im+k+3
4
16nm+8im+35m—k+7
4

{wg, (zFyF ) + Bs(zFyF.,); untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4}
(Bimctl3m—e+3y | (16nm+8m—Sim-+h-+2)

2 4
16im+26m—2k+6+16nm+8m—8im-+k+2
4
16nm+8im+34m—k+8
4

{wg, (xFyF, ) + Bs(x¥yF,,); untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4}
<8im+12m—k+3 ) 4 ( 16nm+9m—8im+k+2 )

2 4
16tm+24m—2k+6+16nm+9m—8im+k+2
4
16nm+8im+33m—k+8
4

{wg, (xFak ) + Bs(xkal ,); untuk i = 2 mod 3, k = genap}
8im+1Tm~+2k+1 16nm+4m—8im—2k+4
( )+ ( )
2 1

16im+34m+4k+24+16nm+4m—8im—2k+4
4

16nm+-8im+38m+2k+6
4

{wg, (zFy¥) + B (zFyF); untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4}
(BimtOm—k2) | (16nmt12m—Simth3)

16im+18m—2k+44+16nm+12m—8im+k+43
4

16nm~+8im+30m—k+7
1
{wg, (zFyF) + B3 (zFyF); untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4}

(8im+8m—k+2 ) 4+ ( 16nm+13m—8im+k+3 )
2 4
16im+16m—2k+4+16nm+13m—8im+k+3
4

16nm+8im+29m—k+7
4
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ko k _ k. k kok o . _ _
We, (afai ) = {ws (z7af,) + Ps(afzy,); untuk i = 2 mod 3, k = 4 mod 4}

8im+15m—k+3 16nm+6m—8im+k+2

( ; )+ ( 7 )

16im~+30m—2k+6+16nm+6m—8im+k+2

4
16nm+8im+36m—k+8
4

W, (akal ) = {wg (zFak ) + Bs(zFak,)); untuk i = 2 mod 3, k = 1 mod 4}
(82m+142m k+3) + (16nm+7m4 8zm+k+2)
16im+28m—2k+6+16nm~+7m—8im+k+2

4
16nm+8im+35m—k+8
4

W, (2 yi+1) = {wg, (7] yi+1) + B3(x; yi—l—l)? untuk i = 2 mod 3, k = ganjil}
(8im+11m+2k+1) e (16nm+10m—8im—2k+4)
2 4
16im+22m+4k+2+16nm+10m—8im—2k+4
4
16nm+8im+32m-+2k+6
4

W, (zkal ) = {wg (zFat,,) + B3(x¥at,,); untuk i =1 mod 3, k = 3 mod 4}
(82m+192m k+2) + (16nm—l—2m4 82m+k+3)
169m+4-38m—2k+44+16nm+2m—8im+k+3

4
16nm+8im+40m—k+7
4

W, (zFal ) = {wg (zFak.,) + B3(x¥ak,,); untuk i =1 mod 3, k = 4 mod 4}

8im~+18m—k+2 16nm+3m—8im-+k+3
( > )+ ( A )
16im+36m—2k+44+16nm-+3m—8im+k+3
4

16nm+8im+39m—k+7
4

W, (cFxk) = {wg, (Fah) + Bs(c*k); untuk k = 4 mod 4}
(19m k+3) e (16nm+2m+k+2)
P 7)

38m—2k+6+16nm+4-2m-+k+42
4

16nm+40m—k+8
4

Ws, (cFzh) = {wg, (Fxk) + B5(c*xk); untuk k =1 mod 4}

18m—k+3 16nm+3m+k+2
(FR57E) + ( 1 )
36m—2k+6+16nm+3m+k+2

4

16nm+39m—k+8
4
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Wﬁs(c xl)

Wﬁs (Ckxlﬁ

Wﬁs (C 78 )

Wﬁ% (C 78) )

Wﬁs(e $1)

Wﬁa (bkck)

Wﬁa (bkck)

62

{wg, (Fxk) + Bs(ckak); untuk k = 3 mod 4}

( 15m2 k+2 ) 4 ( 16nm+im+k+3 )

30m—2k+4+16nm+6m+k+3
4

16nm+36m—k+7
4

wg, (Fak) + Bs(cF2¥); untuk k = 4 mod 4
B1 1 1

1dm—k+2 16nm+7m+k+3
(=57) + ( 1 )
28m—2k+4+16nm+7m+k+3
4
16nm+35m—k+7
4

{wg, (Fyf) + Bs(cFyt); untuk k=2 mod 4,}
(13m;k+3) + (16nm+im+k+2)
26m—2k~+6+16nm+8m-+k+2
4
16nm+34m—k+8
4

{wg, (Fyk) + Bi(cFyk); untuk k = 3 mod 4}
(12m;k+3) + (16nm+?lm+k+2)
24m—2k+6+16nm~+9m—+k-+2

4

16nm+33m—k+8
4

{wpg, (") + Bs(eFz¥); untuk k = genap}

(9m+22k+1 ) + ( 16nm+lim 2k+4 )

18m+4k+2+16nm+12m—2k+4
4

16nm~+30m+2k+6
4

{wg, (b°cF) + B3 (b*cF); untuk k =1 mod 4}
(9m—2k+2) I (16nm+142m+k+3)

18m—2k+44+16nm+12m+k+3
4

16nm+30m—k+7
4

{wg, (b**) + B3(b7c*); untuk k = 2 mod 4}
(8m—2k+2) 4 (16nm+1§>m+k+3)

18m—2k+4+16nm+13m-+k+3
4

16nm+31m—k+7
4
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Wﬁs (ekck) =

Wﬁs (ekck) =

W53(ekbk) =

Wﬁa (xfyf) i

Wﬁs (xfyf) =

Wﬁa (xfxf—i-l) =

Wﬁa (xfyf—i-l) =

63

{wg, (eFck) + Bs(ekck); untuk k = 4 mod 4}
(7m—k+3) 4 (16nm+l4m+k+2)

2 4
14m—2k+6+16nm+14m~+k+2
4
16nm+28m—k+8
4

{wg, (ekck) + Bs(ekck); untuk k = 1 mod 4}
(6m—2k+3) e (16nm+1§m+k+2)

12m—2k+6+16nm+15m+k+2
4
16nm+27m—k+8
4

{wg, (€FbF) + B5(e*bF); untuk k = ganjil}
(3m+2k+l) + (16nm+18m—2k+4)

2 4
6m+4k+2+4+16nm+18m—2k+4
4
16nm+24m+-2k+6
4

{wg, (zFyF) + B3 (zFyF); untuk k = 4 mod 4}
(9m+8im—k+3) 4 (24nm+18m—8im+k‘+2)

2 4
18m~+16im—2k+6+24nm+18m—8im+k+2
4
24nm~+8im+36m—k+8
4

{wg, (x5 y¥) + Bs(akyk); untuk k = 1 mod 4}

(8m+8im—k+3) 4 ( 24nm+19m—8im—+k+2 )
2 4
16m—+16im—2k+6+24nm+19m—8im—+k+2

4

24nm~+8im+35m—k+8
4

{wg, (:Efa?fﬂ) + ﬁg(xfxfﬂ); untuk i = 1 mod 3, k = ganjil}

( 13m+8im~+2k+1 ) + ( 24nm~+14m—8im—2k+4 )
2 4
26m+16im+4k+2+24nm~+14m—8im—2k+4
4

24nm+4-8im+40m+2k+4-6
4

{wg, (xFyk, ) + B3(x¥yF,,); untuk i = 1 mod 3, k =1 mod 4}

( 13m+8i2m—k+2 ) L ( 24nm+14m4—8im+k+3 )

26m+16im—2k+4+24nm+14m—8im+k+3
4

24nm~+8im+40m—k+7
4
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Wa, (2iyin) = {ws (2iyi) + Os(zfyf); untuk i = 1 mod 3, k = 4 mod 4}

Wﬁs (xfxfw)

W53 (xfxf+2)

Wﬁs ($f$f+1)

Wﬁa (xfxf—i-l)

( 12m+8im—k+2 ) 4 ( 24nm—+15m—8im—+k+3 )

2 4
24m~+16im—2k+4+24nm+15m—8im+k+3
4
_ 24nm48im~+39m—k+7
- 4

= {wg, (aFaf ) + Bs(afal,); untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4}
(L9matSim—ht3) | (ZnmtSm—Sim-+h+2)

2 4
38m+16em—2k+6+24nm+8m—8im+k+2
4
24nm~+8im+46m—k+8
~ 4

= {wg, (zFaf ) + Bs(akat.,); untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4}
(18metSim—he+3y | (2nm--9m—Sim-+h-+2)

2 4
36m+16tm—2k+64+24nm+9m—8im+k+2
4
24nm~+8im+45m—k+8
— 4

{wg, (k) + B3(akzl); untuk i = 1 mod 3, k = genap}
(7m+8im+2k+1) 4 (24nm+20m—8im—2k+4)

2 4
14dm~+16im~+4k+2424nm~+20m—8im—2k+4
4
24nm+8im+34m+-2k+6
4

= {wg, (aFaf ) + Bs(afal ,); untuk i =3 mod 3, k = 1 mod 4}

( 15m+8im—k+2 ) 4 ( 24nm+12m—8im+k+3)
2 4
30m+16em—2k+4+24nm~+12m—8im+k+3
4

24nm~+8im+42m—k+7
4

= {wg, (zFz¥ ) + Bs(zFal ,); untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4}
14m4-8im—k+2 24nm-+13m—8im+k+3
(=) + ( 7 )

28m+4-16im—2k+44-24nm+13m—8im+-k+3
4

24dnm+8im~+41m—k+7
4

W53(xfyf+l) = {wﬁl(xfyfﬂ) + Bg(xfyfﬂ); untuk ¢ = 3 mod 3, k = 4 mod 4}

( 13m~+8im—k+3 ) L ( 24nm~+14m—8im+k+2 )
2 4
26m+16im—2k+6+24nm+14m—8im+k+2
4

24nm—~+8im~+40m—k+8
4
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Wﬁs (xfyf-i-l) =

Wﬁs (xfxfw) =

W53 (xfyf) =

Wﬁa (xfyf) .

Wﬁs ($f$f+1) =

Wﬁa (xfxf—i-l) =

Wﬁa (xfyf—i-l) =

65

{wg, (@FyF ) + B3(x¥yF,,); untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4}
(12m+8im—k+3) 4 (24nm+15m—8im+k+2)

2 4
24m~+16im—2k+6+24nm+15m—8im+k+2
4
24nm~+8im+39m—k+8
4

{wg, (xFak ) + Bs(akzl ,); untuk i = 2 mod 3, k = ganjil}
(17m+8im+2k+1) + (24nm+10m—8im—2k+4)

2 4
34m~+16im+4k+24+24nm+10m—8im—2k+4
4
24nm+4-8im+44m+2k+6
4

{wg, (zFyF) + Bs(zfyF); untuk ¢ = 3 mod 3, k = 3 mod 4}
( Im~+8im—k+2 ) + ( 24nm+18m—8im+k+3 )

2 4
18m~+16im—2k+4+24nm~+18m—8im~+k+3
4
24nm~+8im+36m—k+7
4

{wg, (zFyF) + B3 (zFyF); untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4}
(8m+8im—k+2 ) 4 ( 24nm+19m—8im+k+3 )

2 4
16m+16im—2k+4+24nm+19m—8im+k+3
4
24nm~+8im+35m—k+7
4

{wg, (xkxk ) + Bs(akzk ,); untuk i =2 mod 3, k = 2 mod 4}

( 15m+8im—k+3 ) 4 ( 24nm—+12m—8im—+k+2 )
2 4
30m+16em—2k+6+24nm~+12m—8im+k+2
4

24nm~+8im+42m—k+8
4

{wg, (xFxk ) + Bs(akzl ,); untuk i = 2 mod 3, k = 3 mod 4}
14m+-8im—k+3 24nm-+13m—8im+k+2
(=) +( 7 )

28m+-16im—2k+64-24nm+13m—8im+-k+2
4

24dnm~+8im+41m—k+8
4

{wﬁl(xfyfﬂ) + Bg(xfyfﬂ); untuk i = 2 mod 3, k = genap}

( 11m+8im+2k+1 ) _d (24nm+16m—8im—2k+4 )
2 4
22m+16im+4k+24+24nm+16m—8im—2k+4
4

24nm+8im+38m+2k+6
4
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ng( z+2)

Wﬁs (xfxfw)

Wﬁs (Ckxg)

Wﬁ% (C x2)

W53<C $1)

Wﬁ% (Ckxlf)

Wﬁ% (C n )

66

= {wg, (aFal ) + Bs(afal,); untuk i =1 mod 3, k = 1 mod 4}
(19m+8@m k+2) + (24nm+8m 82m+k+3)

2 4
38m+16im—2k+4+24nm+8m—8im+k+3
4
24nm~+8im+46m—k+7
- 4

= {wg, (aFaf ) + Bs(aFal,); untuk i =1 mod 3, k = 2 mod 4}
(18m+8@m k+2) + (24nm+9m 8zm+k+3)

2 4
38m+16tm—k+2+24nm~+9m—8im+k+3
4
24nm~+8im+4Tm—k+7
~ 4

{wg, (Fxk) + B5(c*xk); untuk k = 2 mod 4}

19m—k+3 24nm+8m-+k+2
="+ ( A )
38m—2k+6+24nm+8m+k+2
4
24dnm+46m—k+8
4

{wg, (Fxk) + B5(c*xk); untuk k = 3 mod 4}
(Bmokedy | (24mm+lzmek+3)
36m—2k+6+24nm-+12m-+k+3

1

24nm~+48m—k+9
4

wg, (FxF) + B3(cF2¥); untuk k = 1 mod 4
B1 1 1

( 15m2 k+2 ) + ( 24nm+ljm+k+3)

30m—2k+4+24nm+13m-+k+3
4

24nm~+43m—k+7
4

{wg, (cF2h) + Bs(c*ah); untuk k = 2 mod 4}
(14m2k+2) e (24nm+1i,m+k+3)

28m—2k+44-24nm+413m+-k+4-3
4

2dnm~+41m—k+7
4

{wg, (Fy¥) + B3(c*yr); untuk k = 4 mod 4}
( 13m;k+3) + ( 24nm+1;1m+k+2 )

26m—2k+6+24nm-+14m+k+2
4

24nm~+40m—k+8
4
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Wi () = {wp, (cFyb) + By(chyb); untuk k = 1 mod 4}
( 12m;k+3) + ( 24nm+1;:)m+k+2 )
24m—2k+6+24nm~+15m—+k+2

4

24nm~+39m—k+8
4

W, (eFah) = {wgs, (eF2h) + B3(e*zk); untuk k = ganjil}
( 9m+22k+1 )+ ( 24nm+1531m—2k+4 )

18m+4k+2+24nm+18m—2k+4
4
24nm~+36m+2k+6
4

Ws, (0°c?) = {wg, (b**) + B3(bFck); untuk k = 3 mod 4}
(9m—2k+2) + (24nm+1§m+k+3)
18m—2k+4+424nm+18m-+k+3

4

24dnm—+36m—k+7
4

Ws, (05c*) = {wg, (b**) + B3(bFck); untuk k = 4 mod 4}

8m—k+2 24dnm~+19m+k+3
o i1 7 )
16m—2k+4+24nm+19m+k+3

4

24nm~+35m—k+7
4

{wg, (€kck) + Bs(ekck); untuk k = 2 mod 4}
(Im=kidy | (2nm+20mhi2)

Wﬁl (ekck)

14m—2k+6+24nm+20m-+k+2
4

24nm+34m—k+8
4

W, (efck) = {wpg, (e*c*) + Bs(eFck); untuk k = 3 mod 4}
(Bm—het3) | (2dnm+2lmth+2)
2 )

12m—2k+6+24nm+21m-+k+2
4

24nm—+33m—k+8
4

W, (e"0F) = {wg, (eFbF) + B5(ekbF); untuk k = genap}

3m+2k+1 24nm~+24m—2k+4
(575) + ( 7 )
6m+4k+24+24nm+24m—2k+4
4

24nm+-30m+-2k+6
= 4
Didapat himpunan bobot total {18nmE2dm+2kt6 = 2Anmt8imt36m—kt8} [y

pat diketahui bahwa bobot total terkecil pertama terletak pada fungsi W, (eFb*)=
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Lonmt24m 2646 yntuk k = 1, bobot total terkecil kedua terletak pada Wpy,(eFb")

= 10onmi24m 2kt yntuk k = 3 dan bobot total terbesar terletak pada Wj, =

24nm—+8im~+36m—k+8

1 untuk 7 = n dan k£ = 4.

Ada sebuah teorema yang dapat dijadikan sebagai pembuktian alternatif.
Teorema tersebut diturunkan oleh Martin Baca.

Bukti. Ada pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic, maka diperoleh rumusan:

p

mla(e) — 1]+ k,1 <k <m
mla(b) — 1]+ k, 1<k <m

V(r),r e V(Gy) = mla(c) = 1]+ k,1<k<m
mla(y;) — 1]+ k,1<i<n1<k<m
mla(z;) — 1]+ k1<i<n1<k<m

mpB(eb) +1—k, 1<k<m
mpBlec)+1—k, 1<k<m
Bbe)+1—k, 1<k<m

&

(
(
(
Blex1)+1—k, 1<k<m
Bley) +1—k, 1<k<m
Blcx1)+1—k, 1 <k<m
(
(
(
(
(

3

3

5id),d € B(Gy) =

3

Blryy) +1—k 1<i<n, 1<k<m
Blexs)+1—k, 1<k<m

B(zyip) +1—k, 1<i<n-—-1,1<k<m
mB(xixi1)+1—k, 1<i<n-1,1<k<m
mﬁxarz+2)+1—k 1<i<n—-2,1<k<m

3

=

3

Jika himpunan {f,(u) + fs(v) + fs(uwv);uv € E(Gs)} = {a,a +1,...,a+q—1}
merupakan himpunan bobot total dari gabungan saling lepas graf sisir (mCb,,)

maka berdasarkan rumus di atas diperoleh rumusan sebagai berikut:
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fm(W) + [ (0) + fro(wv) = m[fa(u) = 1] +m+m[frn(v) = 1] + m+m. fr(w)
+1—-m
= m[fm(u) + fin(v) frn(uv) = 2] + 1+ m
= mla—2]+1+m

Sehingga, bobot terkecil:

mla—2]+14+5 = mdn+8—-2]+1+1
= 4nm+6m+2

dan bobot terbesarnya adalah:

mla+q—2]+1 = m[dn+8)+ (4n+3)—2)+1
= mdn+8+4n+3-2]+1
= m[8n+)] +1
= 8nm+9m +1

Dari uraian tersebut terbukti bahwa gabungan saling lepas graf sisir mCb,

16nm+24m+48
4

m > 3 serta m ganjil. O

mempunyai pelabelan total super ( , 1)-sisi antimagic untuk n > 3 dan

Untuk teorema diatas, nilai m hanya berlaku untuk m ganjil dan > 3.
Langkah terakhir untuk menentukan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
pada gabungan saling lepas graf sisir adalah mencari pelabelan totalnya ketika
d = 2. Dimulai dengan melabeli sisi dari bobot terbesar kemudian mencari
fungsinya. Dilanjutkan menghitung bobot total beserta fungsinya. Dihasilkan
sebuah teorema sebagai berikut.

Anm+9m+5
2

an saling lepas graf sisir Cb,, jikan >3 , m > 3 dan m ganjil.

Teorema 4.1.6. Ada pelabelan total super ( , 2)-sisi antimagic pada gabung-

Bukti. Menggunakan label titik pada lemma 4.1.2 untuk melabeli titik pada
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3 (69p22 73244 94263 92

214
NP

Gambar 4.10 SEATL dari 5Cbg untuk d = 2
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gabungan saling lepas graf sisir mCb,,. Akibatnya fungsi titik 3;=fungsi titik 3.

Fungsi sisi dari (4 adalah:

64(€kbk)
64(6kck)

64(bkck)
Bu(etah)

Ba(cyy)

Ba(cFak)
Ba(ziyf)

Ba(c* k)

54(37??/?4-1)
54@2%211)

Ba(zfyf)

54($f$f+2)
64($?yf+1>

54@%211)

Ba(zfyf)

2nm + 3m + k; untuk k = sebarang

nmtomtl - yntuk 1< k < m, k ganjil
W untuk 1 < k < m, k genap

2

dnm12m_ktl - yptuk 1 < k < m, k ganjil

{ nmAllm—k+l = yptuk 1 < k < m, k genap
2

2nm + 6m + k; untuk k = sebarang

nmlom—kt2 © yptuk 1 < k < m,k ganjil
Anmt10m—k+2 - yntuk 1 < k < m, k genap

2 J

dnmA18moktl = yntuk 1 < k < m, k ganjil

{ AnmAlTm=k+l = yptuk 1 < k < m,k genap
D) Y

dnm + 4em + 5m + k, untuk i = 1 mod 3,
w, untuk 1 < k < m, k ganjil
Anm+22m—k+2

2 )

{ dnm~+8im+15m—k+1

untuk 1 < k < m,k genap

2 , untuk : =1 mod 3,1 < k < m,k genap

4nm+8i+r;16m—k+1’ untuk i = 1 mod 3,1 < k < m, k ganjil

dnm + 4m + 5m + k, untuk i = 1 mod 3,
{ dnmi8imtllm—k+2 = yntyuk § = 2 mod 3,1 < k < m, k ganjil

2 )
Anm~48im~+12m—k+2
D) )

{ Anm+8im+21m—k+1

untuk ¢ =2 mod 3,1 < k < m, k genap

5 , untuk ¢ =1 mod 3,1 < k < m,k genap

Anmt8im$22m—ktl - ynguk i = 1 mod 3,1 < k < m,k ganjil

2nm + 4em + Tm + k, untuk ¢ = 2 mod 3,
{ dnmA8imE1Tm—k+2 = yntyuk § = 2 mod 3,1 < k < m, k ganjil

) )
Anm~+8im+18m—k+2
2 )

{ Anm+8im—+11m—k+1

untuk ¢ =2 mod 3,1 < k < m, k genap

untuk ¢ = 3 mod 3,1 < k < m, k genap

2 )
Anmt8im12m—ktl * yntuk § = 3 mod 3,1 < k < m, k ganjil
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untuk ¢ = 3 mod 3,1 < k < m, k ganjil
untuk ¢ = 3 mod 3,1 < k < m,k genap

untuk ¢ = 3 mod 3,1 < k < m,k genap
untuk ¢ = 3 mod 3,1 < k < m, k ganjil

untuk : = 3 mod 3,1 < k < m, k ganjil

Bu(zfxl ) = 2nm +4im + 10m + k, untuk i = 2 mod 3,
Anm~+8im~+15m—k+2
k, k _ 2 ’
Ba(aiyive) = Anm+-8im+16m—k+2
2 )
Anm~48im~+1Tm—k+1
k. k _ 2 ;
Pulwiniss) = Anm+8im+18m—k+1
2 )
Anm~48im~+21m—k+2
k. k 2 J

i =

ACHETY Anm+8im+22m—k+2
2 )

untuk ¢ = 3 mod 3,1 < k < m, k genap

Rumus diatas dapat direduksi menjadi:

64(ekck) 8nm+(18+1+(—1)k)—(1;—(—1)k)k+(2+1+(—1)k); untukl < k < m
64(bkck) _ 8nm+(24+1+(4—1)k)m—2k+4; untuk 1 < & <m

Bu(ckyt) = 8nm+(30+1+(4—1) 2t k] < k< m

By(ckat) 8nm+(36—1+(4—1) Im=2k+2 k] < k< m

By(ckah) 8nm+(42+1+(4—1) Ym-2ktd ] < k< m

Ba(zFyk 1) 8"m+16im+(32_i+(_1)k)m 242 yntuki = 3 mod 3,1 < k<m
54($f f) 8nm+16im+(22+i+(—1)k)m—2k+4; untuki = 2 mod 3,1 < k < m
B ) 8"m+16im+(44_i+(_l)k)m_2k+2; untuki =1 mod 3,1 <k <m
Lo (SN 8"m+16im+(34+i+(_1)k)m_2k+4; untuki =2 mod 3,1 <k <m
Ba(zFyF) 8"m+16im+(24_i+(_1)k)m_2k+2; untuki =3 mod 3,1 <k <m
64(:cfy2+1) 8nm+16im+(30+i+(—1)’“)m—2k+4; untuki = 3 mod 3,1 < k < m
Bu(zF T 8"m+16im+(36_i+(_l)k)m_2k+2; untuki =3 mod 3,1 <k <m
Bu(zkzl NG 8"m+16im+(42+i+(_1)k)m_2k+4; untuki =3 mod 3,1 <k <m

Berdasarkan fungsi diatas fungsi sisi 3, adalah fungsi yang bijektif karena

By : V(mChb,) —

{2nm+3m+1, ...

bobot total untuk d = 2.

,6nm+6m}. Didefinisikan Wy, adalah fungsi
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Wﬁ4 (ekbk)

Wﬁ4 (ekck)

Wﬁ4 (ekck)

Wﬁ4 (bk * )

Wﬁ4 (bk ca )

W54 (

ekrk

)

W54 (Ckyf)

W54 (Ckyf)

W54 (

ckak

)

{wg, (€F0F) + B4(eFbF); untuk 1 < k < m}
(BmEZEEL) 4 (2nm + 3m + k)
3m-+1+2k+4nm-+6m+2k

2

Anm+9m-+4k+1
2

{wg, (ekck) + By(ekck); untuk 1 < k < m, k ganjil}
(6m—2k+3) e (4nm+92m—k+2)

Anm+15m—2k+5
2

{wg, (ekck) + By(ekck); untuk 1 < k < m, k genap}
(7m—2k+3) + (4nm+1(;m—k+2)

Anm~+17m—2k+5
2

{wg, (b*c*) + B4(bFcF); untuk 1 < k < m, k genap}
(8m—2k+2) + (4nm+112m—k+1)

Anm+19m—2k+3
2

wg, (V) 4 Bo(bFcF); untuk 1 < k < m, k ganjil
B
(9m—2k+2) 0 (4nm+122m—k+1)

Anm+21m—2k+3
2

{wﬁl(ekx’f) + Ba(eFxh); untuk 1 <k <m, }
(9m+22k+1 ) + (4nm+122m+2k )

Anm+21m+4k+1
2

{wg, (Fyf) + Ba(cFyt); untuk 1 < k < m, k ganjil}
(12mgk+3) L (4nm+12m—k+2)

Anm+27m—2k+5
2

{ws, (Fyr) + Ba(c*yr); untuk 1 <k <m, k genap}
(13m;k+3) L (4nm+162m—k+2)

Anm~+29m—2k+5
2

{wg, (Fx¥) + B4(cFxk); untuk 1 < k < m, k genap}

( 14m;k+2) A (4nm+172m—k+1 )
dnm~+31m—2k+3
2

73
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Ws,(Fzh) = {wg, (Fak) + B4(cFxk); untuk 1 < k < m, k ganjil}
_ 15m—Fk+2 4nm+4-18m—Fk+1
= () + ()

Anm~+33m—2k+3
2

Wa, (2iyr) = {ws, (@Fyf) + Ba(afyf); untuk i =1 mod 3,1 <k < m}

— (8im+772n+2k+1 ) + (4nm+8im2+10m+2k )

—  Anm+16im+17m+4k+1
2
Ws,(cFzh) = {wg, (Fxk) + Bi(cFxk); untuk 1 < k < m, k ganjil}
— (18m2k+3) 4 (4nm+212m k+2)

Anm+39m—2k+5
2

Ws,(cFzk) = {wg, (Fxk) + Bi(cFak); untuk 1 < k < m, k genap}

= ( 19m2 k+3 ) 4 (4nm+222m k+2 )
8nm+41m—2k+5
2

Wﬁ4 <$§yf+1) = {wﬁl (xi?yf_i_l) + ﬂ4<$§yf+1); untU-k 1= 1 mOd 37
1 <k <m,k genap}

- (8im+122m—k+2)_|_(4nm—8im—515m—k+l)

Anm+27m—2k+3
2

Wa, (zFyk ) = {ws (aFyFy) + Ba(afyl,,); untuk i =1 mod 3,
1 <k <m, k ganjil}
— (8im+132m—k+2) + (12nm+8im2+2m+k+l)

12nm+16¢m+15m+3
2

W, (z¥ Z+1) = {wp,(zFx z+1) + Ba(zF ,H)' untuk ¢ = 1 mod 3,1 < k < m}

_ (8im+13m+2k+1 ) 4 (4nm+81m+16m+2k )
- 2 2
Anm+16im~4-29m~+4k+1
2

W54(xfyf) = {wg, (zFyk) + Ba(xFylF); untuk i = 2 mod 3,1 < k < m, k ganjil}
_ (8im+8m—k+3) Ly (4nm+8im+11m—k+2)
= 2 2

Anm~+16im+19m—2k+5
2

We, (zFyl) = {ws, (2FyF) + Ba(alyF); untuk i = 2 mod 3,1 < k < m, k genap}

_ 8im+9m—k+3 Anm~48im~+12m—k+2
= (g — Nl : )
Anm~+16im+21m—2k+5
2
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Wm(l’fl’ﬁ_z) = {wﬁl (If‘rf—|—2> + ﬂ4(xfxf+2); untuk ¢ =1 mod 37

1 <k <m,k genap}

— (8im+182m—k+2 ) + (4nm+8im—521m—k+1 )

dnm—+16im~+39m—2k+3
2

We, (ziaf,) = {wg, (vfaf,) + Ba(zfaf,,); untuk i = 1 mod 3,

1 <k <m, k ganjil}
— (8im+19m—k+2) + (4nm+8im+22m—k+l)

2 2
i dnm—+16im~+41m—2k+3
2
We, (2fyf) = {wgs, (2fyfiy) + Ba(afyfy,); untuk i =2 mod 3,1 <k < m}
( 8im+11;n+2k+1 ) e (4nm+8im2+14m+2k )
— Anm~+16im+25m+4k+1
2
We, (zfaf ) = {wg (efaf) + Ba(afaly,); untuk i = 2 mod 3,

1 <k <m, k ganjil}

_ 8im+14m—k+3 Anm~48im~+1Tm—k+2
= ; )+ ( : )
Anm~+16im+31m—2k+5
2

We, (efaf,) = {wp (afzly,) + Bu(afaly,); untuk i =2 mod 3,
1 <k <m,k genap}

— (8im+152m—k+3 ) 4 (4nm+8im—£18m—k+2 )

dnm—+16im~+33m—2k+5
2

Ws, (zFyF) = {wg, (z¥yF) + Bi(zFyF); untuk i = 3 mod 3,1 < k < m, k genap}

(8im+8;n—k+2 ) o (4nm+8im—£11m—k+1 )

dnm+16im~+19m—2k+3
2

Ws, (zFyF) = {wg, (aFyF) + Ba(zFyF); untuk i = 3 mod 3,1 < k < m, k ganjil}

(8im+9;n—k+2 ) + (4nm+8im—512m—k+1 )

dnm—+16im~+21m—2k+3
2

Wg4($§l’f+2) = {wﬁl ((L’f([)ﬁ_z) + ﬂ4($?$§+2); untuk ¢ = 2 mod 371 < k < m}
(8im+17m+2k+1) + (4nm+8im+20m+2k)
2 2

4nm+16tm+37m+4k+1
2
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W, (afyry) = {wgs, (@fyf) + Ba(afyfy,); untuk i = 3 mod 3,
1 <k <m, k ganjil}
— (8im+122m—k+3) + (4nm+8im—515m—k+2)

Anm~+16im+27m—2k+5
2

W, (afyFy) = {wgs, (afyfy) + Ba(afyly,); untuk i = 3 mod 3,
1 <k <m,k genap}
— (8im+13m—k+3) + (4nm+8im+16m—k+2)

2 2
_ 4dnm+16im—+29m—2k+5
- 2
We, (el ) = {wg (efaf) + Ba(afaly,); untuk i = 3 mod 3,

1 <k <m, k genap}

_ 8im+14dm—k+2 Anm~48im~+1Tm—k+1
= ; )+ ( : )
Anm~+16im+31m—2k+3
2

Wp, (zfzf1) = {wg (2i2f ) + Ba(zfzf,,); untuk i =3 mod 3,
1 <k <m, k ganjil}

— (8im+152m—k+2 ) 4 (4nm+8im—518m—k+1 )

dnm—+16im~+33m—2k+3
2

Wﬁ4 ($f$f+2) = {wﬁl (xf$f+2> + ﬂ4($fl’f+2); untuk 1= 3 mOd 37
1 <k < m, k ganjil}
— (8im+182m—k+3) + (4nm+8im—521m—k+2)

dnm—+16im~+39m—2k+5
2

Wa,(ziabs) = {ws,(eFaf,) + Bu(afal,,); untuk i =3 mod 3,

1 <k <m,k genap}
— (8im+192m—k+3) 4+ (4nm+8im—522m—k+2)

12nm+16im+41m—2k+5
2

Rumus diatas dapat direduksi menjadi:

Wg4(ekck) _ 8nm+(30+2(1+(;1)k))m—4k+10); untuid < P
Wg4(bkck) _i 8nm+(42—2(+1+4(—1)k)))m—4k+6; il < k < m
W, (chyp) = SnmtGLR2QRCMmthtll, yypuk ] < k < m
W, (chat) = SmtCOUHImathi®, ekl < k < m
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Wg4(ckx’§) _ 8nm+(78+2(1+(4—1)k)))m—4k+10; untuk1 < k < m

Wg, (zfyf) = Snm+32im+(38+2ﬁ+(_1)k)))m_4k+10; untuk i = 2 mod 3,
1<k<m

W54(:)3'?:)3f+1) _ 8nm+32im+(62+2(i+(—1)k)))m—4k+1o; untuki = 2 mod 3,
1<k<m

W, (xfyfﬂ) = 8nm+32im+(54+2(1+(_1)k)))m_4k+10; untuk ¢ = 3 mod 3,
1<k<m

W54(xfxf+1) _ 8nm+32im+(66—2(i+(—1)k)))m—4k+6; untuk i = 3 mod 3,
1<k<m

W, (zFzb o) = 8"m+32im+(78+2(i+(_1)k))m_4k+10; untuk i = 1 mod 3,
1<k<m

Himpunan bobot total yaitu {4rmt9mtdktl - L2nm16imtdlm—2kt5} - Bohot

total terkecil terletak pada fungsi W 34(efb*) = w untuk £ = 1, dan

bobot total terbesar terletak pada fungsi W 3, (zfyl) = 2nmtloimE2m=2kt3 yptyk

t =n dan k = 2. Untuk membuktikannya kita gunakan rumus U,, dengan mema-

dnm+9m—+4k+1
2

sukkan nilai a = dan beda d=2. Berdasarkan penjelasan tersebut,

terbukti bahwa gabungan saling lepas pada graf sisir mCb,, mempunyai pelabelan

Anm+9m+5

5 ,2)-sisi antimagic untuk n > 3, m > 3 dan m ganjil. 0

total super (
4.2 Pembahasan

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan batas atas dari graf sisir tung-
gal (Cb,,) dan pada gabungan saling lepas mCb,,. Serta menentukan pelabelan to-
tal super (a, d)-sisi antimagic pada graf sisir tunggal (Cb,,) maupun pada gabung-
an saling lepas (mCb,). Dari hasil penelitian pada tiga nilai d yang berbeda,
diperoleh dua lemma dan enam teorema baru tentang pelabelan total super pada
graf sisir tunggal Cb,, dan gabungan saling lepas mCb,.

Penelitian ini dimulai dengan menentukan batas atas dari graf sisir baik un-
tuk tunggal dan gabungan. Dalam penentuan batas atas kita memerlukan nilai
p dan ¢g. Setelah didapatkan nilai p dan ¢, gunakan lemma 1 untuk menentukan
batas atas. Tujuan dari penentuan batas atas pada graf sisir adalah untuk menge-

tahui berapa nilai d yang mungkin ditemukan pada graf ini. Pada graf sisir tunggal
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maupun gabungan didapatkan batas atas d yaitu < 2. Karena pada pelabelan
total super himpunan yang digunakan adalah himpunan bilangan bulat positif
maka elemen dari d adalah {0,1,2}.

Setelah mendapatkan nilai d, dilanjutkan dengan mencari pelabelan total
super (a, d)-sisi antimagic pada nilai d yang berbeda tersebut. Kemudian mencari
fungsi dari pelabelan total tersebut. Ada tiga kondisi dalam mencari pelabelan
total super (a,d)-sisi antimagic yaitu ketika d = 0, d = 1 dan d = 2. Ketiga
kondisi tersebut berlaku untuk graf sisir tunggal maupun graf sisir gabungan.
Proses pencarian fungsi dari pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic untuk graf
sisir tunggal dan gabungan adalah sama.

Untuk kondisi pertama yaitu ketika d=0. Labeli setiap titik pada graf sisir
baik untuk tunggal dan gabungan sampai membentuk pola. Kemudian mencari
fungsi dari setiap titik tersebut. Dilanjutkan menghitung bobot sisi dari FAV L
yang didefinisikan dengan w. Bobot sisi didapat dengan menghitung dua label
titik yang mengapit sebuah sisi. Lalu mencari fungsi dari setiap bobot sisi yang
didapat. Setelah itu melabeli setiap sisi, dimulai dari sisi yang nilai w-nya terbesar
sampai nilai w terkecil. Label sisi dimulai dari p+1 sampai p+q, dari setiap sisi
dicari fungsinya. Terakhir menentukan fungsi dari bobot total yang didefinisikan
dengan W. Fungsi W didapatkan dengan menjumlahkan fungsi bobot sisi (w) dan
fungsi sisi yang bersesuaian. Fungsi-fungsi yang didapat harus berlaku secara
umum. Untuk mengetahui apakah fungsi tersebut berlaku secara umum atau
tidak dicek pada nilai n dan m yang berbeda. Pada graf sisir tunggal, misalkan
kita menggunakan n=6 untuk mencari fungsi-fungsinya, maka kita mengeceknya
pada nilai n selain n=6. Dimana n adalah banyaknya expand dari graf sisir. Pada
penelitian ini untuk graf sisir tunggal fungsi yang didapat berlaku untuk n > 3.
Sedangkan pada gabungan graf sisir dicek pada n dan m yang berbeda dimana
m merupakan banyaknya salinan dari graf sisir. Misalkan, untuk mencari fungsi-
fungsinya kita menggunakan n=6 dan m=>5 maka kita mengeceknya di n selain
n=6 dan n > 3. Karena pelabelan total pada penelitian ini hanya ditemukan
pada m=3,5,7,9,11 maka untuk mengeceknya kita coba di m=3,7,9,11. Hasil dari

penelitian ini fungsi-fungsi yang didapat berlaku untuk n dan m > 3 serta hanya
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untuk m ganjil, untuk m genap peneliti belum menggunakan.

Pada kondisi kedua ketika d=1, untuk penentuan label titik, fungsi titik,
bobot sisi dan fungsinya hasilnya sama seperti pada kondisi d=0 baik untuk tung-
gal dan gabungan. Perbedaannya terletak pada penempatan label sisi. Label
sisi tetap dimulai dari p+1, dan sampai p+q. Ada beberapa cara untuk melabeli
sisinya, salah satunya adalah label sisi terkecil diletakkan pada bobot sisi terbesar
pertama, kemudian label sisi terkecil kedua diletakkan pada bobot sisi terbesar
ketiga. Dilanjutkan untuk label sisi selanjutnya sampai kita melabeli sisi yang
jumlah bobot sisinya terkecil. Setelah melabeli sisi yang bobot sisinya terkecil,
kita lanjutkan untuk melabeli sisi yang bobot sisinya terbesar kedua, lalu bobot
sisi terbesar keempat dan terakhir melabeli sisi yang bobot sisinya terkecil kedua.
Jadi label sisi terbesar terletak pada bobot sisi terkecil kedua. Setelah selesai
melabeli sisi, mencari fungsi dari label sisi yang telah ditemukan. Mencari bobot
total, caranya sama seperti di d = 0. Dikarenakan ada beberapa cara untuk mela-
beli sisinya, maka untuk kondisi d=1 digunakan bukti alternatif. Untuk pelabelan
total super (a, d)-sisi antimagic pada graf sisir tunggal, bukti alternatifnya meng-
gunakan lemma 2. Sedangkan untuk pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic
pada gabungan graf sisir, bukti alternatifnya menggunakan 2.2.1 dengan syarat
jumlah sisinya harus ganjil. Fungsi yang dihasilkan pada d = 1, untuk tunggal
berlaku untuk n > 3. Dan untuk gabungannya fungsi yang dihasilkan berlaku
untuk n dan m > 3 serta hanya untuk m ganjil. Untuk m genap peneliti belum
dapat menemukan. Untuk proses pengecekan fungsi, metodenya sama dengan di
d=0.

Proses untuk mencari pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada graf
sisir tunggal dan gabungan di d = 2 hampir sama dengan di d = 0 dan d = 1.
Pelabelan titik, fungsi titik, bobot sisi, dan fungsi bobot sisi yang dimiliki oleh
d = 2 sama dengan di d = 0 dan d = 1. Pelabelan sisinya dimulai dari p + 1
sampai p+¢q, perbedaanya terletak pada penempatan label sisi. Label sisi pertama
diletakkan pada bobot sisi terkecil pertama, label sisi kedua diletakkan pada bobot
sisi terkecil kedua, diurutkan sampai bobot sisi terbesar. Setelah mendapatkan

label sisi, dilanjutkan mencari fungsi sisi dari setiap sisi. Langkah terakhir mencari
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bobot total beserta fungsinya d = 2. Fungsi yang dihasilkan untuk tunggal juga
bersyarat n > 3 dan untuk gabungan bersyarat n dan m > 3 serta m ganjil.
Untuk m genap, peneliti juga belum menemukan di d = 2.

Dari hasil yang didapat diketahui bahwa, pada tiga nilai d yang berbeda
menghasilkan nilai awal (a) yang berbeda. Tetapi untuk pelabelan titik, fungsi
titik, bobot sisi dan fungsi bobot sisi untuk ketiga kondisi tersebut sama. Sedang-
kan untuk label sisinya terdapat perbedaan, sehingga untuk fungsi sisi, bobot total
serta fungsi bobot total juga berbeda. Graf sisir Cb,, untuk nilai d = 0, d = 1
dan d = 2 berlaku syarat yang sama yaitu n > 3. Dan untuk gabungan saling
lepas graf sisir mCb,,, untuk nilai d = 0, d = 1 dan d = 2 berlaku syarat n > 3

dan m > 3 untuk m ganjil.

Masalah terbuka 4.2.1. Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabung-
an graf sisir mCb,, n > 3 dan m genap untuk d =0, d =1 dan d = 2.
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5.1

BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada penelitan ini dapat ditarik kesim-

pulan bahwa.

a. Pada graf sisir tunggal dan gabungan saling lepas memiliki batas atas (d)

5.2

yang sama yaitu d € {0, 1,2}.

Graf sisir tunggal Cb, memiliki pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic pada
graf sisir Cb, jika n > 3. Graf sisir tunggal Cb,, memiliki pelabelan total
super (6n —9,0), (4n+8,1), (2n + 7, 2)-sisi antimagic untuk n > 3.

-sisi an-

Graf sisir gabungan mCb, memiliki pelabelan titik (%, 1)

timagic untuk n dan m > 3 serta m ganjil. Graf sisir gabungan saling

lepas mCb,, memiliki pelabelan total super (

( Anm+9m+5
2

12nm+15m+3 16nm+424m+8
2 ) 0)7 ( 2 ) 1)7

,2)-sisi antimagic untuk n dan m > 3 serta m ganjil.

Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan total super (a, d)-sisi an-

timagic serta mengacu pada open problem dari hasil penelitian yang telah dite-

mukan, maka peneliti memberikan saran kepada pembaca agar dapat melakukan

penelitian pada pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf sisir gabungan

saling lepas untuk m genap.
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