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RINGKASAN

Pelabelan Total Super (a,d)-sisi Antimagic pada Graf Sisir; Siti Muafa,

101810101026; 2015: 83 halaman; Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan

Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Pelabelan graf merupakan salah satu topik di dalam teori graf mengalami

perkembangan. Salah satu jenis pelabelan adalah pelabelan total super (a,d)-sisi

antimagic (SEATL), dimana a mendefinisikan bobot total terkecil dan d adalah

nilai beda. Graf sisir yang dinotasikan Cbn merupakan graf yang belum ditemukan

SEATL-nya. Graf sisir tunggal dinotasikan Cbn dan graf sisir gabungan saling

lepas dinotasikan dengan mCbn. Graf ini merupakan famili dari graf Ladder.

Kardinalitas dari graf sisir tunggal yaitu, p = 2n+3, q = 4n+3, V (Cbn) = {e, b,

c, xi, yi; 1 ≤ i ≤ n} dan E(Cbn)= {ec} ∪ {eb} ∪ {bc} ∪ {cx1} ∪ {cy1} ∪ {ex1}

∪ {cx2} ∪ {xiyi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xiyi+1; 1 ≤ i ≤ n-1} ∪ {xixi+1; 1 ≤ i ≤ n-1} ∪

{xixi+2; 1 ≤ i ≤ n-2}.

Terlebih dahulu yang diperhatikan pada pelabelan ini adalah pendeteksian

pola, dilanjutkan menentukan batas atas d, baik untuk graf tunggal maupun saling

lepas. Setelah itu menentukan SEATL dari graf sisir yang menghasilkan 2 lemma

dan 6 teorema. Isi dari lemma dan teorema tersebut antara lain:

a. Ada pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic pada graf sisir Cbn jika n ≥ 3,

(Lemma 4.1.1);

b. Ada pelabelan total super (6n−9, 0)-sisi antimagic pada graf sisir Cbn untuk

n ≥ 3 (Teorema 4.1.1);

c. Ada pelabelan total super (4n+8, 1)-sisi antimagic pada graf sisir Cbn untuk

n ≥ 3 (Teorema 4.1.2);

d. Ada pelabelan total super (2n+7, 2)-sisi antimagic pada graf sisir Cbn untuk

n ≥ 3 (Teorema 4.1.3);

e. Ada pelabelan titik (3m+2k+1
2

, 1)-sisi antimagic pada gabungan saling lepas

graf sisir mCbn jika n ≥ 3, m ≥ 3, m (Lemma 4.1.2);
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f. Ada pelabelan total super (12nm+15m+3
2

, 0)-sisi antimagic pada gabungan

saling lepas dari graf sisir (mCbn) jika n ≥ 3, m ≥ 3 dan m ganjil (Teorema

4.1.4);

g. Ada pelabelan total super (16nm+24m+8
2

, 1)-sisi antimagic pada gabungan

saling lepas graf sisir mCbn jika n ≥ 3, m ≥ 3 dan m ganjil, (Teorema 4.1.5);

h. Ada pelabelan super total super (4nm+9m+5
2

, 2)-sisi antimagic pada gabungan

saling lepas graf sisir. (Teorema 4.1.6).

Dalam penelitian ini terdapat open problem yang disediakan bagi pembaca

yaitu Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf sisir mCbn, untuk m

genap.
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DAFTAR LAMBANG

G = Graf G

G(V, E) = Sebarang graf tak berarah dengan V adalah himpunan tak ko-

song dari semua titik dan E adalah himpunan sisi

vn = Titik ke-n pada suatu graf

en = Sisi ke-n dari suatu graf

|V (G)| = Banyaknya titik dari graf G yang disebut order

|E(G)| = Banyaknya sisi dari graf G yang disebut ukuran (size)

EAV L = Edge antimagic vertex labeling atau pelabelan titik sisi antimagic

SEATL = Super edge antimagic total labeling atau pelabelan total super (a,d)-

sisi antimagic

d = Nilai beda barisan bobot sisi pada SEATL

a = Bobot sisi terkecil yang merupakan suku pertama barisan bobot

sisi pada SEATL

Cbn = Graf Sisir, dimana n menyatakan jumlah titik yang dari karakte-

ristik graf sisir

mCbn = Gabungan graf Sisir, dimana m menyatakan

jumlah copy dari graf sisir

α(m) = Fungsi bijektif pelabelan titik untuk graf sisir tunggal

wαm
= Bobot sisi dari pelabelan titik αm

Wαm = Bobot total dari pelabelan total αm

β(v
k) = Fungsi bijektif pelabelan titik gabungan graf sisir copy ke-k

Wβm = Bobot total dari pelabelan total βp pada gabungan graf sisir
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan salah satu bidang dalam ilmu Matematika. Bidang

ini juga sering digunakan untuk membantu memecahkan persoalan yang sering

kali muncul dalam kehidupan sehari-hari. Permasalahan tersebut dimodelkan

kedalam bahasa Matematika, agar lebih mudah dimengerti dan dapat segera dicari

solusinya. Pemodelan permasalahan biasanya direpresentasikan kedalam bentuk

gambar, dimana gambar itu merupakan gabungan dari sejumlah titik dan garis

atau biasa disebut sisi, dimana sisi tersebut menghubungkan titik-titik.

Salah satu topik didalam teori graf yang juga mengalami perkembangan

adalah pelabelan. Pelabelan merupakan pemetaan bijektif yang memetakan him-

punan dari elemen graf kepada himpunan bilangan bulat positif yang biasa dise-

but dengan label. Berdasarkan domain dari pemetaan, ada tiga macam pelabelan

yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi dan pelabelan total. Pelabelan titik meru-

pakan pelabelan yang domain pemetaanya berupa himpunan titik. Pelabelan sisi

merupakan pelabelan yang domain pemetaanya berupa himpunan sisi. Sedang-

kan untuk pelabelan total adalah pelabelan yang domain pemetaanya adalah him-

punan titik dan sisi.

Salah satu jenis pelabelan adalah pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic

atau disebut juga SEATL (Super Edge Antimagic Total Labeling). Pelabelan

ini pertama kali diperkenalkan oleh Simanjutak, Bertault, dan Miller pada tahun

2000 (Dafik, 2007). Dimana a menyatakan bobot sisi terkecil dan d menyatakan

nilai beda. Bobot sisi merupakan penjumlahan dari label dua titik yang mengapit

sisi tersebut dan label sisi. Pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic merupakan

pelabelan total pada sebuah graf, dimulai dengan melabeli semua titik dengan

bilangan asli yang berurutan dan selanjutnya melabeli semua sisi. Dari pelabelan

tersebut, nilai bobot sisi harus membentuk barisan aritmatika dan dicari pada

graf konektif (tunggal) dan diskonektif (gabungan saling lepas yang isomorfis) dari
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2

sebuah graf. Setiap graf yang memiliki pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic

memiiliki batas atas, dimana batas ini berfungsi untuk mengetahui berapa nilai

beda terbesar yang dimilikinya.

Berikut beberapa graf yang telah ditemukan pelabelan total super (a,d)-sisi

antimagic-nya : Robiatul (2014) tentang pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic

graf Lampion, Djoni (2014) tentang pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic

pada graf Bianglala, Agnes (2014) tentang pelabelan total super (a,d)-sisi an-

timagic pada graf Buah Naga, Inge (2014) tentang pelabelan total super (a,d)-sisi

antimagic pada graf Rem Cakram, Sih (2015) tentang pelabelan total super (a,d)-

sisi antimagic pada graf Daun dan (Aprilia, 2015) tentang pelabelan total super

(a,d)-sisi antimagic pada graf Semi Parasut.

Penelitian-penelitian sebelumnya membantu penulis untuk meneliti sebuah

graf, yang diberi nama graf sisir, yang dinotasikan dengan Cbn. Graf tersebut

merupakan keluarga dari graf Ladder. Untuk graf gabungan yang saling lepas

dinotasikan dengan mCbn. Hal yang akan diteliti pada penelitian ini adalah men-

genai pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada graf tersebut, baik untuk

graf tunggalnya maupun graf gabungannya. Serta mencari nilai batas atas yang

dimiliki oleh graf Sisir.

1.2 Rumusan Masalah

Dari uraian latar belakang diatas dapat dirumuskan beberapa masalah

dalam tugas akhir ini, yaitu sebagai berikut.

a. Berapa batas atas dari pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf

sisir konektif dan gabungan saling lepas?

b. Bagaimana fungsi bijektif dari pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic

pada graf konektif dan diskonektif?

1.3 Batasan Masalah

Agar permasalahan pada penelitian ini tidak meluas maka permasalahan

hanya difokuskan pada.

a. Graf berhingga yang sederhana, yaitu graf yang tidak mempunyai loop dan

sisi ganda, serta bukan graf berarah.
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b. Seperti yang telah disebutkan diatas, notasi untuk graf tunggal sisir adalah

Cbn, sedangkan notasi untuk graf gabungannya adalah mCbn , dimana n ≥ 3

dan m ≥ 3.

c. Penelitian ini difokuskan pada nilai m ganjil.

d. Graf gabungan saling lepas yang isomorfis dari graf sisir adalah gabungan

dari graf sisir yang memiliki bentuk identik antara satu graf sisir dengan

graf sisir lainnya.

1.4 Tujuan Penelitian

Sesuai latar belakang dan rumusan masalah diatas, tujuan dari penelitian

ini sebagai berikut.

a. Menentukan batas atas dari graf sisir konektif dan diskonektif.

b. Menentukan fungsi bijektif dari pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic

pada graf sisir konektif dan diskonektif.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini sebagai berikut.

a. Menambah pengetahuan tentang pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic,

khususnya terhadap graf sisir.

b. Memberi motivasi kepada peneliti lain untuk meneliti pelabelan total super

(a,d)-sisi antimagic pada graf jenis lain.

c. Hasil dari penelitian ini diharapkan digunakan untuk perluasan ilmu menge-

nai pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Sebuah graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan tidak kosong yang

dinotasikan dengan V yang elemen-elemennya disebut titik (vertex) dan himpun-

an boleh kosong yang dinotasikan dengan E yang elemen-elemennya disebut sisi

(edges) (Hartsfield and Ringel, 1990). Berdasarkan definisi tersebut, sebuah graf

harus memuat titik namun tidak harus memiliki sisi. Graf yang tidak memi-

liki sisi disebut graf kosong (null graph) dan dinotasikan dengan N . Setiap graf

mempunyai order dan size, dimana order merupakan banyaknya titik yang dim-

iliki oleh sebuah graf dan dinotasikan dengan |V |. Sedangkan size merupakan

banyaknya sisi yang dimiliki oleh sebuah graf dan dinotasikan dengan |E|. Se-

buah graf disebut graf berhingga (finite) jika graf tersebut memiliki order dan size

berhingga. Untuk graf yang memiliki order dan size tidak berhingga dinamakan

graf tak-hingga (infinite).

e1

e2

e3

e4

e5

G1

v1

v3 v5

v4v2

Gambar 2.1 Contoh Graf

Gambar 2.1 memiliki order sebanyak 5 yaitu: v1, v2, v3, v4 dan v5. Sedang-

kan size-nya sebanyak 5 antara lain: e1 yang menghubungkan titik v1 dan v2, e2

menghubungkan titik v2 dan v3, e3 menghubungkan titik v2 dan v4, e4 menghubung-
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kan titik v3 dan v5, selanjutnya e5 menghubungkan titik v4 dan v5. Dua titik

dikatakan bertetangga (adjacent) jika ada sisi yang menghubungkan kedua titik

tersebut. Pada graf G1, v1 adjacent dengan v2 dan v2 adjacent dengan v3 serta v4.

Jika ada sebuah sisi yang menghubungkan dua titik, maka dapat dikatakan jika

dua titik tersebut bersisian (incident) dengan sisi tersebut. Contoh pada graf G1,

titik v2 incident dengan sisi e1, e2, e3. Pada sebuah graf, derajat (degree) dari

sebuah titik merupakan jumlah sisi yang bersisian dengan titik tersebut dengan

notasi d(v). Contohnya untuk graf G1, titik v2 derajatnya adalah 3. Untuk graf

yang setiap titiknya, mempunyai nilai derajat sama maka biasanya dinamakan

graf reguler. Graf G1 akan menjadi graf reguler ketika titik v1 dan sisi e1 dihapus.

Dan untuk titik yang berderajat 0 dinamakan titik terisolasi (isolated vertex).

Ketika sisi e1 Pada graf G1 terhapus maka titik v1 menjadi titik terisolasi.

Berdasarkan arahnya, graf terbagi menjadi dua yaitu graf berarah dan graf

tidak berarah. Graf berarah adalah graf yang sisinya mempunyai arah, sedang-

kan untuk graf tidak berarah adalah graf yang sisinya tidak berarah. Sisi yang

menghubungkan satu titik dengan dirinya sendiri dinamakan loop. Dan jika ter-

dapat dua atau lebih sisi yang titik ujungnya sama dinamakan sisi parallel. Sebuah

graf yang tidak memuat loop dan sisi parallel dinamakan graf sederhana. Dan

untuk graf yang memuat loop dan sisi parallel dinamakan graf tak sederhana.

Graf tak sederhana terdiri dari dua macam yaitu graf ganda (multigraph) dan

graf semu (pseudograf). Graf ganda adalah graf yang hanya mengandung sisi

parallel saja sedangkan graf yang mengandung loop dan sisi parallel disebut graf

semu (pseudograf).

Sebuah graf dikatakan mengandung sikel (cyle) jika memiliki jalan yang

tertutup dengan barisan titik yang berbeda. Panjang dari sikel terpendek disebut

girth. Jalan disebut tertutup jika titik awal dan titik akhirnya sama dan jika

titik awal dan titik akhirnya berbeda disebut jalan terbuka. Pengertian jalan itu

sendiri merupakan barisan berhingga dari titik-titik dan sisi-sisi secara bergantian.

Panjang dari sebuah jalan adalah banyaknya sisi. Jalan yang sisinya tepat hanya

dilewati sekali disebut jejak (trail). Untuk jalan yang semuanya titiknya berbeda

dikatakan sebuah lintasan (path).

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


6

Sebuah graf H merupakan subgraf dari graf G jika setiap titik pada H adalah

titik pada graf G serta setiap sisi pada graf H adalah sisi pada graf G, dengan

kata lain V (H) ⊆ V (G), E(H) ⊆ E(G) (Dafik et al., 2008). Beberapa subgraf

dari graf G1, terdapat pada gambar dibawah ini:

H1 H2 H3

v3

v2 v4

v3 v5

v2

v3 v5

v1

v2

Gambar 2.2 Beberapa Subgraf dari Graf G1

Dua buah graf, yang dikatakan sama namun bentuknya berbeda disebut

graf yang isomorfis. Syarat-syarat yang diperlukan untuk menyatakan dua graf

isomorfis adalah sebagai berikut.

a. Kedua graf mempunyai jumlah titik yang sama.

b. Kedua graf mempunyai jumlah sisi yang sama.

c. Jumlah titik yang mempunyai derajat tertentu adalah sama.

d. Kedua graf mempunyai girth yang sama.

Selain syarat-syarat tersebut ada juga cara lain untuk mengetahui keisomorfis-

an dari dua buah graf yaitu menggunakan matriks ketetanggaan (adjacency).

Dengan ketentuan, titik-titik yang bertetangga diberi nilai 1 dan yang tidak ber-

tetangga bernilai 0.

Sebuah graf dikatakan graf terhubung (connected graph) jika semua titik ter-

hubung oleh sisi, jika ada titik yang tidak terhubung oleh sisi maka graf tersebut

dikatakan graf tak terhubung (disconnected graph). Graf terhubung dapat di-

ubah menjadi graf tak terhubung dengan cara melakukan penghapusan terhadap
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P1 P2

v1 v1 v2

v4

v6

v3

v5
v5

v3

v6

v4

v2

Gambar 2.3 Contoh Dua Graf yang Isomorfis

Matriks adjency dari graf P2 :

0 1 1 0

1 0 1 0

1 1 0 1

0

1

1

0

1

0

0

0

0

1

0

0

1

1

1 1

0

0

0

0

1

1

1

0

Matriks adjency dari graf P1 :

0 1 1 0

1 0 1 0

1 1 0 1

0

1

1

0

1

0

0

0

0

1

0

0

1

1

1 1

0

0

0

0

1

1

1

0

Gambar 2.4 Matriks adjency dari P1 dan P2
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titik atau sisi. Untuk penghapusan titik, semua sisi yang bertetangga (adjacent)

dengan titik yang akan dihapus juga ikut terhapus. Titik yang terhapus tersebut

dinamakan titik potong (cut vertex). Sedangkan untuk penghapusan terhadap sisi

hanya menghapus sisi tersebut. Sisi yang terhapus tersebut dinamakan jembatan

(bridge).

G3 G5

G35

v5v6

v1 v1 v2

v3 v4 v5

v6 v7

v2

v3 v4

v5v6

v1 v1 v2

v3 v4 v5

v6 v7

v2

v3 v4

Gambar 2.5 Contoh Graf yang Disjoint Union

Dua graf dapat digabung menjadi satu graf baru, graf baru yang terben-

tuk dinamakan graf gabungan saling lepas. Gambar 2.5 merupakan contoh graf

gabungan saling lepas dari graf G3 dan graf G5 dengan notasi G3 ∪ G5.

2.1.1 Graf Khusus

Terdapat beberapa jenis graf khusus, berikut akan dijelaskan definisi dari

beberapa graf khusus.

a. Graf Ladder dilambangkan dengan Ln adalah sebuah graf yang sama dengan

K2 × Pn dengan titik V (Ln) = {ui, vi : 1 ≤ i ≤ n} dan E(Ln)= {uiui+1,
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vivi+1 : 1 ≤ i ≤ n-1} ∪ {uivi : 1 ≤ i ≤ n}. Graf Ladder mempunyai 2n

titik, dan 3n-2 sisi. Gambar 2.6 menunjukkan contoh graf Ladder dengan n

= 5.

v1

v6

v2 v3 v4 v5

v7 v8 v9 v10

Gambar 2.6 Graf Ladder (L5)

b. Graf Bianglala merupakan graf yang dinotasikan dengan FWm,n. Graf

Biang-lala adalah sebuah graf dengan himpunan titik V (FWm,n) = {Xi,j:

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} ∪ {Xi,j,k; 2 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ 2}

dan himpunan sisi E(FWm,n)= {Xi,jXi,j+1; 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n-1} ∪

{Xi,jXi,j,k; 2 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ 2} ∪ {Xi,jXi+1,j,k; 1 ≤ i ≤ m, 1

≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ 2} ∪ {Xi,j,kXi,j+1,k+1; 2 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n-1, k = 1} ∪

{Xi,j,kXi,j−1,k−1; 2 ≤ i ≤ m, untuk j yang lainnya, k=2} ∪ {Xi,j,k−1Xi,j−1,k;

2 ≤ i ≤ m, untuk j yang lainnya, k = 2}. Gambar 2.7 merupakan graf

Bianglala FW2,5.

c. Graf Buku Segitiga dinotasikan dengan Btn adalah suatu graf yang me-

rupakan famili dari graf Komplete tripartite Km,n,l dengan jumlah titik pada

m dan n adalah satu dan jumlah titik pada l sebanyak n. Graf Buku Segitiga

Btn merupakan graf yang terdiri dari n buah segitiga (n ≥ 1) dengan setiap

segitiga memiliki sebuah sisi yang dipakai bersama atau dengan kata lain

setiap segitiga memiliki 2 titik yang sama. Graf buku tersusun dari 5 buah

segitiga (Dafik et al., 2013).

d. Graf Gunung, dinotasikan M2n adalah sebuah graf dengan himpunan vertex,

|V | = {xi, yj; 1 ≤ i ≤ 2n dan 1 ≤ j ≤ 6n + 2, nǫN} dan himpunan

edge, |E| = {xiy3i−2, xiy3i+3 untuk i ganjil, xiy3i−3, xiy3i+2 untuk i genap,

xiy3i−1, xiy3i, xiy3i+1 untuk i sebarang, 1 ≤ i ≤ 2n dan yjyj+1, 1 ≤ j ≤

6n + 1}. Gambar 2.9 merupakan contoh graf Gunung (M2n).
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x2,1,2

x2,3,2

x2,2

x2,1

x2,2,1

x2,3

x2,4,1

x2,4

x2,4,2

x2,5

x2,5,1

x1,1

x2,2,1

x2,5,2

x2,3,1

x2,2,2

x1,4 x1,3

x1,2

x1,5

Gambar 2.7 Graf Bianglala (FW2,5)

y3

x1 x2

y4y2

y5y1

Gambar 2.8 Graf Buku Segitiga (Bt5)
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y13y14

x2 x3 x4

y1 y2 y3 y5 y6 y7 y8 y9 y10 y11 y12

x1

y4

Gambar 2.9 Graf Gunung (M2n)

e. Graf Sisir adalah salah satu graf yang merupakan famili dari graf Ladder.

Graf ini merupakan graf yang belum ditemukan pelabelannya. Graf sisir

dinotasikan dengan Cbn dimana V (Cbn) = {e, b, c, xi, yi; 1 ≤ i ≤ n} dan

E(Cbn)= {ec} ∪ {eb} ∪ {bc} ∪ {cx1} ∪ {cy1} ∪ {ex1} ∪ {cx2} ∪ {xiyi; 1 ≤

i ≤ n} ∪ {xiyi+1; 1 ≤ i ≤ n-1} ∪ {xixi+1; 1 ≤ i ≤ n-1} ∪ {xixi+2; 1 ≤ i ≤

n-2}. Titik e, b, c sifatnya tetap, titik yang bergerak ketika di-expand adalah

titik x dan y. sehingga graf sisir ini di expand kesebelah kanan. Gambar

2.10 adalah contoh graf sisir Cb6.

b y2 y3 y4
y5

x1 x6x2
x5

y1

x3 x4

y6

e c

Gambar 2.10 Graf Sisir (Cb6)

2.2 Pelabelan Graf

Pelabelan dari sebuah graf didefinisikan sebagai suatu pemetaan satu-satu

dan onto yang memetakan himpunan elemen-elemen graf yaitu titik dan sisi ke
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himpunan bilangan bulat positif. Fungsi f yang memetakan himpunan A (elemen-

elemen graf) ke dalam himpunan B (bilangan bulat positif) disebut fungsi satu-

satu jika setiap elemen di A mempunyai pasangan yang berbeda di B, domain

memiliki tepat satu pasangan di kodomain. Disebut onto jika semua anggota

di B mempunyai pasangan di A, anggota di A boleh mempunyai pasangan yang

sama di B. Pemetaan fungsi satu-satu dan onto sering disebut pemetaan bijektif.

Pemetaan bijektif merupakan pemetaan yang tidak ada anggota himpunan di

A mempunyai pasangan yang sama di B, atau dengan kata lain semua elemen

graf diberi nomor atau label dengan bilangan bulat positif yang berbeda. Jadi

pelabelan graf G = (V ,E) merupakan suatu pemetaan : D → N , dimana D

menyatakan domain dan N menyatakan himpunan label dari graf G. Pelabelan

graf terdiri dari 3 macam yaitu sebagai berikut.

a. Ketika D = V maka disebut pelabelan titik, dimana hanya titik saja yang

diberi label.

3 51

2 4

Gambar 2.11 Pelabelan Titik

b. ketika D = E maka disebut pelabelan sisi, dimana hanya sisi saja yang

diberi label.

c. Ketika D = V ∪ E maka disebut pelabelan total, dimana titik dan sisi

sama-sama diberi label.

Pada tahun 1963, Sedlacek memperkenalkan konsep pelabelan magic kemu-

dian pada tahun 1989, Hartsfield dan Ringel memperkenalkan konsep pelabelan
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6

2

3

4

7

1 5

Gambar 2.12 Pelabelan Sisi

12

3 5
7 11

9

1

2 4

6 8

10

Gambar 2.13 Pelabelan Total
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antimagic (Dafik, 2007). Mereka mendefinisikan sebuah pelabelan antimagic se-

bagai pelabelan sisi pada graf dengan bilangan bulat positif 1, 2, 3, . . ., n se-

hingga bobot pada masing-masing titik berbeda dengan bobot titik yang lainnya.

Bodendiek dan Walther mendefinisikan konsep pelabelan (a,d)-antimagic seba-

gai pelabelan sisi dimana bobot dari titik-titiknya membentuk barisan aritmatika

dengan suku awal a dan beda d (Dafik et al., 2012).

Nilai bobot sisi menentukan jenis pelabelan titik dan pelabelan total. Jika

semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama maka disebut pelabelan titik sisi ajaib

dan pelabelan total sisi ajaib. Tetapi jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang

berbeda dan himpunan bobot sisi tersebut membentuk barisan aritmatika dengan

a menyatakan bobot sisi terkecil atau suku pertama dan d menyatakan beda dari

bobot sisi yang satu dengan yang lain maka disebut pelabelan titik sisi anti ajaib

(edge antimagic vertex labelling) atau EAVL dan pada pelabelan total disebut

pelabelan total sisi anti ajaib.

2.2.1 Pelabelan Total Super (a,d)-sisi Antimagic

Pelabelan total (a,d)-sisi antimagic adalah sebuah pemetaan satu-satu f

dari V (G)∪ E(G) ke bilangan bulat positif {1,2,3,... ,p+q} sehingga bobot sisinya

w(uv) = f(u) + f(v) pada semua sisi G adalah {a, a+d, a+2d,. . ., a+(q-1)d}

untuk a > 0 dan d ≥ 0 serta keduanya adalah bilangan bulat positif. Sedangkan

pelabelan total super (a,d)-sisi antiajaib pada sebuah graf G=(V ,E) adalah pe-

labelan titik dengan bilangan bulat positif {1,2,3, . . .,p} dan pelabelan sisi dengan

bilangan bulat positif {p+1,p+2,p+3,. . .,p+q}, dimana p menyatakan banyaknya

titik dan q menyatakan banyaknya sisi. Dan bobot sisinya adalah w(uv) = f(u)

+ f(v) pada semua sisi G sehingga himpunan bobot sisi yang terbentuk adalah

W={w(x,y)| xy ∈ E(G)}= {a, a+d, a+2d,. . ., a+(q-1)d} untuk a > 0 dan d ≥

0. Dimana α(u) adalah label dari titik u, β(v) adalah label dari titik v dan δ(uv)

adalah label dari sisi uv. Untuk mencari batas atas nilai beda d pelabelan total

super (a,d)-sisi antimagic dapat ditentukan dengan Lemma (Bača et al., 2009).

Lemma 1. Jika sebuah graf dengan p titik dan q sisi memiliki pelabelan total

super (a, d)-sisi antimagic, maka d ≤ 2p+q−5
q−1
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Bukti. f(V ) = {1, 2, 3, ..., p} dan f(E) = {p + 1, p + 2, p + 3, ..., p + q}.

Misalkan graf (p, q) adalah pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dengan

pemetaan f : V (G)
⋃

E(G) −→ {1, 2, 3..., p + q}. Nilai minimum yang mungkin

dari bobot sisi terkecil α(u) + α(uv) + α(v) = 1 + (p + 1) + 2 = p + 4 dan dapat

ditulis :p + 4 ≤ a. Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin

dari bobot sisi terbesar diperoleh dari jumlah 2 label titik terbesar dan label sisi

terbesar atau dapat ditulis (p − 1) + (p + q) + p = 3p + q − 1. Akibatnya:

a + (q − 1)d ≤ 3p + q − 1 (2.1)

d ≤
3p + q − 1 − (p + 4)

q − 1
(2.2)

d ≤
2p + q − 5

q − 1
(2.3)

Dari Lemma 1,telah terbukti dan diperoleh nilai d ≤ 2p+q−5
q−1

dari berbagai jenis

atau famili graf. �

Dafik dan Robiyatul pada tahun 2014 menurunkan sebuah lemma yang di-

gunakan untuk mencari pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic untuk jumlah

sisi ganjil.

Lemma 2. Misalkan Υ merupakan sebuah himpunan bilangan berurutan Υ =

{c, c+1, c+2, . . . , c+k}, dengan k genap. Maka terdapat sebuah permutasi Π(Υ)

dari anggota-anggota himpunan Υ sehingga Υ + Π(Υ) juga merupakan sebuah

himpunan bilangan berurutan yaitu Υ + Π(Υ) = {2c + k
2
, 2c + k

2
+ 1, 2c + k

2
+ 2,

. . . , 2c + 3k
2
}.

Bukti. Misal Υ adalah suatu himpunan bilangan berurutan Υ = {vi|vi = c+(i−

1), 1 ≤ i ≤ k + 1} dan k adalah genap. Selanjutnya didefinisikan nilai permutasi

Π(Υ) = {wi|1 ≤ i ≤ k + 1} dari anggota Υ adalah sebagai berikut:

wi =

{

c + i + k
2
− 1, jika 1 ≤ i ≤ k

2
+ 1

c + i − (k
2

+ 2), jika k
2

+ 2 ≤ i ≤ k + 1

untuk membuktikan lemma 2, langkah pertama yang harus dilakukan adalah men-

substitusikan nilai i sesuai batasan yang diberikan maka akan diperoleh wi sebagai
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berikut:

Untuk 1 ≤ i ≤ k
2

+ 1 maka akan diperoleh hasil: untuk i = 1, maka w1 = c + k
2
;

untuk i = 2, maka w2 = c + k
2

+ 1; untuk i = k
2
, maka w k

2

= c + k − 1; . . .; untuk

i = k
2

+ 1, maka w k

2
+1 = c + k.

Sedangkan untuk nilai k
2

+ 2 ≤ i ≤ k + 1 diperoleh hasil: untuk i = k
2

+ 2, maka

w k

2
+2 = c; untuk i = k

2
+3, maka w4 = c+1; . . .; untuk i = k, maka wk = c+ k

2
−2;

untuk i = k + 1, maka wk+1 = c + k
2
− 1.

Jika Υ dinyatakan dalam himpunan vi dan Π(Υ) dinyatakan dalam himpunan

wi seperti telah disampaikan sebelumnya, maka akan diperoleh: Υ + Π(Υ) =

{vi + wi|1 ≤ i ≤ k + 1}

Berdasarkan subtitusi nilai i, maka diperoleh:

untuk i = 1 → v1 + w1 = c + (c +
k

2
)

= 2c +
k

2

untuk i = 2 → v2 + w2 = (c + 1) + (c + 2 +
k

2
+ 1)

= 2c +
k

2
+ 2

. . .

untuk i =
k

2
→ vk

2

+ w k

2

= (c +
k

2
− 1) + (c +

3k

2
− 2)

= 2c +
3

2
− 1
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untuk i =
k

2
+ 1 → vk

2
+1 + w k

2
+1 = (c +

k

2
) + (c + k)

= 2c +
3k

2

untuk i =
k

2
+ 2 → vk

2
+2 + w k

2
+2 = (c +

k

2
+ 1) + (c)

= 2c +
k

2
+ 1

. . .

untuk i = k → vk + wk = (c + k − 1) + (c +
k

2
− 2)

= 2c +
3

2
− 3

untuk i = k + 1 → vk+1 + wk+1 = (c + k) + (c +
k

2
− 1)

= 2c +
3k

2
− 1

Jika diurutkan mulai dari nilai terkecil hingga terbesar, maka diperoleh: {2c +
k
2
, 2c+ k

2
+1, 2c+ k

2
+2, . . . , 2c+ 3k

2
}. Dengan demikian rumusan tersebut terbukti

benar. �

Selain 2, teorema berikut juga digunakan untuk menemukan pelabelan total

super (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf untuk jumlah sisi ganjil (Sugeng

et al., 2006).

Teorema 2.2.1. Misalkan Gk untuk k = 1, 2, . . . , m adalah graf dengan jumlah

titik p dan jumlah sisi q dan memiliki pelabelan super (a, 1)-EAT. Maka, gabungan

saling lepas dari
⋃m

k=1 Gk juga memiliki super (b, 1)-EAT.

Bukti. Misalkan Gk, k = 1, 2, . . . , m adalah sebuah graf yang memiliki p titik

dan q sisi. Perlu diketahui bahwa Gk tidak harus isomofis dengan Gj untuk k = j.

Misalkan untuk setiap Gk, k = 1, 2, . . . , m memiliki sebuah pelabelan super (a, 1)-

EAT berdasarkan fi, sedemikian hingga:

fk = V (Gk) → {1, 2, . . . , p}

= E(Gk) → {p + 1, p + 2, . . . , p + q}
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dan {fk(u) + fk(v) + fk(uv); uv ∈ E(Gk)} = {a, a + 1, . . . , a + q − 1}

Definisi pelabelan f untuk semua titik dan sisi dari
⋃m

k=1 Gk adalah sebagai

berikut:

f(x) =

{

m[fi(x) − 1] + i, jika x ∈ V (Gi)

mfi(x) + 1 − i, jika x ∈ E(Gi)

Bobot total dari gabungan
⋃m

k=1 Gk adalah {f(u)+f(v)+f(uv) : uv ∈ E(
⋃m

k=1 Gi)}

sama dengan {m(a − 2) + 2, m(a − 2) + 3, . . . , m(a + q − 2) + 1}. �

2.3 Fungsi dan Barisan Aritmatika

2.3.1 Fungsi

Fungsi atau pemetaan dari himpunan A ke himpunan B merupakan suatu

relasi yang memasangkan atau memetakan setiap anggota dari A dengan anggota

pada B. Fungsi tersebut dapat dinotasikan dengan:

f : A → B

Ada beberapa istilah dalam fungsi yaitu daerah asal (domain), daerah

kawan (kodomain) dan hasil (range). Domain merupakan daerah asal fungsi f

dilambangkan dengan Df . Kodomain merupakan daerah kawan fungsi f dilam-

bangkan dengan Kf . Dan range merupakan himpunan daerah hasil pemetaan.

Range fungsi f dilambangkan dengan Rf . Ada beberapa jenis fungsi yang ber-

hubungan dengan penelitian ini.

a. Fungsi f : A→B dikatakan fungsi satu-satu atau injektif jika dan hanya jika

domain mempunyai tepat satu pasangan yang berbeda di kodomain, dan

anggota kodomain boleh tidak mempunyai pasangan di domain.

b. Fungsi f : A→B dikatakan fungsi onto atau surjektif jika dan hanya jika

semua kodomain mempunyai pasanyan di domain, dan anggota kodomain

boleh mempunyai pasangan yang sama di domain.

c. Fungsi f : A→B dikatakan fungsi bijektif jika dan hanya jika fungsi yang in-

jektif sekaligus fungsi yang surjektif. Pelabelan dalam penelitian ini adalah

fungsi bijektif. Domain dalam fungsi ini merupakan gabungan dari him-

punan titik dan himpunan sisi, kodomainnya adalah himpunan bilangan

bulat positif sedangkan range-nya adalah label titik dan sisi. Pelabelan
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total super (a,d)-sisi antimagic dikatakan fungsi injektif karena himpunan

elemen-elemen graf mempunyai hanya satu pasangan di kodomain dan setiap

pasangan berbeda. Dikatakan surjektif karena semua kodomain (himpunan

bilangan bulat positif) berpasangan dengan domain.

2.3.2 Barisan Aritmatika

Barisan Aritmatika yaitu barisan yang suku-sukunya diperoleh dengan

menambah suatu bilangan tetap ke suku sebelumnya. Bilangan tetap tersebut

dikatakan sebuah beda dilambangkan dengan d, sedangkan suku yang pertama

dinotasikan dengan a.

Berdasarkan tanda nilai beda, barisan aritmatika terbagi menjadi dua

yaitu barisan aritmatika naik dan barisan aritmatika turun. Dikatakan barisan

aritmatika naik jika nilai beda bertanda positif. Sedangkan jika nilai beda bertanda

negatif maka dikatakan barisan tersebut barisan aritmatika turun. Rumus umum

untuk barisan aritmatika adalah:

Un = a + d(n − 1)

dan untuk mencari nilai bedanya adalah:

d = Un - Un−1

Berikut contoh barisan aritmatika:

a. 23, 30, 37, 42, 49, . . .

b. 25, 20, 15, 10, 5, . . .

Pada penelitian ini, nilai bobot sisi dari semua sisi harus membentuk

barisan aritmatika. Jika nilai d = 0 maka pelabelan tersebut dikatakan magic,

tetapi jika nilai d > 0 maka dikatakan pelabelan antimagic. Rumus umum dari

barisan aritmatika akan digunakan untuk menentukan fungsi titik dan fungsi sisi

dari graf sisir konektif dan diskonektif.

2.4 Aplikasi

Aplikasi teori graf saat ini sangat luas dalam kehidupan sehari hari dan

dipakai dalam berbagai bidang ilmu. Seperti ilmu komputer, riset operasi, dan
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ilmu kimia. Banyak permasalahan yang dapat dimodelkan dengan bentuk graf.

Seperti, permasalahan untuk merencanakan rute yang efektif untuk pengiriman

surat, rute pembuangan sampah, rute pembersihan salju, dipecahkan dengan

model yang menggunakan representasi jalur dalam graf.

Aplikasi dari pelabelan graf juga luas penggunaanya dalam kehidupan sehari

- hari, salah satunya adalah pembuatan password untuk teller bank. Pembuatan

password ini bertujuan untuk menjaga keamanan data ketika teller menginputkan

segala transaksi yang dilakukan oleh nasabah, sebelum data tersebut disetujui oleh

atasannya. Untuk mengembangkan password tersebut dibutuhkan representasi

graf. Dimisalkan sisi adalah teller dan label sisi serta label dua titik yang mengapit

sisi tersebut merupakan password untuk teller tersebut.

Teller 3

1

2

5

3

4

Teller 1

Teller 4

Teller 2

Gambar 2.14 Pelabelan Total Super Pada Graf Bintang

Password yang terbentuk dari representasi graf tersebut adalah:

Teller 1 : 011016012

Teller 2 : 011018014

Teller 3 : 011017013

Teller 4 : 011019015

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


21

2.5 Hasil-Hasil Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada Graf

Diskonektif

Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman hasil pelabelan total super

(a, d)-sisi antimagic pada graf konektif dan diskonektif yang dapat digunakan

sebagai rujukan penelitian ini.

Tabel 2.1: Ringkasan Pelabelan Total Super (a, d)-Edge An-

timagic Pada Graf Konektif.

Graf d Hasil

Diamond (Dln) d ≤ 2 d ∈{0,1,2} ; n ≥ 2

(Laelatus, 2011)

Graf Tangga(Stn) d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2} ; n ≥ 2

(Ira, 2011)

Graf Buah Naga (Dfm,n) d ≤ 2 d ∈{0,1,2}; m ≥ 2

m genap, n ≥ 1

(Nurvitaningrum et al., 2014b) dan n ganjil

Graf Rem Cakram (Dbn,p) d ≤ 2 d ∈{0,1,2}; n ≥ 3

(Arianti et al., 2014a) n ganjil dan p ≥ 2

Graf Daun (Lgn) d ≤ 2 d ∈{0,1,2}; n ≥ 1

(Yunika et al., 2014b)

Graf Semi Parasut (SP2n−1) d ≤ 2 d ∈{0,1,2}; n ≥ 1

(Aprilia et al., 2014b)

Tabel 2.2: Ringkasan Pelabelan Total Super (a, d)-Edge An-

timagic Pada Graf Diskonektif.

Graf d Hasil Open Problem

mDln d < 3 • d ∈ {0, 1, 2} • jika d ∈ {0, 2} untuk

untuk m ≥ 3 ganjil 1 ≤ j ≤ m genap

• d ∈ {1}
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Graph d Hasil Open Problem

untuk m ≥ 2 dan

m sembarang

(L. Syakdiyah, 2011)

mStn d ≤ 2 • d ∈ {0, 1, 2} • jika d ∈ {0, 2}

untuk m ≥ 3 ganjil untuk m ≥ 2 genap

n ≥ 2 dan n ≥ 2

• d ∈ {0, 1, 2} untuk

m ≥ 2 sembarang

n ≥ 2

(Ira, 2011)

cDfm,n < 3 • d ∈ {0, 1, 2} • jika d ∈ {0, 1, 2}

n ≥ 1 untuk n genap

m ≥ 2 dan genap • jika d ∈ {0, 1, 2}

c ≥ 3 dan ganjil untuk c genap

(Nurvitaningrum et al., 2014a)

mDbn,p < 3 • d ∈ {0, 1, 2} • jika d ∈ {0, 1, 2}

n ≥ 3 untuk n ≥ 3

p ≥ 2 m ≥ 3 dan m genap

m ≥ 3

(Arianti et al., 2014b)

mLgn < 3 • d ∈ {0, 2} • jika d ∈ {0, 2}

n ≥ 1 dan n ganjil untuk n ≥ 1

m ≥ 3 dan m ganjil m=3 mod 4

m ≥ 3 • jika d=1

untuk n ganjil dan untuk n ≥ 2 dan n genap

m= 1 mod 4 m ≥ 3

(Yunika et al., 2014a)

mSP2n−1 < 3 • d ∈ {0, 1, 2} untuk • jika d = 1

n ≥ 2 dan genap untuk n ganjil

• d ∈ {0, 1, 2} untuk • jika d = 1

m ≥ 3, n ≥ 2 dan m ganjil untuk n ≥ 2 dan m= 3 mod 4

• d ∈ {0, 1, 2} untuk • jika d ∈ {0, 1, 2}
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Graph d Hasil Open Problem

n ≥ 2 untuk n ≥ 2 dan m genap

m = 1 mod 4, n genap

(Aprilia et al., 2014a)
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deskriptif aksiomatik,

dimana metode tersebut menurunkan teorema yang telah ada, selanjutnya akan

diterapkan pada penelitian ini baik untuk graf tunggal maupun gabungan saling

lepasnya. Dalam penelitian ini, terlebih dahulu akan ditentukan label titik, jika

polanya terdeteksi, langkah selanjutnya adalah melabeli sisi lalu kita tentukan

nilai batas atas dari graf sisir. Nilai tersebut akan digunakan dalam pelabelan

total super (a, d)-sisi antimagic pada graf sisir. Proses tersebut berlaku untuk

graf tunggal maupun graf gabungan saling lepasnya.

3.2 Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf sisir baik untuk graf tunggal maupun

graf gabungan saling lepasnya. Adapun teknik penelitian adalah sebagai berikut.

a. Menghitung jumlah titik p dan sisi q pada graf sisir Cbn.

b. Menentukan batas atas nilai beda d pada pada graf sisir Cbn sesuai dengan

Lemma 1.

c. Menentukan label EAV L (edge-antimagic vertex labeling) atau pelabelan

titik(a,d)-sisi antimagic pada graf sisir Cbn,

d. Apabila label EAV L berlaku untuk beberapa graf baik secara heuristik

maupun determinatik maka dikatakan pelabelan itu expandable sehingga di-

lanjutkan menentukan algoritma EAV L pada graf sisir Cbn.

e. Menentukan fungsi bijektif EAV L pada graf sisir Cbn.

f. Melabeli graf sisir Cbn, dengan SEATL (super (a, d) edge antimagic total

labeling) atau pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dengan nilai beda

d yang feasible.

g. Menentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada

graf sisir Cbn.
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Untuk penelitian pada gabungan saling lepas graf sisir juga sama dengan

teknik penelitian seperti di atas namun secara umum, langkah-langkah penelitian

di atas dapat juga disajikan dalam bagan diagram alir pada gambar 3.1.
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Melabeli sisi berdasarkan bobot sisi

Menentukan
fungsi bijektif EAV L

Mulai

Menentukan fungsi
bijektif SEATL

Selesai

Mengembangkan graf Sisir

Menentukan himpunan titik

dan himpunan sisi
Menentukan batas atas nilai

Menentukan label EAV L

Tidak

Pola

Terdeteksi
ya

beda d

Gambar 3.1 Rancangan Penelitian Pelabelan Total Super
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Penelitian ini diawali dengan menentukan jumlah titik (p) dan jumlah sisi (q)

dari graf sisir, menentukan nilai batas atas (d), menentukan label titik (EAV L)

beserta fungsinya, menentukan bobot sisi EAV L beserta fungsinya, menentukan

SEATL beserta fungsinya dan menentukan bobot sisi total SEATL beserta

fungsinya juga. Langkah-langkah tersebut diterapkan pada graf tunggal maupun

gabungan saling lepas dari graf sisir. Hasil dari pelabelan total super (a, d)-sisi

antimagic pada graf Sisir Cbn adalah 2 lemma dan 6 teorema yang diberi tanda

♦. Pernyataan dari lemma dan teorema tersebut kemudian dibuktikan, dan dis-

ertai dengan visualisasi gambar. Lemma dan teorema pada penelitian ini tidak

bersifat biimplikatif sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah. Berikut

hasil dari penelitian yang akan menjawab rumusan pada bab sebelumnya.

4.1 Hasil Penelitian

4.1.1 Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada Graf Sisir Tung-

gal (Cbn)

Seperti yang telah disebutkan diatas, pertama kali kita menentukan p dan

q dari graf sisir tunggal. Dari gambar 4.5 dapat kita tentukan p dan q. Didapatkan

p=2n+3 dan q=4n+3.

Langkah selanjutnya adalah menentukan batas atas dari graf sisir tunggal

dengan menggunakan lemma 1. Untuk menentukan nilai d kita menggunakan nilai
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Jumlah titik = 15
Jumlah sisi = 27

b y2 y3 y4
y5

x1 x6x2
x5

y1

x3 x4

y6

e c

Gambar 4.1 Graf Sisir Tunggal (Cbn) dengan n=6

p dan q yang sudah didapat,

d ≤
2p + q − 5

q − 1

=
2(2n + 3) + (4n + 3) − 5

(4n + 3) − 1

=
8n + 4

4n + 2
≤ 2

Kita mendapatkan nilai d ≤ 2, sehingga himpunan d adalah d ∈ {0, 1, 2}.

Pada pelabelan bilangan yang digunakan adalah bilangan bulat dan pada SEATL

yang digunakan adalah bilangan bulat positif, sehingga elemen untuk d adalah

0,1,2. Setelah mendapatkan nilai d, kita lanjutkan untuk melabeli titik pada

graf sisir tunggal. Pada langkah ini, selain mencari label titik kita juga mencari

fungsi dari V (Cbn), melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan

aritmatika. Elemen dari V (Cbn) antara lain {e, b, c, xi, yi; 1 ≤ i ≤ n}. Penjum-

lahan dua label titik yang bersisian akan menghasilkan bobot sisi. Dari masing-

masing bobot sisi yang didapat, kita cari fungsinya yang konsepnya sama seperti

ketika mencari fungsi titik. Akan dihasilkan sebuah lemma yang berhubungan

dengan pelabelan titik, yaitu:
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13

15

21 25

12

6

4

102 1412

7

9

11

17

19 23 27

29

64

5

3

1 5 7 9 11 13

8

153
28

26

24

22

20

18

16

1410

8

Gambar 4.2 Label EAV L dari Cb6

♦ Lemma 4.1.1. Ada pelabelan (3, 1)-sisi antimagic titik pada graf sisir Cbn

untuk n ≥ 3.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf sisir tunggal. Didefinisikan α1 : V (Cbn) →

{1, 2, . . . , 2n + 3} adalah fungsi titik yang bijektif pada graf sisir. Didefinisikan

juga wα1
adalah fungsi bobot sisi. Fungsi-fungsi yang didapat antara lain:

α1(e) = 1

α1(b) = 2

α1(c) = 3

α1(yi) = 2i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

α1(xi) = 2i + 3, untuk 1 ≤ i ≤ n

wα1
(eb) = 3

wα1
(ec) = 4

wα1
(bc) = 5

wα1
(ex1) = 6

wα1
(cy1) = 7

wα1
(cx1) = 8
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wα1
(xiyi) = 4i + 5, 1 ≤ i ≤ n

wα1
(cx2) = 10

wα1
(xiyi+1) = 4i + 7, 1 ≤ i ≤ n − 1

wα1
(xixi+1) = 4i + 8, 1 ≤ i ≤ n − 1

wα1
(xixi+2) = 4i + 10, 1 ≤ i ≤ n − 2

Pada fungsi bobot sisi yang mengandung nilai i, masukkan nilai i sesuai

dengan selangnya. Akan didapat nilai-nilai berurutan yang akan membentuk him-

punan
⋃11

k=1 wα1
= {3, 4, 5, . . . , 4i+5}. Diketahui bobot sisi terkecil terletak pada

wα1
(eb) =3, dan bobot sisi terbesar terletak pada wα1

(xiyi) = 4i+5 untuk i = n.

Nilai-nilai tersebut membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a = 3 dan

beda d = 1, sehingga dapat ditulis himpunan wα1
= {3, 4,. . . ,4n+5}. Kita gu-

nakan rumus Un untuk mengetahui apakah benar bobot sisi terbesar terletak di

wα1
(xiyi), dengan mensubstitusikan nilai awal a = 3 dan nilai d = 1 ke rumus

tersebut.

Dari penjelasan di atas disimpulkan jika wα1
membentuk barisan aritmatika

dengan suku awal a = 3 dengan beda d = 1. Sehingga graf sisir tunggal Cbn

mempunyai pelabelan (3, 1)-sisi antimagic titik untuk n ≥ 3. Gambar 4.2 meru-

pakan contoh pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic beserta bobot sisinya pada graf

sisir (Cbn). �

Berdasarkan himpunan bobot sisi di atas, selanjutnya kita akan melabeli sisi

dari graf sisir tunggal ketika nilai d=0, d=1, dan d=2. Untuk melabeli sisi ketika

d=0, kita mulai dari bobot sisi terbesar sampai yang terkecil. Setelah menda-

patkan pola kita lanjutkan untuk mencari fungsi sisi. Dan akhirnya menghasilkan

sebuah teorema yaitu:

Teorema 4.1.1. Ada pelabelan total super (6n − 9, 0)-sisi antimagic total pada

graf sisir (Cbn) untuk n ≥ 3.

Bukti. Gunakan label titik pada lemma 4.1.1 untuk melabeli titiknya sehingga

fungsi titik α1= fungsi titik α2. Dan fungsi sisi dari α2 untuk pelabelan total

super (a, 0)-sisi antimagic pada graf sisir adalah:
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Gambar 4.3 SEATL pada Graf Sisir Cb6 ketika d=0

α2(xiyi) = 6n − 4i + 4, untuk 1 ≤ i ≤ n

α2(xixi+1) = 6n − 4i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

α2(xiyi+1) = 6n − 4i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

α2(xixi+2) = 6n − 4i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2

α2(cx2) = 6n − 1,

α2(cx1) = 6n + 1,

α2(cy1) = 6n + 2,

α2(ex1) = 6n + 3,

α2(bc) = 6n + 4,

α2(ec) = 6n + 5,

α2(eb) = 6n + 6,

Dapat disimpulkan bahwa fungsi sisi α2 adalah fungsi bijektif karena α2 :

E(Cbn) → {6n-4i+4,6n-4i+1,. . . , 6n+6}. Didefinisikan Wα2
adalah fungsi bobot

total dari pelabelan total pada graf sisir. Wα2
diperoleh dengan menjumlahkan

fungsi bobot sisi EAV L (wα1
) dengan fungsi label sisi α1 yang bersesuaian. Fungsi

bobot totalnya antara lain:
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Wα2
(eb) = wα1

(eb) + α2(eb)

= (6n + 6) + (3)

= 6n + 9

Wα2
(ec) = wα1

(ec) + α2(ec)

= (6n + 5) + (4)

= 6n + 9

Wα2
(bc) = wα1

(bc) + α2(bc)

= (6n + 4) + (5)

= 6n + 9

Wα2
(ex1) = wα1

(ex1) + α2(ex1)

= (6n + 3) + (6)

= 6n + 9

Wα2
(cy1) = wα1

(cy1) + α2(cy1)

= (6n + 2) + (7)

= 6n + 9

Wα2
(cx1) = wα1

(cx1) + α2(cx1)

= (6n + 1) + (8)

= 6n + 9

Wα2
(xiyi) = wα1

(xiyi) + α2(xiyi)

= (6n − 4i + 4) + (4i + 5)

= 6n + 9

Wα2
(cx2) = wα1

(cx2) + α2(cx2)

= (6n − 1) + (10)

= 6n + 9
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Wα2
(xiyi+1) = wα1

(xiyi+1) + α2(xiyi+1)

= (6n − 4i + 2) + (4i + 7)

= 6n + 9

Wα2
(xixi+1) = wα1

(xixi+1) + α2(xixi+1)

= (6n − 4i + 1) + (4i + 8)

= 6n + 9

Wα2
(xixi+2) = wα1

(xixi+2) + α2(xixi+2)

= (6n − 4i − 1) + (4i + 10)

= 6n + 9

Dapat dilihat bahwa semua bobot totalnya menghasilkan fungsi yang sama.

Sehingga himpunan dari bobot total dapat ditulis W = {6n+9, 6n+9, . . . , 6n+9}.

Sehingga terbukti bahwa graf sisir (Cbn) dengan n ≥ 3 mempunyai pelabelan total

super (45, 0)-sisi antimagic dengan a = 6n + 9 dan d = 0. �

Setelah membuktikan pada d=0, selanjutnya akan mencari pelabelan total

super (a, d)-sisi antimagic di d=1, dengan langkah-langkah yang sama seperti

sebelumnya. Kita turunkan, sebuah teorema untuk d=1.

Teorema 4.1.2. Ada pelabelan total super (4n + 8, 1)-sisi antimagic pada graf

sisir (Cbn) untuk n ≥ 3.

Bukti. Gunakan label titik pada lemma 4.1.1 untuk melabeli titiknya sehingga

fungsi titik α1 = fungsi titik α3. Setelah melabeli sisi didapatkan fungsi sisi α3

untuk pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic pada graf sisir adalah sebagai

berikut:
α3(xiyi) = 4n − 2i + 4, untuk 1 ≤ i ≤ n

α3(xiyi+1) = 4n − 2i + 3, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

α3(cy1) = 4n + 3,

α3(bc) = 4n + 4,

α3(eb) = 4n + 5,

α3(xixi+1) = 6n − 2i + 4, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1
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Gambar 4.4 SEATL pada Graf Sisir Cb6 ketika d=1

α3(xixi+2) = 6n − 2i + 3, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2

α3(cx2) = 6n + 3,

α3(cx1) = 6n + 4,

α3(ex1) = 6n + 5,

α3(ec) = 6n + 6,

Fungsi sisi α3 adalah fungsi bijektif karena α3 : E(Cbn) → {4n-2i+4,4n-

2i+3,. . . , 6n+6}. Didefinisikan Wα3
adalah fungsi bobot total dari pelabelan total

pada graf sisir. Wα3
diperoleh dengan menjumlahkan fungsi bobot sisi EAV L

(wα1
) yang terdapat pada lemma 4.1.1 dengan fungsi label sisi α3 yang bersesua-

ian. Fungsi bobot totalnya antara lain:

Wα3
(xiyi) = wα1

(xiyi) + α3(xiyi)

= (4i + 5) + (4n − 2i + 4)

= 4n + 2i + 9

Wα3
(xiyi+1) = wα1

(xiyi+1) + α3(xiyi+1)

= (4i + 7) + (4n − 2i + 3)

= 4n + 2i + 10

Wα3
(cy1) = wα1

(cy1) + α3(cy1)

= (7) + (4n + 3)

= 4n + 10
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Wα3
(bc) = wα1

(bc) + α3(bc)

= (5) + (4n + 4)

= 4n + 9

Wα3
(ec) = wα1

(ec) + α3(ec)

= (4) + (6n + 6)

= 6n + 10

Wα3
(xixi+1) = wα1

(xixi+1) + α3(xixi+1)

= (4i + 8) + (6n − 2i + 4)

= 6n + 2i + 12

Wα3
(xixi+2) = wα1

(xixi+2) + α3(xixi+2)

= (4i + 10) + (6n − 2i + 3)

= 6n + 2i + 13

Wα3
(cx2) = wα1

(cx2) + α3(cx2)

= (10) + (6n + 3)

= 6n + 13

Wα3
(cx1) = wα1

(cx1) + α3(cx1)

= (8) + (6n + 4)

= 6n + 12

Wα3
(ex1) = wα1

(ex1) + α2(ex1)

= (6) + (6n + 5)

= 6n + 11

Wα3
(eb) = wα1

(eb) + α3(eb)

= (3) + (4n + 5)

= 4n + 8

Bobot total diatas bila dikumpulkan semua akan membentuk himpunan

bobot total. Dengan memasukkan nilai i dan nilai n dapat diketahui letak fungsi

bobot sisi terkecil dan fungsi bobot terbesar. Bobot sisi terkecil pertama adalah
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Wα3
(eb), bobot sisi terkecil kedua adalah Wα2

(eb) dan bobot sisi terbesar adalah

Wα3
(xixi+1) ketika i = n−1. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan

aritmatika dengan suku awal a = 4n + 8 dengan beda d =1, dan dapat ditulis W

= {4n+8,4n+9,. . . ,8n+10}. Untuk mengetahui apakah benar bobot sisi terbesar

pada graf sisir terletak pada W=xixi+1, kita gunakan rumus Un dengan mensubs-

titusikan nilai awal a = 4n + 8 dan beda d=1

Berdasarkan uraian diatas dapat disimpulkan bahwa terbukti graf sisir (Cbn) un-

tuk n ≥ 3 mempunyai pelabelan total super (4n + 8, 1)-sisi antimagic. �

Ada sebuah lemma yang dapat dijadikan sebagai bukti alternatif untuk

membuktikan bahwa graf sisir Cbn mempunyai pelabelan total super (4n + 8, 1)-

sisi antimagic. Lemma tersebut adalah lemma 2 yang dikembangkan oleh Dafik,

Robiyatul pada tahun 2014.

Bukti. Berdasarkan lemma 4.1.1 bahwa graf sisir memiliki pelabelan (3, 1)-sisi

antimagic titik untuk n ≥ 3. Sehingga graf sisir Cbn memiliki himpunan bobot

sisi yaitu {3, 4, n + 5, . . . , 4n + 5}, dengan nilai beda d=1.

Himpunan bobot sisi Cbn adalah w = {3, 4, 5, . . . , 4n + 5} misalkan dinya-

takan dalam Υ = {c, c + 1, c + 2, . . . , c + k} maka diperoleh nilai c = 3 dan

k = 4n + 2. Berdasarkan lemma 2, Π(Υ) adalah permutasi nilai Υ sedemikian

hingga nilai Υ + (Π(Υ) + η) adalah bobot total dari fungsi tersebut.

Υ + (Π(Υ) + η) = a

c + (c + i +
k

2
− 1) + η = 4n + 8

3 + (3 + 1 +
4n + 2

2
− 1) + η = 4n + 8

3 + 3 + 1 +
4n + 2

2
− 1 + η = 4n + 8

η = 4n + 8 − 6 − 2n − 1

η = 2n + 1

η =
k

2

Υ + (Π(Υ) + η) adalah fungsi bobot total dari graf sisir. Lemma 4.1.1 telah
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menyebutkan bobot total terkecil terletak pada i = 1 sehingga:

Υ + (Π(Υ) + η) = c + (c + i +
k

2
− 1 +

k

2
)

= 2c + k

= 2(3) + 4n + 2

= 4n + 8

bobot total terkecil kedua terletak di i = k
2

+ 2:

Υ + (Π(Υ) + η) = c +
k

2
+ 1 + c + i −

k

2
− 2 +

k

2

= 2c +
k

2
+ 2 − 1 +

k

2
= 2c + k + 1

= 2(3) + 4n + 2 + 1

= 4n + 9

bobot total terbesar terletak di i = k
2

+ 1:

Υ + (Π(Υ) + η) = c +
k

2
+ c + i +

k

2
− 1 +

k

2

= 2c +
3k

2
+

k

2
+ 1 − 1

= 2c + 2k

= 2(3) + 2(4n + 2)

= 8n + 10

Berdasarkan hasil perhitungan lemma 2 bobot terkecil adalah 4n + 8 dan

bobot terbesar adalah 8n + 10. Nilai keduanya sama dengan nilai yang terdapat

pada teorema 4.1.2. Sehingga terbukti bahwa graf sisir Cbn memiliki pelabelan
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total super (4n + 8, 1)-sisi antimagic untuk n ≥ 3. �

Terakhir kita mencari pelabelan sisi untuk d=2. Untuk melabeli sisi d=2,

kita mulai melabeli sisi dari bobot sisi terkecil sampai bobot sisi terbesar. Langkah

selanjutnya masih sama seperti d=0 dan d=1. Kembali kita dapatkan sebuah

teorema yaitu:

Teorema 4.1.3. Ada pelabelan total super (2n + 7, 2)-sisi antimagic pada graf

sisir Cbn untuk n ≥ 3.
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Gambar 4.5 SEATL pada Graf Sisir Cb6 ketika d=2

Bukti. Menggunakan label titik pada lemma 4.1.1 untuk melabeli titiknya, se-

hingga fungsi titik α1=fungsi titik α4. Setelah diketahui label sisi dilanjutkan

mencari fungsi sisi α4 untuk pelabelan total super (a, 2)-sisi antimagic pada graf

sisir dan didapat:

α4(eb) = 2n + 4,

α4(ec) = 2n + 5,

α4(bc) = 2n + 6,

α4(ex1) = 2n + 7,

α4(cy1) = 2n + 8,

α4(cx1) = 2n + 9,

α4(xiyi) = 2n + 4i + 6, untuk 1 ≤ i ≤ n
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α4(cx2) = 2n + 11,

α4(xiyi+1) = 2n + 4i + 8, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

α4(xixi+1) = 2n + 4i + 9, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

α4(xixi+2) = 2n + 4i + 11, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2

Karena α4 : E(Cbn) → {2n+4, 2n+5,. . . , 2n+4i+11} maka fungsi sisi α4

adalah fungsi bijektif. Wα4
adalah fungsi bobot total dari pelabelan total pada

graf sisir. Wα4
diperoleh dengan menjumlahkan fungsi bobot sisi EAV L (wα1

)

yang terdapat pada lemma 4.1.1 dengan fungsi label sisi α4 yang bersesuaian.

Fungsi bobot totalnya antara lain:

Wα4
(eb) = wα1

(eb) + α4(eb)

= (3) + (2n + 4)

= 2n + 7

Wα4
(ec) = wα1

(ec) + α4(ec)

= (4) + (2n + 5)

= 2n + 9

Wα4
(bc) = wα1

(bc) + α4(bc)

= (5) + (2n + 6)

= 2n + 11

Wα4
(ex1) = wα1

(ex1) + α4(ex1)

= (6) + (2n + 7)

= 2n + 13

Wα4
(cy1) = wα1

(cy1) + α4(cy1)

= (7) + (2n + 8)

= 2n + 15
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Wα4
(cx1) = wα1

(cx1) + α4(cx1)

= (8) + (2n + 9)

= 2n + 17

Wα4
(xiyi) = wα1

(xiyi) + α4(xiyi)

= (4i + 5) + (2n + 4i + 6)

= 2n + 8i + 11

Wα4
(cx2) = wα1

(cx2) + α4(cx2)

= (10) + (2n + 11)

= 2n + 21

Wα4
(xiyi+1) = wα1

(xiyi+1) + α4(xiyi+1)

= (4i + 7) + (2n + 4i + 8)

= 2n + 8i + 15

Wα4
(xixi+1) = wα1

(xixi+1) + α4(xixi+1)

= (4i + 8) + (2n + 4i + 9)

= 2n + 8i + 17

Wα4
(xixi+2) = wα1

(xixi+2) + α4(xixi+2)

= (4i + 10) + (2n + 4i + 11)

= 2n + 8i + 21

Dengan memasukkan nilai i dan nilai n didapat himpunan bobot total

{2n+7, 2n+9,. . . , 2n+8i+11}. Diketahui letak fungsi bobot sisi terkecil dan fungsi

bobot terbesar. Bobot sisi terkecil pertama adalah Wα4
(eb) dan bobot sisi terbe-

sar adalah Wα4
(xiyi) ketika i = n. Himpunan bobot total tersebut membentuk

barisan aritmatika dengan suku awal a = 2n+7 dengan beda d = 2. Untuk menge-

tahui apakah benar bobot sisi terbesar pada graf sisir terletak pada Wα4
=xiyi,

kita gunakan rumus Un dengan mensubstitusikan nilai awal a = 2n + 7 dengan

beda d=2. Berdasarkan uraian diatas dapat disimpulkan bahwa terbukti graf sisir

Cbn untuk n ≥ 3 mempunyai pelabelan total super (2n + 7, 2)-sisi antimagic. �
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4.1.2 Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada Gabungan Sali-

ng Lepas dari Graf Sisir (mCbn)

Pada pembahasan ini, peneliti akan menentukan pelabelan total super

(a, d)-sisi antimagic pada gabungan saling lepas dari graf sisir yang dinotasikan

dengan mCbn dimana m adalah banyaknya gabungan dari graf sisir. Langkah-

langkah pada pembahasan ini sama dengan langkah-langkah pada graf tunggal.

Pertama kali kita menentukan kardinalitas dari gabungan saling lepas graf sisir.

Kardinalitas ini akan digunakan untuk mengerjakan langkah-langkah selanjutnya.

Dalam kardinalitas kita akan menentukan fungsi untuk p, fungsi q, himpunan

titik (V ) dan himpunan sisi (E). Dari gambar 4.6, didapat p=2nm+3m, q=4nm

+3m. V (mCbn) = {ek, bk, ck, xk
i , yk

i ; 1 ≤ i ≤ n} dan E(Cbn)= {ekck} ∪ {ekbk}

∪ {bkck} ∪ {ekxk
1} ∪ {ckyk

1} ∪ {ckxk
1} ∪ {ckxk

2} ∪ {xk
i y

k
i ; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xk

i y
k
i+1;

1 ≤ i ≤ n-1} ∪ {xk
i x

k
i+1; 1 ≤ i ≤ n-1} ∪ {xk

i x
k
i+2; 1 ≤ i ≤ n-2}.

Setelah nilai p dan q diperoleh, maka nilai d dapat dicari menggunakan

lemma 1, seperti dibawah ini:

d ≤
2p1 + q1 − 5

q1 − 1

=
2(2nm + 3m) + (4nm + 3m) − 5

(4nm + 3m) − 1

=
4nm + 6m + 4nm + 3m − 5

4nm + 3m − 1

=
8nm + 9m − 5

4nm + 3m − 1

≤ 2 +
3m − 3

4nm + 3m − 1

Karena d adalah bilangan bulat positif maka d < 3 atau d ∈ {0, 1, 2}. Se-

lanjutnya adalah menentukan pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan

graf sisir. Sekaligus menentukan fungsi bijektif berdasarkan pengamatan pola dan

konsep barisan aritmatika. Lemma 4.1.2 adalah lemma yang berhubungan dengan

pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf sisir.
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Gambar 4.6 Graf Sisir Gabungan Saling Lepas (mCb8) dengan m=5
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♦ Lemma 4.1.2. Ada pelabelan titik (3m+2k+1
2

, 1)-sisi antimagic pada gabungan

graf sisir (mCbn) jika n ≥ 3, m ≥ 3 dan m ganjil.

Bukti. Melabeli setiap titik pada gabungan graf sisir mCbn. Didefinisikan β1 :

V (mCbn) → {1, 2, . . . , 2nm+3m} adalah fungsi bijektif titik dari gabungan saling

lepas graf sisir. Didapat fungsi titik untuk β1 sebagai berikut.

β1(e
k) =

{

k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil
m+1+k

2
untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap

β1(b
k) =

{

2m+k
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap
3m+k

2
untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil

β1(c
k) = 3m − k + 1 untuk 1 ≤ k ≤ m

β1(y
k
i ) =

{

4im+4m+k
2

, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap
4im+5m+k

2
, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β1(x
k
i ) =

{

4im+2m+k+1
2

, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
4im+3m+k+1

2
, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap

β1(c
k
i ) = 2im + 2m − k + 1 untuk i = 2mod3, 1 ≤ k ≤ m ,

β1(x
k
i ) =

{

4im+4m+k+1
2

, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
4im+5m+k+1

2
, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap

β1(y
k
i ) =

{

4im+2m+k
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap
4im+3m+k

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β1(x
k
i ) = 2im + 3m − k + 1 untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,

Rumus diatas dapat direduksi menjadi:

β1(e
k) = (1+(−1)k)m+2k+2

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

β1(b
k) = (6+1+(−1)k)m+2k

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

β1(y
k
i ) = (10+1+(−1)k)m+8im+2k

4
; untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m
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Gambar 4.7 Label EAV L dari 5Cb8
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β1(x
k
i ) = (4+1+(−1)k)m+8im+2k+2

4
; untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β1(x
k
i ) = (8+1+(−1)k)m+8im+2k+2

4
; untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β1(y
k
i ) = (6+1+(−1)k)m+8im+2k

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

Berdasarkan fungsi titik diatas, didapatkan himpunan fungsi titik untuk graf

sisir gabungan {k+1
2

, m+k+1
2

. . . , 2im + 3m − k + 1}. Didefinisikan bobot sisi dari

EAV L adalah wβ1
, bobot sisi didapatkan dengan menjumlahkan label dua titik

yang mengapit sebuah sisi. Fungsi-fungsi dari bobot sisi antara lain.

wβ1
(ekbk) = 3m + 2k + 1 untuk 1 ≤ k ≤ m ,

wβ1
(ekck) =

{

6m−k+3
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
7m−k+3

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m , k genap

wβ1
(bkck) =

{

8m−k+2
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m , k genap
9m−k+2

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

wβ1
(ekxk

1) = 9m + 2k + 1 untuk 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(ckyk

1) =

{

12m−k+3
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
13m−k+3

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k genap

wβ1
(ckxk

1) =

{

14m−k+2
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k genap
15m−k+2

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil

wβ1
(xk

i y
k
i ) = 8im + 7m + 2k + 1 untuk i = 3mod3, 1 ≤ k ≤ m ,

wβ1
(ckx2) =

{

18m−k+5
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
19m−k+3

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k genap

wβ1
(xk

i y
k
i+1) =

{

8im+12m−k+2
2

, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap
8im+13m−k+2

2
, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil

wβ1
(xk

i x
k
i+1) = 8im + 13m + 2k + 1 untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,

wβ1
(xk

i y
k
i ) =

{

8im+8m−k+3
2

, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
8im+9m−k+2

2
, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap

wβ1
(xk

i x
k
i+2) =

{

8im+18m−k+2
2

, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap
8im+19m−k+2

2
, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil

wβ1
(xk

i y
k
i+1) = 8im + 13m + 2k + 1 untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(xk

i x
k
i+1) =

{

8im+14m−k+3
2

, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
8im+15m−k+3

2
, untuk i = 2 mod 3, , 1 ≤ k ≤ m ,k genap

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


46

wβ1
(xk

i y
k
i ) =

{

8im+8m−k+2
2

, untuk i = 3 mod 3, , 1 ≤ k ≤ m , k genap
8im+9m−k+2

2
, untuk i = 3 mod 3, , 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

wβ1
(xk

i x
k
i+2) = 8im + 17m + 2k + 1 untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,

wβ1
(xk

i y
k
i+1) =

{

8im+12m−k+5
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
8im+13m−k+3

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap

wβ1
(xk

i x
k
i+1) =

{

8im+14m−k+1
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap
8im+15m−k+2

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil

wβ1
(xk

i x
k
i+2) =

{

8im+18m−k+3
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
8im+19m−k+3

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap

Rumus diatas dapat direduksi menjadi:

wβ1
(ekck) = (12+1+(−1)k)m+2k+6

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(bkck) = (18−1+(−1)k)m−2k+4

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(ckyk

1) = (24+1+(−1)k)m−2k+6
4

; untuk 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(ckxk

1) = (30−1+(−1)k)m−2k+4
4

; untuk 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(ckxk

2) = (36+1+(−1)i)m−2k+10
4

; untuk 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(xk

i y
k
i+1) = (26−1+(−1)k)m+16im−2k+4

4
; untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(xk

i y
k
i ) = 16im+(8+1+(−1)k)m−2k+6−(1+(−1)k

4
; untuk i = 2 mod 3,

1 ≤ k ≤ m

wβ1
(xk

i x
k
i+2) = (38−1+(−1)k)m+16im−2k+4

4
; untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(xk

i x
k
i+2) = (28+1+(−1)k)m+16im−2k+6

4
; untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(xk

i y
k
i ) = 16im+(18−1+(−1)k)m−2k+4

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

wβ1
(xk

i y
k
i+1) = 16im+(24+1+(−1)k)m−2k+10−2(1+(−1)k

4
; untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m

wβ1
(xk

i x
k
i+1) = 16im+(30−1+(−1)k)m−2k+4−(1+(−1)k

4
; untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m

wβ1
(xk

i x
k
i+2) = (36+1+(−1)k)m−2k+4−(1+(−1)k

4
; untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m

Dari himpunan bobot sisi {3m+3
2

, . . . , 8nm+9m+1
2

}, didapat bobot sisi terke-

cil terletak pada fungsi wβ1
(ekbk) untuk k = 2 yaitu 3m+3

2
. Dan bobot terbesar
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terletak pada wβ1
(xk

i y
k
i ) untuk i = n dan k = 1 yaitu 8nm+9m+1

2
. Dengan menggu-

nakan rumus Un kita dapat membuktikan hal tersebut, dengan memasukkan nilai

a=3m+3
2

dan d=1. Berdasarkan uraian diatas terbukti bahwa graf mCbn mem-

punyai pelabelan (3m+3
2

, 1)-sisi antimagic titik untuk n ≥ 3, m ≥ 3 dan m ganjil.

Gambar 4.7 merupakan contoh pelabelan titik (9, 1)-sisi antimagic. �

Pada pembuktian lemma diatas, hanya berlaku untuk m ganjil dan ≥ 3.

Setelah membuktikan lemma 4.1.2, dilanjutkan melabeli sisi ketika d = 0 beserta

fungsinya dan menghitung bobot total beserta fungsinya juga. Untuk melabeli

sisi di d = 0, dimulai dari melabeli bobot sisi terbesar sampai bobot sisi terkecil.

Teorema 4.1.4. Ada pelabelan total super (12nm+15m+3
2

, 0)-sisi antimagic pada

gabungan saling lepas dari graf sisir mCbn untuk n ≥ 3 , m ≥ 3 dan m ganjil.

Bukti. Menggunakan label titik pada lemma 4.7 untuk melabeli titik dari gabun-

gan graf sisir sehingga fungsi titik β1=fungsi titik β2. Selanjutnya melabeli sisi

dan menentukan fungsi sisi. Didefinsikan Wβ2
adalah fungsi bobot total ketika

d = 0. Bobot total didapat dari menjumlahkan bobot sisi dan label dua titik

yang mengapit sisi tersebut. Berikut fungsi sisi dari β2 dan fungsi bobot total

Wβ2
.

β2(x
k
i y

k
i ) =

{

12nm−8im+6m+k
2

, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m, k genap
12nm−8im+7m+k

2
untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m, k ganjil

β2(x
k
i x

k
i+1) = 6nm − 4im + m − k + 1 untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m,

β2(x
k
i y

k
i+1) =

{

12nm−8im+2m+k+1
2

, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
12nm−8im+3m+k+1

2
, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap

β2(x
k
i x

k
i+2) =

{

12nm−8im−4m+k
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap
12nm−8im−3m+k

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β2(x
k
i y

k
i ) = 6nm − 4im + 4m − k + 1 untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m,

β2(x
k
i x

k
i+1) =

{

12nm−8im+k+1
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
12nm−8im+m+k+1

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap
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Gambar 4.8 SEATL dari 5Cb8 ketika d = 0
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β2(x
k
i y

k
i+1) =

{

12nm−8im+2m+k
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap
12nm−8im+3m+k

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β2(x
k
i x

k
i+2) = 6nm − 4im − m − k + 1 untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m,

β2(x
k
i y

k
i ) =

{

12nm−8im+6m+k+1
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
12nm−8im+7m+k+1

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap

β2(x
k
i x

k
i+1) =

{

12nm−8im+k
2

, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap
12nm−8im+m+k

2
, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β2(x
k
i y

k
i+1) = 6nm − 4im + 2m − k + 1 untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m,

β2(x
k
i x

k
i+2) =

{

12nm−8im−4m+k+1
2

, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
12nm−8im−3m+k+1

2
, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m ,k genap

β2(c
kxk

2) =

{

12nm−4m+k
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m , k genap
12nm−3m+k

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β2(c
kxk

1) =

{

12nm+m+k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
12nm+2m+k

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m , k genap

β2(c
kyk

1) =

{

12nm+2m+k
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m , k genap
12nm+3m+k

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β2(e
kxk

1) = 6nm + 3m − k + 1 untuk 1 ≤ k ≤ m,

β2(b
kck) =

{

12nm+6m+k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
12nm+7m+k+1

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m , k genap

β2(e
kck) =

{

12nm+8m+k
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m , k genap
12nm+9m+k

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β2(e
kbk) = 6nm + 6m − k + 1 untuk 1 ≤ k ≤ m

Rumus diatas dapat direduksi menjadi:

β2(x
k
i y

k
i ) = (14+1(−1)k)m+24nm−16im+2k

4
; untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β2(x
k
i y

k
i+1) = 24nm−16im+(4+1+(−1)k)m+2k

4
; untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β2(y
k
i ) = 24nm−16im+(4+1+(−1)k)m+2k

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m
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β2(x
k
i x

k
i+1) = 24nm−16im−(1+(−1)k)m+2k+2

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β2(x
k
i y

k
i+1) = 24nm−16im+(6−1+(−1)k)m+2k

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β2(x
k
i y

k
i ) = 24nm−16im+(12+1+(−1)k )m+2k+2

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β2(x
k
i x

k
i+1) = 24nm−16im+(2−1+(−1)k)m+2k

4
; untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β2(x
k
i x

k
i+2) = 24nm−16im+(8−1+(−1)k)m+2k+2

4
; untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β2(c
kxk

2) = 24nm−(6+1+(−1)k)m+2k

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

β2(c
kxk

1) = 24nm−(2+1+(−1)k)m+2k+2
4

; untuk 1 ≤ k ≤ m

β2(c
kyk

1) = 24nm+(6−1+(−1)k)m+2k

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

β2(b
kck) = 24nm+(12+1+(−1)k)m+2

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

β2(e
kck) = 24nm+(18−1+(−1)k)m+2k

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

Wβ2
(ekbk) = {wβ1

(ekbk) + β2(e
kbk); untuk 1 ≤ k ≤ m, }

= (3m+2k+1
2

+ 6nm + 6m − k + 1)

= 3m+1+2k+12nm+12m−2k+2
2

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(ekck) = {wβ1

(ekck) + β2(e
kck); untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (6m−k+3
2

) + (12nm+9m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(ekck) = {wβ1

(ekck) + β2(e
kck); untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (7m−k+3
2

) + (12nm+8m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(bkck) = {wβ1

(bkck) + β2(b
kck); untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8m−k+2
2

) + (12nm+7m+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(bkck) = {wβ1

(bkck) + β2(b
kck); untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (9m−k+2
2

) + (12nm+6m+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(ekxk

1) = {wβ1
(ekxk

1) + β2(a
kxk

1); untuk 1 ≤ k ≤ m, }

= (9m+2k+1
2

) + (12nm+6m−2k+2
2

)

= 12nm+15m+3
2
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Wβ2
(ckyk

1) = {wβ1
(ckyk

1) + β2(c
kyk

1); untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (12m−k+3
2

) + (12nm+3m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(ckyk

1) = {wβ1
(ckyk

1) + β2(c
kyk

1); untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (13m−k+3
2

) + (12nm+2m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(ckxk

1) = {wβ1
(ckxk

1) + β2(c
kxk

1); untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (14m−k+2
2

) + (12nm+m+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(ckxk

1) = {wβ1
(ckxk

1) + β2(c
kxk

1); untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (15m−k+2
2

) + (12nm+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β2(x

k
i y

k
i ); untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m, }

= (8im+7m+2k+1
2

) + (12nm−8im+8m−2k+2
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(ckxk

2) = {wβ1
(ckxk

2) + β2(c
kxk

2); untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (18m−k+3
2

) + (12nm−3m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(ckxk

2) = {wβ1
(ckxk

2) + β2(c
kxk

2); untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (19m−k+3
2

) + (12nm−4m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β2(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 1 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+12m−k+2
2

) + (12nm−8im+3m+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β2(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 1 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+13m−k+2
2

) + (12nm−8im+2m+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2
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Wβ2
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β2(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m}

= (8im+13m+2k+1
2

) + (12nm−8im+2m−2k+2
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β2(x

k
i y

k
i ); untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+8m−k+3
2

) + (12nm−8im+7m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β2(x

k
i y

k
i ); untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+9m−k+3
2

) + (12nm−8im+6m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β2(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 1 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+18m−k+2
2

) + (12nm−8im−3m+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β2(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 1 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+19m−k+2
2

) + (12nm−8im−4m+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β2(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m}

= (8im+11m+2k+1
2

) + (12nm−8im+4m−2k+2
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β2(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 2 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+14m−k+3
2

) + (12nm−8im+m+k+
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β2(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 2 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+15m−k+3
2

) + (12nm−8im+k
2

)

= 12nm+15m+3
2
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Wβ2
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β2(x

k
i y

k
i ); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+8m−k+2
2

) + (12nm−8im+7m+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β2(x

k
i y

k
i ); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+9m−k+2
2

) + (12nm−8im+6m+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β2(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m}

= (8im+17m+2k+1
2

) + (12nm−8im−2m−2k+2
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β2(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+12m−k+3
2

) + (12nm−8im+3m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β2(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+13m−k+3
2

) + (12nm−8im+2m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β2(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+14m−k+2
2

) + (12nm−8im+m+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β2(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+15m−k+2
2

) + (12nm−8im+k+1
2

)

= 12nm+15m+3
2

Wβ2
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β2(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+18m−k+3
2

) + (12nm−8im−3m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2
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Wβ2
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β2(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+19m−k+3
2

) + (12nm−8im−4m+k
2

)

= 12nm+15m+3
2

Semua bobot total menghasilkan nilai fungsi yang sama. Hal ini ber-

arti fungsi bobot terkecil dan fungsi bobot terbesar bernilai sama dan nilai d =

0. Himpunan bobot total dapat ditulis Wβ1
= {12nm+15m+3

2
, 12nm+15m+3

2
, . . . ,

12nm+15m+3
2

}. Sehingga terbukti bahwa gabungan saling lepas graf sisir mCbn

mempunyai pelabelan total super (12nm+15m+3
2

, 0)-sisi antimagic untuk n ≥ 3 dan

m ≥ 3 serta m ganjil. �

Pada teorema diatas hanya untuk m ≥ 3 dan ganjil. Setelah ditemukan

pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada d = 0, dilanjutkan mencari pada

d = 1. Setiap sisi dilabeli lalu menentukan fungsi setiap sisinya. Kemudian

menghitung bobot total beserta fungsinya.

Teorema 4.1.5. Ada pelabelan total super (16nm+24m+8
2

, 1)-sisi antimagic total

pada gabungan saling lepas graf sisir mCbn jika n ≥ 3 , m ≥ 3 dan m ganjil.

Bukti. Melabeli setiap titik seperti pada lemma 4.1.2, sehingga fungsi titik bi-

jektif β1=fungsi titik bijektif β3. Fungsi sisi untuk β3 adalah:

β3(x
k
i y

k
i ) =

16nm − 8im + 12m + k + 2

4
untuk i = 2 mod 3, k = 2 mod 4

β3(x
k
i y

k
i ) =

16nm − 8im + 13m + k + 2

4
untuk i = 2 mod 3, k = 3 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+1) =

8nm − 4im + 4m − k + 2

2
untuk i = 1 mod 3, k = genap

β3(x
k
i y

k
i+1) =

16nm − 8im + 8m + k + 3

4
untuk i = 1 mod 3, k = 1 mod 4

β3(x
k
i y

k
i+1) =

16nm − 8im + 9m + k + 3

4
untuk i = 1 mod 3, k = 2 mod 4
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β3(x
k
i y

k
i+2) =

16nm − 8im + 2m + k + 2

4
untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+2) =

16nm − 8im + 3m + k + 2

4
untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4

β3(x
k
i y

k
i ) =

16nm − 8im + 14m − 2k + 4

4
untuk i = 1 mod 3, k = ganjil

β3(x
k
i x

k
i+1) =

16nm − 8im + 6m + k + 3

4
untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+1) =

16nm − 8im + 7m + k + 3

4
untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+1) =

16nm − 8im + 6m + k + 2

4
untuk i = 2 mod 3, k = 4 mod 4

β3(x
k
i y

k
i+1) =

16nm − 8im + 8m + k + 2

4
untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4

β3(x
k
i y

k
i+1) =

16nm − 8im + 9m + k + 2

4
untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+2) =

16nm − 8im + 4m − 2k + 4

4
untuk i = 2 mod 3, k = genap

β3(x
k
i y

k
i ) =

16nm − 8im + 12m + k + 3

4
untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4

β3(x
k
i y

k
i ) =

16nm − 8im + 13m + k + 3

4
untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+1) =

16nm − 8im + 7m + k + 2

4
untuk i = 2 mod 3, k = 1 mod 4

β3(x
k
i y

k
i+1) =

16nm − 8im + 10m − 2k + 4

4
untuk i = 2 mod 3, k = ganjil

β3(x
k
i x

k
i+2) =

16nm − 8im + 2m + k + 3

4
untuk i = 1 mod 3, k = 3 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+2) =

16nm − 8im + 3m + k + 3

4
untuk i = 1 mod 3, k = 4 mod 4

β3(c
kxk

2) =
16nm + 2m + k + 2

4
untuk k = 4 mod 4

β3(c
kxk

2) =
16nm + 3m + k + 2

4
untuk k = 1 mod 4

β3(c
kxk

1) =
16nm + 6m + k + 3

4
untuk k = 3 mod 4

β3(c
kxk

1) =
16nm + 7m + k + 3

4
untuk k = 4 mod 4

β3(c
kyk

1) =
16nm + 8m + k + 2

4
untuk k = 2 mod 4

β3(c
kyk

1) =
16nm + 9m + k + 2

4
untuk k = 3 mod 4

β3(e
kxk

1) =
16nm + 12m − 2k + 4

4
untuk k = genap
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β3(b
kck) =

16nm + 12m + k + 3

4
untuk k = 1 mod 4

β3(b
kck) =

16nm + 13m + k + 3

4
untuk k = 2 mod 4

β3(e
kck) =

16nm + 14m + k + 2

4
untuk k = 4 mod 4

β3(e
kck) =

16nm + 15m + k + 2

4
untuk k = 1 mod 4

β3(e
kbk) =

16nm + 18m − 2k + 4

4
untuk k = ganjil

β3(x
k
i y

k
i ) =

24nm − 8im + 18m + k + 2

4
untuk i = 2 mod 3, k = 4 mod 4

β3(x
k
i y

k
i ) =

24nm − 8im + 19m + k + 2

4
untuk i = 2 mod 3, k = 1 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+1) =

24nm − 8im + 14m − 2k + 4

4
untuk i = 1 mod 3, k = ganjil

β3(x
k
i y

k
i+1) =

24nm − 8im + 14m + k + 3

4
untuk i = 1 mod 3, k = 3 mod 4

β3(x
k
i y

k
i+1) =

24nm − 8im + 15m + k + 3

4
untuk i = 1 mod 3, k = 4 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+2) =

24nm − 8im + 8m + k + 2

4
untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+2) =

24nm − 8im + 9m + k + 2

4
untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4

β3(x
k
i y

k
i ) =

24nm − 8im + 20m − 2k + 4

4
untuk i = 1 mod 3, k = genap

β3(x
k
i x

k
i+1) =

24nm − 8im + 12m + k + 3

4
untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+1) =

24nm − 8im + 13m + k + 3

4
untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4

β3(x
k
i y

k
i+1) =

24nm − 8im + 14m + k + 2

4
untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4

β3(x
k
i y

k
i+1) =

24nm − 8im + 15m + k + 2

4
untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+2) =

24nm − 8im + 10m − 2k + 4

4
untuk i = 2 mod 3, k = ganjil

β3(x
k
i y

k
i ) =

24nm − 8im + 18m + k + 3

4
untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4

β3(x
k
i y

k
i ) =

24nm − 8im + 19m + k + 3

4
untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+1) =

24nm − 8im + 12m + k + 2

4
untuk i = 2 mod 3, k = 2 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+1) =

24nm − 8im + 13m + k + 2

4
untuk i = 2 mod 3, k = 3 mod 4
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β3(x
k
i y

k
i+1) =

24nm − 8im + 16m − 2k + 4

4
untuk i = 2 mod 3, k = genap

β3(x
k
i x

k
i+2) =

24nm − 8im + 8m + k + 3

4
untuk i = 1 mod 3, k = 1 mod 4

β3(x
k
i x

k
i+2) =

24nm − 8im + 9m + k + 3

4
untuk i = 1 mod 3, k = 2 mod 4

β3(c
kxk

2) =
24nm + 8m + k + 2

4
untuk k = 2 mod 4

β3(c
kxk

2) =
24nm + 9m + k + 2

4
untuk k = 3 mod 4

β3(c
kxk

1) =
24nm + 12m + k + 3

4
untuk k = 1 mod 4

β3(c
kxk

1) =
24nm + 13m + k + 3

4
untuk k = 2 mod 4

β3(c
kyk

1) =
24nm + 14m + k + 2

4
untuk k = 4 mod 4

β3(c
kyk

1) =
24nm + 15m + k + 2

4
untuk k = 1 mod 4

β3(a
kxk

1) =
24nm + 18m − 2k + 4

4
untuk k = ganjil

β3(b
kck) =

24nm + 18m + k + 3

4
k = 3 mod 4

β3(b
kck) =

24nm + 19m + k + 3

4
k = 4 mod 4

β3(e
kck) =

24nm + 20m + k + 2

4
k = 2 mod 4

β3(e
kck) =

24nm + 21m + k + 2

4
k = 3 mod 4

β3(e
kbk) =

24nm + 24m − 2k + 4

4
untuk k = genap

Fungsi sisi β3 adalah fungsi bijektif karena β3 : V (mCbn) → {8nm+12m+4
4

, . . . ,

24nm+24m
4

}. Didefinisikan Wβ3
adalah fungsi bobot total di d=1.

Wβ3
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β2(x

k
i y

k
i ); untuk i = 2 mod 3, k = 2 mod 4}

= (9m+8im−k+3
2

) + (16nm+12m−8im+k+2
4

)

= 18m+16im−2k+6+16nm+12m−8im+k+2
4

= 16nm+8im+30m−k+8
4
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Wβ3
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β3(x

k
i y

k
i ); untuk i = 2 mod 3, k = 3 mod 4}

= (8im+8m−k+3
2

) + (16nm+13m−8im+k+2
4

)

= 16im+16m−2k+6+16nm+12m−8im+k+2
4

= 16nm+8im+30m−k+8
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β3(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 1 mod 3, k = genap}

= (8im+13m+2k+1
2

) + (8nm+8m−8im−k+2
4

)

= 16im+26m+4k+2+8nm+8m−8im+k−2
4

= 8nm+12im+30m+3k+4
4

Wβ3
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β3(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 1 mod 3, k = 1 mod 4}

= (8im+13m−k+2
2

) + (16nm+8m−8im+k+3
4

)

= 16im+26m−2k+4+16nm+8m−8im+k+3
4

= 16nm+8im+34m−k+1
4

Wβ3
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β3(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 1 mod 3, k = 2 mod 4}

= (8im+12m−k+2
2

) + (16nm+9m−8im+k+3
4

)

= 16im+24m−2k+4+16nm+9m−8im+k+3
4

= 16nm+8im+33m−k+7
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β3(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4}

= (8im+19m−k+3
2

) + (16nm+2m−8im+k+2
4

)

= 16im+38m−2k+6+16nm+2m−8im+k+2
4

= 16nm+8im+40m−k+8
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β3(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4}

= (8im+18m−k+3
2

) + (16nm+3m−8im+k+2
4

)

= 16im+36m−2k+6+16nm+3m−8im+k+2
4

= 16nm+8im+39m−k+8
4

Wβ3
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β3(x

k
i y

k
i ); untuk i = 1 mod 3, k = ganjil}

= (8im+7m+2k+1
2

) + (16nm+14m−8im−2k+4
4

)

= 16im+14m+4k+2+16nm+14m−8im−2k+4
4

= 16nm+8im+28m+2k+6
4
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Wβ3
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β3(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4}

= (8im+15m−k+2
2

) + (16nm+6m−8im+k+3
4

)

= 16im+30m−2k+4+16nm+6m−8im+k+3
4

= 16nm+8im+36m−k+7
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β3(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4}

= (8im+14m−k+2
2

) + (16nm+7m−8im+k+3
4

)

= 16im+28m−2k+4+16nm+7m−8im+k+3
4

= 16nm+8im+35m−k+7
4

Wβ3
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β3(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4}

= (8im+13m−k+3
2

) + (16nm+8m−8im+k+2
4

)

= 16im+26m−2k+6+16nm+8m−8im+k+2
4

= 16nm+8im+34m−k+8
4

Wβ3
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β3(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4}

= (8im+12m−k+3
2

) + (16nm+9m−8im+k+2
4

)

= 16im+24m−2k+6+16nm+9m−8im+k+2
4

= 16nm+8im+33m−k+8
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β3(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 2 mod 3, k = genap}

= (8im+17m+2k+1
2

) + (16nm+4m−8im−2k+4
4

)

= 16im+34m+4k+2+16nm+4m−8im−2k+4
4

= 16nm+8im+38m+2k+6
4

Wβ3
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β3(x

k
i y

k
i ); untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4}

= (8im+9m−k+2
2

) + (16nm+12m−8im+k+3
4

)

= 16im+18m−2k+4+16nm+12m−8im+k+3
4

= 16nm+8im+30m−k+7
4

Wβ3
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β3(x

k
i y

k
i ); untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4}

= (8im+8m−k+2
2

) + (16nm+13m−8im+k+3
4

)

= 16im+16m−2k+4+16nm+13m−8im+k+3
4

= 16nm+8im+29m−k+7
4

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


61

Wβ3
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β3(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 2 mod 3, k = 4 mod 4}

= (8im+15m−k+3
2

) + (16nm+6m−8im+k+2
4

)

= 16im+30m−2k+6+16nm+6m−8im+k+2
4

= 16nm+8im+36m−k+8
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β3(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 2 mod 3, k = 1 mod 4}

= (8im+14m−k+3
2

) + (16nm+7m−8im+k+2
4

)

= 16im+28m−2k+6+16nm+7m−8im+k+2
4

= 16nm+8im+35m−k+8
4

Wβ3
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β3(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 2 mod 3, k = ganjil}

= (8im+11m+2k+1
2

) + (16nm+10m−8im−2k+4
4

)

= 16im+22m+4k+2+16nm+10m−8im−2k+4
4

= 16nm+8im+32m+2k+6
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β3(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 1 mod 3, k = 3 mod 4}

= (8im+19m−k+2
2

) + (16nm+2m−8im+k+3
4

)

= 16im+38m−2k+4+16nm+2m−8im+k+3
4

= 16nm+8im+40m−k+7
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β3(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 1 mod 3, k = 4 mod 4}

= (8im+18m−k+2
2

) + (16nm+3m−8im+k+3
4

)

= 16im+36m−2k+4+16nm+3m−8im+k+3
4

= 16nm+8im+39m−k+7
4

Wβ3
(ckxk

2) = {wβ1
(ckxk

2) + β3(c
kxk

2); untuk k = 4 mod 4}

= (19m−k+3
2

) + (16nm+2m+k+2
4

)

= 38m−2k+6+16nm+2m+k+2
4

= 16nm+40m−k+8
4

Wβ1
(ckxk

2) = {wβ1
(ckxk

2) + β3(c
kxk

2); untuk k = 1 mod 4}

= (18m−k+3
2

) + (16nm+3m+k+2
4

)

= 36m−2k+6+16nm+3m+k+2
4

= 16nm+39m−k+8
4
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Wβ3
(ckxk

1) = {wβ1
(ckxk

1) + β3(c
kxk

1); untuk k = 3 mod 4}

= (15m−k+2
2

) + (16nm+6m+k+3
4

)

= 30m−2k+4+16nm+6m+k+3
4

= 16nm+36m−k+7
4

Wβ3
(ckxk

1) = {wβ1
(ckxk

1) + β3(c
kxk

1); untuk k = 4 mod 4}

= (14m−k+2
2

) + (16nm+7m+k+3
4

)

= 28m−2k+4+16nm+7m+k+3
4

= 16nm+35m−k+7
4

Wβ3
(ckyk

1) = {wβ1
(ckyk

1) + β3(c
kyk

1); untuk k = 2 mod 4, }

= (13m−k+3
2

) + (16nm+8m+k+2
4

)

= 26m−2k+6+16nm+8m+k+2
4

= 16nm+34m−k+8
4

Wβ3
(ckyk

1) = {wβ3
(ckyk

1) + β1(c
kyk

1); untuk k = 3 mod 4}

= (12m−k+3
2

) + (16nm+9m+k+2
4

)

= 24m−2k+6+16nm+9m+k+2
4

= 16nm+33m−k+8
4

Wβ3
(ekxk

1) = {wβ1
(ekxk

1) + β3(e
kxk

1); untuk k = genap}

= (9m+2k+1
2

) + (16nm+12m−2k+4
4

)

= 18m+4k+2+16nm+12m−2k+4
4

= 16nm+30m+2k+6
4

Wβ3
(bkck) = {wβ1

(bkck) + β3(b
kck); untuk k = 1 mod 4}

= (9m−k+2
2

) + (16nm+12m+k+3
4

)

= 18m−2k+4+16nm+12m+k+3
4

= 16nm+30m−k+7
4

Wβ3
(bkck) = {wβ1

(bkck) + β3(b
kck); untuk k = 2 mod 4}

= (8m−k+2
2

) + (16nm+13m+k+3
4

)

= 18m−2k+4+16nm+13m+k+3
4

= 16nm+31m−k+7
4
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Wβ3
(ekck) = {wβ1

(ekck) + β3(e
kck); untuk k = 4 mod 4}

= (7m−k+3
2

) + (16nm+14m+k+2
4

)

= 14m−2k+6+16nm+14m+k+2
4

= 16nm+28m−k+8
4

Wβ3
(ekck) = {wβ1

(ekck) + β3(e
kck); untuk k = 1 mod 4}

= (6m−k+3
2

) + (16nm+15m+k+2
4

)

= 12m−2k+6+16nm+15m+k+2
4

= 16nm+27m−k+8
4

Wβ3
(ekbk) = {wβ1

(ekbk) + β3(e
kbk); untuk k = ganjil}

= (3m+2k+1
2

) + (16nm+18m−2k+4
4

)

= 6m+4k+2+16nm+18m−2k+4
4

= 16nm+24m+2k+6
4

Wβ3
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β3(x

k
i y

k
i ); untuk k = 4 mod 4}

= (9m+8im−k+3
2

) + (24nm+18m−8im+k+2
4

)

= 18m+16im−2k+6+24nm+18m−8im+k+2
4

= 24nm+8im+36m−k+8
4

Wβ3
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β3(x

k
i y

k
i ); untuk k = 1 mod 4}

= (8m+8im−k+3
2

) + (24nm+19m−8im+k+2
4

)

= 16m+16im−2k+6+24nm+19m−8im+k+2
4

= 24nm+8im+35m−k+8
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β3(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 1 mod 3, k = ganjil}

= (13m+8im+2k+1
2

) + (24nm+14m−8im−2k+4
4

)

= 26m+16im+4k+2+24nm+14m−8im−2k+4
4

= 24nm+8im+40m+2k+6
4

Wβ3
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β3(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 1 mod 3, k = 1 mod 4}

= (13m+8im−k+2
2

) + (24nm+14m−8im+k+3
4

)

= 26m+16im−2k+4+24nm+14m−8im+k+3
4

= 24nm+8im+40m−k+7
4
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Wβ3
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β3(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 1 mod 3, k = 4 mod 4}

= (12m+8im−k+2
2

) + (24nm+15m−8im+k+3
4

)

= 24m+16im−2k+4+24nm+15m−8im+k+3
4

= 24nm+8im+39m−k+7
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β3(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4}

= (19m+8im−k+3
2

) + (24nm+8m−8im+k+2
4

)

= 38m+16im−2k+6+24nm+8m−8im+k+2
4

= 24nm+8im+46m−k+8
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β3(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4}

= (18m+8im−k+3
2

) + (24nm+9m−8im+k+2
4

)

= 36m+16im−2k+6+24nm+9m−8im+k+2
4

= 24nm+8im+45m−k+8
4

Wβ3
(xk

i x
k
i ) = {wβ1

(xk
i x

k
i ) + β3(x

k
i x

k
i ); untuk i = 1 mod 3, k = genap}

= (7m+8im+2k+1
2

) + (24nm+20m−8im−2k+4
4

)

= 14m+16im+4k+2+24nm+20m−8im−2k+4
4

= 24nm+8im+34m+2k+6
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β3(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4}

= (15m+8im−k+2
2

) + (24nm+12m−8im+k+3
4

)

= 30m+16im−2k+4+24nm+12m−8im+k+3
4

= 24nm+8im+42m−k+7
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β3(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 3 mod 3, k = 2 mod 4}

= (14m+8im−k+2
2

) + (24nm+13m−8im+k+3
4

)

= 28m+16im−2k+4+24nm+13m−8im+k+3
4

= 24nm+8im+41m−k+7
4

Wβ3
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β3(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4}

= (13m+8im−k+3
2

) + (24nm+14m−8im+k+2
4

)

= 26m+16im−2k+6+24nm+14m−8im+k+2
4

= 24nm+8im+40m−k+8
4
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Wβ3
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β3(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 3 mod 3, k = 1 mod 4}

= (12m+8im−k+3
2

) + (24nm+15m−8im+k+2
4

)

= 24m+16im−2k+6+24nm+15m−8im+k+2
4

= 24nm+8im+39m−k+8
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β3(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 2 mod 3, k = ganjil}

= (17m+8im+2k+1
2

) + (24nm+10m−8im−2k+4
4

)

= 34m+16im+4k+2+24nm+10m−8im−2k+4
4

= 24nm+8im+44m+2k+6
4

Wβ3
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β3(x

k
i y

k
i ); untuk i = 3 mod 3, k = 3 mod 4}

= (9m+8im−k+2
2

) + (24nm+18m−8im+k+3
4

)

= 18m+16im−2k+4+24nm+18m−8im+k+3
4

= 24nm+8im+36m−k+7
4

Wβ3
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β3(x

k
i y

k
i ); untuk i = 3 mod 3, k = 4 mod 4}

= (8m+8im−k+2
2

) + (24nm+19m−8im+k+3
4

)

= 16m+16im−2k+4+24nm+19m−8im+k+3
4

= 24nm+8im+35m−k+7
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β3(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 2 mod 3, k = 2 mod 4}

= (15m+8im−k+3
2

) + (24nm+12m−8im+k+2
4

)

= 30m+16im−2k+6+24nm+12m−8im+k+2
4

= 24nm+8im+42m−k+8
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β3(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 2 mod 3, k = 3 mod 4}

= (14m+8im−k+3
2

) + (24nm+13m−8im+k+2
4

)

= 28m+16im−2k+6+24nm+13m−8im+k+2
4

= 24nm+8im+41m−k+8
4

Wβ3
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β3(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 2 mod 3, k = genap}

= (11m+8im+2k+1
2

) + (24nm+16m−8im−2k+4
4

)

= 22m+16im+4k+2+24nm+16m−8im−2k+4
4

= 24nm+8im+38m+2k+6
4
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Wβ3
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β3(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 1 mod 3, k = 1 mod 4}

= (19m+8im−k+2
2

) + (24nm+8m−8im+k+3
4

)

= 38m+16im−2k+4+24nm+8m−8im+k+3
4

= 24nm+8im+46m−k+7
4

Wβ3
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β3(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 1 mod 3, k = 2 mod 4}

= (18m+8im−k+2
2

) + (24nm+9m−8im+k+3
4

)

= 38m+16im−k+2+24nm+9m−8im+k+3
4

= 24nm+8im+47m−k+7
4

Wβ3
(ckxk

2) = {wβ1
(ckxk

2) + β3(c
kxk

2); untuk k = 2 mod 4}

= (19m−k+3
2

) + (24nm+8m+k+2
4

)

= 38m−2k+6+24nm+8m+k+2
4

= 24nm+46m−k+8
4

Wβ3
(ckxk

2) = {wβ1
(ckxk

2) + β3(c
kxk

2); untuk k = 3 mod 4}

= (18m−k+3
2

) + (24nm+12m+k+3
4

)

= 36m−2k+6+24nm+12m+k+3
4

= 24nm+48m−k+9
4

Wβ3
(ckxk

1) = {wβ1
(ckxk

1) + β3(c
kxk

1); untuk k = 1 mod 4}

= (15m−k+2
2

) + (24nm+13m+k+3
4

)

= 30m−2k+4+24nm+13m+k+3
4

= 24nm+43m−k+7
4

Wβ3
(ckxk

1) = {wβ1
(ckxk

1) + β3(c
kxk

1); untuk k = 2 mod 4}

= (14m−k+2
2

) + (24nm+13m+k+3
4

)

= 28m−2k+4+24nm+13m+k+3
4

= 24nm+41m−k+7
4

Wβ3
(ckyk

1) = {wβ1
(ckyk

1) + β3(c
kyk

1); untuk k = 4 mod 4}

= (13m−k+3
2

) + (24nm+14m+k+2
4

)

= 26m−2k+6+24nm+14m+k+2
4

= 24nm+40m−k+8
4
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Wβ3
(ckyk

1) = {wβ1
(ckyk

1) + β3(c
kyk

1); untuk k = 1 mod 4}

= (12m−k+3
2

) + (24nm+15m+k+2
4

)

= 24m−2k+6+24nm+15m+k+2
4

= 24nm+39m−k+8
4

Wβ3
(ekxk

1) = {wβ1
(ekxk

1) + β3(e
kxk

1); untuk k = ganjil}

= (9m+2k+1
2

) + (24nm+18m−2k+4
4

)

= 18m+4k+2+24nm+18m−2k+4
4

= 24nm+36m+2k+6
4

Wβ3
(bkck) = {wβ1

(bkck) + β3(b
kck); untuk k = 3 mod 4}

= (9m−k+2
2

) + (24nm+18m+k+3
4

)

= 18m−2k+4+24nm+18m+k+3
4

= 24nm+36m−k+7
4

Wβ3
(bkck) = {wβ1

(bkck) + β3(b
kck); untuk k = 4 mod 4}

= (8m−k+2
2

) + (24nm+19m+k+3
4

)

= 16m−2k+4+24nm+19m+k+3
4

= 24nm+35m−k+7
4

Wβ1
(ekck) = {wβ1

(ekck) + β3(e
kck); untuk k = 2 mod 4}

= (7m−k+3
2

) + (24nm+20m+k+2
4

)

= 14m−2k+6+24nm+20m+k+2
4

= 24nm+34m−k+8
4

Wβ3
(ekck) = {wβ1

(ekck) + β3(e
kck); untuk k = 3 mod 4}

= (6m−k+3
2

) + (24nm+21m+k+2
4

)

= 12m−2k+6+24nm+21m+k+2
4

= 24nm+33m−k+8
4

Wβ3
(ekbk) = {wβ1

(ekbk) + β3(e
kbk); untuk k = genap}

= (3m+2k+1
2

) + (24nm+24m−2k+4
4

)

= 6m+4k+2+24nm+24m−2k+4
4

= 24nm+30m+2k+6
4

Didapat himpunan bobot total {16nm+24m+2k+6
4

,. . . , 24nm+8im+36m−k+8
4

}. Da-

pat diketahui bahwa bobot total terkecil pertama terletak pada fungsi Wβ3
(ekbk)=
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16nm+24m+2k+6
4

untuk k = 1, bobot total terkecil kedua terletak pada Wβ3
(ekbk)

= 16nm+24m+2k+6
4

untuk k = 3 dan bobot total terbesar terletak pada Wβ3
=

24nm+8im+36m−k+8
4

untuk i = n dan k = 4.

Ada sebuah teorema yang dapat dijadikan sebagai pembuktian alternatif.

Teorema tersebut diturunkan oleh Martin Baca.

Bukti. Ada pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic, maka diperoleh rumusan:

γ(r), r ∈ V (Gk) =



































m[α(e) − 1] + k, 1 ≤ k ≤ m

m[α(b) − 1] + k, 1 ≤ k ≤ m

m[α(c) − 1] + k, 1 ≤ k ≤ m

m[α(yi) − 1] + k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ m

m[α(xi) − 1] + k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ m

δ(d), d ∈ E(Gk) =



































































































mβ(eb) + 1 − k, 1 ≤ k ≤ m

mβ(ec) + 1 − k, 1 ≤ k ≤ m

mβ(bc) + 1 − k, 1 ≤ k ≤ m

mβ(ex1) + 1 − k, 1 ≤ k ≤ m

mβ(cy1) + 1 − k, 1 ≤ k ≤ m

mβ(cx1) + 1 − k, 1 ≤ k ≤ m

mβ(xiyi) + 1 − k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ m

mβ(cx2) + 1 − k, 1 ≤ k ≤ m

mβ(xiyi+1) + 1 − k, 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m

mβ(xixi+1) + 1 − k, 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m

mβ(xixi+2) + 1 − k, 1 ≤ i ≤ n − 2, 1 ≤ k ≤ m

Jika himpunan {fs(u) + fs(v) + fs(uv); uv ∈ E(Gs)} = {a, a + 1, . . . , a + q − 1}

merupakan himpunan bobot total dari gabungan saling lepas graf sisir (mCbn)

maka berdasarkan rumus di atas diperoleh rumusan sebagai berikut:
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fm(u) + fm(v) + fm(uv) = m[fm(u) − 1] + m + m[fm(v) − 1] + m + m.fm(uv)

+1 − m

= m[fm(u) + fm(v)fm(uv) − 2] + 1 + m

= m[a − 2] + 1 + m

Sehingga, bobot terkecil:

m[a − 2] + 1 + 5 = m[4n + 8 − 2] + 1 + 1

= 4nm + 6m + 2

dan bobot terbesarnya adalah:

m[a + q − 2] + 1 = m[(4n + 8) + (4n + 3) − 2)] + 1

= m[4n + 8 + 4n + 3 − 2] + 1

= m[8n+)] + 1

= 8nm + 9m + 1

Dari uraian tersebut terbukti bahwa gabungan saling lepas graf sisir mCbn

mempunyai pelabelan total super (16nm+24m+8
4

, 1)-sisi antimagic untuk n ≥ 3 dan

m ≥ 3 serta m ganjil. �

Untuk teorema diatas, nilai m hanya berlaku untuk m ganjil dan ≥ 3.

Langkah terakhir untuk menentukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic

pada gabungan saling lepas graf sisir adalah mencari pelabelan totalnya ketika

d = 2. Dimulai dengan melabeli sisi dari bobot terbesar kemudian mencari

fungsinya. Dilanjutkan menghitung bobot total beserta fungsinya. Dihasilkan

sebuah teorema sebagai berikut.

Teorema 4.1.6. Ada pelabelan total super (4nm+9m+5
2

, 2)-sisi antimagic pada gabung-

an saling lepas graf sisir Cbn jika n ≥ 3 , m ≥ 3 dan m ganjil.

Bukti. Menggunakan label titik pada lemma 4.1.2 untuk melabeli titik pada
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Gambar 4.10 SEATL dari 5Cb8 untuk d = 2
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gabungan saling lepas graf sisir mCbn. Akibatnya fungsi titik β1=fungsi titik β4.

Fungsi sisi dari β4 adalah:

β4(e
kbk) = 2nm + 3m + k; untuk k = sebarang

β4(e
kck) =

{

4nm+9m+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil
4nm+10m−k+2

2
untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap

β4(b
kck) =

{

4nm+11m−k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k genap
4nm+12m−k+1

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil

β4(e
kxk

1) = 2nm + 6m + k; untuk k = sebarang

β4(c
kyk

1) =

{

4nm+15m−k+2
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
4nm+16m−k+2

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k genap

β4(c
kxk

1) =

{

4nm+17m−k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k genap
4nm+18m−k+1

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil

β4(x
k
i y

k
i ) = 4nm + 4im + 5m + k, untuk i = 1 mod 3,

β4(c
kxk

2) =

{

4nm+21m−k+2
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k ganjil
4nm+22m−k+2

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m ,k genap

β4(x
k
i y

k
i+1) =

{

4nm+8im+15m−k+1
2

, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap
4nm+8i+m16m−k+1

2
, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β4(x
k
i x

k
i+1) = 4nm + 4im + 5m + k, untuk i = 1 mod 3,

β4(x
k
i y

k
i ) =

{

4nm+8im+11m−k+2
2

, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
4nm+8im+12m−k+2

2
, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap

β4(x
k
i x

k
i+2) =

{

4nm+8im+21m−k+1
2

, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap
4nm+8im+22m−k+1

2
, untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β4(x
k
i y

k
i+1) = 2nm + 4im + 7m + k, untuk i = 2 mod 3,

β4(x
k
i x

k
i+1) =

{

4nm+8im+17m−k+2
2

, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
4nm+8im+18m−k+2

2
, untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap

β4(x
k
i y

k
i ) =

{

4nm+8im+11m−k+1
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap
4nm+8im+12m−k+1

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
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β4(x
k
i x

k
i+2) = 2nm + 4im + 10m + k, untuk i = 2 mod 3,

β4(x
k
i y

k
i+1) =

{

4nm+8im+15m−k+2
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
4nm+8im+16m−k+2

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap

β4(x
k
i x

k
i+1) =

{

4nm+8im+17m−k+1
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap
4nm+8im+18m−k+1

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil

β4(x
k
i x

k
i+2) =

{

4nm+8im+21m−k+2
2

, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
4nm+8im+22m−k+2

2
, untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m , k genap

Rumus diatas dapat direduksi menjadi:

β4(e
kck) = 8nm+(18+1+(−1)k)−(1+(−1)k)k+(2+1+(−1)k)

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

β4(b
kck) = 8nm+(24+1+(−1)k)m−2k+4

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

β4(c
kyk

1) = 8nm+(30+1+(−1)k)m−2k+4
4

; untuk 1 ≤ k ≤ m

β4(c
kxk

1) = 8nm+(36−1+(−1)k)m−2k+2
4

; untuk 1 ≤ k ≤ m

β4(c
kxk

2) = 8nm+(42+1+(−1)k)m−2k+4
4

; untuk 1 ≤ k ≤ m

β4(x
k
i y

k
i+1) = 8nm+16im+(32−1+(−1)k)m−2k+2

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β4(x
k
i y

k
i ) = 8nm+16im+(22+1+(−1)k)m−2k+4

4
; untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β4(x
k
i x

k
i+2) = 8nm+16im+(44−1+(−1)k)m−2k+2

4
; untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β4(x
k
i x

k
i+1) = 8nm+16im+(34+1+(−1)k)m−2k+4

4
; untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β4(x
k
i y

k
i ) = 8nm+16im+(24−1+(−1)k)m−2k+2

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β4(x
k
i y

k
i+1) = 8nm+16im+(30+1+(−1)k)m−2k+4

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β4(x
k
i x

k
i+1) = 8nm+16im+(36−1+(−1)k)m−2k+2

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

β4(x
k
i x

k
i+2) = 8nm+16im+(42+1+(−1)k)m−2k+4

4
; untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m

Berdasarkan fungsi diatas fungsi sisi β4 adalah fungsi yang bijektif karena

β4 : V (mCbn) → {2nm+3m+1, . . . , 6nm+6m}. Didefinisikan Wβ4
adalah fungsi

bobot total untuk d = 2.
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Wβ4
(ekbk) = {wβ1

(ekbk) + β4(e
kbk); untuk 1 ≤ k ≤ m}

= (3m+2k+1
2

) + (2nm + 3m + k)

= 3m+1+2k+4nm+6m+2k
2

= 4nm+9m+4k+1
2

Wβ4
(ekck) = {wβ1

(ekck) + β4(e
kck); untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (6m−k+3
2

) + (4nm+9m−k+2
2

)

= 4nm+15m−2k+5
2

Wβ4
(ekck) = {wβ1

(ekck) + β4(e
kck); untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (7m−k+3
2

) + (4nm+10m−k+2
2

)

= 4nm+17m−2k+5
2

Wβ4
(bkck) = {wβ1

(bkck) + β4(b
kck); untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8m−k+2
2

) + (4nm+11m−k+1
2

)

= 4nm+19m−2k+3
2

Wβ4
(bkck) = {wβ1

(bkck) + β4(b
kck); untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (9m−k+2
2

) + (4nm+12m−k+1
2

)

= 4nm+21m−2k+3
2

Wβ4
(ekxk

1) = {wβ1
(ekxk

1) + β4(e
kxk

1); untuk 1 ≤ k ≤ m, }

= (9m+2k+1
2

) + (4nm+12m+2k
2

)

= 4nm+21m+4k+1
2

Wβ4
(ckyk

1) = {wβ1
(ckyk

1) + β4(c
kyk

1); untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (12m−k+3
2

) + (4nm+15m−k+2
2

)

= 4nm+27m−2k+5
2

Wβ4
(ckyk

1) = {wβ1
(ckyk

1) + β4(c
kyk

1); untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (13m−k+3
2

) + (4nm+16m−k+2
2

)

= 4nm+29m−2k+5
2

Wβ4
(ckxk

1) = {wβ1
(ckxk

1) + β4(c
kxk

1); untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (14m−k+2
2

) + (4nm+17m−k+1
2

)

= 4nm+31m−2k+3
2

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


74

Wβ4
(ckxk

1) = {wβ1
(ckxk

1) + β4(c
kxk

1); untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (15m−k+2
2

) + (4nm+18m−k+1
2

)

= 4nm+33m−2k+3
2

Wβ4
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β4(x

k
i y

k
i ); untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m}

= (8im+7m+2k+1
2

) + (4nm+8im+10m+2k
2

)

= 4nm+16im+17m+4k+1
2

Wβ4
(ckxk

2) = {wβ1
(ckxk

2) + β4(c
kxk

2); untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (18m−k+3
2

) + (4nm+21m−k+2
2

)

= 4nm+39m−2k+5
2

Wβ4
(ckxk

2) = {wβ1
(ckxk

2) + β4(c
kxk

2); untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (19m−k+3
2

) + (4nm+22m−k+2
2

)

= 8nm+41m−2k+5
2

Wβ4
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β4(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 1 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+12m−k+2
2

) + (4nm−8im+15m−k+1
2

)

= 4nm+27m−2k+3
2

Wβ4
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β4(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 1 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+13m−k+2
2

) + (12nm+8im+2m+k+1
2

)

= 12nm+16im+15m+3
2

Wβ4
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β4(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 1 mod 3, 1 ≤ k ≤ m}

= (8im+13m+2k+1
2

) + (4nm+8im+16m+2k
2

)

= 4nm+16im+29m+4k+1
2

Wβ4
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β4(x

k
i y

k
i ); untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+8m−k+3
2

) + (4nm+8im+11m−k+2
2

)

= 4nm+16im+19m−2k+5
2

Wβ4
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β4(x

k
i y

k
i ); untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+9m−k+3
2

) + (4nm+8im+12m−k+2
2

)

= 4nm+16im+21m−2k+5
2
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Wβ4
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β4(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 1 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+18m−k+2
2

) + (4nm+8im+21m−k+1
2

)

= 4nm+16im+39m−2k+3
2

Wβ4
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β4(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 1 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+19m−k+2
2

) + (4nm+8im+22m−k+1
2

)

= 4nm+16im+41m−2k+3
2

Wβ4
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β4(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m}

= (8im+11m+2k+1
2

) + (4nm+8im+14m+2k
2

)

= 4nm+16im+25m+4k+1
2

Wβ4
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β4(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 2 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+14m−k+3
2

) + (4nm+8im+17m−k+2
2

)

= 4nm+16im+31m−2k+5
2

Wβ4
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β4(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 2 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+15m−k+3
2

) + (4nm+8im+18m−k+2
2

)

= 4nm+16im+33m−2k+5
2

Wβ4
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β4(x

k
i y

k
i ); untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+8m−k+2
2

) + (4nm+8im+11m−k+1
2

)

= 4nm+16im+19m−2k+3
2

Wβ4
(xk

i y
k
i ) = {wβ1

(xk
i y

k
i ) + β4(x

k
i y

k
i ); untuk i = 3 mod 3, 1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+9m−k+2
2

) + (4nm+8im+12m−k+1
2

)

= 4nm+16im+21m−2k+3
2

Wβ4
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β4(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 2 mod 3, 1 ≤ k ≤ m}

= (8im+17m+2k+1
2

) + (4nm+8im+20m+2k
2

)

= 4nm+16im+37m+4k+1
2
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Wβ4
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β4(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+12m−k+3
2

) + (4nm+8im+15m−k+2
2

)

= 4nm+16im+27m−2k+5
2

Wβ4
(xk

i y
k
i+1) = {wβ1

(xk
i y

k
i+1) + β4(x

k
i y

k
i+1); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+13m−k+3
2

) + (4nm+8im+16m−k+2
2

)

= 4nm+16im+29m−2k+5
2

Wβ4
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β4(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+14m−k+2
2

) + (4nm+8im+17m−k+1
2

)

= 4nm+16im+31m−2k+3
2

Wβ4
(xk

i x
k
i+1) = {wβ1

(xk
i x

k
i+1) + β4(x

k
i x

k
i+1); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+15m−k+2
2

) + (4nm+8im+18m−k+1
2

)

= 4nm+16im+33m−2k+3
2

Wβ4
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β4(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k ganjil}

= (8im+18m−k+3
2

) + (4nm+8im+21m−k+2
2

)

= 4nm+16im+39m−2k+5
2

Wβ4
(xk

i x
k
i+2) = {wβ1

(xk
i x

k
i+2) + β4(x

k
i x

k
i+2); untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m, k genap}

= (8im+19m−k+3
2

) + (4nm+8im+22m−k+2
2

)

= 12nm+16im+41m−2k+5
2

Rumus diatas dapat direduksi menjadi:

Wβ4
(ekck) = 8nm+(30+2(1+(−1)k))m−4k+10)

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

Wβ4
(bkck) = 8nm+(42−2(+1+(−1)k)))m−4k+6

4
; untuk 1 ≤ k ≤ m

Wβ4
(ckyk

1) = 8nm+(54+2(1+(−1)k)))m−4k+10
4

; untuk 1 ≤ k ≤ m

Wβ4
(ckxk

1) = 8nm+(66−2(1+(−1)k)))m−4k+6
4

; untuk 1 ≤ k ≤ m
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Wβ4
(ckxk

2) = 8nm+(78+2(1+(−1)k)))m−4k+10
4

; untuk 1 ≤ k ≤ m

Wβ4
(xk

i y
k
i ) = 8nm+32im+(38+2(1+(−1)k )))m−4k+10

4
; untuk i = 2 mod 3,

1 ≤ k ≤ m

Wβ4
(xk

i x
k
i+1) = 8nm+32im+(62+2(1+(−1)k )))m−4k+10

4
; untuk i = 2 mod 3,

1 ≤ k ≤ m

Wβ4
(xk

i y
k
i+1) = 8nm+32im+(54+2(1+(−1)k )))m−4k+10

4
; untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m

Wβ4
(xk

i x
k
i+1) = 8nm+32im+(66−2(1+(−1)k )))m−4k+6

4
; untuk i = 3 mod 3,

1 ≤ k ≤ m

Wβ4
(xk

i x
k
i+2) = 8nm+32im+(78+2(1+(−1)k ))m−4k+10

4
; untuk i = 1 mod 3,

1 ≤ k ≤ m

Himpunan bobot total yaitu {4nm+9m+4k+1
2

, . . . , 12nm+16im+41m−2k+5
2

}. Bobot

total terkecil terletak pada fungsi Wβ4(e
kbk) = 4nm+9m+4k+1

2
untuk k = 1, dan

bobot total terbesar terletak pada fungsi Wβ4(x
k
i y

k
i ) = 21nm+16im+21m−2k+5

2
untuk

i = n dan k = 2. Untuk membuktikannya kita gunakan rumus Un dengan mema-

sukkan nilai a = 4nm+9m+4k+1
2

dan beda d=2. Berdasarkan penjelasan tersebut,

terbukti bahwa gabungan saling lepas pada graf sisir mCbn mempunyai pelabelan

total super (4nm+9m+5
2

, 2)-sisi antimagic untuk n ≥ 3, m ≥ 3 dan m ganjil. �

4.2 Pembahasan

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan batas atas dari graf sisir tung-

gal (Cbn) dan pada gabungan saling lepas mCbn. Serta menentukan pelabelan to-

tal super (a, d)-sisi antimagic pada graf sisir tunggal (Cbn) maupun pada gabung-

an saling lepas (mCbn). Dari hasil penelitian pada tiga nilai d yang berbeda,

diperoleh dua lemma dan enam teorema baru tentang pelabelan total super pada

graf sisir tunggal Cbn dan gabungan saling lepas mCbn.

Penelitian ini dimulai dengan menentukan batas atas dari graf sisir baik un-

tuk tunggal dan gabungan. Dalam penentuan batas atas kita memerlukan nilai

p dan q. Setelah didapatkan nilai p dan q, gunakan lemma 1 untuk menentukan

batas atas. Tujuan dari penentuan batas atas pada graf sisir adalah untuk menge-

tahui berapa nilai d yang mungkin ditemukan pada graf ini. Pada graf sisir tunggal
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maupun gabungan didapatkan batas atas d yaitu ≤ 2. Karena pada pelabelan

total super himpunan yang digunakan adalah himpunan bilangan bulat positif

maka elemen dari d adalah {0,1,2}.

Setelah mendapatkan nilai d, dilanjutkan dengan mencari pelabelan total

super (a, d)-sisi antimagic pada nilai d yang berbeda tersebut. Kemudian mencari

fungsi dari pelabelan total tersebut. Ada tiga kondisi dalam mencari pelabelan

total super (a, d)-sisi antimagic yaitu ketika d = 0, d = 1 dan d = 2. Ketiga

kondisi tersebut berlaku untuk graf sisir tunggal maupun graf sisir gabungan.

Proses pencarian fungsi dari pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic untuk graf

sisir tunggal dan gabungan adalah sama.

Untuk kondisi pertama yaitu ketika d=0. Labeli setiap titik pada graf sisir

baik untuk tunggal dan gabungan sampai membentuk pola. Kemudian mencari

fungsi dari setiap titik tersebut. Dilanjutkan menghitung bobot sisi dari EAV L

yang didefinisikan dengan w. Bobot sisi didapat dengan menghitung dua label

titik yang mengapit sebuah sisi. Lalu mencari fungsi dari setiap bobot sisi yang

didapat. Setelah itu melabeli setiap sisi, dimulai dari sisi yang nilai w-nya terbesar

sampai nilai w terkecil. Label sisi dimulai dari p+1 sampai p+q, dari setiap sisi

dicari fungsinya. Terakhir menentukan fungsi dari bobot total yang didefinisikan

dengan W . Fungsi W didapatkan dengan menjumlahkan fungsi bobot sisi (w) dan

fungsi sisi yang bersesuaian. Fungsi-fungsi yang didapat harus berlaku secara

umum. Untuk mengetahui apakah fungsi tersebut berlaku secara umum atau

tidak dicek pada nilai n dan m yang berbeda. Pada graf sisir tunggal, misalkan

kita menggunakan n=6 untuk mencari fungsi-fungsinya, maka kita mengeceknya

pada nilai n selain n=6. Dimana n adalah banyaknya expand dari graf sisir. Pada

penelitian ini untuk graf sisir tunggal fungsi yang didapat berlaku untuk n ≥ 3.

Sedangkan pada gabungan graf sisir dicek pada n dan m yang berbeda dimana

m merupakan banyaknya salinan dari graf sisir. Misalkan, untuk mencari fungsi-

fungsinya kita menggunakan n=6 dan m=5 maka kita mengeceknya di n selain

n=6 dan n ≥ 3. Karena pelabelan total pada penelitian ini hanya ditemukan

pada m=3,5,7,9,11 maka untuk mengeceknya kita coba di m=3,7,9,11. Hasil dari

penelitian ini fungsi-fungsi yang didapat berlaku untuk n dan m ≥ 3 serta hanya
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untuk m ganjil, untuk m genap peneliti belum menggunakan.

Pada kondisi kedua ketika d=1, untuk penentuan label titik, fungsi titik,

bobot sisi dan fungsinya hasilnya sama seperti pada kondisi d=0 baik untuk tung-

gal dan gabungan. Perbedaannya terletak pada penempatan label sisi. Label

sisi tetap dimulai dari p+1, dan sampai p+q. Ada beberapa cara untuk melabeli

sisinya, salah satunya adalah label sisi terkecil diletakkan pada bobot sisi terbesar

pertama, kemudian label sisi terkecil kedua diletakkan pada bobot sisi terbesar

ketiga. Dilanjutkan untuk label sisi selanjutnya sampai kita melabeli sisi yang

jumlah bobot sisinya terkecil. Setelah melabeli sisi yang bobot sisinya terkecil,

kita lanjutkan untuk melabeli sisi yang bobot sisinya terbesar kedua, lalu bobot

sisi terbesar keempat dan terakhir melabeli sisi yang bobot sisinya terkecil kedua.

Jadi label sisi terbesar terletak pada bobot sisi terkecil kedua. Setelah selesai

melabeli sisi, mencari fungsi dari label sisi yang telah ditemukan. Mencari bobot

total, caranya sama seperti di d = 0. Dikarenakan ada beberapa cara untuk mela-

beli sisinya, maka untuk kondisi d=1 digunakan bukti alternatif. Untuk pelabelan

total super (a, d)-sisi antimagic pada graf sisir tunggal, bukti alternatifnya meng-

gunakan lemma 2. Sedangkan untuk pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic

pada gabungan graf sisir, bukti alternatifnya menggunakan 2.2.1 dengan syarat

jumlah sisinya harus ganjil. Fungsi yang dihasilkan pada d = 1, untuk tunggal

berlaku untuk n ≥ 3. Dan untuk gabungannya fungsi yang dihasilkan berlaku

untuk n dan m ≥ 3 serta hanya untuk m ganjil. Untuk m genap peneliti belum

dapat menemukan. Untuk proses pengecekan fungsi, metodenya sama dengan di

d=0.

Proses untuk mencari pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf

sisir tunggal dan gabungan di d = 2 hampir sama dengan di d = 0 dan d = 1.

Pelabelan titik, fungsi titik, bobot sisi, dan fungsi bobot sisi yang dimiliki oleh

d = 2 sama dengan di d = 0 dan d = 1. Pelabelan sisinya dimulai dari p + 1

sampai p+q, perbedaanya terletak pada penempatan label sisi. Label sisi pertama

diletakkan pada bobot sisi terkecil pertama, label sisi kedua diletakkan pada bobot

sisi terkecil kedua, diurutkan sampai bobot sisi terbesar. Setelah mendapatkan

label sisi, dilanjutkan mencari fungsi sisi dari setiap sisi. Langkah terakhir mencari
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bobot total beserta fungsinya d = 2. Fungsi yang dihasilkan untuk tunggal juga

bersyarat n ≥ 3 dan untuk gabungan bersyarat n dan m ≥ 3 serta m ganjil.

Untuk m genap, peneliti juga belum menemukan di d = 2.

Dari hasil yang didapat diketahui bahwa, pada tiga nilai d yang berbeda

menghasilkan nilai awal (a) yang berbeda. Tetapi untuk pelabelan titik, fungsi

titik, bobot sisi dan fungsi bobot sisi untuk ketiga kondisi tersebut sama. Sedang-

kan untuk label sisinya terdapat perbedaan, sehingga untuk fungsi sisi, bobot total

serta fungsi bobot total juga berbeda. Graf sisir Cbn, untuk nilai d = 0, d = 1

dan d = 2 berlaku syarat yang sama yaitu n ≥ 3. Dan untuk gabungan saling

lepas graf sisir mCbn, untuk nilai d = 0, d = 1 dan d = 2 berlaku syarat n ≥ 3

dan m ≥ 3 untuk m ganjil.

Masalah terbuka 4.2.1. Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabung-

an graf sisir mCbn, n ≥ 3 dan m genap untuk d = 0, d = 1 dan d = 2.
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada penelitan ini dapat ditarik kesim-

pulan bahwa.

a. Pada graf sisir tunggal dan gabungan saling lepas memiliki batas atas (d)

yang sama yaitu d ∈ {0, 1, 2}.

b. Graf sisir tunggal Cbn memiliki pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic pada

graf sisir Cbn jika n ≥ 3. Graf sisir tunggal Cbn memiliki pelabelan total

super (6n − 9, 0), (4n + 8, 1), (2n + 7, 2)-sisi antimagic untuk n ≥ 3.

c. Graf sisir gabungan mCbn memiliki pelabelan titik (3m+2k+1
2

, 1)-sisi an-

timagic untuk n dan m ≥ 3 serta m ganjil. Graf sisir gabungan saling

lepas mCbn memiliki pelabelan total super (12nm+15m+3
2

, 0), (16nm+24m+8
2

, 1),

(4nm+9m+5
2

, 2)-sisi antimagic untuk n dan m ≥ 3 serta m ganjil.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan total super (a, d)-sisi an-

timagic serta mengacu pada open problem dari hasil penelitian yang telah dite-

mukan, maka peneliti memberikan saran kepada pembaca agar dapat melakukan

penelitian pada pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf sisir gabungan

saling lepas untuk m genap.
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