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kasih sayang serta pengorbanan selama ini;

2. Kakak Syamsul dan Kakak Zaenal yang telah memberikan dukungan dan
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4. Almamater Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam
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http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id



iii

MOTTO

“Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan.

Maka apabila kamu telah selesai (dari suatu urusan), kerjakanlah

dengan sungguh-sungguh (urusan) yang lain,

dan hanya kepada Tuhanlah hendaknya kamu berharap”

(QS. Alam Nasrah: 6-8)

“Barang siapa yang menghendaki dunia, maka carilah dunia dengan ilmu.

Barang siapa menghendaki akhirat, maka carilah akhirat dengan ilmu.

Dan barang siapa menghendaki keduanya maka carilah keduanya dengan ilmu”

( Khutbatul Ali Rodliyallahu ‘anhu )
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PERNYATAAN

Saya yang bertanda tangan di bawah ini:

Nama : Mochamad Ansori

NIM : 061810101020

menyatakan dengan sesungguhnya bahwa karya tulis ilmiah yang berjudul “Pelabelan

Edge Graceful pada Beberapa Graf Terhubung” adalah benar-benar karya sendiri,

kecuali jika disebutkan sumbernya dan belum pernah diajukan pada institusi

manapun, serta bukan karya jiplakan. Saya bertanggung jawab atas keabsahan isinya

sesuai dengan sikap ilmiah yang harus dijunjung tinggi.

Demikian pernyataan ini saya buat dengan sebenarnya, tanpa adanya tekanan

dan paksaan dari pihak manapun serta bersedia mendapat sanksi akademik jika

ternyata di kemudian hari pernyataan ini tidak benar.

Jember, 25 Januari 2011

Yang menyatakan,

Mochamad Ansori
NIM 061810101020
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RINGKASAN

Pelabelan Edge Graceful pada Beberapa Graf Terhubung; Mochamad Ansori,

061810101020; 2011; 57 halaman; Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan

Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember.

Misal graf G dengan p titik dan q sisi. Pelabelan edge graceful pada graf G

adalah pemberian nilai pada sisinya dengan bilangan bulat positif  {1, 2, 3, ..., q}

sedemikian hingga titiknya mendapat label  dari penjumlahan label  sisi yang

menempel pada titik tersebut dalam modulo p yang berbeda semua, yaitu

     puvfvf
Euv

mod


 untuk setiap Vv . Dengan demikian pelabelan titiknya

memenuhi sifat bijektif dari himpunan V(G) ke himpunan bilangan bulat tak negatif

{0, 1, 2, ..., p-1}. Syarat perlu dari suatu graf G dengan p titik dan q sisi memenuhi

pelabelan edge graceful adalah      pqqpp mod1
2

1




 

 . Sebuah graf G

dikatakan edge graceful jika setiap sisi dan titik pada graf G dapat diberi label

menurut aturan edge graceful.

Tujuan yang ingin dicapai adalah mengetahui apakah graf roda nW , graf

superstar 3,mS , graf dragon 3,nD , graf grid 4 nP P , dan graf kincir angin  m
nK

merupakan graf edge graceful. Merumuskan pelabelan edge graceful secara umum

pada kelas-kelas graf tersebut jika kelas-kelas graf tersebut merupakan graf edge

graceful.

Langkah-langkah untuk mencapai tujuan diatas sebagai berikut. Langkah

pertama, menyelidiki syarat perlu pelabelan edge graceful pada graf G dengan p titik

dan q sisi. Jika memenuhi maka melanjutkan ke langkah kedua. Akan tetapi, jika

syarat perlu pelabelan edge graceful tidak terpenuhi maka graf G tersebut bukan graf
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edge graceful. Langkah kedua, memberi label  setiap sisi pada graf G dengan

himpunan bilangan bulat positif  1, 2, 3, ..., q yang berbeda semua. Langkah ketiga,

memberi label pada setiap titik dengan cara menjumlahkan label sisi yang menempel

pada titik tersebut, yaitu      puvfvf
Euv

mod


 untuk setiap Vv . Langkah

keempat, menyelidiki label titiknya, jika berbeda semua yaitu memenuhi sifat bijektif

dari himpunan titik V(G) ke himpunan bilangan bulat tak negatif {0, 1, 2, ..., p-1}

maka graf G adalah graf edge graceful dan proses pelabelan selesai, tetapi jika ada

label yang sama maka kembali ke langkah kedua. Jika proses melabeli sisi pada

langkah kedua sudah dilakukan sebanyak q! dengan label berbeda tetapi tidak

ditemukan label titik yang berbeda semua dengan label 0, 1, ..., p-1 maka graf G

bukan merupakan graf edge graceful. Langkah kelima, membentuk suatu perumusan

secara umum untuk label sisi dan label titik yang didapat dari langkah tiga dan empat.

Hasil dari penelitian ini adalah sebagai berikut. Kelas graf yang tidak

memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful yaitu graf roda nW untuk 3n , graf

grid nPP 4 untuk 4,3n , graf superstar 3,mS untuk m ganjil, graf dragon nD ,3

untuk n genap, dan graf kincir angin  m
nK untuk setiap m dan n. Dengan demikian

kelas-kelas graf tersebut bukan graf edge graceful. Kelas graf yang merupakan graf

edge graceful yaitu graf roda 3W , graf grid nPP 4 untuk 4,3n , graf superstar

3,mS untuk m genap, dan graf dragon nD ,3 untuk n ganjil.
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BAB 1.  PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam perkembangan ilmu matematika saat ini, teori graf telah menjadi

salah satu bidang ilmu dalam matematika yang paling banyak diminati dan banyak

mengalami perkembangan. Salah satu topik yang menarik dan mendapat perhatian

dalam teori graf adalah pelabelan graf. Menurut Gallian (2009) model-model yang

ada pada pelabelan graf berguna untuk aplikasi yang luas, seperti dalam masalah

dekomposisi graf, kriptografi, teori koding, kristalografi sinar-x, radar, sistem alamat

jaringan komunikasi, dan desain sirkuit.

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sadlàčk (1964), kemudian

Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Pelabelan graf merupakan fungsi dari

himpunan titik atau himpunan sisi graf ke himpunan bilangan bulat yang memiliki

aturan tertentu. Pelabelan graf ada beberapa macam, yaitu pelabelan titik, pelabelan

sisi, serta pelabelan titik dan sisi (pelabelan total). Pada skripsi ini pelabelan graf

yang dibahas adalah pelabelan sisi yaitu pelabelan edge graceful. Pada tahun 1985,

Lo memperkenalkan pelabelan edge graceful pada graf G dengan p titik dan q sisi

yang dapat diartikan sebagai pemberian nilai pada sisi-sisinya dengan bilangan bulat

positif {1, 2, ..., q} sedemikian hingga titiknya mendapat label dari penjumlahan sisi

yang menempel pada titik tersebut dalam modulo p yang berbeda semua. Dengan

demikian pelabelan titiknya memenuhi sifat bijektif dari himpunan titiknya ke

himpunan bilangan bulat tak negatif {0, 1, 2, ..., p-1}.

Beberapa penelitian telah dilakukan untuk pelabelan edge graceful pada

beberapa kelas graf. Pada tahun 2005, Alifah telah mengkaji ulang pelabelan edge

graceful pada graf lintasan Pn, graf sikel Cn, graf bintang Sn, dan graf superstar S4,n

sehingga diperoleh hasil bahwa kelas-kelas graf yang merupakan graf edge graceful

yaitu graf lintasan Pn untuk n ganjil, graf sikel Cn untuk n ganjil, graf bintang Sn
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2

untuk n ganjil, dan graf superstar S4,n untuk setiap n. Selanjutnya, Kasumasari (2009)

mengkaji ulang pelabelan edge graceful pada graf lengkap Kn, graf matahari Mn, graf

double star DSn, graf kipas Fn, graf buku Bn, graf friendship fn, graf bipartit lengkap

Km,n, graf bunga matahari SFn, serta gabungan dari graf sikel dan graf lintasan

( 3PCn  ). Hasil penelitian yang diperoleh, kelas-kelas graf yang merupakan graf

edge graceful yaitu graf lengkap Kn untuk n = 3, 4, 5, dan 7, graf kipas F2, F3, dan

F11, graf  3PCn  untuk n = 6, 8, 12, dan 14, dan graf bunga matahari SFn untuk n

= 4, 6, 8, dan 10.

Hal menarik yang dikaji dalam pelabelan edge graceful ini, yaitu bagaimana

mendapatkan label sisi dan titik yang memenuhi sifat bijektif dan berpola sehingga

dapat dirumuskan. Hingga saat ini studi analisis mengenai pelabelan sisi pada graf

untuk pelabelan edge graceful pada graf baru belum banyak diteliti dan dari

penelitian yang pernah dilakukan diatas diketahui bahwa tidak semua graf dapat

dilabelkan dengan aturan pelabelan edge graceful. Oleh karena itu pada skripsi ini,

penulis tertarik untuk meneliti mengenai pelabelan edge graceful pada beberapa kelas

graf yang berbeda yaitu graf roda nW , graf superstar nmS , khususnya untuk 3n ,

graf dragon nmD , khususnya untuk 3m , graf grid nm PP  khususnya untuk 4m ,

dan graf kincir angin  m
nK yang semuanya termasuk dalam graf terhubung.

1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

a. Menunjukkan apakah graf roda nW , graf superstar nmS , khususnya untuk 3n ,

graf dragon nmD , khususnya untuk 3m , graf grid nm PP  khususnya untuk

4m , dan graf kincir angin  m
nK merupakan graf edge graceful atau bukan.
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b. Menentukan perumusan pelabelan edge graceful pada graf roda nW , graf

superstar nmS , khususnya untuk 3n , graf dragon nmD , khususnya untuk

3m , graf grid nm PP  khususnya untuk 4m , dan graf kincir angin  m
nK jika

kelas-kelas graf tersebut merupakan graf edge graceful.

1.3 Tujuan

Tujuan dari skripsi ini antara lain:

a. Mengetahui apakah kelas-kelas graf yang telah disebutkan dalam perumusan

masalah merupakan graf edge graceful atau bukan.

b. Merumuskan pelabelan edge graceful secara umum pada kelas-kelas graf yang

telah disebutkan dalam perumusan masalah jika kelas-kelas graf tersebut

merupakan graf edge graceful.

1.4 Manfaat

Manfaat yang diharapkan dalam penulisan skripsi ini adalah menambah

pengetahuan baru dalam bidang teori graf yaitu pelabelan graf khususnya dalam

pelabelan edge graceful pada graf roda nW , graf superstar 3,mS , graf dragon 3,nD ,

graf grid 4 nP P , dan graf kincir angin  m
nK .
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijelaskan definisi tentang konsep dasar graf, perbedaan

graf terhubung dan graf tak terhubung, operasi pada graf yang diperlukan pada skripsi

ini, kelas-kelas graf yang akan dibahas pada skripsi ini, dan pelabelan edge graceful.

Definisi diambil dari Chartrand dan Lesniak (1996) kecuali jika disebutkan

sumbernya.

2.1 Definisi dan Terminologi Dasar Graf

Sebuah graf G didefinisikan sebagai pasangan dua himpunan (V(G), E(G)),

yaitu himpunan tak kosong V(G) yang anggotanya disebut titik (vertex) dan

himpunan E(G) yang anggotanya boleh kosong dari pasangan tak terurut (u,v) = uv

dari titik-titik u dan v di V(G) yang disebut sisi (edge). Kardinalitas  p V G , yaitu

banyaknya titik yang ada di G adalah orde dari G, sedangkan kardinalitas  q E G ,

yaitu banyaknya sisi yang ada di G adalah ukuran dari G. Sebagai ilustrasi, Graf G

dengan himpunan titik    654321 ,,,,, vvvvvvGV  dan himpunan sisi

   987654321 ,,,,,,,, eeeeeeeeeGE  dapat      direpresentasikan       seperti pada

Gambar 2.1.

Gambar 2.1  Graf G
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v3

e1

e3

e4

v4v1
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v6
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e6e7
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5

Dari Gambar 2.1 terlihat bahwa 211 vve  , 2 1 3e v v , 3 4 6e v v , 544 vve  , 5 2 5e v v ,

6 3 6e v v , 417 vve  , 528 vve  , dan 639 vve  . Jadi pada graf G kardinalitas himpunan

titik dan sisinya adalah   6GV dan   9GE .

Misalkan titik u dan v adalah titik pada G, titik u dan v dikatakan bertetangga

(adjacent) jika terdapat sisi e uv yang menghubungkan kedua titik tersebut.

Sedangkan sisi e uv dikatakan menempel (incident) dengan titik u dan v. Pada

Gambar 2.1 titik 3v bertetangga dengan titik 621 dan,, vvv sedangkan titik 3v tidak

bertetangga dengan titik 5v dan sisi 7e menempel pada titik 41 dan vv tetapi tidak

menempel pada titik 3v .

Derajat  dari  titik v di  graf G adalah  banyaknya sisi  yang  menempel

dengan titik v di G, dan dapat  dinotasikan sebagai  d v atau deg (v). Derajat

masing-masing titik pada graf G pada Gambar 2.1 adalah

           1 2 3 4 5 6 3d v d v d v d v d v d v      . Sebuah titik v yang memiliki

derajat nol (berarti v tidak bertetangga dengan semua titik lainnya di G) disebut titik

terisolasi. Sebuah titik yang berderajat satu disebut titik ujung. Pada Gambar 2.2 titik

v6 disebut titik ujung dan titik v7 disebut titik terisolasi. Jika setiap titik v di G

mempunyai derajat yang sama, maka graf G dinamakan graf reguler. Gambar 2.1

adalah graf reguler dimana derajat setiap titiknya adalah 3, sedangkan Gambar 2.2

bukan graf reguler, karena ada titik di G yang mempunyai derajat tidak sama yaitu

  21 vd sedangkan   43 vd .

Gambar 2.2 Bukan graf reguler

v1

v2

v3

v4

v5 v6

v7
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Loop pada graf G adalah sisi yang menghubungkan sebuah titik v di G dengan

dirinya sendiri. Sisi rangkap (multiple edge) terjadi apabila terdapat lebih dari satu

sisi yang menghubungkan dua titik yang sama di G. Sebuah graf G yang mengandung

loop atau sisi rangkap (multiple edge) disebut graf tidak sederhana, sedangkan sebuah

graf G yang tidak mengandung loop dan sisi rangkap (multiple edge) disebut graf

sederhana. Untuk selanjutnya, graf  yang  dibahas  dalam  skripsi ini adalah graf

sederhana. Gambar 2.3 adalah contoh yang menunjukkan e7 adalah loop dan e1,

e2, e3 adalah sisi rangkap.

Gambar 2.3 Graf untuk mengilustrasikan loop dan sisi rangkap

Misalkan    222111 ,dan, EVGEVG  . 1G dikatakan subgraf dari 2G , jika

21 VV  (himpunan titik 1V merupakan himpunan bagian dari himpunan titik 2V ) dan

21 EE  (himpunan sisi 1E merupakan himpunan bagian dari himpunan sisi 2E ).

Untuk selanjutnya, 1G subgraf dari 2G dinotasikan dengan 21 GG  . Misalkan graf

G dengan p titik dan q sisi, kemungkinan subgraf dari graf G sebanyak 12 q .

Gambar 2.4 menunjukkan graf F dan H merupakan subgraf dari graf G.

Gambar 2.4 Graf G dengan beberapa subgrafnya

e7
v1 v2
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v5 v6
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e6 e7

e8

F:

v2

e2
v3e1 e4
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2.2 Graf Terhubung dan Graf Tak Terhubung

Sebuah jalan (walk) di graf G yang dinotasikan W(G) adalah barisan hingga

yang diawali dan diakhiri oleh titik, yang unsur – unsurnya bergantian antara titik dan

sisi, yaitu )1(,,,...,,,,:)( 12211   kvevevevGW kkk sedemikian hingga 1 iii vve

adalah sisi untuk 1,...,3,2,1  ki . Jalan W(G) dikatakan tertutup jika kvv 1 dan

terbuka jika kvv 1 . Jejak (trail) adalah jalan W(G) yang semua sisinya berbeda

(sisinya tidak berulang). Bila pada trail titik awal sama dengan titik akhir ( kvv 1 ),

maka trail itu disebut trail tertutup atau sirkuit. Jika pada suatu trail semua titiknya

berbeda, maka trail itu disebut lintasan (path). Jika pada path titik awal sama dengan

titik akhir ( kvv 1 ), maka path itu disebut path tertutup atau sikel (cycle). Pada

Gambar 2.5 diberikan contoh suatu graf G dengan

2 1 1 2 4 5 3 6 4 6 3 8 5, , , , , , , , , , , ,v e v e v e v e v e v e v adalah jalan, 1 2 4 3 2 4 3 5 4 7 5, , , , , , , , , ,v e v e v e v e v e v

adalah jejak, 2 4 3 8 5 7 4 2 1, , , , , , , ,v e v e v e v e v adalah lintasan,

11234635421 ,,,,,,,,,, vevevevevev adalah sirkuit, dan 4 7 5 8 3 4 2 3 4, , , , , , , ,v e v e v e v e v adalah

sikel.

Gambar 2.5 Graf untuk mengilustrasikan jalan, jejak, lintasan, sirkuit, dan sikel

Graf G = ( V(G), E(G)) dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik u, v

berbeda di G, terdapat lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut. Sebaliknya,

jika tidak demikian maka graf G dikatakan graf tak terhubung. Sebagai contoh,

Gambar 2.5 adalah graf terhubung sedangkan Gambar 2.2 adalah graf tak terhubung

karena untuk titik 6v dan 7v tidak ada lintasan yang menghubungkan.
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2.3 Hasil Kali Kartesius Dua Graf

Berikut diberikan operasi pada graf yang diperlukan pada skripsi ini.

Misalkan diberikan dua graf  1 1 1,G V E dan  2 2 2,G V E . Graf hasil kali kartesius

G antara 1 2 danG G yang dinotasikan dengan 1 2G G adalah suatu graf dengan

     1 2V G V G V G  dan untuk setiap titik    1 2 1 2,  dan ,u u u v v v  di  V G , u

bertetangga dengan v di G jika

 1 1 2 2 2 danu v v u E G 

atau

 2 2 1 1 1 danu v v u E G  .

Untuk memberikan  gambaran  tentang  operasi  hasil  kali kartesius dari dua graf

akan ditunjukkan oleh Gambar 2.6.

Gambar 2.6 Operasi hasil kali kartesius dari dua graf

2.4 Klasifikasi Graf

Graf diklasifikasikan dalam beberapa kelas. Dalam skripsi ini, kelas graf yang

akan dibahas yaitu graf roda nW , graf superstar 3,mS , graf dragon 3,nD , graf grid

4 nP P , dan graf kincir angin  m
nK yang semuanya merupakan graf sederhana yang

terhubung. Berikut akan didefinisikan beberapa graf yaitu graf lintasan Pn, graf sikel

G1

u1 v1

w1

21 GG 

(u1,u2)

(w1,u2)

(v1,u2)

(w1,w2)

G2

u2 v2

w2

(u1,v2) (v1,v2)

(w1,v2)

(u1,w2) (v1,w2)
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Cn, graf pohon Tn, graf bipartit, dan graf bintang Sn untuk mendefinisikan graf-graf

yang akan dibahas.

Graf lintasan Pn = (V,E) adalah graf berorde n dan titik-titiknya dapat

diurutkan menjadi barisan v1, v2, v3, …, vn-1, vn sedemikian sehingga E = {v1v2, v2v3,

…,vn-1vn}. Dalam hal ini v2, v3, …, vn-1 dinamakan titik internal, dan v1 dan vn

dinamakan titik ujung lintasan. Panjang lintasan didefinisikan sebagai banyaknya sisi

di lintasan (Taufik, 2008). Semua titik pada Pn yang berderajat 2 disebut titik intenal

sedangkan kedua titik ujung lintasan berderajat 1. Dengan demikian graf lintasan Pn

dengan n ≥ 2 mempunyai n titik dan n-1 sisi. Contoh graf lintasan 12P

ditunjukkan pada Gambar 2.7.

Gambar 2.7 Graf Lintasan 12P

Graf sikel (V,E) adalah graf sederhana berorde n yang titik-titiknya dapat

diurutkan menjadi barisan v1, v2, v3, …, vn-1, v1 sedemikian     sehingga E = { v1 v2,

v2 v3, …,vn-1 vn, vn v1}. Dengan dimikian setiap titik pada graf sikel berderajat dua.

Ukuran atau panjang dari graf sikel dinyatakan dengan banyaknya titik atau

banyaknya sisi pada sikel. Jika banyaknya sikel adalah genap maka disebut sikel

genap, dan jika panjang sikel tersebut ganjil maka disebut sikel ganjil. Sikel dengan

panjang n, untuk n ≥ 3 dinotasikan dengan Cn (Zuchri, 2009). Pada Gambar 2.8, 8C :

v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v1 merupakan contoh sikel genap dengan panjang 8.

v2

v3

v4

v1

v5

v6

v7

v8

v10

v9

v11

v12

v1

v8

v7

v6

v2

v5

v4

v3

Gambar 2.8 Graf sikel 8C
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Graf roda yang dinotasikan dengan Wn adalah graf yang dihasilkan dari graf

sikel Cn dan satu titik yang bertetangga dengan semua titik di Cn yang disebut titik

pusat (Gallian, 2009). Dengan demikian graf roda Wn dengan n ≥ 3 mempunyai

n + 1 titik dan 2n sisi. Gambar 2.9 adalah contoh dari graf roda W5.

Gambar 2.9 Graf roda W5

Graf pohon Tn adalah graf terhubung berorde n yang tidak memuat sikel

sebagai subgrafnya. Titik-titik berderajat satu pada pohon dinamakan daun. Contoh

graf pohon 8T dapat dilihat pada Gambar 2.10.

Gambar 2.10 Graf pohon 8T

Suatu graf G dikatakan bipartit jika himpunan titik V(G) dapat dipartisi

menjadi dua himpunan yaitu V1(G) dan V2(G) sehingga setiap sisi dari G

menghubungkan sebuah titik di V1 dan V2. Jika setiap titik di 1V bertetangga dengan

setiap titik di 2V , maka graf G disebut graf bipartit lengkap. Jika mV 1 dan

nV 2 , maka graf bipartit lengkap dinotasikan dengan Km,n. Gambar 2.11 (a)

merupakan contoh graf bipartit karena himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi dua

bagian dengan    1 1 3 5, ,V G v v v dan    2 2 4 6, ,V G v v v , dan Gambar 2.11 (b)

v1

v2 v3

v5v6

v0

v1 v5

v8

v7v6

v4v3
v2
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merupakan graf bipartit lengkap K2,6 karena setiap  titik  di V1 bertetangga  dengan

setiap  titik di V2 dimana    1 1 8,V G v v dan    2 2 3 4 5 6 7, , , , ,V G v v v v v v .

Gambar 2.11 (a) Graf bipartit dan (b) graf bipartit lengkap K2,6

Graf bintang Sn adalah graf pohon berorde n+1 dan memiliki 1 titik berderajat

n. Untuk mempermudah pembahasan, titik v nS berderajat n dinamakan pusat

bintang, dan setiap nSP 2 dinamakan sinar bintang (Taufik, 2008). Graf bintang nS

merupakan bentuk khusus dari graf bipartit lengkap nK ,1 atau 1,nK . Pada Gambar

2.12 dapat dilihat graf bintang 5S dengan pusat bintang 1v dan 5 buah sinar bintang,

yakni 54321 ,,,, vuvuvuvuvu .

v1

v3

v5

v2

v6

v4

v1 v3 v5

v2 v6v4

(a)

v3 v4

v1 v8

v5 v6 v7v2

(b)

v

u1

u5

u4

u2

u3

Gambar 2.12 Graf bintang 5S
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Graf superstar adalah graf yang dibentuk dari gabungan m buah graf lintasan

nP dengan satu titik pusat yaitu titik v, dimana tepat satu titik yang berderajat satu

dari m buah graf lintasan nP dihubungkan ke titik v. Dengan demikian Graf superstar

mempunyai satu titik berderajat m, m buah titik berderajat satu, dan  1nm buah

titik berderajat dua. Untuk selanjutnya graf superstar dinotasikan nmS , dengan m

adalah banyaknya lintasan dan n adalah banyaknya titik di setiap lintasan, sehingga

graf superstar nmS , mempunyai 1mn titik dan mn sisi (Shiu, 1998). Contoh graf

superstar 3,5S dapat dilihat pada Gambar 2.13.

Gambar 2.13 Graf superstar 3,5S

Graf dragon Dm,n adalah graf yang dibentuk dengan menempelkan salah satu

titik ujung pada graf lintasan Pn untuk n ≥ 2 dengan satu buah titik pada sebuah graf

sikel Cm untuk 3m (Gallian, 2009). Dengan demikian graf dragon Dm,n

mempunyai  1 nm titik    dan  1 nm sisi.   Contoh    graf dragon D5,4

diberikan pada Gambar 2.14.
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Gambar 2.14 Graf dragon 4,5D
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Graf grid nm PP  adalah suatu graf yang terbentuk dari hasil kali kartesius

dua graf lintasan yaitu graf lintasan Pm dan graf lintasan Pn. Graf grid nm PP  yang

terdiri dari m baris titik mempunyai mn titik. Gambar 2.15 adalah graf grid 53 PP  .

Gambar 2.15 Graf grid 53 PP 

Graf lengkap nK adalah sebuah graf sederhana yang setiap titiknya saling

bertetangga dengan titik lainnya dan masing – masing titik berderajat n – 1. Dengan

demikian graf lengkap nK mempunyai n titik dan
2

)1( nn sisi. Gambar 2.16

merupakan contoh graf lengkap 7K .

Gambar 2.16 Graf lengkap 7K

Graf  kincir angin  m
nK dengan 2m dan n > 3 adalah graf yang dibentuk dari

gabungan m buah graf lengkap nK dengan satu titik pusat yaitu titik v (Weisstein, 1999).
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Setiap graf lengkap nK pada graf  kincir angin  m
nK mempunyai 1n sisi yang menempel

dengan titik pusat. Dengan demikian graf  kincir angin  m
nK mempunyai 1mmn titik

dan
2

2 mnmn 
sisi. Contoh graf  kincir angin  4

5K dapat dilihat pada Gambar 2.17.

Gambar 2.17 Graf kincir angin  4
5K

2.5 Fungsi

Suatu fungsi f dari himpunan A ke himpunan B adalah suatu relasi yang

memasangkan setiap elemen dari A secara tunggal dengan elemen pada B. Himpunan

A dinamakan daerah asal (domain) dari fungsi f dan himpunan B dinamakan daerah

kawan (kodomain) dari fungsi f, sedangkan himpunan dari semua peta di B

dinamakan daerah hasil (range) dari fungsi f (Bartle dan Sherbert, 2000).

Dengan memperhatikan elemen-elemen pada masing-masing himpunan A dan

B yang direlasikan dalam suatu fungsi, maka terdapat tiga sifat fungsi yaitu sebagai

berikut.

a. Fungsi satu-satu (injektif)

Fungsi f dikatakan satu-satu (injektif)  apabila fungsi f tersebut mempunyai

sifat bahwa setiap elemen yang berbeda pada daerah asal memiliki peta yang berbeda

pada daerah hasil (range) sehingga untuk Aqp  , jika qp  maka    qfpf 

v1
v2

v3

v6

v4

v5

v7

v8

v9

v11

v12

v10

v13v16

v14v15

v

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id



15

(Bartle dan Sherbert, 2000). Fungsi pada A={bilangan asli} yang didefinisikan

dengan   xxf 2 adalah fungsi satu-satu (injektif), sebab kelipatan dua dari setiap

dua bilangan yang berlainan di A adalah berlainan pula seperti yang diilustrasikan

dengan diagram panah pada Gambar 2.18.

Gambar 2.18 Contoh fungsi satu-satu (injektif)

b. Fungsi onto (surjektif)

Fungsi f dikatakan onto (surjektif) apabila   BAf  yang berarti setiap

elemen di B merupakan peta dari sekurang-kurangnya satu di A, atau dengan kata lain

fungsi f dikatakan onto (surjektif) apabila fungsi f tersebut memiliki sifat bahwa

setiap elemen dari daerah kawan (kodomain) memiliki prapeta dalam daerah asal

(domain) (Bartle dan Sherbert, 2000). Misal    zyxBdcbaA ,,dan,,,  dan

fungsi f :A B yang didefinisikan dengan diagram panah pada Gambar 2.19 adalah

suatu fungsi onto (surjektif) karena daerah hasil (range) f adalah sama dengan daerah

kawan (kodomain) dari f (himpunan B).

Gambar 2.19 Contoh fungsi onto (surjektif)

a
b
c
d

x
y
z

A B

1
2
3
4

1
2
3
4
5
6
7
8

A B

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id



16

c. Fungsi bijektif

Fungsi f dikatakan bijektif apabila fungsi tersebut memenuhi fungsi satu-satu

(injektif) dan fungsi onto (surjektif) (Bartle dan Sherbert, 2000). Relasi dari

   rqpBcbaA ,,dan,,  yang didefinisikan sebagai diagram panah pada

Gambar 2.20 adalah fungsi bijektif.

Gambar 2.20 Contoh fungsi bijektif

2.6 Pelabelan Edge Graceful

Pelabelan graf adalah fungsi yang mengaitkan himpunan titik atau sisi pada

graf ke himpunan bilangan bulat yang disebut label. Pada Bab 1 telah disinggung

beberapa jenis pelabelan yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi dan pelabelan total.

Pelabelan titik adalah pelabelan dengan domain himpunan titik. Pelabelan sisi adalah

pelabelan dengan domain himpunan sisi. Pelabelan total adalah pelabelan dengan

domain gabungan himpunan titik dan himpunan sisi. Salah satu pelabelan sisi yang

akan dibahas dalam skripsi ini adalah pelabelan edge graceful. Dalam Gallian (2009),

disebutkan bahwa pelabelan edge graceful diperkenalkan oleh Lo pada tahun 1985.

Definisi dan teorema tentang pelabelan edge graceful berikut ini diambil dari Gallian

(2009).

Definisi 2.1

Misal G graf dengan p titik dan q sisi. Pelabelan edge graceful pada graf G adalah

pemberian nilai pada sisinya dengan bilangan bulat positif {1, 2, 3, ..., q} sedemikian

hingga titiknya mendapat label  dari penjumlahan label  sisi yang menempel pada titik

a
b
c

p
q
r

A B
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tersebut dalam modulo p yang berbeda semua, yaitu      puvfvf
Euv

mod


 untuk

setiap Vv . Dengan demikian pelabelan titiknya memenuhi sifat bijektif dari

himpunan V(G) ke himpunan bilangan bulat tak negatif {0, 1, 2, ..., p-1}. Sebuah graf

G dikatakan edge graceful jika setiap sisi dan titik pada graf G dapat diberi label

menurut aturan edge graceful.

Teorema 2.1

Syarat perlu dari suatu graf G dengan p titik dan q sisi memenuhi pelabelan edge

graceful adalah      pqqpp mod1
2

1




 

 .

Bukti dari Teorema 2.1 dapat dilihat pada Alifah (2005).

Sebagai contoh, berikut akan diberikan pelabelan edge graceful pada graf

kipas 3F yang sebelumnya telah dikaji oleh Kasumasari (2009). Graf kipas 3F

mempunyai himpunan titik    3 1 2 3 4, , ,V F v v v v dan himpunan sisi

   3 1 2 3 4 5, , , ,E F e e e e e . Gambar 2.21 merupakan graf kipas 3F .

Gambar 2.21 Graf kipas 3F

Pada Gambar 2.20 graf kipas 3F mempunyai 4 titik dan 5 sisi. Langkah-langkah yang

diperlukan untuk melabeli graf kipas 3F dengan aturan pelabelan edge graceful

adalah sebagai berikut.

a. Menyelidiki apakah graf kipas 3F dengan 4 titik dan 5 sisi memenuhi syarat perlu

pelabelan edge graceful atau tidak. Menurut Teorema 2.1 didapatkan

v1

v2

v3

v4e2

e1 e3

e4 e5
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1) Ruas kiri (titik)

     

 

1 4 3
 mod mod 4

2 2
6 mod 4
2

p p
p








2) Ruas kanan (sisi)

     
 

1  mod 5 6 mod 4

30 mod 4
2

q q p 





karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka graf kipas 3F memenuhi syarat

perlu pelabelan edge graceful.

b. Karena graf kipas 3F memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful, maka

langkah selanjutnya memberi label pada setiap sisi pada graf kipas 3F dengan

himpunan bilangan bulat positif  1,2,3,4,5 yang berbeda semua. Pada Gambar

2.20 sisi 1e diberi label 5,  sisi 2e diberi label 1, sisi 3e diberi label 4, sisi 4e

diberi label 2, dan sisi 5e diberi label 3 sehingga seperti yang ditunjukkan pada

Gambar 2.22.

Gambar 2.22 Label sisi cara satu pada graf kipas 3F

c. Memberi label pada setiap titik pada graf kipas 3F dengan cara menjumlahkan

label sisi yang menempel pada titik tersebut.

          1 1 2 3 mod 4 5 1 4 mod 4 2f v f e f e f e      

1
5 4

2 3
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        2 1 4 mod 4 5 2 mod 4 3f v f e f e    

          3 2 4 5 mod 4 1 2 3 mod 4 2f v f e f e f e      

        4 3 5 mod 4 3 4 mod 4 3f v f e f e    

Dengan demikian pada Gambar 2.15 titik 1v mendapat label 2, titik 2v mendapat

label 3, titik 3v mendapat label 2, dan titik 4v mendapat label 3 seperti pada

Gambar 2.23 berikut.

Gambar 2.23 Label titik cara satu pada graf kipas 3F

d. Dari Gambar 2.23 terlihat pada setiap titik yang berbeda terdapat label yang sama

yaitu        2 4 1 33, 2f v f v f v f v    , sehingga label titiknya tidak

memenuhi sifat bijektif dari himpunan titik  3V F ke himpunan bilangan bulat

tak negatif  0,1,2,3 .

e. Mengulangi langkah b yaitu memberi label kembali pada setiap sisi pada graf

kipas 3F dengan himpunan bilangan bulat positif  1,2,3,4,5 yang berbeda

semua dengan cara yang lain yaitu pada Gambar 2.21 sisi 1e diberi label 1, sisi

2e diberi label 2, sisi 3e diberi label 3, sisi 4e diberi label 4, dan sisi 5e diberi

1
5 4

2 3

2

33

2
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label 5 sehingga seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.24.

Gambar 2.24 Label sisi cara dua pada graf kipas 3F

f. Memberi label pada setiap titik pada graf kipas 3F dengan cara menjumlahkan

label sisi yang menempel pada titik tersebut.

          1 1 2 3 mod 4 1 2 3 mod 4 2f v f e f e f e      

        2 1 4 mod 4 1 4 mod 4 1f v f e f e    

          3 2 4 5 mod 4 2 4 5 mod 4 3f v f e f e f e      

        4 3 5 mod 4 3 5 mod 4 0f v f e f e    

Dengan demikian pada Gambar 2.20 titik 1v mendapat label 2, titik 2v mendapat

label 1, titik 3v mendapat label 3, dan titik 4v mendapat label 0 seperti Gambar

2.25 berikut.

Gambar 2.25 Label titik cara dua pada graf kipas 3F

g. Dari Gambar 2.25 terlihat setiap titik yang berbeda mendapat label yang berbeda

yaitu        1 2 3 42, 1, 3,  dan 0f v f v f v f v    . Dengan demikian label

titiknya memenuhi sifat bijektif dari himpunan titik  3V F ke himpunan bilangan

bulat tak negatif  0,1,2,3 . Jadi, graf kipas 3F merupakan graf edge graceful.

2
1 3

4 5

2

1

3

0

2
1 3

4 5
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BAB 3. METODE PENELITIAN

Pada bab ini akan dijelaskan prosedur untuk mendapatkan pelabelan edge

graceful pada graf roda nW , graf bintang yang diperumum 2
nS , graf dragon 3,nD , graf

grid 4 nP P , dan graf kincir angin  m
nK dengan aturan pelabelan edge graceful.

3.1 Metodologi

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.

a. Metode deduktif aksiomatik

Metode ini dilakukan dengan menurunkan Teorema 2.1 (umum) ke graf

yang akan diselidiki pelabelan edge gracefulnya yaitu graf roda nW , graf superstar

3,mS , graf dragon 3,nD , graf grid 4 nP P , dan graf kincir angin  m
nK (khusus) untuk

mengetahui apakah syarat perlu pelabelan edge graceful pada graf-graf tersebut

terpenuhi atau tidak.

b. Metode coba dan salah (trial and error)

Metode ini digunakan setelah menggunakan metode deduktif aksiomatik

(jika syarat perlu terpenuhi), dimana metode ini mencoba kemungkinan-kemungkinan

dalam melabeli sisi pada graf roda nW , graf superstar 3,mS , graf dragon 3,nD , graf

grid 4 nP P , dan graf kincir angin  m
nK sedemikan hingga titiknya mendapat label

yang memenuhi aturan pelabelan edge graceful.

c. Metode pendeteksian pola (pattern recognition)

Apabila ditemukan label sisi dan titik yang memenuhi aturan pelabelan edge

graceful pada graf roda nW , graf superstar 3,mS , graf dragon 3,nD , graf grid 4 nP P ,

dan graf kincir angin  m
nK maka metode yang selanjutnya digunakan adalah metode
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pendeteksian pola untuk merumuskan pola label sisi sehingga nantinya didapatkan

perumusan label titik pada graf roda nW , graf superstar 3,mS , graf dragon 3,nD , graf

grid 4 nP P , dan graf kincir angin  m
nK secara umum.

3.2 Rancangan Penelitian

3.2.1 Penotasian Titik dan Sisi pada Graf Roda nW

Misalkan graf roda Wn mempunyai himpunan titik V(Wn) = {v0,v1, …, vn}

dengan deg(v0) = n dan deg(vi) = 3 untuk i = 1, 2, 3, …, n dan himpunan sisi E(Wn) =

{a1, a2, …, an, b1, b2, …, bn}  dengan ai = vivi+1 untuk i = 1, 2, …, n-1, an = vnv1 dan

bi = vovi untuk i = 1, 2, …, n.   Pada   Gambar 3.1 diberikan contoh penotasian titik

dan sisi pada graf roda W6.

Gambar 3.1 Penotasian titik dan sisi pada graf roda W6

3.2.2 Penotasian Titik dan Sisi pada Graf Superstar 3,mS

Misalkan graf bintang superstar 3,mS mempunyai himpunan titik

  nijm vvvvvSV 3121103, ...,,...,,,, dimana ijv adalah titik ke-i dari lintasan ke-j untuk

3,2,1i dan nj ...,,2,1 dengan deg   1ijv untuk nji ...,,2,1,1  , deg   2ijv

untuk nji ...,,2,1,3,2  , dan deg   nv 0 dan himpunan sisi

  nijm eeeeSE 312113, ...,,...,,, dimana ije adalah sisi ke-i dari lintasan ke-j untuk

v6

v5
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v4
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3,2,1i dan nj ...,,2,1 dengan   jiijij vve 1 untuk nji ...,,2,1,2,1  dan

jij vve 0 untuk nji ...,,2,1,3  . Sebagai ilustrasi, Gambar 3.2 menunjukkan

penotasian titik dan sisi pada graf superstar 3,6S

Gambar 3.2 Penotasian titik dan sisi pada graf superstar 3,6S

3.2.3 Penotasian Titik dan Sisi pada Graf Dragon 3,nD

Misalkan graf dragon 3,nD mempunyai himpunan titik

   321121,3 ,,,...,,, vvvuuuDV nn  dengan deg   11 u , deg   2iu untuk

1...,,3,2  ni , deg   31 v , dan deg   2iv untuk 3,2i dan himpunan sisi

   321121,3 ,,,...,,, bbbaaaDE nn  dengan 1 iii uua untuk 2...,,2,1  ni ,

111   nn uva , 1 iii vvb untuk 2,1i ,  dan 313 vvb  . Ilustrasi penotasian titik dan

sisi pada graf dragon 7,3D disajikan pada Gambar 3.3.
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Gambar 3.3 Penotasian titik dan sisi pada graf dragon 7,3D
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3.2.4 Penotasian Titik dan Sisi pada Graf grid 4 nP P

Misalkan graf grid nPP 4 mempunyai himpunan titik

   412114 ...,,...,,, nijn vvvvPPV  dimana ijv adalah titik ke-i dari baris ke-j untuk

ni ...,,2,1 dan 3,2,1j ,4 dengan deg   2ijv untuk ni ,1 dan 4,1j

deg   3ijv untuk 1...,,3,2  ni dan 4,1j , deg   3ijv untuk ni ,1 dan

3,2j , dan deg   4ijv untuk 1...,,3,2  ni dan 3,2j . Sedangkan himpunan

sisi dari graf nPP 4 adalah     312114112114 ...,,...,,,,...,,...,,, nijnijn aaaaeeeePPE 

dengan   jiijij vve 1 untuk 1...,,2,1  ni dan 3,2,1j ,4 dan  1 jiijij vva untuk

ni ...,,2,1 dan 3,2,1j . Gambar 3.4 mengilustrasikan penotasian titik dan sisi

dari graf grid 44 PP  .

Gambar 3.4 Penotasian titik dan sisi pada graf grid 44 PP 

3.2.5 Penotasian Titik dan Sisi pada Graf kincir angin  m
nK

Misalkan graf kincir angin  m
nK mempunyai himpunan titik

     mnij
m

n vvvvKV 11211 ...,,...,,,  untuk  1...,,2,1  ni dan mj ...,,2,1 dengan

deg    mnv 11  dan deg   1 nvi untuk 1...,,3,2  mmni dan himpunan sisi

       mnmn
m

n aaaeeeKE 1121111211 ...,,,,...,,,  dengan ijij vve  untuk 1...,,2,1  ni
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dan mj ...,,2,1 dan    1mod1   nvva jiijij untuk 1...,,2,1  ni dan

mj ...,,2,1 . Ilustrasi penotasian titik dan sisi pada graf kincir angin  3
4K

ditunjukkan pada Gambar 3.5.

Gambar 3.5 Penotasian titik dan sisi pada graf kincir angin  3
4K

3.3 Langkah-langkah Penelitian

Langkah-langkah penelitian yang dilakukan untuk memperoleh suatu

pelabelan edge graceful pada graf G dengan p titik dan q sisi hingga mendapatkan

perumusan pelabelannya secara umum adalah sebagai berikut.

a. Menyelidiki apakah graf G dengan p titik dan q sisi memenuhi syarat perlu

pelabelan edge graceful yaitu:      pqqpp mod1
2

1




 

 . Jika ya maka

melanjutkan ke langkah b, tetapi jika tidak maka graf G tersebut bukan graf edge

graceful. Jumlah titik dan sisi kelas-kelas graf yang akan diselidiki pelabelan

edge  gracefulnya dalam skripsi ini akan disajikan dalam Tabel 3.1.

v11

v

a11

e11

e21
e31

a21

e13

a22

e22
e32

a12

e12
e33

a23

a13

a31

a33

e23

a32

v21

v31

v12

v22

v32v13
v23

v33
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Tabel 3.1 Kelas-kelas graf dengan jumlah titik dan sisi

Kelas Graf Notasi Jumlah Titik Jumlah Sisi

Graf roda nW n + 1 2n

Graf superstar 3,mS 13 m m3

Graf dragon 3,nD 2n  2n 

Graf hasil kali kartesius

dari graf lintasan 4P dan

graf lintasan nP

4 nP P 4n 7 4n 

Graf kincir angin  m
nK 1mn m  2

2
mn mn

b. Melabeli graf G dengan p titik dan q sisi dengan aturan pelabelan edge graceful

yang langkahnya sebagai berikut.

1) Memberi label  pada setiap sisi pada graf G dengan himpunan bilangan bulat

positif  1,  2,  3,...,q yang berbeda semua.

2) Mendapatkan label pada setiap titiknya dengan cara menjumlahkan label sisi

yang telah diperoleh pada langkah 2) yang menempel pada titik tersebut, yaitu

     puvfvf
Euv

mod







 



untuk setiap Vv .

3) Menyelidiki label titiknya, apakah berbeda semua yaitu memenuhi sifat

bijektif dari himpunan titik V(G) ke himpunan bilangan bulat tak negatif {0, 1,

2, ..., p-1}. Jika ya maka graf G adalah graf edge graceful dan melanjutkan ke

langkah 4), tetapi jika tidak maka kembali ke langkah 2). Jika proses melabeli

sisi pada langkah 2) sudah dilakukan sebanyak q! dengan label berbeda tetapi

tidak ditemukan label titik yang berbeda semua dengan label {0, 1, 2, ..., p-1}

maka dapat disimpulkan bahwa graf G bukan merupakan graf edge graceful.
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4) Membentuk suatu perumusan secara umum untuk label sisi dan label titik

yang didapatkan dari langkah 2) dan 3).

Gambar 3.6 adalah flow chart untuk menyelidiki graf G dengan p titik dan q sisi

merupakan graf edge graceful atau bukan.

Gambar 3.6 Flow chart untuk menyelidiki graf G dengan p titik dan q sisi

merupakan graf edge graceful atau bukan

Mulai

Graf G dengan p titik dan q sisi

Beri label sisi di graf G dengan label
1, 2, …, q yang berbeda semua

Beri label titik di graf G dengan rumus





Euv

puvfvf )(mod)()(

Periksa apakah label titik di G
berbeda semua dengan label

0, 1, ..., p-1

Selesai

ya

Selidiki apakah graf G memenuhi syarat
perlu pelabelan edge graceful yaitu:

     pqqpp mod1
2

1




 



ya

tidak

tidak

Apa sudah
pengulangan ke -q!

ya

tidak

G graf edge graceful

G bukan graf edge
graceful
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas tentang bagaimana menentukan pelabelan edge

graceful pada graf roda nW , graf bintang yang diperumum 2
nS , graf kincir angin

 m
nK , graf dragon nD ,3 , dan graf nPP 4 . Berikut akan diselidiki apakah graf roda

nW , graf superstar 3,mS , graf kincir angin  m
nK , graf dragon nD ,3 , dan graf nPP 4

merupakan graf edge graceful atau bukan.

4.1 Pelabelan Edge Graceful pada Graf Roda nW

Berikut diberikan Teorema 4.1 untuk membahas pelabelan edge graceful

pada graf roda nW .

Teorema 4.1

Graf roda Wn adalah graf edge graceful hanya untuk n = 3.

Bukti:

Graf roda Wn memiliki n + 1 titik dan 2n sisi. Berikut diselidiki syarat perlu

graf roda Wn memenuhi pelabelan edge graceful atau tidak.

a. Untuk n ganjil.

Tulis 12  kn untuk suatu ...3,2,,1k . Dengan demikian 22  kp dan

24  kq . Menurut Teorema 2.1, yaitu Teorema tentang syarat perlu suatu graf

G dengan p titik dan q sisi memenuhi pelabelan edge graceful yaitu

 pqqpp mod)1(
2

)1(




 

 ,  didapatkan
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1) Ruas kiri (titik)

      

  

    




















lainyanguntuk1
1untuk2

22mod122
132
121

2
1222mod

2
1

2
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k

kkkk
kk
kk

kkppp

2) Ruas kanan (sisi)

      

     
2

22mod22228
62016
3424mod1

2








kkk
kk
kkpqq

Ruas kiri akan sama dengan ruas kanan hanya pada 1k , sehingga graf roda Wn

untuk n ganjil yang memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful hanya pada

3n yaitu graf roda 3W

b. Untuk n genap.

Tulis n = 2k untuk suatu k = 2, 3, ... . Dengan demikian p = 2k+1 dan q = 4k.

Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

      

    
0

12mod12
2

212mod
2

1









kkk

kkppp

2) Ruas kanan (sisi)

      

     
2

12mod21228
416

144mod1
2








kkk
kk

kkpqq
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Karena ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan, maka graf roda Wn untuk n genap

tidak memenuhi syarat perlu suatu graf memenuhi pelabelan edge graceful.

Dengan demikian, graf roda Wn untuk n genap bukan graf edge graceful.

Selanjutnya diselidiki apakah graf roda 3W merupakan graf edge graceful

atau bukan dengan cara melabeli graf roda 3W dengan aturan pelabelan edge

graceful. Pelabelan edge graceful pada graf roda 3W adalah fungsi bijektif dari

himpunan sisi  3WE ke  6...,,2,1 sedemikian hingga titiknya mendapat label

 3,2,1,0 . Label titik 0 didapat dari penjumlahan label sisi 1, 5, dan 6 dalam modulo

4. Label titik 1 didapat dari penjumlahan label sisi 3, 4, dan 6 dalam modulo 4. Label

titik 2 didapat dari penjumlahan label sisi 1, 2, dan 3 dalam modulo 4. Label titik 3

didapat dari penjumlahan label sisi 2, 4, dan 5 dalam modulo 4 seperti pada Gambar

4.1 berikut.

Gambar 4.1 Pelabelan edge graceful pada graf roda 3W

Dari Gambar 4.1, terlihat bahwa pelabelan pada graf roda 3W memenuhi aturan

pelabelan edge graceful. Dengan demikian graf roda 3W adalah graf edge graceful.

4.2 Pelabelan edge graceful pada Graf Grid nPP 4

Pelabelan edge graceful pada graf grid nPP 4 dibahas pada Teorema 4.2

berikut.
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Teorema 4.2

Graf grid nPP 4 adalah graf edge graceful hanya untuk n = 3 dan 4.

Bukti:

Graf grid nPP 4 memiliki 4n titik dan 47 n sisi. Berikut diselidiki syarat

perlu graf grid nPP 4 memenuhi pelabelan edge graceful atau tidak.

a. Untuk n ganjil.

Tulis 12  kn untuk suatu ...3,2,,1k . Dengan demikian 48  kp dan

314  kq . Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)
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2) Ruas kanan (sisi)
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Ruas kiri akan sama dengan ruas kanan hanya pada 1k , sedangkan untuk k

yang lain akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.
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Andaikan 122424 2  kkk

01024 2  kk .

Nilai diskriminan dari persamaan tersebut negatif, maka nilai k imajiner. Hal ini

tidak mungkin karena k merupakan bilangan bulat positif. Dengan demikian

untuk k yang lain ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan. Jadi, graf grid nPP 4

untuk n ganjil yang memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful hanya pada

3n yaitu graf grid 34 PP  .

b. Untuk n genap.

Tulis n = 2k untuk suatu k =1, 2, 3, ... . Dengan demikian kp 8 dan

414  kq . Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)
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2) Ruas kanan (sisi)
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Ruas kiri akan sama dengan ruas kanan hanya pada 2k , sedangkan untuk k

yang lain akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.
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Andaikan 12244 2  kkk

01264 2  kk .

Nilai diskriminan dari persamaan tersebut negatif, maka nilai k imajiner. Hal ini

tidak mungkin karena k merupakan bilangan bulat positif. Dengan demikian

untuk k yang lain ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan. Jadi, graf grid nPP 4

untuk n genap yang memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful hanya pada

4n yaitu graf grid 44 PP  .

Selanjutnya diselidiki apakah graf grid 34 PP  dan graf grid 44 PP 

merupakan graf edge graceful atau bukan dengan cara melabeli graf grid 34 PP 

dan graf grid grid 44 PP  dengan aturan pelabelan edge graceful. Pelabelan edge

graceful pada graf grid 34 PP  adalah fungsi bijektif dari himpunan sisi  34 PPE 

ke  17...,,2,1 sedemikian hingga titiknya mendapat label  11...,,2,1,0 . Label titik 0

didapat dari penjumlahan label sisi 5, 15, dan 16 dalam modulo 12. Label titik 1

didapat dari penjumlahan label sisi 7, 13, dan 17 dalam modulo 12. Label titik 2

didapat dari penjumlahan label sisi 16 dan 10 dalam modulo 12. Label titik 3 didapat

dari penjumlahan label sisi 6, 10, dan 11 dalam modulo 12. Label titik 4 didapat dari

penjumlahan label sisi 11 dan 17 dalam modulo 12. Label titik 5 didapat dari

penjumlahan label sisi 2,12, dan 15 dalam modulo 12. untuk label titik 6,7,..., 11

didapat dengan cara yang sama seperti pada Gambar 4.4 berikut.

Gambar 4.4 Pelabelan edge graceful pada graf 34 PP 
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Dari Gambar 4.4, terlihat bahwa pelabelan pada graf grid 34 PP  memenuhi aturan

pelabelan edge graceful. Dengan demikian graf grid 34 PP  adalah graf edge

graceful.

Pelabelan edge graceful pada graf grid 44 PP  adalah fungsi bijektif dari

himpunan sisi  44 PPE  ke  24...,,2,1 sedemikian hingga titiknya mendapat label

 15...,,2,1,0 . Label titik 0 didapat dari penjumlahan label sisi 5, 21, dan 22 dalam

modulo 16. Label titik 1 didapat dari penjumlahan label sisi 13 dan 17 dalam modulo

16. Label titik 2 didapat dari penjumlahan label sisi 3, 4, 5 dan 6 dalam modulo 16.

Label titik 3 didapat dari penjumlahan label sisi 17 dan 18 dalam modulo 16. Label

titik 4 didapat dari penjumlahan label sisi 2, 3, 7 dan 8 dalam modulo 16. Label titik 5

didapat dari penjumlahan label sisi 12,20, dan 21 dalam modulo 16. untuk label titik

6,7,..., 16 didapat dengan cara yang sama seperti pada Gambar 4.5 berikut.

Gambar 4.5 Pelabelan edge graceful 44 PP 

Dari Gambar 4.5, terlihat bahwa pelabelan pada graf grid 44 PP  memenuhi aturan

pelabelan edge graceful. Dengan demikian graf grid 44 PP  adalah graf edge

graceful.
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4.3 Pelabelan Edge Graceful pada Graf Superstar 3,mS

Pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,mS dibahas pada Teorema 4.3

berikut.

Teorema 4.3

Graf superstar 3,mS untuk m genap adalah graf edge graceful.

Bukti:

Graf superstar 3,mS mempunyai 13 m titik dan m3 sisi. Berikut diselidiki

syarat perlu graf superstar 3,mS memenuhi pelabelan edge graceful atau tidak.

a. Untuk m ganjil

Tulis 12  km untuk suatu k = 1, 2, 3, … , sehingga 46  kp dan 36  kq .

Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

      

  

     
23

46mod231346
62118
4623

2
3646mod

2
1

2













k
kkkk

kk
kk

kkppp

2) Ruas kanan (sisi)

        
0

46mod4636mod1


 kkkpqq

Karena ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan, maka graf superstar 3,mS untuk

m ganjil tidak memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful. Dengan demikian,

graf superstar 3,mS untuk n ganjil bukan graf edge graceful.

b. Untuk m genap

Tulis km 2 untuk suatu k = 1, 2, 3, … , sehingga 16  kp dan kq 6 .

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id



36

Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

      

    
0

16mod316
2

616mod
2

1









kkk

kkppp

2) Ruas kanan (sisi)

        
0

16mod166mod1


 kkkpqq

Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka graf superstar 3,mS untuk m

genap memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful.

Selanjutnya diselidiki apakah graf superstar 3,mS untuk m genap merupakan

graf edge graceful atau bukan. Untuk membuktikan  bahwa graf superstar 3,mS

untuk m genap merupakan graf edge graceful dengan cara melabeli graf superstar

3,mS untuk m genap dengan aturan pelabelan edge graceful. Langkah yang pertama

dilakukan yaitu memberi label pada setiap sisi pada graf superstar 3,mS untuk m

genap dengan himpunan bilangan bulat positif  m3...,,2,1 .

a. Label sisi

Perumusan label sisi secara umum pada graf superstar 3,mS untuk m

genap sebagai berikut. Cara memperolehnya dapat dilihat pada Lampiran A.

 








mjj
mjj

ef j ...,,4,2untuk3
1...,,3,1untuk23

,1

  mjjef j ...,,2,1untuk13,2 

 








mjj

mjj
ef j ...,,4,2untuk23

1...,,3,1untuk3
,3
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Berikut dibuktikan bahwa setiap sisi memiliki label yang berbeda yaitu

untuk setiap  3,3,2,1 ,, mjjj SEeee  dengan jjj eee 321  maka

     jjj efefef 321  .

1) Untuk 1...,,3,1  mj dan ml ...,,4,2 akan dibuktikan bahwa lj 323  .

Karena j bernilai ganjil , maka j3 merupakan bilangan ganjil sehingga 23 j

bernilai ganjil. Selanjutnya 3l merupakan bilangan genap karena l bernilai genap.

Jadi, terbukti bahwa lj 323  dengan 1...,,3,1  mj dan ml ...,,4,2 .

2) Untuk 1...,,3,1  mj dan ml ...,,2,1 akan dibuktikan bahwa 1323  lj .

Andaikan 1323  lj dengan 1...,,3,1  nj dan nl ...,,2,1 , maka

1323  lj

133  lj

3
1

 lj

Hal ini tidak mungkin, karena j dan l merupakan bilangan bulat positif sehingga

lj  juga merupakan bilangan bulat positif. Sehingga pengandaian

1323  lj dengan 1...,,3,1  mj dan ml ...,,2,1 tidak benar. Jadi,

terbukti bahwa 1323  lj dengan 1...,,3,1  mj dan ml ...,,2,1 .

Dengan cara yang sama, pembuktian dengan cara kontradiksi tersebut dapat

digunakan untuk membuktikan bahwa:

a) 133  lj dengan ml ...,,4,2 dan ml ...,,2,1

b) 2313  lj dengan mj ...,,2,1 dan ml ...,,4,2

c) lj 313  dengan mj ...,,2,1 dan 1...,,3,1  ml

3) Untuk lj 323  dengan 1...,,3,1,  nlj dan 233  lj dengan

nlj ...,,4,2,  .

Nilai lj 33  dipenuhi jika dan hanya jika lj  , maka untuk lj  diperoleh

lj 33  untuk setiap 1...,,3,1,  nlj dan nlj ...,,4,2,  . Kemudian karena
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02  , dapat disimpulkan bahwa lj 323  dengan 1...,,3,1,  nlj dan

233  lj dengan nlj ...,,4,2,  .

4) Jelas terlihat bahwa untuk 2323  lj dengan 1...,,3,1  nj dan

nl ...,,4,2 dan lj 33  dengan nj ...,,4,2 dan 1...,,3,1  nl karena untuk

setiap lj  maka    lfjf  .

Dari 1), 2), 3) dan 4) terbukti bahwa pelabelan sisi pada graf superstar 3,mS

untuk m genap memenuhi fungsi injektif karena untuk setiap  3,3,2,1 ,, mjjj SEeee 

dengan jjj eee 321  maka      jjj efefef 321  . Karena himpunan label

 m3...,,2,1 habis dipasangkan pada himpunan sisi  3,mSE maka pelabelan sisinya

juga memenuhi fungsi surjektif. Dengan demikian pelabelan sisinya memenuhi fungsi

bijektif dari himpunan sisi  3,mSE ke himpunan bilangan bulat  m3...,,2,1 .

b. Label titik

Setelah label sisinya didapatkan dan terbukti berbeda semua, selanjutnya

mendapatkan label titik dengan cara menjumlahkan label sisi yang menempel pada

titik tersebut, yaitu      puvfvf
Euv

mod







 



.

1) Titik jv ,1

Sisi yang menempel pada titik jv ,1 hanya satu yaitu sisi je ,1 dan titik jv ,1

berderajat satu, sehingga didapatkan perumusan secara umum untuk titik jv ,1

sebagai berikut.

   








mjj
mjj

efvf jj ...,,4,2untuk3
1...,,3,1untuk23

,1,1

2) Titik jv ,2

Sisi yang menempel pada titik jv ,2 yaitu sisi je ,1 dan je ,2 , sehingga didapatkan

perumusan secara umum untuk titik jv ,2 sebagai berikut.
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a) 1...,,3,1Untuk  mj

        
      

      
 13mod36

13mod1323

13mod

13mod

,2,1

,3,2,2,1,2








mj
mjj
mefef
mvvfvvfvf

jj

jjjjj

b) mj ...,,4,2Untuk 

        
      

      
 13mod16

13mod133

13mod

13mod

,2,1

,3,2,2,1,2








mj
mjj
mefef
mvvfvvfvf

jj

jjjjj

3) Titik jv ,3

Sisi yang menempel pada titik jv ,3 yaitu sisi je ,2 dan je ,3 , sehingga

didapatkan perumusan secara umum untuk titik jv ,3 sebagai berikut.

a) 1...,,3,1Untuk  mj

        
      

      
 13mod16

13mod313

13mod

13mod

,3,2

0,3,2,3








mj
mjj
mefef
mvvfvvfvf

jj

jjjj

b) mj ...,,4,2Untuk 

        
      

      
 13mod36

13mod2313

13mod

13mod

,3,2

0,3,2,3








mj
mjj
mefef
mvvfvvfvf

jj

jjjj

4) Titik 0v

Sisi yang menempel pada titik 0v yaitu sisi je ,3 dan titik 0v berderajat m,

sehingga didapatkan perumusan secara umum untuk titik 0v sebagai berikut.
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mefvf
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j
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Dengan demikian, perumusan secara umum untuk pelabelan titik pada graf superstar

3,mS adalah sebagai berikut.

  00 vf

 








mjj
mjj

vf j ...,,4,2untuk3
1...,,3,1untuk23

,1

   
 








mjmj

mjmj
vf j ...,,4,2untuk13mod16

1...,,3,1untuk13mod36
,2

   
 








1...,,3,1untuk13mod16

...,,4,2untuk13mod36
,3 mjmj

mjmj
vf j

Selanjutnya dibuktikan bahwa setiap titik memiliki label yang berbeda

semua yaitu untuk setiap  3,,3,2,10 ,,, mjjj SVvvvv  dengan jjj vvvv ,3,2,10  maka

       jjj vfvfvfvf ,3,2,10  .
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a. Pembuktian bahwa label titik jv ,2 berbeda semua sebagai berikut.

Pelabelan    13mod36,2  mjvf j untuk 1...,,3,1  mj dan

   13mod16,2  mlvf l untuk ml ...,,4,2 .

Andaikan    lj vfvf ,2,2  dalam mod  13 m , maka

1636  lj

6
2

 lj .

Hal ini tidak mungkin, karena j dan l merupakan bilangan bulat positif sehinggga

lj  juga merupakan bilangan bulat positif. Jadi,    lj vfvf ,2,2  .

b. Pembuktian bahwa label titik jv ,3 berbeda semua sebagai berikut.

Pelabelan    13mod16,3  mjvf j untuk 1...,,3,1  mj dan

   13mod36,3  mlvf l untuk ml ...,,4,2 .

Andaikan    lj vfvf ,3,3  dalam mod  13 m , maka

3616  lj

6
2

 lj .

6
2

 merupakan bilangan negatif yang tidak bulat. Hal ini tidak mungkin karena j

dan l merupakan bilangan bulat positif. Jadi,    lj vfvf ,3,3  .

c. Pembuktian bahwa label titik jv ,1 dengan titik jv ,2 dan titik jv ,3 berbeda semua

sebagai berikut.

Pelabelan   23,1  jvf j dan    13mod36,2  mlvf l untuk

1...,,3,1,  mlj .

Andaikan    lj vfvf ,2,1  dalam mod  13 m , maka

3623  lj
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6
12  lj .

Nilai lj 2 merupakan bilangan negatif yang tidak bulat. Hal ini tidak mungkin

karena j dan l merupakan bilangan bulat positif. Jadi,    lj vfvf ,2,1  .

Dengan cara yang sama, pembuktian tersebut dapat digunakan untuk

membuktikan bahwa:

1)  13mod1623  mlj untuk 1...,,3,1  mj dan ml ...,,4,2

2)  13mod363  mlj untuk mj ...,,4,2 dan 1...,,3,1  ml

3)  13mod163  mlj untuk mlj ...,,4,2, 

dan juga membuktikan bahwa    lj vfvf ,3,1  , yaitu:

1)  13mod3623  mlj untuk 1...,,3,1  mj dan ml ...,,4,2

2)  13mod1623  mlj untuk 1...,,3,1,  mlj

3)  13mod363  mlj untuk mlj ...,,4,2, 

4)  13mod163  mlj untuk mj ...,,4,2 dan 1...,,3,1  ml .

d. Pembuktian bahwa label titik jv ,2 dan jv ,3 berbeda semua, yaitu    lj vfvf ,3,2 

adalah sebagai berikut.

1) Jelas terlihat bahwa    13mod3613mod36  mlmj untuk

1...,,3,1  mj dan ml ...,,4,2 ,    13mod1613mod16  mlmj

untuk mj ...,,4,2 dan 1...,,3,1  ml karena setiap lj  maka

   lfjf  . Jadi,    lj vfvf ,3,2  .

2) Pelabelan    13mod36,2  mjvf j dan    13mod16,3  mlvf l

untuk 1...,,3,1,  mlj .

Dalam mod  13 m , nilai lj 66  dipenuhi jika dan hanya jika lj  , maka

untuk lj  diperoleh lj 66  untuk setiap 1...,,3,1,  mlj . Kemudian

karena 13  , dapat disimpulkan bahwa
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   13mod1613mod36  mlmj untuk 1...,,3,1,  mlj . Jadi,

   lj vfvf ,3,2  .

Dengan cara yang sama, pembuktian tersebut dapat digunakan untuk

membuktikan bahwa    13mod3613mod16  mlmj untuk

mlj ...,,4,2,  .

e. Karena   00 vf , jelas bahwa    jvfvf ,10  ,    jvfvf ,20  , dan

   jvfvf ,30  karena      jjj vfvfvf ,3,2,1 ,, bernilai tak nol.

Dari a, b, c, d, dan e didapatkan untuk setiap  3,,3,2,10 ,,, mjjj SVvvvv 

dengan jjj vvvv ,3,2,10  maka        jjj vfvfvfvf ,3,2,10  . Karena itu,

pelabelan titiknya memenuhi fungsi injektif. Karena himpunan label  m3...,,3,2,1,0

habis dipasangkan pada himpunan titik  3,mSV maka pelabelan titiknya juga

memenuhi fungsi surjektif. Dengan demikian pelabelan titiknya untuk memenuhi sifat

bijektif dari himpunan titik  3,mSV ke himpunan bilangan bulat  m3...,,3,2,1,0 .

Jadi, pelabelan sisinya memenuhi sifat bijektif dari himpunan sisi  3,mSE ke

himpunan bilangan bulat  m3...,,3,2,1 dan pelabelan titiknya memenuhi sifat bijektif

dari himpunan titik  3,mSV ke himpunan bilangan bulat  m3...,,3,2,1,0 . Dengan

demikian pelabelan graf superstar 3,mS untuk m genap memenuhi aturan pelabelan

edge graceful, sehingga graf superstar 3,mS untuk m genap adalah graf edge graceful.

Gambar 4.2 merupakan contoh Pelabelan edge graceful pada graf superstar

3,16S dengan label sisi dan label titik diperoleh dari perumusan yang telah dibuktikan

pada Teorema 4.3.
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Gambar 4.2 Pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,16S

4.4 Pelabelan Edge Graceful pada Graf Dragon nD ,3

Pelabelan edge graceful pada graf dragon nD ,3 dibahas pada Teorema 4.4

berikut.

Teorema 4.4

Graf dragon nD ,3 untuk n ganjil adalah edge graceful.

Bukti:

Graf dragon nD ,3 mempunyai 2n titik dan 2n sisi. Berikut akan

diselidiki syarat perlu graf dragon nD ,3 memenuhi pelabelan edge graceful atau tidak.
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a. Untuk n ganjil.

Tulis 12  kn untuk suatu k = 1, 2, 3, … , sehingga 32  kp dan 32  kq .

Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

      

    
0

32mod132
2

2232mod
2

1









kkk

kkppp

2) Ruas kanan (sisi)

        
0

32mod4232mod1


 kkkpqq

Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka untuk n ganjil graf dragon nD ,3

memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful.

b. Untuk n genap.

Tulis kn 2 untuk suatu k = 1, 2, 3, … , sehingga 22  kp dan 22  kq .

Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

      

  

    
1

22mod122
132
121

2
1222mod

2
1

2













k
kkkk

kk
kk

kkppp

2) Ruas kanan (sisi)

        
0

22mod3222mod1


 kkkpqq
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Karena ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan, maka untuk n genap graf dragon

nD ,3 tidak memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful. Dengan demikian,

graf dragon nD ,3 untuk n genap bukan graf edge graceful.

Selanjutnya akan diselidiki apakah graf dragon nD ,3 untuk n ganjil

merupakan graf edge graceful atau bukan dengan cara melabeli graf dragon nD ,3

untuk n ganjil dengan aturan pelabelan edge graceful. Langkah pertama yang

dilakukan yaitu mendefinisikan suatu pelabelan untuk sisi-sisi graf dragon nD ,3

f:    2...,,2,1,3  nDE n .

a. Label sisi

Berikut akan diberikan perumusan label sisi yang cara mendapatkannya

dapat dilihat pada Lampiran B.

  iaf i  untuk 1...,,2,1  ni

  1 nibf i untuk 3,2,1i

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa setiap sisi memiliki label yang berbeda

yaitu untuk setiap  nDEba ,3,  dengan ba  maka    bfaf  .

Untuk   iaf i  dengan 1...,,2,1  ni diperoleh   11  naf i sedangkan untuk

  1 nibf j dengan 3,2,1j diperoleh   2 nbfn j , sehingga

   ji bfnnaf  1 . Dengan demikian    ji bfaf  , sehingga terbukti bahwa

   ii bfaf  .

Jadi, terbukti bahwa pelabelan sisi pada graf dragon nD ,3 untuk n ganjil

memenuhi fungsi injektif. Karena himpunan label  2...,,2,1 n habis dipasangkan

pada himpunan sisi  nDE ,3 maka pelabelan sisinya juga memenuhi fungsi surjektif.

Dengan demikian pelabelan sisinya memenuhi fungsi bijektif dari himpunan sisi

 nDE ,3 ke himpunan bilangan bulat  2...,,2,1 n .
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b. Label titik

Setelah label sisinya didapatkan dan terbukti berbeda semua, selanjutnya

mendapatkan label titik dengan cara menjumlahkan label sisi yang menempel pada

titik tersebut, yaitu      puvfvf
Euv

mod







 



.

1) Titik iu

Sisi yang menempel pada titik iu yaitu sisi 1ia dan ia , sehingga didapatkan

perumusan secara umum untuk titik iu sebagai berikut.

Untuk 1...,,2,1  ni

        
      

 2mod12
2mod1
2mod1



 

ni
nii
nafafuf iii

2) Titik iv

Sisi yang menempel pada titik 1v yaitu sisi 1b , 3b , dan 1na , sedangkan sisi yang

menempel pada titik iv untuk 3,2i yaitu sisi 1ib dan ib , sehingga didapatkan

perumusan secara umum untuk titik iv sebagai berikut.

a) Untuk 1i

          
        
   

 2mod13
2mod12
2mod11311
2mod1311




 

nn
nnnn
nnnn
nafbfbfvf n

b) Untuk 3,2i

        
       

 2mod322
2mod111
2mod1



 

nin
nnini
nbfbfvf iii
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Dengan demikian, perumusan secara umum untuk pelabelan titik pada graf dragon

nD ,3 adalah sebagai berikut.

    1...,,2,1untuk2mod12  niniuf i

   
 








3,2untuk2mod322

1untuk2mod13
inin

inn
vf i

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa setiap titik memiliki label yang

berbeda semua yaitu untuk setiap  nDVvu ,3,  dengan vu  maka    vfuf  .

(1) Pembuktian bahwa        ji vfnnniuf  2mod132mod12 untuk

1...,,2,1  ni dan 1j sebagai berikut

Andaikan    ji vfuf  dalam mod  2n , maka

1312  ni

1
2

3


ni .

Karena n ganjil maka nilai i merupakan bilangan tidak bulat. Hal ini tidak

mungkin karena i merupakan bilangan bulat positif. Jadi,    ji vfuf  .

(2) Untuk 1...,,2,1  ni dan 3,2j dibuktikan bahwa

       ji vfnjnniuf  2mod3222mod12 .

Andaikan    ji vfuf  dalam mod  2n , maka

32212  jni

.1 nji

Hal ini tidak mungkin karena untuk 1...,,2,1  ni dan 3,2j nilai

1 nji . Jadi,    ji vfuf  .

(3) Pembuktian        ji vfninnnvf  2mod3222mod13 untuk

i 1 dan 3,2j sebagai berikut.
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Andaikan    ji vfuf  dalam mod  2n , maka

32213  inn

2
2


ni .

Nilai i merupakan bilangan tidak bulat karena n ganjil. Hal ini tidak mungkin

karena i merupakan bilangan bulat positif. Jadi,    ji vfuf  .

Dari (1), (2), dan (3) didapatkan untuk setiap  nDVvu ,3,  dengan vu 

maka    vfuf  . Karena itu, pelabelan titiknya memenuhi fungsi injektif. Karena

himpunan label  1...,,3,2,1,0 n habis dipasangkan pada himpunan titik  nDV ,3

maka pelabelan titiknya juga memenuhi fungsi surjektif. Dengan demikian pelabelan

titiknya memenuhi sifat bijektif dari himpunan titik  nDV ,3 ke himpunan bilangan

bulat  1...,,3,2,1,0 n .

Jadi, pelabelan sisinya memenuhi sifat bijektif dari himpunan sisi  nDE ,3

ke himpunan bilangan bulat  2...,,3,2,1 n dan pelabelan titiknya  memenuhi sifat

bijektif dari himpunan titik  nDV ,3 ke himpunan bilangan bulat  1...,,3,2,1,0 n .

Dengan demikian pelabelan graf dragon nD ,3 untuk n ganjil memenuhi aturan

pelabelan edge graceful, sehingga graf dragon nD ,3 untuk n ganjil adalah graf edge

graceful.

Gambar 4.3 Pelabelan edge graceful pada graf dragon 13,3D
1

2
3 4 5

89101112
13

14

15

5 7 9 11 13

2468
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Gambar 4.3 merupakan contoh pelabelan edge graceful pada graf dragon

13,3D dengan label sisi dan label titik diperoleh dari perumusan yang telah dibuktikan

pada Teorema 4.4, sehingga didapatkan label sisi  13...,,3,2,1 dan label titik

 12...,,3,2,1,0 .

4.5 Pelabelan Edge Graceful pada Graf Kincir Angin  m
nK

Teorema 4.5 berikut membahas mangenai pelabelan edge graceful graf

kincir angin  m
nK .

Teorema 4.5

Graf kincir angin  m
nK bukan graf edge graceful untuk setiap m dan n.

Bukti:

Graf kincir angin  m
nK dengan  mempunyai 1mmn titik dan

2

2 mnmn 

sisi. Berikut diselidiki syarat perlu Graf kincir angin  m
nK memenuhi pelabelan edge

graceful atau tidak.

a. Untuk m dan n genap.

Tulis rm 2 dan sn 2 untuk suatu r = 1, 2, … dan s = 2, 3, … , sehingga

124  rrsp dan rsrsq 24 2  . Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

      

    
0

124mod2124
2

24124mod
2

1









rrsrrsrrs

rrsrrsppp
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2) Ruas kanan (sisi)
      

         
  

ss
ss

rrssrrsssrrss
rsrsrsrspqq








2

22

1
124mod1124124

12424mod1

Kemudian akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.

Andaikan 02  ss

  01  ss .

Solusi dari persamaan tersebut adalah 0s atau 1s . Hal ini tidak mungkin

karena 2s . Jadi, ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan. Dengan demikian

untuk m dan n genap graf kincir angin  m
nK tidak memenuhi syarat perlu

pelabelan edge graceful, sehingga graf kincir angin  m
nK untuk m dan n genap

bukan graf edge graceful.

b. Untuk m dan n ganjil.

Tulis 12  rm dan 12  sn untuk suatu r = 1, 2, … dan s = 2, 3, … , sehingga

124  srsp dan ssrsrsq  22 224 . Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

      

    
0

124mod2124
2

24124mod
2

1









srssrssrs

srssrsppp

2) Ruas kanan (sisi)
      

         
  

rssr
rsrs

srsrssrssrssrss
ssrsrsssrsrspqq

24
122

124mod121242124
1224224mod1

22

2222








Kemudian akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.
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Andaikan 024 22  rssr

   024  rsrs

0 rs atau
4
2

rs

Hal ini tidak mungkin karena r dan s merupakan bilangan bulat positif dengan

1r dan 2s . Jadi, ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan. Dengan demikian

untuk m dan n ganjil graf kincir angin  m
nK tidak memenuhi syarat perlu

pelabelan edge graceful, sehingga graf kincir angin  m
nK untuk m dan n ganjil

bukan graf edge graceful.

c. Untuk m genap dan n ganjil.

Tulis rm 2 dan 12  sn untuk suatu r = 1, 2, … dan s = 2, 3, … , sehingga

14  rsp dan rsrsq 24 2  . Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

      

    
0

14mod214
2

414mod
2

1









rsrsrs

rsrsppp

2) Ruas kanan (sisi)

      

     
2

223

2223242

22

14mod1444
2441616

12424mod1

srs
rssrsrssrsrsrs

rsrssrsrsr
rsrsrsrspqq









Kemudian akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.

Andaikan 02  srs

  0 srs
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Solusi dari persamaan tersebut adalah 0s atau sr  . Hal ini tidak mungkin

karena r dan s merupakan bilangan bulat positif dengan 2s . Jadi, ruas kiri

tidak sama dengan ruas kanan. Dengan demikian untuk m genap dan n ganjil graf

kincir angin  m
nK tidak memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful, sehingga

graf kincir angin  m
nK untuk m genap dan n ganjil bukan graf edge graceful.

d. Untuk m ganjil dan n genap.

Tulis 12  rm dan sn 2 untuk suatu r = 1, 2, … dan s = 2, 3, … , sehingga

rsrsp 224  dan ssrsrsq  22 224 . Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

      

    
  

rsrs
rsrs

rsrsrsrsrsrs

rsrsrsrsppp











2
12

224mod12242
2

1224224mod
2

1

2) Ruas kanan (sisi)
      

         
  

ss
ss

rsrssrsrsssrsrss
ssrsrsssrsrspqq








2

2222

1
224mod1224224

1224224mod1

Kemudian akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.

Andaikan ssrsrs  22

022  rrss

Solusi dari persamaan tersebut adalah  1 rrrs atau  1 rrrs .

Hal ini tidak mungkin karena s merupakan bilangan bulat positif. Jadi, ruas kiri

tidak  sama  dengan ruas kanan. Dengan  demikian untuk m ganjil dan n genap
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graf kincir angin  m
nK tidak memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful,

sehingga graf kincir angin  m
nK untuk m ganjil dan n genap bukan graf edge

graceful.

Jadi, untuk setiap m dan n graf kincir angin  m
nK bukan graf edge graceful.
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Dari pembahasan sebelumnya dapat diambil kesimpulan bahwa:

a. Kelas graf yang bukan graf edge graceful yaitu graf roda nW untuk 3n , graf

grid nPP 4 untuk 4,3n , graf superstar 3,mS untuk m ganjil, graf dragon nD ,3

untuk n genap, dan graf kincir angin  m
nK untuk setiap m dan n karena kelas-

kelas graf tersebut tidak memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful.

b. Kelas graf yang merupakan graf edge graceful yaitu graf roda 3W , graf grid

nPP 4 untuk 4,3n , graf superstar 3,mS untuk m genap dan graf dragon nD ,3

untuk n ganjil.

c. Perumusan pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,mS untuk m genap

sebagai berikut.

1) Label sisi

 








mjj
mjj

ef j ...,,4,2untuk3
1...,,3,1untuk23

,1

  mjjef j ...,,2,1untuk13,2 

 








mjj

mjj
ef j ...,,4,2untuk23

1...,,3,1untuk3
,3

2) Label titik

  00 vf

 








mjj
mjj

vf j ...,,4,2untuk3
1...,,3,1untuk23

,1
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mjmj

mjmj
vf j ...,,4,2untuk13mod16

1...,,3,1untuk13mod36
,2

   
 








1...,,3,1untuk13mod16

...,,4,2untuk13mod36
,3 mjmj

mjmj
vf j

d. Perumusan pelabelan edge graceful pada graf dragon nD ,3 untuk n ganjil sebagai

berikut.

1) Label sisi

  iaf i  untuk 1...,,2,1  ni

  1 nibf i untuk 3,2,1i

2) label titik

    1...,,2,1untuk2mod12  niniuf i

   
 








3,2untuk2mod322

1untuk2mod13
inin

inn
vf i

5.2 Saran

Masih terbuka kesempatan bagi peneliti lain untuk melakukan penelitian

mengenai pelabelan edge graceful pada kelas graf yang berbeda lainnya dan

disarankan untuk mengkaji pelabelan edge graceful pada kelas graf yang termasuk

graf tak terhubung seperti nm CC 212  , nmP , nn SC  , atau graf tak terhubung yang

lain.
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Lampiran A. Perumusan Pelabelan Edge Graceful pada Graf Superstar 3,mS

Berikut akan diberikan beberapa graf superstar 3,mS dengan m genap yang telah

dilabeli menurut definisi pelabelan edge graceful untuk memperoleh pola label sisi

sehingga didapatkan perumusan pelabelan sisi secara umum seperti yang tertulis pada

pembuktian Teorema 4.3.

1) Pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,2S

2) Pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,4S
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3) Pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,6S

4) Pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,8S

2

34

5

6

7

8

9

10

11

12

1

13

14

15

0

3

5

7

9

11

2

4

1
6

8
12

10

18

17

16

13

15

17

18

16

14

0

2

34

5

6

7

8

9

101112

1

13

14

18

17

1615

19

20

21

22 23 24

3

5

7

9

11

2

4

1

6

8

12

10
13

15

17

18

16

14

23 21

19

20 22 24

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id

http://digilib.unej.ac.id



60

5) Pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,10S
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6) Pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,12S
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7) Pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,14S

13 14 15
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Pelabelan edge graceful pada graf superstar 3,mS dengan 14,12,10,8,6,4,2m

diatas dapat dituliskan dalam bentuk tabel berikut yang berupa barisan label sisi

untuk mempermudah dalam mendapatkan perumusannya.

a) Label sisi je ,1 ( sisi ke-1 lintasan ke-j)

Tabel L.A.1  Pola label sisi pada graf superstar 3,mS untuk m genap

1,1e 2,1e 3,1e 4,1e 5,1e 6,1e 7,1e 8,1e 9,1e 10,1e 11,1e 12,1e 13,1e 14,1e 

2 1 6

4 1 6 7 12

6 1 6 7 12 13 18

8 1 6 7 12 13 18 19 24

10 1 6 7 12 13 18 19 24 25 30

12 1 6 7 12 13 18 19 24 25 30 31 36

14 1 6 7 12 13 18 19 24 25 30 31 36 37 42



Berdasarkan Tabel L.A.1, untuk mempermudah membuat pola barisan label sisi je ,1

maka j dibedakan menjadi ganjil dan genap seperti yang ditunjukkan pada Tabel

L.A.2.
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Tabel L.A.2  Pola label sisi je ,1 pada graf superstar 3,mS untuk m genap

je ,1

j = 1, 3, …, m-1 j = 2, 4, …,m

2 1 6

4 1, 7 6, 12

6 1, 7, 13 6, 12, 18

8 1, 7, 13, 19 6, 12, 18, 24

10 1, 7, 13, 19, 25 6, 12, 18, 24, 30

12 1, 7, 13, 19, 25, 31 6, 12, 18, 24, 30, 36

14 1, 7, 13, 19, 25, 31, 37 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42



pola   23,1  jef j   jef j 3,1 

Berdasarkan Tabel L.A.2, didapatkan permusan untuk label sisi je ,1 dengan cara

sebagai berikut.

(1) Cara mendapatkan perumusan label sisi je ,1 untuk j = 1, 3, …, m-1

Untuk barisan j, maka

   
 211

1





j
bjaUjg j

12  j (A.1)

Untuk barisan label sisi je ,1 , maka

    
 611

1





j
bjaUjgf j

56  j (A.2)

m
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Jika  jf dimisalkan dengan

  bajjf  (A.3)

maka berdasarkan persamaan (A.1) dan (A.2) diperoleh hubungan:

       
  bjaj

jfjgfjgf



1256
12

baajj  256 (A.4)

Dengan menggunakan sifat kesamaan suku banyak, dari persamaan (A.4)

diperoleh:

a26  (A.5)

5 ba (A.6)

Dari persamaan (A.5), diperoleh 3a .

Kemudian subsitusikan 3a ke persamaan (A.6), sehingga diperoleh:

.2
53




b
b

Selanjutnya, subsitusikan 3a dan 2b ke persamaan (A.3) sehingga

diperoleh perumusan label sisi je ,1 untuk j = 1, 3, …, m-1 sebagai berikut.

    23,1  jjfef j

(2) Cara mendapatkan perumusan label sisi je ,1 untuk j = 2, 4, …, m

Untuk  barisan j, maka

   
 212

1





j
bjaUjg j

j2 (A.7)

Untuk barisan label sisi je ,1 , maka

    
 616

1





j
bjaUjgf j

j6 (A.8)
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Jika  jf dimisalkan dengan

  bajjf  (A.9)

maka berdasarkan persamaan (A.7) dan (A.8) diperoleh hubungan:

       
  bjaj

jfjgfjgf



26
2

bajj  26 (A.10)

Dengan menggunakan sifat kesamaan suku banyak, dari persamaan (A.10)

diperoleh:

a26  (A.11)

0b

Dari persamaan (A.11), diperoleh 3a .

Kemudian subsitusikan 3a dan 0b ke persamaan (A.9) sehingga diperoleh

perumusan label sisi je ,1 untuk j = 2, 4, …, m sebagai berikut.

    jjfef j 3,1 
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b) Label sisi je ,2 (sisi ke-2 lintasan ke-j)

Tabel L.A.3  Pola label sisi je ,2 pada graf superstar 3,mS untuk m genap

1,1e 2,1e 3,1e 4,1e 5,1e 6,1e 7,1e 8,1e 9,1e 10,1e 11,1e 12,1e 13,1e 14,1e 

2 2 5

4 2 5 8 11

6 2 5 8 11 14 17

8 2 5 8 11 14 17 20 23

10 2 5 8 11 14 17 20 23 26 29

12 2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 35

14 2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 35 38 41



pola

Berdasarkan Tabel L.A.3, barisan label sisi je ,2 untuk mj ...,,2,1 membentuk

barisan aritmatika maka perumusan untuk label sisi je ,2 untuk mj ...,,2,1

didapatkan dengan cara sebagai berikut.

   
 
13

312

1,2






j
j

bjaUef jj

je ,2
m

  mjjef j ...,,2,1untuk13,2 
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c) Label sisi je ,3 (sisi ke-3 lintasan ke-j)

Tabel L.A.4  Pola label sisi pada graf superstar 3,mS untuk m genap

1,1e 2,1e 3,1e 4,1e 5,1e 6,1e 7,1e 8,1e 9,1e 10,1e 11,1e 12,1e 13,1e 14,1e 

2 3 4

4 3 4 9 10

6 3 4 9 10 15 16

8 3 4 9 10 15 16 21 22

10 3 4 9 10 15 16 21 22 27 28

12 3 4 9 10 15 16 21 22 27 28 33 34

14 3 4 9 10 15 16 21 22 27 28 33 34 39 40



Berdasarkan Tabel L.A.4, untuk mempermudah membuat pola barisan label sisi je ,3

jika j dibedakan menjadi ganjil dan genap seperti yang ditunjukkan pada Tabel L.A.5.

Tabel L.A.5 Pola label sisi je ,3 pada graf superstar 3,mS untuk m genap

je ,3

j = 1, 3, …, m-1 j = 2, 4, …,m

2 3 4

4 3, 9 4, 10

6 3, 9, 15 4, 10, 16

8 3, 9, 15, 21 4, 10, 16, 22

10 3, 9, 15, 21, 27 4, 10, 16, 22, 28

12 3, 9, 15, 21, 27, 33 4, 10, 16, 22, 28, 34

14 3, 9, 15, 21, 27, 33, 39 4, 10, 16, 22, 28, 34, 40



pola   jef j 3,3    23,3  jef j

m

je ,3

m
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Berdasarkan Tabel L.A.5, didapatkan permusan untuk label sisi je ,1 dengan cara

sebagai berikut.

(1) Cara mendapatkan perumusan label sisi je ,3 untuk j = 1, 3, …, m-1

Untuk  barisan j, maka

   
 211

1





j
bjaUjg j

12  j (A.12)

Untuk barisan label sisi je ,3 , maka

    
 613

1





j
bjaUjgf j

36  j (A.13)

Jika  jf dimisalkan dengan

  bajjf  (A.14)

maka berdasarkan persamaan (A.12) dan (A.13) diperoleh hubungan:

       
  bjaj

jfjgfjgf



1236
12

baajj  236 (A.15)

Dengan menggunakan sifat kesamaan suku banyak, dari persamaan (A.15)

diperoleh:

a26  (A.16)

3 ba (A.17)

Dari persamaan (A.16), diperoleh 3a .

Kemudian subsitusikan 3a ke persamaan (A.17), sehingga diperoleh:

.0
33




b
b

Selanjutnya, subsitusikan 3a dan 0b ke persamaan (A.14) sehingga

diperoleh perumusan label sisi je ,3 untuk j = 1, 3, …, m-1 sebagai berikut.
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    jjfef j 3,3 

(2) Cara mendapatkan perumusan label sisi je ,1 untuk j = 2, 4, …, m

Untuk  barisan j, maka

   
 212

1





j
bjaUjg j

j2 (A.18)

Untuk barisan label sisi je ,1 , maka

    
 614

1





j
bjaUjgf j

26  j (A.19)

Jika  jf dimisalkan dengan

  bajjf  (A.20)

maka berdasarkan persamaan (A.18) dan (A.19) diperoleh hubungan:

       
  bjaj

jfjgfjgf



226
2

bajj  226 (A.20)

Dengan menggunakan sifat kesamaan suku banyak, dari persamaan (A.20)

diperoleh:

a26  (A.21)

2b

Dari persamaan (A.21), diperoleh 3a .

Kemudian subsitusikan 3a dan 2b ke persamaan (A.20) sehingga

diperoleh perumusan label sisi je ,3 untuk j = 2, 4, …, m sebagai berikut.

    23,3  jjfef j
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Lampiran B. Perumusan Pelabelan Edge Graceful pada Graf Dragon nD ,3

Berikut akan diberikan beberapa graf Dragon nD ,3 dengan n ganjil yang telah dilabeli

menurut definisi pelabelan edge graceful untuk memperoleh pola label sisi sehingga

didapatkan perumusan pelabelan sisi secara umum seperti yang tertulis pada

pembuktian Teorema 4.4.

1) Pelabelan edge graceful pada graf dragon 3,3D

2) Pelabelan edge graceful pada graf dragon 5,3D

3) Pelabelan edge graceful pada graf dragon 7,3D

12
3

4

5
130

2

4

1
1234
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6

7
3502

4

6

1
123456

7
8

9
357024
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4) Pelabelan edge graceful pada graf dragon 9,3D

5) Pelabelan edge graceful pada graf dragon 11,3D

6) Pelabelan edge graceful pada graf dragon 13,3D

1 1 2

3
45678
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3 5

790246

8
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1
1 2 3 4

5
678910
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13

3 5 7 9

1102468
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3 4 5

89101112
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5 7 9 11 13
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Pelabelan edge graceful pada graf Dragon nD ,3 dengan 13,11,9,7,5,3n diatas

dapat dituliskan dalam bentuk tabel berikut yang berupa barisan label sisi untuk

mempermudah dalam mendapatkan perumusannya.

a) Label sisi ia

Tabel L.B.1 Pola label sisi ia pada graf Dragon nD ,3 untuk n ganjil

1a 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a 9a 10a 11a 12a 

3 1 2

5 1 2 3 4

7 1 2 3 4 5 6

9 1 2 3 4 5 6 7 8

11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12



pola

ia
n

  1...,,2,1untuk  niiaf i
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b) Label sisi ib

Tabel L.B.1 Pola label sisi ib pada graf Dragon nD ,3 untuk n ganjil

1b 2b 3b

3 3 4 5

5 5 6 7

7 7 8 9

9 9 10 11

11 11 12 13

13 13 14 15



pola

Cara mendapatkan perumusan untuk label sisi ib pada graf Dragon nD ,3 untuk n

ganjil sebagai berikut.

Untuk barisan n, maka

 213)(  nung n

12  n (B.1)

Berdasarkan Tabel L.B.1, barisan label sisi ib untuk beberapa n-nya dapat dituliskan

sebagai berikut.

 3n , ,

5
4
3

3

2

1





b
b
b

ib
n

  1 nibf i

42  ni  B.2a
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 5n ,
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b
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 7n , ,

9
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b
b
b

 9n ,

9
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b
b
b

Dari persamaan B.2a  B.2d, barisan 4, 6, 8, 10, … dibentuk rumusan sebagai

berikut.

    214  nungf n

22  n (B.3)

Jika  jf dimisalkan dengan

  bannf  (B.4)

maka berdasarkan persamaan (B.1) dan (B.3) diperoleh hubungan:

       
  bnan

nfngfngf



1222
12

baajn  222 (B.5)

Dengan menggunakan sifat kesamaan suku banyak, dari persamaan (B.5) diperoleh:

22 a (B.6)

2 ba (B.7)

Dari persamaan (B.6), diperoleh 1a .

62  ni

82  ni

102  ni

 B.2b

 B.2c

 B.2d
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Kemudian subsitusikan 1a ke persamaan (B.7), sehingga diperoleh:

1
21




b
b

Selanjutnya, subsitusikan 1a dan 1b ke persamaan (B.4) maka diperoleh:

  1 nnf (B.8)

Dengan demikian dari persamaan (B.8), persamaan B.2a  B.2d menjadi sebagai

berikut.

   
12
12



nni
nni

1 ni (B.9)

Persamaan (B.9) merupakan perumusan untuk label sisi ib pada graf Dragon nD ,3 untuk

n ganjil.
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