
KALKULUS INTEGRAL
Kosala Dwidja Purnomo, S.Si., M.Si.

Dr. Firdaus Ubaidillah, S.Si., M.Si.

Ika Hesti Agustin, S.Si., M.Si.

Membangun Generasi
Menuju Insan Berprestasi

NU IV ER RE SB ITM YE
J

KALKULUS INTEGRAL
Kosala Dwidja Purnomo, S.Si., M.Si.

Dr. Firdaus Ubaidillah, S.Si., M.Si.

Ika Hesti Agustin, S.Si., M.Si.

Anggota IKAPI No. 127/JTI/2011

Anggota APPTI No. 036/KTA/APPT/2015

Jember University Press
Jl. Kalimantan 37 Jember 68121
Telp. 0331-330224, psw. 0319
E-mail: upt-penerbitan@unej.ac.id

 UNIVERE R
B S

IM T
E Y

J

KALKULUS INTEGRAL
Kosala Dwidja Purnomo, S.Si., M.Si.

Dr. Firdaus Ubaidillah, S.Si., M.Si.

Ika Hesti Agustin, S.Si., M.Si.

Membangun Generasi
Menuju Insan Berprestasi

NU IV ER RE SB ITM YE
J

K
A

L
K

U
L

U
S
 
I
N

T
E

G
R

A
L

K
o

s
a

la
 D

w
id

ja
 P

u
rn

o
m

o
, S

.S
i., M

.S
i., d

k
k

KALKULUS INTEGRAL
Kosala Dwidja Purnomo, S.Si., M.Si.

Dr. Firdaus Ubaidillah, S.Si., M.Si.

Ika Hesti Agustin, S.Si., M.Si.

Membangun Generasi
Menuju Insan Berprestasi

NU IV ER RE SB ITM YE
J

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


KALKULUS INTEGRAL 
 

 

 

 

 

 

 

Penulis: 

Kosala Dwidja Purnomo, S.Si., M.Si. 

Dr. Firdaus Ubaidillah , S.Si., M.Si. 

Ika Hesti Agustin, S.Si., M.Si. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

UPT PERCETAKAN & PENERBITAN 

UNIVERSITAS JEMBER 

2019 

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


KALKULUS INTEGRAL 

 
 
 
Penulis: 
Kosala Dwidja Purnomo, S.Si., M.Si. 
Dr. Firdaus Ubaidillah , S.Si., M.Si. 
Ika Hesti Agustin, S.Si., M.Si. 
 
 
Desain Sampul dan Tata Letak 
Fatkhur Rokhim 
M. Hosim 
 
 
ISBN:  978-623-7226-73-4

 
Penerbit: 
UPT Percetakan & Penerbitan Universitas Jember 
 
 
Redaksi: 
Jl. Kalimantan 37 
Jember 68121 
Telp. 0331-330224, Voip. 00319 
e-mail: upt-penerbitan@unej.ac.id 
 
Distributor Tunggal: 
UNEJ Press 
Jl. Kalimantan 37 
Jember 68121 
Telp. 0331-330224, Voip. 0319 
e-mail: upt-penerbitan@unej.ac.id 
 
 
Hak Cipta dilindungi Undang-Undang. Dilarang memperbanyak tanpa ijin 
tertulis dari penerbit, sebagian atau seluruhnya dalam bentuk apapun, baik 
cetak, photoprint, maupun microfilm. 
  

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


Kata Pengantar

Kalkulus Integral: Mengkalkulasi impact dari sebuah perubahan
Kalkulus integral, seringkali kita mengenalnya sebagai suatu cabang

kalkulus yang berkaitan dengan teori dan aplikasi integral. Secara umum kita
mengenal kalkulus dalam dua bagian yaitu kalkulus diferensial dan kalkulus
integral. Sementara, kalkulus diferensial mempelajari tentang bagaimanakah
sesuatu berubah, kalkulus integral mempelajari tentang akibat yang ditim-
bulkan dari perubahan tersebut. Dalam kasus sederhana, kalkulus integral
mempelajari mengenai hubungan antara dua buah variabel jika diketahui
laju perubahan dari kedua variable tersebut. Kalkulus diferensial berfokus
pada tingkat perubahan, seperti kemiringan garis singgung dan kecepatan,
sedangkan kalkulus integral berkaitan dengan ukuran atau nilai total, seperti
panjang (jarak), luas bidang atau wilayah, juga volume ruang.

Kedua cabang dihubungkan oleh teorema dasar kalkulus, yang menun-
jukkan bagaimana integral tertentu dihitung dengan menggunakan antiderivatif,
dimana fungsi laju perubahannya, atau turunannya, sama dengan fungsi yang
diintegrasikan. Sebagai contoh, mengintegrasikan fungsi kecepatan meng-
hasilkan fungsi jarak, yang memungkinkan jarak yang ditempuh dihitung oleh
suatu objek selama interval waktu tertentu. Beberapa kalkulus integral berkai-
tan dengan derivasi formula untuk menemukan antiderivatif. Kemanfaatan
kalkulus intergral yang luas berasal dari penggunaannya dalam menyelesaikan
persamaan diferensial.
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Buku ajar yang ada di tangan Anda ini, hendak mengajak kita memasuki
wilayah dan ruang itu. Saya mengenal ketiga penulis sebagai kolega yang
memiliki dedikasi tinggi, dan kecintaan mendalam pada matematika. Ketulu-
san ini membuat pengajaran matematika mendarat mulus dalam hati kita, para
mahasiswa. Dengan kecintaannya pada pengajaran matematika dan kedala-
man kelimuan yang dimiliki, ketiga penulis buku ajar ini akan memandu kita
para pengajar kalkulus untuk merasakan keluasan ruang matematika kalkulus
dalam mengajarkan kalkulasi impact dari sebuah perubahan itu.

Perubahan memang senantiasa menyertai kehidupan kita, tapi tidaklah
perlu khawatir karena matematika kalkulus menemani kita dalam setiap
perubahan itu. Oleh karenanya, kepada ketiga penulis, saya ucapkan selamat
atas terbitnya buku ini. . . .! “Don’t let the world change, without the change of
the way we teach. . . ” Buat Anda adik-adik mahasiswa yang saya cintai, saya
ucapkan selamat memasuki ruang imajinasi kalkulus yang indah. “Temukan
keindahan ruang imajinasi Kalkulus melalui sajian hebat para penulis yang
tulus. . . ”

Alfian Futuhul Hadi
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Prakata

Puji syukur dihaturkan hanya kepada Alloh Tuhan yang Mahaesa. Atas rah-
matNya jua buku ini sampai ke tangan pembaca. Semoga semua ikhtiar ini
menjadi bagian dari kontribusi Tim Penulis untuk memajukan dan mema-
hamkan matematika di bumi pertiwi tercinta.

Turunan dan integral adalah sebagian dari konsep dasar penting untuk
memahami fenomena sains di sekeliling kita. Banyak fenomena yang da-
pat dimodelkan dalam bentuk persamaan diferensial, sehingga karenanya
dibutuhkan pemahaman terhadap konsep dasar turunan. Demikian juga,
pemahaman terhadap konsep integral dibutuhkan untuk menentukan solusi
persamaan diferensial tersebut, sekaligus untuk menginterpretasikan solusi
tersebut dalam masalah terkait.

Buku yang ada di tangan pembaca ini memuat beberapa penerapan kon-
sep integral sebagai kelanjutan dari konsep turunan. Penentuan luas daerah,
volume benda dengan bentuk yang memenuhi aturan tertentu, panjang kurva,
serta luas permukaan putar suatu benda adalah sebagian contoh penerapan
integral yang akan diuraikan. Dalam hal ini fungsi-fungsi yang digunakan dip-
ilih yang relatif sederhana, sehingga bisa diselesaikan dengan menggunakan
teknik pengintegralan yang dibahas juga di dalam buku ini.

Untuk keperluan aplikasi di bidang teknik, dibahas juga beberapa bentuk
fungsi transenden, diantaranya adalah fungsi logaritma asli dan fungsi ekspo-
nensial asli sebagai inversnya. Fungsi-fungsi ini diperlukan untuk menyele-
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saikan bentuk persamaan diferensial sederhana yang muncul dalam model
pertumbuhan populasi eksponensial maupun logistik. Pemahaman terhadap
sifat-sifat fungsi logaritma dan eksponensial (yang asli maupun umum) akan
banyak membantu dalam menjelaskan solusi persamaan diferensial terkait.

Mahasiswa juga perlu dibekali kemampuan menyelesaikan beberapa ben-
tuk integral tertentu yang sering muncul dalam aplikasi. Oleh karenanya,
beberapa teknik pengintegralan dasar harus dikuasainya. Saat ini sudah dikem-
bangkan berbagai software matematika yang dapat digunakan menyelesaikan
berbagai bentuk integral dari fungsi yang rumit. Namun demikian, tetap saja
diperlukan ketrampilan untuk menyelesaikan berbagai bentuk integral secara
manual. Tentu saja, hal tersebut terbatas pada fungsi yang dapat diselesaikan
dengan teknik-teknik pengintegralan yang diberikan.

Pada akhirnya akan dikenalkan berbagai bentuk integral tak-wajar yang
juga banyak ditemui dalam aplikasi di lapangan. Konsep kekonvergenan
limit dari suatu fungsi juga dibutuhkan dalam menentukan nilai integral
tak-wajar tersebut. Oleh karenanya, pembahasan tentang ini akan didahului
dengan identifikasi bentuk-bentuk tak-tentu sebagaimana disyaratkan dalam
menyelesaikan bentuk limit terkait.

Akhirnya, selamat menikmati buku sederhana ini. Secara khusus, bagi
mahasiswa semoga anda dapat mengambil pelajaran dari buku ini dan meman-
faatkannya untuk memperkuat pondasi matematika. Sekecil apa pun pelajaran
tersebut akan membahagiakan kami sebagai tim penulis. Semoga menjadi
amal jariyah bagi kami dan semua pihak terkait.

Jember, Desember 2019

Tim Penulis
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Tinjauan Mata Kuliah

Kalkulus Integral, sesuai dengan namanya, berisi tentang sejumlah teori inte-
gral dan mengilustrasikan bagaimana teori tersebut dapat diimplementasikan
pada beberap arumusan yang lebih praktis. Di dalam kalkulus, teori integral
selalu didahului dengan pembahasan tentang turunan (derivatives). Karena,
memang integral tak-tentu didefinisikan sebagai anti-turunan. Demikian juga,
konsep integral tentu yang didefinisikan dari limit jumlah Riemann tetap
membutuhkan integral sebagai anti-turunan pada saat menghitung nilai inte-
gralnya. Oleh karena itu, buku ini tidak dapat dipisahkan dari topik Kalkulus
Diferensial yang seharusnya.

Buku ajar ini merupakan penunjang untuk mata kuliah Kalkulus yang
diberikan di Jurusan Matematika dan jurusan lainnya di lingkungan FMIPA
Universitas Jember. Banyak mata kuliah yang membutuhkan prasyarat topik
integral yang dibahas di dalam buku ini. Diantaranya, di Jurusan Matematika
topik ini dibutuhkan untuk memahami mata kuliah Persamaan Diferensial
Biasa, Kalkulus Peubah Banyak, Kalkulus Vektor, dan Statistika Matematika.
Di lingkungan FMIPA di Jurusan Fisika, Kimia, Biologi, topik integral juga
diberikan dalam bentuk mata kuliah Kalkulus. Topik integral juga dibutuhkan
untuk menunjang mata kuliah Matematika Teknik yang diajarkan di jurusan-
jurusan berbasis keteknikan (engineering).

Untuk memahami topik-topik yang ditulis dalam buku ajar ini, pembaca
harus sudah mempunyai bekal pemahaman terkait limit, kekontinuan, turunan,
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serta konsep dasar integral yang membahas hubungan turunan dan integral.
Jika pemahaman tersebut dirasakan masih kurang, maka pembaca harus
mereview kembali topik-topik terkait.

Secara umum topik-topik dalam buku ajar ini disampaikan dalam mata ku-
liah Kalkulus atau Kalkulus Lanjut. Dengan mengasumsikan bahwa definisi
dan pengertian dasar integral sudah difahami, di dalam Bab 1 dibahas ten-
tang penggunaan integral dalam bentuk paling sederhana, yaitu luas daerah.
Topik ini mengajak pembaca untuk memahami makna geometris integral
sebagai luasan suatu daerah. Selanjutnya akan dibahas tentang volume benda
putar, yaitu bagaimana seandainya sebuah daerah diputar mengelilingi sumbu
tertentu. Di dalam bab ini juga akan dibahas tentang panjang kurva yang
dinyatakan dalam bentuk fungsi parametrik. Potongan kurva tersebut jika
diputar pada sumbu tertentu akan membentuk luas permukaan dari suatu
benda putar.

Selanjutnya, untuk kepentingan aplikasi yang melibatkan fungsi yang
lebih rumit, di dalam Bab 2 dibahas berbagai bentuk fungsi transenden.
Fungsi trigonometri, hiperbolik, beserta inversnya akan dibahas. Dalam hal
ini dibahas juga turunan dan integral fungsi-fungsi tersebut. Kemudian untuk
aplikasi di bidang teknik, akan dibahas fungsi logaritma asli dan umum beserta
inversnya, yaitu eksponensial asli dan umum. Pembahasan fungsi-fungsi ini
juga akan dikaitkan dengan turunan dan integralnya. Materi dalam Bab 3
dimaksudkan untuk memperdalam pemahaman tentang teknik pengintegralan
dari berbagai fungsi aljabar dan transenden. Sebenarnya sudah cukup banyak
software matematika yang dapat digunakan untuk membantu menyelesaikan
berbagai bentuk integral. Namun demikian, dalam proses belajar, pembaca
perlu mempunyai pengalaman langsung menelusuri prosedur penyelesaian
manual untuk menyelesaikannya.

Pada akhirnya di dalam Bab 4 akan dikenal berbagai bentuk integral
tak-wajar yang mempunyai batas pengintegralan atau nilai fungsi integran
tak hingga. Bentuk integral semacam ini dapat diselesaikan dengan bantuan
limit dari bentuk-bentuk tak-tentu. Oleh karena itu, di awal bab akan dibahas
tentang berbagai bentuk tak-tentu untuk membantu penyelesaian integral
tak-wajar.

Pada akhir setiap bab dalam buku ajar ini disediakan beberapa pengertian
penting yang dirangkum dalam ringkasan. Oleh karena itu, pembaca hen-
daknya memastikan bahwa pengertian-pengertian tersebut sudah difahami
dengan baik sebelum membaca bab selanjutnya. Latihan soal dan bahan
diskusi juga diberikan agar didapatkan pemahaman yang lebih mendalam.
Penulis menyarankan ini dibahas dalam diskusi kelompok agar pembaca
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mendapatkan pemahaman yang lebih komprehensif.
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Glosarium

benda putar, benda solid yang didapatkan dari pemutaran sebuah
daerah yang dibatasi kurva-kurva pada sumbu putar tertentu

metode cakram, cara mendapatkan volume benda putar melalui aproksi-
masi volume potongan benda yang mirip dengan cakram

cincin, cara mendapatkan volume benda putar melalui aproksimasi
volume potongan benda yang mirip dengan cakram yang berlubang
(cincin)

kulit tabung, cara mendapatkan volume benda putar melalui aproksi-
masi volume potongan benda yang mirip dengan kulit tabung

kurva, kumpulan titik pada bidang atau ruang yang dinyatakan dalam
persamaan dengan interval parameter tertentu

permukaan putar, permukaan benda yang didapatkan dari pemutaran
suatu kurva pada sumbu putar tertentu

invers fungsi, bentuk fungsi yang didapatkan dengan cara mensub-
stitusikan variabel terikat suatu fungsi dengan variabel bebasnya dan
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demikian sebaliknya

fungsi logaritma asli, fungsi yang didefinisikan dari luas daerah yang
dibatasi kurva tertentu

logaritma umum, fungsi logaritma dengan bilangan dasar positif

eksponensial asli, bentuk fungsi yang didapatkan dari invers fungsi
logaritma asli

eksponensial umum, bentuk fungsi yang didapatkan dari invers fungsi
logaritma umum

trigonometri, fungsi yang didefinisikan dari bentuk sinus dan cosinus

hiperbolik, fungsi yang didefinisikan dari bentuk aljabar fungsi ekspo-
nensial asli

pendiferensialan logaritmik, cara memanipilasi penurunan fungsi
dengan menggunakan sifat turunan dari fungsi logaritma asli

bentuk tak-tentu, sebuah bentuk perkalian, pembagian, pengurangan,
atau eksponen dari dua nilai yang tidak memberikan nilai bilangan real
tertentu

integral tak-wajar, bentuk integral dengan batas integral tak-hingga
atau nilai fungsi integran yang membesar mendekati tak-hingga dalam
interval pengintegralannya
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